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La primera edicion de Fisica para estudiantes de Ciencias 
e Ingenieria aparecio en 1960; la edicion mas reciente (la 
tercera), llamada simplemente Fisica, fue publicada en 
1977. En esta cuarta edicion (1992) cabe destacar la 
presencia de un nuevo coautor. 

El texto ha sido actualizado para incluir los nuevos 
desarrollos en fisica y en su pedagogia. Basados en nues- 
tra lectura de la literatura sobre estos temas, en los comen- 
tarios de numerosos lectores de las ediciones anteriores, 
y en la asesoria de un grupo de colaboradores que traba- 
jaron con gran dedicacion en la revision del manuscrito 
de esta edicion, hemos hecho varios cambios. 

1. La energia se trata de una manera coherente a lo largo 
de todo el texto, comenzando con el teorema de trabajo- 
energia y continuando con la termodinamica. Por ejem- 
plo, calculamos el trabajo, de manera que no deje lugar a 
dudas, como aquel efectuado sobre un sistema, usando 
entonces la misma convencion de signos para el trabajo 
tanto en mecanica como en termodinamica. La atencion 
de estos detalles ayuda al estudiante a discemir los con- 
ceptos comunes que intervienen en las diferentes areas de 
la fisica. 

2. La relatividad especial, que fue tratada como un 
tema suplementario en la edicion anterior, se halla inte- 
grada a este texto. Se dedican dos capitulos a este tema: 
uno (en el Volumen 1) estudia las ondas mecanicas y el 
otro (en el Volumen 2) estudia las ondas electromagne- 
ticas. Los temas relacionados con la relatividad especial 
(por ejemplo, movimiento relativo, marcos de referencia, 
cantidad de movimiento y energia) se tratan en el texto 
en los capitulos sobre cinematica, mecanica, y electro- 
magnetismo. Este enfoque refleja nuestro punto de vista 
de que la relatividad especial deberia ser tratada como 
parte de la fisica clasica. Sin embargo, para aquellos 
instructores que desean proponer la relatividad especial 
para el final del curso, el material se ha preparado en 
secciones aparte que pueden omitirse sin mayor proble- 
ma en la primera lectura. 


3. Entre los cambios en el ordenamiento de los temas de 
la tercera edicion se incluye el cambio en el orden de apa- 
ricion de los capitulos 2 y 3, de modo que la cinematica 
unidimensional precede ahora a los vectores; la consoli- 
dacion de todo el material sobre el momento angular en 
el capitulo 13 (donde se incluyen la cinematica y la 
dinamica de rotacion, lo que hace que nuestra exposicion 
del movimiento de rotacion sea mas cercanamente para- 
lelo a la del movimiento de traslacion); y un reordena- 
miento y reconstruccion sustancial de los capitulos sobre 
termodinamica, haciendo hincapie en sus aspectos esta- 
disticos, y dando al tema un tono mas “modemo”. 

4. En respuesta a las peticiones de los usuarios, se han 
ahadido al Volumen 1 varios temas clasicos nuevos; es¬ 
tos incluyen el analisis dimensional, fuerzas de arras- 
tre, elasticidad, tension superficial, viscosidad, y aciistica 
musical. 

5. Las aplicaciones modemas se han repartido “salpica- 
das”, a lo largo del texto: por ejemplo, la cuantizacion de 
la energia y el momento angular, la desintegracion del 
nucleo y de las particulas elementales, teoria del caos, 
relatividad general, y estadistica cuantica. Estas no pre- 
tenden dar aqui un tratamiento a fondo de la fisica moder- 
na (lo cual se hace asi en los ocho capitulos adicionales 
de la version ampliada del Volumen 2), sino indicar al 
estudiante cuales son las fronteras de la fisica clasica y las 
relaciones entre esta y la fisica moderna. 

6. Hemos aumentado de manera sustancial el numero de 
problemas al final de cada capitulo, en comparacion con 
la edicion previa del Volumen 1; hay ahora 1519 proble¬ 
mas, frente a los 958 anteriores, lo que constituye un 
aumento del 59%. El numero de preguntas al final de cada 
capitulo ha sido igualmente aumentado de 614 a 821 
(34%). Por otra parte, hemos tratado de mantener la 
calidad, y diversidad de los problemas que han conforma- 
do el sello de garantia de las ediciones anteriores de este 
texto. 
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7. El numero de ejemplos resueltos en el Volumen 1 se 
ha aumentado de 135 a 183 (36%). El aumento real del 
numero de ejemplos resueltos (ahora llamados problemas 
muestra) es mas grande, porque la edicion anterior pre- 
sentaba ocasionalmente los temas nuevos por medio de 
ejemplos resueltos. Esta edicion elimina esa practica; el 
nuevo material se presenta solo en la exposicion del texto, 
y los problemas muestra sirven solo como ejercicios en su 
aplicacion. 

8. Las tecnicas de computacion se presentan mediante 
varios ejemplos resueltos y una variedad de proyectos de 
computacion al final del capitulo. Se ofrecen algunos 
listados de programas en un apendice para animar al 
estudiante a adaptar esos metodos a otras aplicaciones. 

9. Hemos aumentado y actualizado las referencias a 
articulos en la literatura que aparecen como notas al pie 
de pagina a lo largo del texto. Ciertas referencias (a 
menudo de articulos que aparecen en conocidas revistas 
de divulgacion tales como Scientific American ) tienen la 
intencion de ampliar los conocimientos del estudiante a 
traves de aplicaciones interesantes de un tema. En otros 
casos, que a menudo implican asuntos de importancia 
pedagogica sobre los cuales deseamos llamar la atencion 
del estudiante y del instructor, hacemos referencia a ar¬ 
ticulos de revistas tales como el American Journal of 
Physics o el Physics Teacher. 

10. Las ilustraciones han sido completamente renovadas 
y su numero en el Volumen 1 se ha aumentado en casi un 
factor de 2, es decir de 463 a 899 

11. Muchas de las deducciones, pruebas, y argumentos 
de la edicion anterior se han perfeccionado, y toda hipo- 
tesis o aproximacion ha sido aclarada. Asimismo hemos 
mejorado el rigor del texto sin elevar necesariamente su 
nivel. Nuestro empeho es indicar al estudiante el limite de 
validez de un argumento en particular y animarlo a que 
considere preguntas tales como: coresponde siempre un 
resultado en particular o solo a veces? ^Que pasa a 
medida que nos acercamos al limite cuantico o al limite 
relativista? 

Aun cuando hemos hecho cierto esfuerzo para elimi- 
nar material de la edicion anterior, las adiciones men- 
cionadas antes hacen que el texto aumente de tamaho. 
Debera subrayarse que muy pocos instructores (si los 
hay) querran seguir todo el texto de principio a fin. 
Hemos trabajado para desarrollar un texto que ofrezca una 
introduccion rigurosa y completa a la fisica, pero el ins¬ 
tructor puede seguir muchos caminos alternatives a lo 
largo del libro. El instructor que desee tratar algunos 
temas con mayor profundidad (el enfoque de “lo menos 
es mas”, como suele decirse) podra elegir entre estos 
caminos de los que hablamos. Algunas secciones han sido 


explicitamente marcadas como “opcionales” (se hallan 
impresas en un cuerpo de tipografia mas pequeno), para 
indicar que pueden omitirse sin perdida de la continuidad. 
Dependiendo del diseho del curso, pueden omitirse tam- 
bien o tratarse en forma mas superficial otras secciones e 
incluso capitulos enteros. La guia del instructor, disponi- 
ble en un volumen adicional, ofrece sugerencias para 
resumir o abreviar la extension del texto. En tales circuns- 
tancias, el estudiante curioso que desee un estudio mas 
profundo puede encontrar estimulo por su parte al abordar 
esos temas omitidos, con lo que podra adquirir una vision 
mas amplia de la materia. Asi, el instructor tiene a la mano 
una amplia eleccion para cubrir determinado grupo redu- 
cido de temas en un curso. Para el instructor que desee una 
cobertura mas completa, que le sirva para cursos para 
estudiantes con especializacion en fisica, para estudiantes 
destacados, o para cursos de mas de un ano de duration, 
este texto provee el material adicional suficiente para una 
experiencia retadora y de alcance amplio. Esperamos que 
el texto sea considerado como una verdadera guia para 
adentrarse en la fisica; son muchos los caminos que pue¬ 
den tomarse, panoramicos unos y directos otros, y no hay 
por que recorrerlos todos en el primer viaje. El viajero mas 
avezado puede sentirse animado a recurrir a esa guia para 
explorar zonas por las que no paso en viajes anteriores. 

El texto esta disponible en volumenes por separado: el 
Volumen 1 (capitulos 1 al 26) comprende la cinematica, 
la mecanica, y la termodinamica, y el Volumen 2 (capitu¬ 
los 27 al 48) abarca el electromagnetismo y la optica. Se 
dispone de una version aumentada del Volumen 2 (capi¬ 
tulos 27 al 56) con ocho capitulos adicionales que presen¬ 
tan una introduccion a la fisica cuantica y alguna de sus 
aplicaciones. 

Un libro de texto contiene muchas mas contribuciones 
a la ilustracion de un tema que las hechas por los autores 
unicamente. Hemos tenido la fortuna de contar con la 
ayuda de Edward Derringh (Wentworth Institute of Te¬ 
chnology) para preparar los conjuntos de problemas y de 
J. Richard Christman (U.S. Coast Guard Academy) para 
preparar la Guia del Instructor y los proyectos de compu¬ 
tacion. Nos hemos beneficiado de la gran dedication que 
han puesto en sus comentarios y criticas capitulo tras 
capitulo el siguiente grupo de revisores: 

Robert P. Bauman (University of Alabama) 

Truman D. Black (University of Texas, Arlington) 
Edmond Brown (Rensselaer Polytechnic Institute) 

J. Richard Christman (U.S. Coast Guard Academy) 
Sumner Davis (University of California, Berkeley) 
Roger Freedman (University of California, Santa 
Barbara) 

James B. Gerhart (University of Washington) 

Richard Thompson (University of Southern California) 
David Wallach (Pennsylvania State University) 

Roald K. Wangsness (University of Arizona) 


Estamos profundamente agradecidos y obligados hacia 
todos ellos por sus sustanciales contribuciones a este 
proyecto. 

Damos las gracias al personal de John Wiley & Sons 
por su notable cooperation y apoyo, entre quienes se 
cuentan Cliff Mills, editor de fisica; Cathy Donovan, asis- 
tente del programa editorial; Cathy Faduska, gerente de 
mercadotecnia; John Balbalis, ilustrador; Deborah Her¬ 
bert, supervisora editorial; Karin Kincheloe, disehadora; 
Lucille Buonocore, supervisora de production; Jennifer 
Atkins, investigadora de fotografia; Christina Della Bar- 
tolomea, copieditora. El proceso de mecanografia del 


manuscrito de esta edicion fue magmficamente ejecutado 
por Christina Godfrey. 
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CAPITULO 1 


MEDICIONES 


A pesar de la belleza matemdtica de algunas de sus mds complejas y abstractas teorias, 
incluyendo las de las partlculas elementales y de la relatividad general, la fisica es sobre todo 
una ciencia experimental. Es, por tanto, crucial que quienes realizan mediciones precisas se 
pongan de acuerdo acerca de patrones mediante los cuales puedan expresarse los resultados 
de esas mediciones, de tnodo que puedan ser comunicadas de un laboratorio a otro y 
verificadas. 

En este capftulo comenzaremos nuestro estudio de la fisica con la introduccion de algunas 
de las unidades basicas de las cantidades fisicas y de los patrones que ban sido aceptados para 
su medicion. 

Tomamos en cuenta la manera adecuada de expresar los resultados de cdlculos y mediciones, 
incluyendo las dimensiones apropiadas y el numero de cifras significativas. Discutimos e 
ilustramos la importancia de poner atenckn a las dimensiones de las cantidades que aparecen 
en nuestras ecuaciones. Mas adelante en el texto, se presentaran otras unidades basicas y 
muchas unidades derivadas segiin fuera necesario. 


1-1 LAS CANTIDADES FISICAS, 
PATRONES Y UNIDADES 


El material fundamental que constituye la fisica lo forman 
las cantidades fisicas, en funcion de las cuales se expre- 
san las leyes de esta ciencia. Entre estas estan longitud, 
masa, tiempo, fuerza, velocidad, densidad, resistividad, 
temperatura, intensidad luminosa, intensidad del campo 
magnetico, y muchas mas. Muchas de estas palabras, tales 
como longitud y fuerza, son parte de nuestro vocabulario 
cotidiano. Por ejemplo, podria decirse: “Recorreria cual- 
quier distancia (longitud) para ayudarte mientras no em- 
plees la fuerza para obligarme a hacerlo.” Sin embargo, 
en fisica no debemos enganamos con los significados 
cotidianos de estas palabras. Las definiciones cientificas 
precisas de longitud y de fuerza no tienen conexion alguna 
con los usos de estas palabras en la frase entre comillas. 

Podemos definir una cantidad algebraica, por ejemplo, 
L para la longitud, o cualquier otra que elijamos, y pode¬ 
mos suponer que es exactamente conocida. Sin embargo, 
cuando tratamos de asignar una unidad a un valor par¬ 
ticular de esa cantidad, encontramos dificultades para 
establecer un patron, de manera que quienes tienen la 


necesidad de comparar una longitud con otra, concuerden 
en las unidades de medicion. Antiguamente, la medida 
inglesa de longitud era la yarda, determinada por el tama- 
no de la cintura del rey. Podemos facilmente deducir 
cuales seran los problemas de un patron asi: por un lado, 
es dificilmente accesible a quienes necesitan calibrar sus 
propios patrones secundarios y, por otro, no es invariable 
al cambio con el paso del tiempo. 

Por fortuna, no es necesario definir y concordar sobre 
patrones para cada cantidad fisica. Ciertas cantidades 
elementales pueden ser mas faciles de establecer como 
patrones, y las cantidades mas complejas pueden a menu- 
do ser expresadas en funcion de las unidades elementales. 
Longitud y tiempo, por ejemplo, estuvieron durante mu- 
chos afios entre las cantidades fisicas mas precisamente 
mensurables y fueron generahnente aceptadas como pa¬ 
trones. Por lo contrario, la velocidad fue menos sujeto de 
medicion precisa y, por lo tanto tratada como una unidad 
derivada (velocidad = longitud/tiempo). Sin embargo, 
hoy dia las mediciones de la velocidad de la luz han 
llegado a una precision mas alia del patron anterior de 
longitud; todavia tratamos la longitud como una unidad 
fundamental, pero el patron para su medicion se deriva 
ahora de los patrones de velocidad y de tiempo. 
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El problema basico es, por lo tanto, elegir el numero 
mas pequeno posible de cantidades fisicas como fun- 
damentales y estar de acuerdo con los patrones para su 
medicion. Estos patrones deben ser tanto accesibles como 
invariables, lo cual puede ser dificil de satisfacer de ma- 
nera simultanea. Si el kilogramo patron, por ejemplo, ha 
de ser un objeto invariable, debe ser inaccesible y mante- 
nerse aislado mas alia de los efectos del uso y de la 
corrosion. 

Los acuerdos respecto a los patrones han sido logrados 
luego de una serie de reuniones intemacionales de la 
Conferencia General de Pesos y Medidas que se inicio en 
1889; la 19a. reunion tuvo lugar en 1991. Una vez que 
un patron ha sido aceptado, tal es el segundo como una 
unidad de tiempo, entonces puede aplicarse la unidad a 
una amplia gama de mediciones, desde la duracion de vida 
del proton (mayor de 10 40 segundos) hasta la duracion de 
vida de las particulas menos estables que puedan ser 
producidas en nuestros laboratories (alrededor de 10~ 23 
segundos). Cuando expresamos un valor tal como 10 40 en 
unidades de segundos, significa que la razon entre la 
duracion de vida del proton y el intervalo de tiempo que 
se definio arbitrariamente como el patron segundo es de 
10 40 . Para lograr tal medicion, debemos tener una manera 
de comparar los instrumentos de medicion del laboratorio 
con el patron. Muchas de estas comparaciones son indi- 
rectas, ya que ningtin instrumento de medicion es capaz 
de operar con precision sobre 40 ordenes de magnitud. Sin 
embargo, es esencial al progreso de la ciencia que, cuando 
un investigador registra un intervalo de tiempo en par¬ 
ticular con un instrumento de laboratorio, la lectura pueda 
de algun modo ser relacionada con una calibracion basada 
en el patron segundo. 

La busqueda de patrones mas precisos o accesibles es 
en si un empeno cientifico importante, donde intervienen 
fisicos y otros investigadores en los laboratories de todo 
el mundo. En Estados Unidos, los laboratories del Ins¬ 
titute Nacional de Patrones y Tecnologia (NIST), ante- 
riormente la Oficina Nacional de Patrones (NBS) estan 
dedicados a mantener, desarrollar, y probar patrones para 
investigadores de basicos asi como para cientificos e 
ingenieros en la industria. Las mejoras en los patrones en 
ahos recientes han sido extraordinarias: desde la primera 
edicion de este texto (1960), la precision del patron segun¬ 
do ha mejorado en un factor superior a 1000. 


1-2 EL SISTEMAINTERNACIONAL 

DE UNIDADES* _ 

La Conferencia General de Pesas y Medidas, en las reu¬ 
niones sostenidas durante el periodo 1954-1971, seleccio- 
no como unidades basicas las siete cantidades mostradas 
en la tabla 1. Estas son la base del Sistema Intemacional 


TABLA 1 UNIDADES BASICAS DEL SI 

Unidad SI 


Cantidad 

Nombre 

Simbolo 

Tiempo 

segundo 

s 

Longitud 

metro 

m 

Masa 

kilogramo 

kg 

Cantidad de sustancia 

mol 

mol 

Temperatura termodinamica 

kelvin 

K 

Corriente electrica 

ampere 

A 

Intensidad luminica 

candela 

cd 


de Unidades, abreviado SI, del frances Systeme Interna¬ 
tional d’Unites. 

A lo largo de este libro damos muchos ejemplos de 
unidades derivadas del SI, tales como velocidad, fuerza y 
resistencia electrica, que se desprenden de la tabla 1. Por 
ejemplo, la unidad SI de fuerza, llamada newton (abreviatura 
N), se define en funcion de las unidades basicas del SI asi: 

1 N = 1 kg-m/s 2 

tal como lo explicaremos con detalle en el capitulo 5. 

Si expresamos propiedades fisicas, como la produccion 
de una central de energia o el intervalo de tiempo entre dos 
eventos nucleares en unidades SI, a menudo encontrare- 
mos numeros muy grandes o muy pequenos. Por convenien- 
cia, la Conferencia General de Pesas y Medidas, en las 
reuniones sostenidas durante el periodo 1960-1975, reco- 
mendo los prefijos mostrados en la tabla 2. Asi, podemos 
escribir la produccion de una planta de energia electrica 
tipica, 1.3 x 10 9 watt, como 1.3 gigawatt o 1.3 GW. De igual 
forma, podemos escribir un intervalo de tiempo de la dimen¬ 
sion encontrada a menudo en fisica nuclear, 2.35 x 10‘ 9 
segundos, como 2.35 nanosegundos o 2.35 ns. Los prefijos 
de factores mayores a la unidad se expresan en terminos que 
provienen del griego, y los de factores menores a la unidad 
se expresan con terminos de origen latino (excepto femto y 
atto, que provienen del danes). 

Para reforzar la tabla 1 necesitamos siete juegos de 
procedimientos operacionales que nos digan como produ- 
cir las siete unidades SI basicas en el laboratorio. Explo- 
ramos las de tiempo, longitud y masa en las tres secciones 
siguientes. 

Otros dos sistemas principales de unidades compiten 
con el Sistema Intemacional (SI). Uno es el sistema gaus- 

* Vease “SI: The International System of Units,” por Robert A. 
Nelson (American Association of Physics Teachers, 1981). La 
guia “oficial” de Estados Unidos para el sistema SI puede 
encontrarla en la Special Publication 330, de la National Bureau 
of Standards (edicion 1986). 

En Mexico se dispone tambien de informacion similar en la 
norma oficial mexicana NOM-Z-1981, Sistema Intemacional 
de Unidades (SI), editada por la Direccion General de Normas, 
de la Secretaria de Comercio y Fomento Industrial (SECOFI). 
(N.delT.) 
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TABLA 2 PREFIJOS DEL ST 


Factor 

Prefijo 

Simbolo 

Factor 

Prefijo 

Simbolo 

10 ,s 

exa- 

E 

10" 1 

deci- 

d 

10 15 

peta- 

P 

10" 2 

centi- 

c 

10 12 

tera- 

T 

10" 3 

mill- 

m 

10 s 

giga- 

G 

10" 6 

micro- 

P 

10 6 

mega- 

M 

10" 9 

nano- 

n 

10 3 

kilo- 

k 

10- 12 

pico- 

P 

10 2 

hecto- 

h 

10" 15 

femto- 

f 

10‘ 

deca- 

da 

10 18 

atto- 

a 


T Los prefijos utilizados en este libro se senalan en bold o negritas. 


siano, con el que se expresa mucha de la literatura de 
fisica; en este libro no usamos este sistema. El apendice 
G da los factores de conversion a unidades SI. 

El segundo es el sistema britanico (todavia en uso diario 
en Estados Unidos), del cual las unidades basicas de la 
mecanica son longitud (pie), fuerza (libra), y tiempo (se¬ 
gundo). De nuevo el apendice G proporciona los factores 
de conversion a unidades SI. En este libro usamos unida¬ 
des SI, pero a veces damos los equivalentes britanicos. 
Solamente en tres paises [Myanmar (Birmania), Liberia y 
Estados Unidos] se usa otro sistema diferente al SI como 
el patron nacional de medicion aceptado. 


Problema muestra 1 Cualquier catitidad fisica puede ser 
multiplicada por 1 sin cambiar su valor. Por ejemplo, 1 min = 
60 s, de modo que 1 = 60 s/1 min; similarmente, 1 ft “ 12 in, de 
modo que 1 = 1 ft/12 in. Usando los factores de conversion 
apropiados, halle (a) la velocidad en metros por segundo equi- 
valente a 55 millas por hora, y ( b ) el volumen en centimetros 
cubicos de un tanque que contidhe 16 gal ones de gasolina. 

Solucion. (a) Para nuestros factores de conversion, necesita¬ 
mos (vease apendice G) 1 mi = 1609 m (de modo que 1 = 1609 
m/1 mi) y 1 h = 3600 s (de modo que 1 - 1 h/3600 s). Entonces 

. , , „ mt w 1609 m w 1 4r 

velocidad = 55 — X —-—— X — = 25 m/s. 
h 1 mt 3600 s 

( b ) Un galon fluido es igual a 231 pulgadas ciibicas, y 1 in. = 
2.54 cm. Entonces 

volumen = 16gal X X ( 2 ' 5 . 4 — Y = 6.1 X 10 4 cm 3 . 

1 gat \ la. / 

Notese on estos dos calculos como se insertan los factores de 
conversion de unidades, de modo que las unidades no deseadas 
aparezean en el numerador y en el denominador y, por lo tanto, 
se cancelen. 



La medicion del tiempo tiene dos aspectos. Para proposi- 
tos cotidianos y para algunos de caracter cientifico, nece- 


TABLA 3 ALGUNOS INTERVALOS DE TIEMPO 
MEDIDOS 7 


Intervalo de tiempo _ Segundos 

Duracion de vida de un proton > 10 40 

Periodo de semidesintegracion doble beta del 3 * 10 27 
“Se 

Edad del universo 5 x 10 17 

Edad de la piramide de Keops 1 x 10" 

Vida media del ser humano (Estados Unidos) 2 * 10 9 

Periodo de la orbita terrestre alrededor del Sol 3 x 10 7 
(1 ano) 

Periodo de rotacion terrestre alrededor de su eje 9 x 10 4 
(1 dia) 

Periodo de la orbita de un satelite tipico en 5 x 10 3 

orbita baja 

Tiempo entre latidos normales del corazon 8 x 10' 1 

Periodo del diapason de concierto (en “la”) 2 x 10' 3 

Periodo de oscilacion de microondas de 3 cm 1 x 10"’° 

Periodo tipico de rotacion de una molecula 1 x 10" 12 

Pulsacion de luz mas corta producida (1990) 6 x 10" 15 

Duracion de vida de las particulas menos estables < 10" 23 


7 Valores aproximados 


sitamos saber la hora del dia, de modo que podamos 
ordenar sucesivamente los acontecimientos. En la mayo- 
ria de los trabajos cientificos precisamos saber cuanto 
dura un suceso (el intervalo de tiempo). Asi pues, cual¬ 
quier patron de tiempo debe ser capaz de responder a 
las preguntas, “^a que hora ocurre?” y “^cuanto dura?” La 
tabla 3 muestra el amplio margen de intervalos de tiempo 
que pueden medirse. Estos varian por un factor de alrede¬ 
dor de 10 63 . 


* Para una historia de la medicion del tiempo, vease Revolution 
in Time: Clocks and the Making of the Modern World, por David 
S. Landes (Harvard University Press, 1983). Los desarrollos 
recientes en la cronomedicion precisa se discuten en “Precise 
Measurement of Time,” por Norman F. Ramsey, American 
Scientist, Enero-Febrero de 1988, pag. 42. Un listado de los 
diferentes sistemas para reportar el tiempo puede hallarse en 
“Time and the Amateur Astronomer,” por Alan M. MacRobert, 
Sky and Telescope, Abril 1989, pag. 378. 



4 Capitulo 1 Mediciones 


Section 1-4 El patron de longitud 5 



Figura 1 Patron de frecuencia 
atomica de cesio Num. NBS-6 
del National Institute of 
Standards and Technology, en 
Boulder, Colorado, £ste es el 
patron primario para la unidad de 
tiempo en Estados Unidos. 
Marque el telefono 
(303)499-7111 para calibrar su 
reloj contra el patron. Marque el 
(900)410-8463 para las senales de 
tiempo del Observatorio Naval 
de ese pais. 


Cualquier fenomeno que se repita a si mismo puede 
utilizarse como una medicion del tiempo. La medicion 
se realiza contando dichas repeticiones e incluyendo las 
fracciones de ellas. Podriamos usar un pendulo que oscila, 
un sistema masa-resorte, o un cristal de cuarzo, por ejem- 
plo. De los muchos fenomenos repetitivos en la naturaleza 
la rotacion de la Tierra sobre su eje, que determina la 
longitud del dia, fue usada durante siglos como un patron 
de tiempo. Un segundo (solar medio) se define como 
1/86,400 de un dia (solar medio). 

Los relojes de cristal de cuarzo basados en las vibraciones 
periodicas de un cristal de cuarzo sostenidas electricamente 
sirven bien como patrones de tiempo secundarios. Un reloj 
de cuarzo puede ser calibrado contra la Tierra en rotacion 
por medio de observaciones astronomicas y usado para 
medir el tiempo en el laboratorio. El mejor de estos ha 
mantenido el tiempo por un aho con un error acumulado 
maximo de 5 jus, pero aun esta precision no es suficiente en 
la ciencia y la tecnologia modemas. 

Para cumplir la necesidad de un patron de tiempo mejor, 
se han desarrollado relojes atomicos en varios paises. La 
figura 1 muestra un reloj asi, basado en una frecuencia 
caractenstica de la radiacion de las microondas emitidas 
por atomos del elemento cesio. Este reloj, guardado en el 
National Institute of Standards and Technology, en Es¬ 
tados Unidos, constituye en ese pais la base para el Tiem¬ 
po Universal Coordinado (Coordinated Universal Time, 
UTC), por el cual se obtienen senales de tiempo en ra¬ 
dios de onda corta (estaciones WWV y WWVH) y en el 
telefono. 

La figura 2 muestra, por comparacion con un reloj d? 
cesio, las variaciones en la tasa de rotacion de la Tierra en 



0.003 s. Vease “The Earth’s Rotation Rate,” por John Walir, 
American Scientist, Enero-Febrero 1985, p. 41. 


un periodo de 4 anos. Estos datos muestran lo pobre del 
patron de tiempo que proporciona la rotacion de la Tierra 
para un trabajo preciso. Las variaciones que vemos en la 
figura 2 pueden ser atribuidas a los efectos en las mareas 
causados por la Luna y a las variaciones estacionales en 
los vientos atmosfericos. 

El segundo basado en el reloj de cesio fue adoptado 
como un patron intemacional por la 13a. Conferencia 
General de Pesas y Medidas de 1967, donde se dio la 
siguiente definicion: 


i 

! 



30,000,000 anos 


300,000 anos 
30,000 anos 
3,000 anos 
300 aiios 
30 anos 

3 anos 
1 ano 
90 dias 

10 dias 
1 dia 
3 horas 


1600 1700 1800 1900 2000 


Figura 3 La mejora en cronometria 
a lo largo de los siglos. Los antiguos 
relojes de pendulo ganaron o 
perdieron un segundo cada unas 
cuantas horas; los relojes de maser de 
hidrogeno actuales lo harian solo 
despues de 30 millones de anos. 


Ano 


I 


I 


Un segundo es el tiempo ocupado por 9,192,631,770 
vibraciones de la radiation (de una longitud de onda 
especifica) emitida por un atomo de cesio. 

Dos relojes de cesio modemos podrian marchar durante 
300,000 anos antes de que sus lecturas difieran en mas de 
1 s. Se han obtenido relojes de maser* de hidrogeno con 
la increible precision de 1 s en 30 millones de anos. Los 
relojes basados en un simple atomo atrapado pueden ser 
capaces de mejorar esta precision en tanto como 3 ordenes 
de magnitud. La figura 3 muestra el impresionante regis- 
tro de mejoras en la cronometria que han ocurrido en las 
pasados 300 anos, comenzando con el reloj de pendulo, 
inventado por Christian Huygens en 1656, y terminando 
con el maser de hidrogeno de hoy dia. 


1-4 EL PATRON DE LONGITUD* 


El primer patron intemacional de longitud fue una barra 
de una aleacion de platino e iridio que se llamo el metro 
patron, el cual fue guardado en la Oficina Intemacional 
de Pesas y Medidas cerca de Paris. La distancia entre dos 
lineas finas grabadas cerca de los extremos de la barra, 
cuando esta se mantenia a una temperatura de 0°C y 
soportada mecanicamente de una tnanera prescrita, fue 
definida como el metro. Historicamente, el metro se tomo 
como una diezmillonesima parte de la distancia entre el 
polo norte y el ecuador a lo largo de la linea del meridiano 


* (N. del T.) El maser es un dispositivo de amplificacion del 
sonido que usa un cristal de cianuro de potasio-cobalto para 
captar ondas de radio emitidas por objetos celestiales remotos. 

* Vease “The New Definition of the Meter”, por P. Giacomo, 
American Journal of Physics, Julio 1984, p. 607. 


que pasa por Paris. Sin embargo, las mediciones mas 
precisas demostraron que la barra del metro patron difiere 
ligeramente (alrededor del 0.023%) del valor deseado. 

A causa de que el metro patron no es muy accesible, se 
hicieron copias maestras precisas de el y enviadas a los 
laboratories de estandarizacion alrededor del mundo. Es¬ 
tos patrones secundarios fueron usados para calibrar otros 
patrones, aun mas accesibles. Entonces, hasta hace poco, 
cada varilla o dispositivo de medicion derivo su autoridad 
del metro patron a traves de una complicada cadena de 
comparaciones usando microscopios y maquinas diviso- 
ras. Desde 1959, ello sirvio tambien para la yarda, cuya 
definicion legal en Estados Unidos adoptada en aquel aho 
es como sigue: 

1 yarda = 0.9144 metros (exactamente) 
que es equivalente a 

1 pulgada = 2.54 centimetres (exactamente). 

La precision con la cual pueden hacerse las intercompa- 
raciones necesarias de la longitud por la tecnica de comparar 
rayas finas usando un microscopio ya no es satisfactoria para 
la ciencia y la tecnologia modemas. Un patron de longitud 
mas preciso y reproducible fue obtenido cuando el fisico 
estadoumdense Albert A. Michelson compare en 1893 la 
longitud del metro patron con la longitud de onda de la luz 
roja emitida por los atomos de cadmio. Michelson midio 
cuidadosamente la longitud de la barra metro y encontro que 
el metro patron era igual a 1,553,163.5 de aquellas longitu¬ 
des de onda. Lamparas de cadmio identicas podian ser 
obtenidas facilmente en cualquier laboratorio, y asi Michel¬ 
son encontro una manera de tener un patron de longitud 
preciso en todo el mundo, para fines cientificos, sin atenerse 
a la barra del metro patron. 
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Figura 4 Una lampara de cripton de los 
Laboratories Nacionales de Fisica, en 
Teddington, Inglaterra. El tubo capilar de 
vidrio del aparato de la izquierda contiene 
el gas “Kr, el cual emite luz cuando es 
excitado por una corriente electrica. La 
lampara esta insertada en el criostato de 
la derecha, donde se mantiene a la 
temperatura del nitrogeno h'quido 
(-210°C). La luz se ve a traves de la 
pequena portilla del criostato. 


A pesar de este avance tecnologico, la barra de metal 
permanecio como el patron oficial hasta 1960, cuando la 
11a. Conferencia General de Pesas y Medidas adopto un 
patron atomico para el metro. Fue elegida la longitud de 
onda en el vacio de una cierta luz anaranjada emitida por 
atomos de un isotopo particular de cripton,* 86 Kr, en una 
descarga electrica (vease la figura 4). Especificamente, el 
metro se definio como 1,650,763.73 longitudes de onda 
de esta luz. Con la posibilidad de hacer mediciones de 
longitud de una fraccion de una longitud de onda, los 
cientificos pudieron usar este nuevo patron para hacer 
comparaciones de longitudes con una precision de menos 
de 1 parte en 10 9 . 

La eleccion de un patron atomico ofrece otras ventajas, 
ademas del aumento de la precision en las mediciones de 


* El superindice 86 del “Kr da el numero de masa (el numero 
de protones mas neutrones en el nucleo) de este isotopo del 
cripton. El gas natural de cripton contiene isotopos connumeros 
de masa de 78, 80, 82, 83, 84, y 86. La longitud de onda de la 
radiacion elegida difiere en estos isotopos distintos en alrededor 
de 1 parte en 10 5 , lo cual es inaceptablemente grande comparado 
con la precision del patron, alrededor de 1 parte en 10 9 . En el 
caso del reloj de cesio, existe solo un isotopo natural del cesio, 
el cual tiene un numero de masa de 133. 


longitud. Los atomos de 86 Kr se obtienen en cualquier 
parte, son identicos, y emiten luz de la misma longitud de 
onda. La longitud de onda particular elegida es unicamen- 
te caracteristica del 86 Kr y se halla definida de manera 
rigurosa y exacta. El isotopo puede obtenerse facilmente 
en su forma pur a. 

Para 1983, las demandas de una precision mas alta 
habian llegado a tal punto que aun el patron 86 Kr no podia 
cumplirlas y en aquel ano se dio un paso audaz. El metro 
fue redefinido como la distancia recorrida por una onda de 
luz en un intervalo de tiempo especificado. En las palabras 
de la 17a. Conferencia General de Pesas y Medidas: 

El metro es la distancia recorrida por la luz en el vacio 
durante un intervalo de tiempo de 1/299,792,458 de 
segundo. 

Esto es equivalente a decir que la velocidad de la luz c se 
define ahora como 

c = 299,792,458 m/s (exactamente). 

Esta nueva definicion del metro era necesaria porque las 
mediciones de la velocidad de la luz habian llegado a ser 
tan precisas que la reproducibilidad del metro 86 Kr mismo 


eran el factor limitante. En vista de esto, tenia sentido 
adoptar la velocidad de la luz como una cantidad definida 
y usarla junto con el patron de tiempo precisamente defi- 
nido (el segundo) para redefinir el metro. 

La tabla 4 muestra la gama de longitudes medidas que 
pueden ser comparadas con el patron. 


Problema muestra 2 Un ano-luz es una medida de longitud 
(no una medida de tiempo) igual a la distancia que la luz recorre 
en un ano. Calcular el factor de conversion entre afios-luz 
y metros, y hallar la distancia a la estrella Centauro Proxima 
(4.0 x 10 16 m) en anos-luz. 


Solucion. El factor de conversion de afios a segundos es de 

, . _ 365.25 d 24 h 60 min 60s 

1 ano = 1 ano x —-—r— x , , x —rr— x -—— 

1 ano Id 1 h 1 min 

= 3.16 x 10 7 s. 


La velocidad de la luz es, con tres cifras significativas, 3.00 x 
10 8 m/s. Entonces en un ano la luz recorre una distancia de 

(3.00 x 10 8 m/s)(3.16x 10 7 s) = 9.48 x l0 ,5 m, 

de modo que 


1 ano-luz = 9.48 x 10 15 m. 

La distancia a Centauro Proxima es 

, 1 ano-luz . _ _ , 

(4 -° Xl ° m)X 9.84xl0‘ 5 m =4 ' 2anOS ' 1UZ 

La luz de Centauro Proxima tarda alrededor de 4.2 afios en viajar 
a la Tierra. 


1-5 EL PATRON DE MASA 


El patron SI de masa es un cilindro de platino e iridio 
que se guarda en la Oficina Intemacional de Pesas y 
Medidas al cual se le ha asignado, por acuerdo intemacio¬ 
nal, una masa de 1 kilogramo. Se envi'an patrones secun- 
darios a laboratories de estandarizacion en otros paises y 
las masas de otros cuerpos pueden hallarse por la tecnica 
de una balanza de brazos iguales con una precision de 
1 parte en 10 8 . 

En Estados Unidos, una copia del patron intemacional 
de masa, conocido como kilogramo prototipo Num. 20, 
se guarda en una boveda del National Institute of Stan¬ 
dards and Technology (vease la figura 5). Se le retira no 
mas de una vez por ano para comprobar los valores de 
patrones terciarios. Desde 1889 el prototipo Num. 20 ha 
sido llevado a Francia dos veces para compararlo con el 
kilogramo maestro. Cuando se le retira de la boveda 
siempre estan presentes dos personas, una para transportar 


TABLA 4 ALGUNAS LONGITUDES MEDIDAS 7 


Longitud 

Metros 

Distancia al cuasar mas lejano observado 

2 x 10 26 

Distancia a la galaxia Andromeda 

2 x 10 22 

Radio de nuestra galaxia 

6 x 10 19 

Distancia a la estrella mas cercana 

4 x 10 16 

(Centauro Proxima) 


Radio medio de la orbita del planeta mas 

6 x 10 12 

distante (Pluton) 


Radio del Sol 

7 x 10 8 

Radio de la Tierra 

6 x 10 6 

Altura del monte Everest 

9 x 10 3 

Altura de una persona promedio 

2 x 10° 

Espesor de una pagina de este libro 

1 x 10- 4 

Tamafio de un virus tfpico 

1 x 10- 6 

Radio de un atomo de hidrogeno 

5 x 10- H 

Radio efectivo de un proton 

1 x lO' 13 


7 Valores aproximados 


el kilogramo con un par de tenazas, y la segunda para 
sostener al kilogramo si la primera persona lo dejara caer. 

La tabla 5 muestra algunas masas medidas. Notese que 
varian por un factor de aproximadamente 10 83 . La mayoria 
de las masas han sido medidas en terminos del kilogramo 
patron por metodos indirectos. Por ejemplo, podemos 
medir la masa de la Tierra (vease la seccion 16-3) midien- 
do en el laboratorio la fuerza gravitatoria de atraccion 
entre dos esferas de plomo y comparandola con la atrac¬ 
cion de la Tierra sobre una masa conocida. Las masas de 



Figura 5 El kilogramo patron Num. 20, que se conserva 
bajo una campana de vidrio doble en el U. S. National 
Institute of Standards and Technology. 
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TABLA 5 ALGUNAS MASAS MEDIDAS 7 


Objeto 

Kilogramos 

Universo conocido (estimacion) 

10 53 

Nuestra galaxia 

2 x 10 43 

El Sol 

2 x 10 30 

La Tierra 

6 x 10 24 

La Luna 

7 x JO 22 

Un trasatlantico 

7 x 10 7 

Un elefante 

4 x 10 3 

Una persona 

6 x 10 1 

Una uva 

3 x 10- 3 

Una particula de polvo 

7 x 10 10 

Un virus 

1 x io 15 

Una molecula de penicilina 

5 x io 17 

Un atomo de uranio 

4 x IO' 26 

Un proton 

2 x IO' 27 

Un electron 

9 x IO’ 31 


T Valores aproximados 


las esferas deben conocerse por comparacion directa con 
el kilogramo patron. 

En la escala atomica tenemos un segundo patron de 
masa, que no es una unidad SI. Es la masa del atomo 
de carbono 12 C al que, por acuerdo intemacional, se le ha 
asignado una masa atomica de 12 unidades de masa ato¬ 
mica unificada (abreviatura u), exactamente y por defini- 
cion. Podemos hallar las masas de otros atomos con 
precision considerable usando un espectrometro de masa 
(figura 6; vease tambien la seccion 34-2). La tabla 6 
muestra alguna selection de masas atomicas, incluyendo 
las incertidumbres estimadas de la medicion. Necesita- 
mos un segundo patron de masa porque las tecnicas de 
laboratorio actuales nos permiten comparar las masas 
atomicas entre si con mayor precision de lo que podemos 
hacerlo hoy dia contra el kilogramo patron. Sin embar¬ 
go, el desarrollo de un patron de masa atomica para sus- 
tituir al kilogramo patron esta aun lejano. La relation entre 
el patron atomico actual y el patron primario es, aproxi- 
madamente, 

1 u = 1.661 x 10‘ 27 kg. 

Una unidad SI relacionada es el mol, que mide la 
cantidad de una sustancia. Un mol de atomos de 12 C 
tiene una masa de 12 gramos exactamente y contiene un 
numero de atomos numericamente igual a la constante de 
Avogadro N A : 

N A = 6.0221367 * 10 23 por mol. 

Este es un numero determinado experimentalmente, con 
una incertidumbre de alrededor de una parte en un millon. 
Un mol de cualquier otra sustancia contiene el mismo 
numero de entidades elementales (atomos, moleculas, u 
otros). Entonces 1 mol de gas helio contiene N A atomos 
de He, 1 mol de oxigeno contiene N A moleculas de 0 2 , y 
1 mol de agua contiene N A moleculas de H 2 0. 


Para relacionar una unidad de masa atomica con una 
unidad de volumen es necesario usar la constante de < 

Avogadro. Sustituir el patron kilogramo por un patron 
atomico requerira una mejora de cuando menos dos orde- i 

nes de magnitud en la precision del valor medido de N A 
para obtener masas con precision de 1 parte en 10 8 . j 


1-6 PRECISION Y CIFRAS 
SIGNIFICATIVAS 


Segun vayamos mejorando la calidad de nuestros instru- 
mentos de medicion y la sofisticacion de nuestras tecni¬ 
cas, podremos llevar a cabo experimentos a niveles de 
precision siempre mas elevados; esto es, podremos exten¬ 
der los resultados medidos a mas y mas cifras signifi¬ 
cativas y correspondientemente reducir la incertidumbre 
experimental del resultado. Tanto el numero de cifras 
significativas como la incertidumbre dicen algo acerca de 
nuestra estimacion de la precision del resultado. Esto es, 
el resultado r = 3m implica que conocemos menos sobre 
x que del valor x = 3.14159 m. Al decir que x = 3 m, se 
sobreentiende que estamos razonablemente seguros de 
que x se halla entre 2 m y 4 m, mientras que si expresamos 
a x como 3.14159 m, significa que x probablemente se 
halla entre 3.14158 m y 3.14160 m. Si expresamos a x 
como 3 m cuando, de hecho, realmente creemos que x es 
3.14159 m, estamos pasando por alto una informacion que 
puede ser importante. Por otra parte, si expresamos x = 
3.14159 m, cuando realmente no tenemos base para saber 
nada mas que x - 3 m, estamos de alguna manera tergi- 
versando la verdad al afirmar que tenemos mas informa¬ 
cion de la que realmente tenemos. La atencion a las cifras 
significativas es importante cuando se presentan los resul¬ 
tados de las mediciones y de los calculos, y tan erroneo es 
incluir demasiadas cifras como demasiado pocas. 

Existen unas cuantas reglas sencillas a seguir para 
decidir cuantas cifras significativas se deben incluir: 

Regia 1 Contar desde la izquierda sin tomar en cuenta 
los primeros ceros, y conservar todos los numeros hasta 
el primer numero dudoso. Esto es, x = 3 m tiene solo 
una cifra significativa, y expresar este valor como x = 
0.003 km no cambia el numero de cifras significativas. Si 
en su lugar escribimos x = 3.0 m (o su equivalente, x = 
0.0030 km), implicariamos que conocemos el valor de x 
hasta dos cifras significativas. En particular, jno conviene 
escribir los 9 6 10 digitos de la pantalla de la calculadora 
si ello no se justifica por la precision de los datos de 
entrada! En este texto la mayoria de los calculos estan 
hechos con dos 6 tres cifras significativas. 

Tengase cuidado con las anotaciones ambiguas: jc = 
300 m no indica si existen una, dos, o tres cifras sig¬ 
nificativas; no sabemos si los ceros conllevan informa- 



Figura 6 Espectrometro de 
masa de alta resolution, en la 
Universidad de Manitoba. Los 
instrumentos de este tipo se usan 
para obtener masas atomicas 
precisas tales como las listadas 
en la tabla 6. El trabajo en este 
laboratorio se halla respaldado 
por el Consejo Nacional de 
Investigation (National Research 
Council), de Canada. 


TABLA 6 MEDIDAS DE ALGUNAS MASAS 
ATOMICAS 


lsotopo 

Masa (u) 

Incertidumbre (u) 

‘H 

1.00782504 

0.00000001 

,2 C 

12.00000000 

(exactamente) 

w Cu 

63.9297656 

0.0000017 

102 Ag 

101.91195 

0.00012 

,37 Cs 

136.907073 

0.000006 

,M Pt 

189.959917 

0.000007 

238 Pu 

238.0495546 

0.0000024 


cion o simplemente sirven como ocupantes de un lugar. 
En cambio, deberiamos escribir X = 3xi0 2 o3.0xl0 2 
o 3.00 x 10 2 para especificar la precision con mayor 
claridad. 

Regia 2 Cuando se multiplica o se divide, conserve un 
numero de cifras significativas en el producto o en el 
cociente no mayor al numero de cifras significativas en 
el menos preciso de los factores. Es decir, 

2.3 x 3.14159 = 7.2 

De vez en cuando, es necesario un poco de buen juicio 
cuando se aplica esta regia: 

9.8 x 1.03 = 10.1 

porque, aun cuando 9.8 tiene tecnicamente solo dos cifras 
significativas, esta muy cerca de ser un numero con tres 
cifras significativas. El producto deberia entonces estar 
expresado con tres cifras significativas. 


Regia 3 Al sumar o al restar, el digito menos significa¬ 
tive de la suma o de la diferencia ocupa la misma posicion 
relativa que el digito menos significativo de las cantidades 
que son sumadas o restadas. En este caso, el numero de 
cifras significativas no es importante; la posicion es lo que 
importa. Por ejemplo, supongamos que queremos hallar 
la masa total de tres objetos como sigue: 

103.9 kg 
2.10 kg 
0.319 kg 

106.319 6 106.3 kg 

Se muestra en negritas el digito menos significativo o 
primero en duda. Segun la regia 1, deberiamos incluir 
solamente un digito dudoso; asi, el resultado deberia 
expresarse como 106.3 kg, ya que si el “3” es dudoso, 
entonces el “19” siguiente no nos da informacion y resulta 
inutil. 


Problema muestra 3 Deseamos pesar nuestro gato, pero solo 
disponemos de una bascula casera de plataforma ordinaria. Es 
una bascula digital, que muestra el peso en un numero entero 
de libras. Usaremos, por lo tanto, el siguiente esquema: deter- 
minamos que nuestro propio peso es de 119 libras, y despues 
tomamos con nosotros al gato y determinamos que nuestro peso 
combinado es de 128 libras. ^Cual es la incertidumbre fraccio- 
naria o en porcentaje de nuestro peso y del peso del gato? 

Solution El digito menos significativo es el digito de las uni¬ 
dades y, por lo tanto, nuestro peso tiene una incertidumbre de 
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una libra aproximadamente. Esto es, la bascula indicarfa 119 lb 
para cualquier peso entre 118.5 lb y 119.5 lb. La incertidumbre 
fraccionaria es, por lo tanto, de 


1 lb 
1191b 


= 0.008 o 0.8% 


El peso del gato es de 128 lb - 119 lb = 9 lb. Sin embargo, la 
incertidumbre en el peso del gato es todavia alrededor de 1 ’lb, 
de modo que la incertidumbre fraccionaria sera de 


1 lb „ 

51 b ” 0 1 1 " n * 


Si bien la incertidumbre absoluta en nuestro peso y en el peso 
del gato es la misma (1 lb), la incertidumbre relativa en nuestro 
peso es un orden de magnitud mas pequena que la incertidumbre 
relativa en el peso del gato. Si tratasemos de pesar un gatito de 
1 lb por este metodo, la incertidumbre relativa en su peso sena 
del 100%. Esto ilustra un peligro que ocurre comunmente en la 
resta de dos miembros que son casi iguales: la incertidumbre 
relativa o el porcentaje de incertidumbre en la diferencia puede 
set muy grande. 


1-7 ANALISIS DIMENSIONAL 


Asociada con cada cantidad medida o calculada hay una 
dimension. Por ejemplo, tanto la absorcion del sonido en 
un recinto cerrado como la probabilidad de que ocurran 
reacciones nucleares tienen las dimensiones de un area. 
Las unidades en las que se expresan las cantidades no 
afectan la dimension de las cantidades: un area sigue 
siendo un area, este expresada en m 2 o en pies 2 o en acres, 
o en sabinos (unidad de absorcion acustica), o en bams 
(reacciones nucleares). 

De igual manera que definimos a nuestros patrones 
de medicion anteriormente en este capitulo como canti¬ 
dades fundamentales, podemos elegir un juego de dimen¬ 
siones fundamentales basadas en patrones de medicion 
independientes. En cantidades mecanicas, masa, longitud, 
y tiempo son elementales e independientes, asi que pue- 
den servir como dimensiones fundamentales. Estan repre- 
sentadas respectivamente por M, L, y T. 

Toda ecuacion debe ser dimensionalmente compatible, 
esto es, las dimensiones en ambos lados deben ser las 
mismas. La atencion a las dimensiones puede a menudo 
evitar que se cometan errores al escribir las ecuaciones. 
Por ejemplo, la distancia x cubierta en un tiempo t por un 
objeto que comienza desde el reposo y que al moverse, 
esta sometido a una aceleracion constante a, sera, segun 
demostraremos en el capitulo siguiente, x = ± at 2 . La 
aceleracion se mide en unidades de m/s 2 . Usamos paren- 
tesis angulares [ ] para denotar “la dimension de”, de 
modo que [t] = L o [?] = T. Se deduce que [a] = L/T 2 o 
LT- 2 . Manteniendo las unidades (y, por tanto la dimen¬ 
sion) de la aceleracion que deseamos, nunca caeremos en 
el error de escribir x= '-at, o bien x = j at 3 . 


El analisis de las dimensiones puede a menudo ayudar 
en el trabajo con ecuaciones. Los dos ejemplos muestra 
siguientes ilustran este procedimiento. 


Problems muestra 4 Para mantener a un objeto que se mue- 
ve en circulo a velocidad constante se requiere una fuerza 
llamada fuerza centripeta . (El movimiento circular se estudia 
en el capitulo 4.) Haga un analisis dimensional de la fuerza 
centripeta. 

Solucion Comencemos por preguntar “^de cuantas variables 
mecanicas podria depender la fuerza centripeta F?” El objeto 
en movimiento tiene solo tres propiedades que son igualmente 
importances: su masa m, su velocidad v, y el radio r de su 
trayectoria circular. La fuerza centripeta F debera darse, aparte 
de cualesquiera constantes sin dimension, por una ecuacion de 
la forma 


Foe rrfv b r c 

donde el simbolo « signifies que “es proporcional a”, y a, by 
c son exponents numericos que deben ser determinados por el 
analisis de las dimensiones. Como escribimos en la seccion 1-2 
(y como se estudiara en el capitulo 5), la fuerza tiene unidades 
de kg • m/s 2 y, por lo tanto, sus dimensiones son [F] - MLT' 2 . 
Podemos, por lo tanto, escribir la ecuacion de la fuerza centri¬ 
peta en funcion de sus dimensiones asi: 

[F] = [m a ] [t»*] [r c ] 

MLT” 2 = M a (L/T)*L C 

= M a L 6+c T- A . 

La consistencia dimensional signifies que las dimensiones fun¬ 
damentales deben ser las mismas en cada lado. Asi, ponemos 
en la ecuacion los exponentes, 

exponentes de M: a = 1; 

exponentes de T: b = 2; 

exponentes de L: b + c ~ 1, de modo que c = -1. 

La expresion resultante es 



La expresion real para la fuerza centripeta, derivada de las 
leyes de Newton y de la geometria del movimiento circular, es 
F-mv /r. jEl analisis dimensional nos da la dependencia exacta 
de las variables mecanicas! Esto es un acontecimiento feliz, en 
verdad porque el analisis dimensional no puede decimos nada 
con respecto a las constantes que no tienen dimension. En este 
caso sucede que la constante es 1. 


Problema muestra 5 Un hito importante en la evolucion del 
umverso, justo despues de la Gran Explosion es el tiempo 
Planck t p , cuyo valor depende de tres constantes fundamentales: 
(1) la velocidad de la luz (la constante fundamental de la 
relatividad), c = 3.00 x 10 s m/s; (2) la constante de gravitacion 
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de Newton (la constante fundamental de la gravedad), G = 6.67 
x 10'“ m 3 /s 2 • kg; y (3) la constante de Planck (la constante 
fundamental de la mecanica cuantica), h = 6.63 x 10 34 kg • m 2 /s. 
Con base en un analisis dimensional, halle el valor del tiempo 
Planck. 

Solucion Usando las unidades dadas para las tres constantes, 
podemos obtener sus dimensiones: 

[c] = [m/s] = LT -1 
[G] = [m 3 /s 2 • kg] = L 3 T _2 M _1 
[A] = [kg-m 2 /s] = ML 2 T-‘ 

Hagamos que el tiempo Planck dependa de estas constantes: 

• t P « c'G J h k , 

donde i,j y k son exponentes a determinar. Las dimensiones de 
esta expresion son: 

[t P ] = [c‘] [g j ] m 

T = (LT-’)' (L 3 T- 2 M-‘) 2 (ML 2 ! -1 )* 


Igualando las potencias en ambos lados nos da 
exponentes de L: 0 = / + 3 j + 2k 
exponentes de T: 1 = — i — 2j — k 
exponentes de M: 0 = —j + k 

y resolviendo estas tres ecuaciones para las tres incognitas, 
hallamos que 

i = ~ i 7 = i 

Asi, 

t P <x C - s/2 G' /2 h' /2 

fGh 1(6.61 X 10-" m 3 /s 2 -kgK6.63 X 10~ 34 kg-m 2 /s) 
V c 5 V (3.00 X 10 8 m/s) 5 

= 1.35 X 10 -43 s. 

Como se ha definido comunmente, el tiempo Planck difiere de 
este valor por un factor de (2jr)' 1 ' 2 . Tales factores sin dimension 
no pueden hallarse por medio de esta tecnica. 

De manera similar, podemos determinar la longitud Planck y 
la masa Planck, las cuales tienen tambien interpretaciones muy 
fundamentales (veanse los problemas 41 y 42). 


PREGUNTAS 

1. “Una vez que hemos adoptado un patron, por el simple 
hecho de ser un ‘patron’ ya es invariable. ^Como criticaria 
usted esta aseveracion? 

2. Enliste otras caracteristicas, ademas de la accesibilidad y 
la invariabilidad, que se consideren deseables como pa¬ 
tron fisico. 

3. ^Puede usted imaginar un sistema de unidades basicas 
(tabla 1) en el que no se incluya el tiempo? 

4. De las siete unidades basicas enlistadas en la tabla 1, solo 
una (el kilogramo) tiene un prefijo (vease la tabla 2). 
^Seria conveniente redefinir la masa de ese cilindro de 
platino-iridio en la Oficina Intemacional de Pesas y Me- 
didas como 1 g en lugar de 1 kg? 

5. ^Que significa el prefijo “micro” en el concepto “homo 
de microondas”? Se ha propuesto que los alimentos que 
han sido irradiados con rayos gamma para prolongar su 
vida en la estanteria lleven una marca que indique que han 
sido sometidos a picoondas. iQue se supone que signifi¬ 
ca esto? 

6. Muchos investigadores calificados, basandose en la evi- 
dencia, creen en la realidad de la perception extrasenso- 
rial. Suponiendo que la PES sea realmente un hecho 
natural, ^que cantidad o cantidades fi'sicas buscaria para 
definir o describir este fenomeno cuantitativamente? 


7. Segun el punto de vista adoptado por algunos fisicos y 
filosofos, si no podemos describir los procedimientos para 
determinar una cantidad fisica decimos que la cantidad no 
es detectable y deberia abandonarse por no tener una 
realidad fisica. No todos los cientificos aceptan este punto 
de vista. En su opinion, ^cuales son los meritos e incon- 
venientes de este punto de vista? 

8. Nombre varios fenomenos repetitivos que ocurren en la 
naturaleza y que sirvan como patrones de tiempo razonables. 

9. ^Podria definirse “1 segundo” como una pulsation del 
actual presidente de la Asociacion Americana de Profeso- 
res de Fisica? Galileo uso su pulso como un dispositivo 
de tiempo en alguno de sus trabajos. ^Por que es mejor 
una definicion basada en el reloj atomico? 

10. ^Que criterios debe satisfacer un buen reloj? 

11. Por lo que usted sabe sobre los pendulos, cite los incon- 
venientes de usar el periodo de un pendulo como patron 
de tiempo. 

12. El 30 de junio de 1981 el minuto que transcurrio entre las 
10:59 y las 11:00 de la manana fue arbitrariamente alar- 
gado para contener 61 s. El ultimo dia de 1989 fue tambien 
prolongado en 1 s. Un segundo intercalado asi se introdu¬ 
ce a veces para compensar el hecho de que, medida por 
nuestro patron atomico de tiempo, la velocidad de rotacion 
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de la Tierra decrece lentamente. ^Por que es deseable 
ajustar nuestros relojes de este modo? 

13. Una estacion de radio se anuncia “en el 89.5 de su caratula 
de FM”. iQue significa este numero? 

14. i,Por que no hay unidades basicas para area y para volumen 
en el sistema SI? 

15. El metro fue originalmente una diezmillonesima parte de la 
distancia del Polo Norte al Ecuador medida sobre el meri- 
diano que pasa por Pan's. Esta definition no coincide con la 
barra del metro patron en un 0.023%. ^Significa esto que la 
barra del metro patron es imprecisa en ese porcentaje? 

16. ^Puede la longitud medirse a lo largo de una llnea curva? 
Si se puede, ^como? 

17. Cuando la barra metro fue adoptada como el patron de 
longitud, se especifico su temperatura. /.Puede serllamada 
la longitud una propiedad fundamental si otra cantidad 
fisica, como es la temperatura, debe especificarse para 
elegir un patron? 

18. Al redefinir al metro en funcion de la velocidad de la 
luz, /,por que los delegados a la Conferencia General de 
Pesas y Medidas de 1983 no simplificaron el asunto defi- 
niendo que la velocidad de la luz es de 3 x 10 s m/s exacta- 
mente? Por lo mismo, £ por que no definieron que es de 1 m/s 
exactamente? /.Estaban abiertas para ellos ambas posibili- 
dades de hacerlo? De ser asl, /,por que las rechazaron? 

19. Sugiera una manera de medir (a) el radio de la Tierra, ( b ) la 
distancia entre el Sol y la Tierra y (c) el radio del Sol. 


20. Sugiera una manera de medir (a) el espesor de una hoja 
de papel, ( b ) el espesor de la pared de una burbuja de jabon 
y (c) el diametro de un atomo. 

21. Si alguien le dijera que cada dimension de cada objeto se 
habia contraido a la mitad de su valor original durante la 
noche, /.como podria usted refutar tal aseveracion? 

22. /.Es el patron kilogramo de masa actual accesible, invaria¬ 
ble, reproducible e indestructible? /.Es sencillo para efec- 
tos de comparacion? /.Seria mejor un patron atomico en 
todos los aspectos? /.Por que no adoptamos un patron 
atomico, como lo hacemos para la longitud y el tiempo? 

23. /.Por que hallamos util tener dos patrones de masa, el 
kilogramo y el atomo de 12 C? 

24. Como obtener la relation entre las masas del kilogramo 
patron y del atomo de 12 C? 

25. Sugiera modos practices por los cuales puedan ser deter- 
minadas las masas de los diversos objetos listados en la 
tabla 5. 

26. Sugiera objetos cuyas masas entren, dentro de la amplia 
gama de la tabla 5, entre la de un trasatlantico y la Luna, 
y calcule sus masas. 

27. Las criticas sobre el sistema metrico a menudo opacan su 
adoption diciendo cosas tales como: “En vez de comprar 
1 lb de mantequilla tendras ahora que pedir 0.454 kg 
de mantequilla”. El argumento es que la vida sera, de 
esta manera, mas complicada. (.Como podria usted rebatir 
esto? 


PROBLEMAS 

Section 1-2 El Sistema International de Unidades 

1. Use los prefijos de la tabla 2 para expresar (a) 10 6 telefo- 
nos; ( b ) 10" 6 teiefonos; (c) 10 1 tarjetas; (d) 10 9 esquilones; 
(e) 10 12 toros; (/) 10" 1 companeros; (g) 10" 2 pezuiias; (h) 
10" 9 Nannettes; (i) 10" 12 rechiflas; ( j ) 10" 18 muchachos; (k) 
2 x 10 2 asociados; (l) 2 x 10 3 cenzontles. Ahora que ya 
percibio la idea, invente unas cuantas expresiones simila- 
res. (Vease la pag. 61 de A Random Walk in Science, 
compilado por R. L. Weber; Crane, Russak & Co., Nueva 
York, 1974.) 

2. Algunos de los prefijos de las unidades SI se han infiltrado 
en el lenguaje cotidiano. (a) /.Cual es el equivalente sema- 
nal de un salario anual de 36K (= 36 k$)? (b) Una loteria 
ofrece 10 megadolares como premio mayor,- pagadero 
durante 20 aiios. /.Por cuanto es el cheque recibido cada 
mes? (c) El disco duro de una computadora tiene una 
capacidad de 30 MB (= 30 megabytes o millones de 
caracteres). A razon de 8 caracteres/palabra, /.cuantas 
palabras puede almacenar? En terminos de computation, 
kilo significa 1024 (= 2 10 ), no 1000. 


Section 1-3 El patron de tiempo 

3. Enrico Fermi dijo una vez que el periodo de una clase 
estandar (50 min) es de cerca de 1 microcenturia. /.Que tan 
larga es una microcenturia en minutos, y cual es la dife- 
rencia porcentual con la aproximacion de Fermi? 

4. Nueva York dista de Los Angeles aproximadamente 
3000 mi; la diferencia de tiempo entre estas dos ciudades 
es de 3 h. Calcule la circunferencia de la Tierra. 

5. Una sustitucion conveniente del numero de segundos en 
un ano es k * 10 7 . Dentro de que porcentaje de error es 
esto correcto? 

6. Poco despues de la Revolution Francesa y como parte 
de la introducion del sistema metrico, la Convention Na- 
cional Revolucionaria hizo un intento por introducir el 
tiempo decimal. En este plan, que no tuvo exito, el dia 
(comenzando a la media noche) se dividio en 10 horas 
decimales que constaban de 100 minutos decimales cada 
una. Las manecillas de un reloj decimal de bolsillo que 
aun se conserva estan detenidas en 8 horas decimales, 
22.8 minutos decimales. /.Que hora es? Vease la figura 7. 



Figura 7 Problema 6. 


7. (a) Una unidad de tiempo a veces usada en la fisica 
microscopica es el tremolo. Un tremolo es igual a 10" 8 s. 
/.Hay mas tremolos en un segundo que segundos en un 
ano? lb) El ser humano ha existido desde hace 10 6 aiios, 
mientras que el uni verso tiene una edad de 10 10 aiios 
aproximadamente. Si la edad del universo fuera de 
1 dia, /.cuantos segundos de existencia tendria el ser 
humano? 

8. En dos carriles diferentes, los ganadores de la carrera de 
una milla hicieron un tiempo de 3 min 58.05 s y 3 min 
58.20 s, respectivamente. Con objeto de concluir que el 
corredor con el tiempo mas corto fue realmente mas 
rapido, /.cual es el error maximo tolerable, en pies, al 
determinar las distancias? 

9. Un cierto reloj de pendulo (con una caratula de 12 h) se 
adelanta 1 min/dia. Despues de poner el reloj en la hora 
corrects, cuanto tiempo debemos esperar hasta que indi- 
que nuevamente la hora corrects? 

10. En un laboratorio estan siendo probados cinco relojes. 
Exactamente al mediodia, determinado por la seiial de 
tiempo de la WWV, en los dias sucesivos de una semana 
los relojes indican lo que se muestra en la tabla inferior. 
/.Como podrian disponerse estos cinco relojes en el orden 
de su valor relativo como buenos cronometros? Justifique 
la election. 

11. La edad del universo es de alrededor de 5 x 10 17 s; la 
pulsation de luz mas corta producida en un laboratorio 
(1990) duro solo 6 x 10" 15 s (vease la tabla 3). Identifique 
un intervalo de tiempo fisicamente significativo de apro¬ 
ximadamente la mitad de estos dos tiempos en una escala 
logaritmica. 


12. Suponiendo que la longitud del dia crezca uniformemente 
0.001 s en un siglo, calcule el efecto acumulativo sobre la 
medicion del tiempo en 20 siglos. Tal diminution de la 
rotation de la Tierra esta indicada por observaciones de la 
frecuencia que ocurren los eclipses solares durante este 
periodo. 

13. El tiempo que tarda la Luna en regresar a una position 
determinada segun se observa contra el fondo de las 
estrellas fijas, 27.3 dias, se llama mes sideral. El intervalo 
de tiempo entre fases identicas de la Luna se llama mes 
lunar. El mes lunar es mas largo que el mes sideral. /.Por 
que y por cuanto? 

Section 1-4 El patron de longitud 

14. Un muchacho frances, Pierre, que se cartea con otro 
muchacho de Estados Unidos, John, escribe a este dicien¬ 
do que mide 1.9 m de altura. /Cual es su altura en unidades 
inglesas? 

15. (a) En las pistas de carreras se usan tanto 100 yardas como 
100 metros como distancias para carreras cortas y rapidas. 
Cual es mas larga? /.Por cuantos metros es mas larga? /.Por 
cuantos pies? (b) £ Se mantienen registros de pista y campo 
para la milla y para la llamada milla metrica (1500 me¬ 
tros). Compare estas distancias. 

16. La estabilidad del reloj de cesio usado como un patron 
atomico del tiempo es tal que dos relojes de cesio adelan- 
taran o atrasaran 1 s uno con respecto al otro en alrededor 
de 300,000 aiios. Si esta misma precision fuera aplicada a 
la distancia entre Nueva York y San Francisco (2572 mi), 
/.en cuanto se diferenciarian las mediciones sucesivas de 
esta distancia? 

17. La Antartida tiene una forma casi semicircular con un 
radio de 2000 km. El espesor promedio de la capa de 
hielo es de 3000 m. /.Cuantos centimetros cubicos de hie- 
lo contiene la Antartida? (Desprecie la curvatura de la 
Tierra.) 

18. Una unidad de area, a menudo usada al expresar areas de 
terreno, es la hectarea, que se define como 10 4 m 2 . Una 
mina de carbon a cielo abierto consume 77 hectareas de 
terreno con una profundidad de 26 m cada ano. /.Que 
volumen de tierra, en kilometros cubicos, es retirada en 
este tiempo? 

19. La Tierra es aproximadamente una esfera de radio 6.37 x 
10 m 6 . (a) /.Cual es su circunferencia en kilometros? (b) 
/.Cual es su area superficial en kilometros cuadrados? 
(c) (.Cual es su volumen en kilometros cubicos? 

20. A continuation se dan las velocidades maximas aproxi- 
madas de varios animales, pero en unidades de velocidad 
diferentes. Convierta estos datos a m/s, y despues dispon- 


Reloj 

Dorn. 

Lun. 

Mar. 

Mier. 

Jue. 

Vie. 

Sab. 

A 

12:36:40 

12:36:56 

12:37:12 

12:37:27 

12:37:44 

12:37:59 

12:38:14 

B 

11:59:59 

12:00:02 

11:59:57 

12:00:07 

12:00:02 

11:59:56 

12:00:03 

C 

15:50:45 

15:51:43 

15:52:41 

15:53:39 

15:54:37 

15:55:35 

15:56:33 

D 

12:03:59 

12:02:52 

12:01:45 

12:00:38 

11:59:31 

11:58:24 

11:57:17 

E 

12:03:59 

12:02:49 

12:01:54 

12:01:52 

12:01:32 

12:01:22 

12:01:12 
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ga a los animales en orden creciente de su velocidad 
maxima: la ardilla, 19 km/h; el conejo, 30 nudos; el 
caracol, 0.030 mi/h; la arana, 1.8 pies/s; el leopardo, 1.9 
km/min; un serhumano, 1000 cm/s; el zorro, 1100 m/min; 
el leon, 1900 km/dia. 

21. Cierto vehiculo espacial tiene una velocidad de 19,200 
mi/h. /Cual es su velocidad en anos-luz por siglo? 

22. Un automovil nuevo esta equipado con un tablero de 
instrumentos de “tiempo real” que incluye el consumo 
de combustible. Un interruptor permite al conductor cam- 
biar a voluntad entre unidades britanicas y unidades SI. 
Sin embargo, la representacion britanica muestra mi/gal 
mientras que la version SI lo hace a la inversa, L/km. £ Que 
lectura SI corresponde a 30.0 mi/gal? 

23. Las distancias astronomicas son tan grandes comparadas 
con las terrestres que se emplean unidades de longitud 
mucho mayores para facilitar la comprension de las dis¬ 
tancias relativas de los objetos astronomicos. Una unidad 
astronomica (UA) es igual a la distancia promedio de la 
Tierra al Sol, 1.50 x 10 8 km. Un parsec (pc) es la distancia 
a la cual 1 UA subtenderia un angulo de 1 segundo de arco. 
Un ano-luz (al) es la distancia que la luz cubrirfa en 1 ano, 
viajando a traves del vacio a una velocidad de 3.00 x 10 3 
km/s. (a) Exprese la distancia de la Tierra al Sol en parsecs 
y en anos-luz. (b) Exprese un ano-luz y un parsec en 
kilometros. Aunque el ano-luz se usa mucho en la escritura 
popular, el parsec es la unidad usada profesionalmente por 
los astronomos. 

24. El radio efectivo de un proton es de alrededor 1 x 10‘ 15 m; 
el radio del universe observable (dado por la distancia al 
cuasar observable mas lejano) es de 2 x 10 26 (vease la tabla 
4). Identifique una distancia fisicamente significativa que 
sea aproximadamente la mitad entre estos dos extremos 
en una escala logaritmica. 

25. La distancia promedio entre el Sol y la Tierra es de 390 
veces la distancia promedio entre la Luna y la Tierra. 
Consideremos ahora un eclipse total de Sol (la Luna entre 
la Tierra y el Sol; vease la figura 8) y calcule (a) la relacion 
entre los diametros del Sol y de la Luna, y (b) la razon 
entre los volumenes del Sol y de la Luna, (c) El angulo 
interceptado en el ojo por la Luna es de 0.52°y la distancia 
entre la Tierra y la Luna es de 3.82 x io 5 km. Calcule el 
diametro de la Luna. 



Tierra Luna Sol 


(El diagram^ no esta a escala) 

Figura 8 Problema 25. 


26. El navegante del buque petrolero Exxon Valdez usa los 
satelites del Sistema de ubicacion global (GPS/NAVS- 
TAR) para hallar la latitud y la longitud (vease la figura 


9). fistas son de 43° 36’25.3" N y 77° 3U48.2" W. Si la 
precision de estas determinaciones es de ±0.5", /cual es 
la incertidumbre en la posicion del petrolero medida a lo 
largo de (a) una linea norte-sur (meridiano de longitud) y 
( b ) una Knea este-oeste (paralelo de latitud)? (c) /Donde 
esta el petrolero? 


Polo 



Figura 9 Problema 26. 


Seccion 1-5 El patron de masa 

27. Usando las conversiones y los datos que aparecen en el 
capitulo, determine el numero de atomos de hidrogeno 
necesario para obtener 1.00 kg de hidrogeno. 

28. Una molecula de agua (H 2 0) contiene dos atomos de 
hidrogeno y un atomo de oxi'geno. Un atomo de hidrogeno 
tiene una masa de 1.0 u y un atomo de oxi'geno tiene una 
masa de 16 u. (a) /Cual es la masa en kilogramos de una 
molecula de agua? (b) /Cuantas moleculas de agua hay en 
los oceanos del mundo? Los oceanos tienen una masa total 
de 1.4 x 10 21 kg. 

29. En el continente europeo una “libra” es medio kilogramo. 
/Cual es mejor compra, una libra de cafe en Paris por 
$3.00, o una libra de cafe en Nueva York por $2.40? 

30. Una sala tiene las dimensiones 21 ft x 13 ft x 12 ft. /Cual 
es la masa de aire que contiene? La densidad del aire a la 
temperatura ambiente y la presion atmosferica normal es 
de 1.21 kg/m 3 . 

31. La longitud del borde de un terron de azucar tipico es de 
1 cm. Si usted tuviera una caja cubica conteniendo 1 mol 
de cubos de azucar, /cual seria la longitud de su borde? 

32. Una persona sometida a dieta pierde 2.3 kg (correspon- 
dientes a unas 5 lb) por semana. Exprese la tasa de perdida 
de masa en miligramos por segundo. 

33. Supongamos que nos toma 12 h drenar un recipiente con 
5700 m 3 de agua. /Cual es la tasa del flujo de masa 
(en kg/s) de agua del recipiente? La densidad del agua es 
de 1000 kg/m 3 . 

34. Los granos de arena flna de una playa de California tienen 
un radio promedio de 50 pm. /Que masa de arena tendria 


un area total de su superficie igual al area de la superficie 
de un cubo que tenga exactamente 1 m de arista? La arena 
es un bioxido de silicio, 1 m 3 de la cual tiene una masa de 
2600 kg. 

35. El kilogramo patron (vease la figura 5) tiene la forma de 
un cilindro circular con su altura igual a su diametro. 
Demuestre que, en un cilindro circular del volumen fijado, 
esta igualdad da el area superficial mas pequena, haciendo 
asi minimos los efectos de la contamination y el desgaste 
de la superficie. 

36. La distancia entre atomos vecinos, o entre moleculas, de una 
sustancia solida puede ser estimada calculando al doble el 
radio de una esfera con un volumen igual al volumen por 
atomo del material. Calcule la distancia entre atomos veci¬ 
nos en (a) el hierro, y (b) el sodio. Las densidades del hierro 
y del sodio son de 7870 kg/m 3 y 1013 kg/m 3 , respectivamen- 
te; la masa de un atomo de hierro es de 9.27 x 10“ kg, y la 
masa de un atomo de sodio es de 3.82 x 10 “ kg. 

Seccion 1-6 Precision y cifras significativas 

37. En el periodo 1960-1983, se definio que el metro tenia 
1,650,763.73 longitudes de onda de una cierta luz anaran- 
jada emitida por atomos de cripton. Calcule la distancia 
en nanometros que corresponde a una longitud de onda. 
Exprese el resultado usando el numero apropiado de cifras 
significativas. 

38. (a) Evalue 37.76 + 0.132 con el numero correcto de cifras 
significativas. (b) Evalue 16.264 - 16.26325 con el nume¬ 
ro correcto de cifras significativas. 

39. Una placa rectangular de metal tiene una longitud de 
8.43 cm y una anchura de 5.12 cm. Calcule el area de la 
placa con el numero correcto de cifras significativas. (b) 
Una placa circular de metal tiene un radio de 3.7 cm. 
Calcule el area de la placa con el numero correcto de cifras 
significativas. 

Seccion 1-7 Analisis dimensional 

40. La roca porosa a traves de la cual se mueve el agua 
subterranea es llamada manto acuifero. El volumen V de 


agua que, en un tiempo t, se mueve a traves de un area A 
de la seccion transversal del manto acuifero esta dado por 



donde H es el declive del manto acuifero a lo largo de la 
distancia horizontal L (vease la figura 10). Esta relacion 
se llama ley de Darcy. La cantidad K es la conductividad 
hidraulica del manto acuifero. /Cuales son las unidades 
SI de fCl 



Figura 10 Problema 40 


41. En el problema muestra 5, las constantes h,G,yc fueron 
combinadas para obtener una cantidad de las dimensiones 
de tiempo. Repita la derivation para obtener una cantidad 
con las dimensiones de longitud, y evalue el resultado 
numericamente. No tome en cuenta ninguna constantes 
sin dimension, fista es la longitud Planck, es decir, el 
tamaiio del universo observable en el tiempo Planck. 

42. Repita el procedimiento del problema 41 para obtener una 
cantidad con las dimensiones de masa. Esto da la masa 
Planck, es decir, la masa del universo observable en el 
tiempo Planck. 
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CAPITULO 2 



============================= del objeto (el cual consideraremos en los capltulos 11 a 13) 

2-1 CINEMATIC A DE LA PARTICULA o la vibracion de sus partes (capitulo 15). Para el caso que 

' nos ocupa, todas las partes del objeto se mueven exactamen- 

Para iniciar nuestro estudio de la cinematica, elegimos un te de la misma manera. El giro de una rueda no satisface esta 

caso simple: una particula que se mueve en lfnea recta. restriccion, porque un punto de la llanta se mueve de un 

Elegimos el movimiento en linea recta porque nos permite modo diferente a un punto del eje. (El deslizamiento de la 

introducir algunos de los conceptos basicos de la cinema- rueda, en cambio, si la satisface. Entonces la rueda, lo mismo 

tica, tales como velocidad y aceleracion, sin la compleji- que otros objetos materiales, podria ser considerada como 

dad matematica de los vectores, los cuales se usan con una particula en ciertos calculos pero no en otros.) En 

frecuencia para analizar el movimiento bidimensional y tanto que nos concieman solamente las variables cinemati- 

tridimensional. Sin embargo, dentro de esta limitacion, cas, no existe razon para no considerar sobre la misma base 

podemos considerar una amplia gama de situaciones fisi- la marcha de un tren que la de un electron como ejemplos 

cas: la caida de una piedra, la aceleracion de un tren, el del movimiento de una particula. 

frenado de un automovil, el deslizamiento de un disco de Dentro de estas limitaciones, consideraremos todas las 

goma en el hockey sobre hielo, el traslado de una caja en clases de movimiento posibles. Las particulas pueden 

una rampa, el movimiento rapido de un electron dentro acelerar, decelerar, e incluso detener e invertir su movi- 

de un tubo de rayos X, etc. El estado del movimiento miento. Buscaremos una description del movimiento que 

puede cambiar (el disco de goma usado en el hockey sobre incluya cualquiera de estas posibilidades. 

hielo debe ser golpeado antes de que se deslice) y su 
direction puede cambiar (la piedra puede ser arrojada 

hacia arriba antes de que caiga), pero el movimiento debe ■■ ■■ — 

ser confinado a una simple linea. 2-2 DESCRIPCIONES 

Tambien simplificaremos esta exposition considerando _ DEL MOVIMIENTO _ 

el movimiento de una particula unicamente. Esto es, trata- 

remos a un objeto complejo como si fuera un simple punto Describiremos el movimiento de una particula de dos 

de masa. Esto nos permite despreciar todos los movimientos maneras: con ecuaciones matematicas y con graficas. 


intemos posibles, por ejemplo, el movimiento de rotation Cualquier manera es apropiada para el estudio de la cine- 
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Figura 1 Una bola perforada se desliza libremente a lo 
largo de un alambre en una dimension; la direccion del 
movimiento es arbitraria y no necesariamente vertical. En 
este caso la bola esta en reposo en el punto A de la 
coordenada x, y su “movimiento” se halla descrito por la 
linea recta horizontal x = A. 


X 



Figura 2 Una bola que se desliza a lo largo de un alambre 
en una dimension se mueve a velocidad constante B en la 
direccion positiva x\ comienza en el tiempo 0 en el punto A 
sobre la coordenada x. Su movimiento esta descrito por la 
linea x = A + Bt. 




matica, y comenzaremos usando ambos metodos. El en- 
foque matematico es usualmente mejor para resolver pro- 
blemas, por que permite mas precision que el metodo 
grafico. El metodo grafico es util porque a menudo provee 
mas introspeccion fisica que un grupo de ecuaciones 
matematicas. 

Puede obtenerse una descripcion completa del movi¬ 
miento de una particula si conocemos la dependencia 
matematica de su posicion * (relativa a un origen elegido 
de un marco de referencia en particular) en el tiempo t en 
todo momento. Esta es precisamente la funcionx(r). Aqui 
presentamos algunas clases de movimiento posibles junto 
con las funciones y las graficas que las describen: 

1. Ningun movimiento en absoluto. Aqui la particula 
ocupa la posicion A en la coordenada en todo momento: 

x(t) = A. (1) 

En la figura 1 se presenta una grafica de este “movimien¬ 
to”. Para el objeto de estas ilustraciones, imaginemos la 
particula descrita por la grafica como una bolita perforada 
que se desliza sin friccion por un alambre largo. En este 
caso la bolita esta en reposo en la ubicacion x = A. Notese 
que hemos trazado la grafica con x como la variable de- 
pendiente (sobre el eje vertical) y t como la variable 
independiente (sobre el eje horizontal). 

2. Movimiento a velocidad constante. La razon de mo¬ 
vimiento de una particula se describe por su velocidad. En 
el movimiento unidimensional, la velocidad puede ser o 
bien positiva, si la particula se mueve en la direccion en 
que x crece, o bien negativa, si se mueve en la direccion 
opuesta. Otra medida de la razon de movimiento de una 
particula es la magnitud de la velocidad de la particula. La 
magnitud de la velocidad es siempre positiva y no conlle- 
va una information direccional. 

En el caso del movimiento a velocidad constante, la po¬ 
sicion de trazado en la grafica contra el tiempo es una linea 


recta con una pendiente constante. En calculo aprendimos 
que la pendiente de cualquier funcion nos habla de su 
cantidad de cambio. Aqui la cantidad de cambio de la 
posicion es la velocidad, y cuanto mas acentuada sea 
la pendiente de la grafica, mayor sera la velocidad. Mate- 
maticamente, tenemos que 

x{t) = A + Bt, (2) 

que es la forma acostumbrada de la expresion de una linea 
recta (mas comunmente expresada como y = mx + b) de 
pendiente B. 

La ilustracion grafica de la figura 2 muestra a la parti¬ 
cula en la posicion x = A en el tiempo t = 0. Se esta 
moviendo con rapidez constante en la direccion creciente 
de x. Su velocidad es, entonces, positiva, como lo indica 
la pendiente positiva. 

3. Movimiento acelerado. En este caso la velocidad esta 
cambiando (la aceleracion se define como la razon de 
cambio de la velocidad), y por lo tanto la pendiente 
cambiara tambien. Estas graficas son, entonces lineas 
curvas mas bien que rectas. Dos ejemplos son: 


x(t ) = A + Bt + Ct 2 , 

(3) 

x(t) = A cos cot. 

(4) 


En el primer caso, suponiendo que C > 0, la pendiente 
aumenta en forma continua al moverse la particula mas y 
mas rapidamente (Fig. 3a). En el segundo caso, la parti¬ 
cula oscila entre x = +A y x = -A (Fig. 3b), y su velocidad 
cambia de la posicion positiva a la negativa al cambiar de 
signo la pendiente. 

A menudo, las descripciones completas del movimien¬ 
to son mas complejas que las ilustraciones sencillas que 
hemos llevado a cabo. Aqui se citan algunos ejemplos: 

4. Aceleracion y frenado en un automovil. Un automo- 
vil parte del reposo y acelera hasta determinada veloci- 




X 



Figura 3 (a) Una bola deslizandose a lo largo de un 
alambre unidimensionalmente se mueve en la direccion 
positiva x a una velocidad constantemente creciente. La 
velocidad es igual a la pendiente de la curva que describe el 
movimiento de la particula; se puede ver como la pendiente 
de la curva crece en forma continua. ( b ) Una bola 
deslizandose a lo largo de un alambre unidimensionalmente 
oscila entre x = +A y x = -A. 


dad. Luego se mueve durante un tiempo a velocidad 
constante, despues del cual se aplican los frenos, trayen- 
do al automovil de nuevo al reposo. La figura 4 muestra 
el movimiento. Ninguna ecuacion matematica unica des¬ 
cribe el movimiento; podriamos usar expresiones de la 
forma de la ecuacion 1 para las partes del movimiento en 
reposo, y una expresion de la forma de la ecuacion 3 para 
la parte de la aceleracion; una de la forma de la ecuacion 
2 para la parte con velocidad constante y, finalmente, 
otra, tambien de la forma de la ecuacion 3, para la parte 
de frenado. 

Notese que la grafica tiene dos caracteristicas: (x)t es 
continua (la grafica no se rompe) y la pendiente es conti¬ 
nua (no hay puntos agudos). Esperamos que x(t) sea 
siempre continua, de otro modo el automovil desapare- 
ceria en un punto y reapareceria en otro. Los picos de 
la grafica, como veremos mas tarde, significan que la 
velocidad cambia instantaneamente de un valor a otro. 
Esto, por supuesto, no es una situacion completamente 
fisica, pero a menudo es una buena aproximacion a tal 
situacion. 

5. Rebote de un disco de goma. Un disco de goma de los 
que se usan en el hockey se desliza en el hielo a velocidad 
constante, choca con la pared, y luego rebota en la direc- 
cion opuesta con la misma velocidad. La figura 5 muestra 
el movimiento donde se supone que el choque invierte 
instantaneamente al movimiento. En realidad, si exami- 



Figura 4 La curva describe a un automovil que esta en 
reposo desde t = 0 hasta t - q , en cuyo tiempo comienza a 
acelerar. En t = q para de acelerar y comienza a moverse a 
velocidad constante. Los frenos actuan en el tiempo f = q, y 
la velocidad decrece gradualmente hasta que llega a 0 en el 
tiempo t = q. 



Figura 5 Un disco de goma de hockey se mueve sobre el 
hielo a velocidad constante cuando choca con una pared 
rfgida en x = P en el tiempo q, despues de lo cual se aleja de 
la pared a una velocidad igual en magnitud pero opuesta en 
direccion. El movimiento del disco de goma se da 
unidimensionalmente. Para un objeto en rebote real, el punto 
agudo en x(t) estaria ligeramente redondeado. 


namos con cuidado el “punto”, hallaremos que no es 
agudo sino ligeramente redondeado, a consecuencia de la 
elasticidad de la pared y del disco de goma. 

6. Una bola pegajosa de arcilla. Un estudiante arroja 
hacia arriba una bola de arcilla; el punto de liberation esta 
sobre la cabeza del estudiante. La bola se eleva a cierta 
altura, luego cae y se pega al piso. La figura 6 describe el 
movimiento. La pendiente en t = 0 representa la velocidad 
inicial con la cual fue arrojada la arcilla hacia arriba. La 
velocidad pasa a traves de cero en la parte superior de 
la trayectoria (donde la pendiente es cero), y luego la 
arcilla se mueve hacia abajo a velocidad creciente. Cuan¬ 
do toca el suelo, subitamente llega al reposo y su veloci¬ 
dad es cero. 

Recuerdese que las graficas mostradas en esta seccion 
son representaciones del movimiento, no trazos de las 
trayectorias reales seguidas por las particulas. En la figu¬ 
ra 6, por ejemplo, la particula se mueve hacia arriba y 
hacia abajo a lo largo de la misma linea; no sigue la 
trayectoria curva que se muestra en la figura. 
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Figura 6. Una bola de arcilla es arrojada hacia arriba, se 
eleva a cierta altura, y luego cae al suelo. A1 chocar con el 
suelo queda en reposo. La curva describe su movimiento. En 
realidad, el punto abrupto en x(t) estaria ligeramente 
redondeado. 


2-3 VELOCIDAD PRQMEDTO 


Si el movimiento de una particula estuviera descrito por 
graficas como las figuras 1 6 2, no tendriamos problema 
en obtener la velocidad en cualquier intervalo de tiem- 
po: es constante e igual a la pendiente de la linea. En casos 
mas complicados, tales como los de las figuras 3 a 6, 
donde la velocidad cambia, es conveniente definir la ve¬ 
locidad media o velocidad promedio v. (Una barra sobre 
el simbolo en cualquier cantidad fisica indica un valor 
promedio de esa cantidad.) 

Supongamos, como se indica en la figura 7, que la 
particula esta en un punto x, en el tiempo t l y luego se 
mueve hasta el punto x 2 en el tiempo t 2 . La velocidad 
promedio en el intervalo se define asi: 


Ax 

t 2 - ?, At ’ 


(5) 


donde 


A^ = x 2 -r, (6) 

y 

At = t 2 ~t x . (7) 

Aqui Ax es el desplazamiento (esto es, el cambio de 
posicion) que ocurre durante el intervalo de tiempo At. En 
la figura 7 puede verse que v es simplemente la pendiente 
de la linea recta que conecta a los puntos extremos del 
intervalo. 

La velocidad promedio nos proporciona el compor- 
tamiento promedio durante el intervalo de tiempo At. 
El comportamiento real entre x, y x 2 no interesa para 
el calculo de la velocidad promedio. Cualquier detalle del 
movimiento particular entre x ; y x, se pierde cuando 
tomamos el promedio. 

Si suponemos que nuestros relojes estan siempre mar- 
chando hacia adelante (? 2 > ?,), entonces el signo de v esta 
determinado por el signo de Ax = x 2 - X] . Si v es positiva, 
entonces, en promedio, la particula se mueve de modo que 
x aumenta con el tiempo. (Puede moverse hacia atras un 



Figura 7 La velocidad promedio en el intervalo At entre t, 
y t 2 se determina por el desplazamiento Ax durante el 
intervalo; la forma real de la curva x(t) en el intervalo no es 
de consecuencia en la determinacion de la velocidad 
promedio. 


tanto en el intervalo, pero acaba con una coordenada x mas 
grande que cuando comenzo.) Si ues negativa, entonces, 
en promedio, la particula se mueve hacia atras. En par¬ 
ticular, notese que de acuerdo con esta definicion de v, la 
velocidad promedio es cero en cualquier viaje en el que 
se retome al punto de partida, no importa que tan rapido 
se haya podido mover en cualquier segmento en particu¬ 
lar, porque el desplazamiento sera cero. En el conteo 
del tiempo desde la linea de arranque hasta la meta, la 
velocidad promedio de un corredor de Indianapolis 500 
jes cero! 


Problema muestra 1 Usted maneja su BMW por una carre- 
tera recta durante 5.2 mi a 43 mi/h, en cuyo punto se queda sin 
gasolina. Camina 1.2 millas hacia adelante, hasta la estacion 
de gasolina mas proxima, durante 27 min. ^Cual fue la veloci¬ 
dad promedio desde el momento en que arranco con su automo- 
vil hasta el momento en que llego a la estacion de gasolina? 

Solution. Se puede hallar la velocidad promedio por la ecua- 
cion 5 si se conocen tanto Ax, la distancia neta que fue cubierta 
(el desplazamiento), como At, el tiempo transcurrido correspon- 
diente. Estas cantidades son: 

Ax = 5.2 mi + 1.2 mi = 6.4 mi 



Entonces, segun la ecuacion 5 tendremos que 


Ax _ 6.4 mi 
Ar “ 0.57 h 


11.2 mi/h. 


La grafica de x(r) de la figura 8 ayuda a visualizar el proble¬ 
ma. Los puntos Oy P definen el intervalo en el que queremos 
hallar la velocidad promedio, siendo esta cantidad la pendiente 
de la linea recta que une a estos puntos. 
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Figura 8 Problema muestra 1 . Las hneas de “conduce” y 
“camina” muestran movimientos a velocidades constantes 
diferentes en las dos porciones del viaje. La velocidad 
promedio es la pendiente de la linea OP. 


Figura 9 El intervalo At crece menos en este caso ya que 
mantenemos a /, fijo y nos movemos al otro punto extremo t 2 
mas cercano a f,. En el limite, el intervalo tiende a cero y la 
cuerda se vuelve una tangente. 


El lado derecho de la ecuacion 8 esta en la forma de la 
derivada de x(t) con respecto a t, o sea dx/dt. Entonces 


2-4 VELOCIDAD INSTANTANEA 

La velocidad promedio puede ser util al considerar el 
comportamiento total de una particula durante cierto in¬ 
tervalo, pero para describir los detalles de su movimiento 
la velocidad promedio no es particularmente util. Seria 
mas apropiado obtener una funcion matematica u(t), la 
cual da la velocidad en cualquier punto durante el movi¬ 
miento. Esta es la velocidad instantanea ; de ahora en 
adelante, cuando usemos el termino “velocidad” entende- 
remos que significa velocidad instantanea. 

Supongamos que tratamos de calcular la velocidad pro¬ 
medio, como se muestra en la figura 9, cuando el intervalo 
At se vuelve cada vez mas pequeno. En este caso limite, en 
que Ar ->0, la linea que une a los puntos extremos del 
intervalo se aproxima a la tangente de la curva x(r) en un 
punto, y la velocidad promedio se aproxima a la pendiente 
de x(f), la cual define la velocidad instantanea en ese punto: 

,= lim^. (8) 

Ar—0 At 


La velocidad (instantanea) es precisamente la cantidad del 
cambio de posicion con el tiempo. 

La tabla 1 ofrece un ejemplo de como converge el 
proceso limite hacia el valor instantaneo. Los datos de 
la tabla 1 se calcularon usando x(t) = 3.000 + l.OOOf 
+ 2.000r 2 , estando t en segundos y x en metros. He- 
mos elegido mantener al punto (?,, x,) fijo y mover el 
punto (t v xj gradualmente hacia (?,, x,) para simular 
el proceso limite. El limite parece tender al valor v = 
5.0 m/s en t x = 1.0 s; diferenciando la expresion de 
arriba para x(r), hallaremos la expresion de la velocidad 
instantanea: 

v(t) = ^ = -^(3.000 + 1.000? + 2.000? 2 ) 

= 0 + 1.000 + 2(2.000?) = 1.000 + 4.000?, 

la cual verdaderamente da el valor de 5.000 m/s para 
? = 1.000 s. Claramente, el valor promedio converge hacia 
el valor instantaneo segun se vuelve mas pequeho el 
intervalo. 


TABLA 1 EL PROCESO LIMITE 


Punto inicial 


Punto final 

x 2 (m) r 2 (s) 

13.000 2.000 

9.000 1.500 

8.320 1.400 

7.375 1.250 

7.080 1.200 

6.520 1.100 

6.255 1.050 

6.152 1.030 

6.050 1.010 


Intervalos 


Ax(m) 


Velocidad promedio 
(m/s) 




Figura 10 (a) La posicion y (ft) la velocidad de una bola 
perforada en reposo en un alambre en x = A. 


Asi pues, dada cualquier x(t), podemos hallar v(r) dife- 
renciando. Graficamente, podemos evaluar (punto por 
punto) la pendiente de x(t) para trazar v(f). Revisemos 
ahora los ejemplos de la seccion 2-2, de los cuales los 
primeros tres tratan de una bola perforada que se desliza 
a lo largo de un alambre recto largo: 

1. Ningun movimiento en absoluto. De la ecuacion 1, x(t) 
= Ay entonces 

dx 

v (0 = ~^ = 0 , (10) 

porque la derivada de cualquier constante es cero. La 
figura 10 muestra a x(t) junto con v(f). 

2. Movimiento a velocidad constante. Con x(t) = A+Bt 
de la ecuacion 2, hallamos que 

v (t) = ^ = j t ( A + B t) = 0 + B . ( 11 ) 


Figura 11 ( a ) La posicion y (ft) la velocidad de una bola 
perforada que se desliza unidimensionalmente a lo largo de 
un alambre con velocidad constante. La velocidad es igual a 
la pendiente B de la grafica de x(t). La grafica de v(t) es la 
linea horizontal v = B. 


X 



Figura 12 (a) La posicion y (ft) la velocidad de una bola 


perforada acelerada que se desliza unidimensionalmente a lo 
largo de un alambre. La velocidad aumenta con el tiempo, 
como se indica por la pendiente creciente de x(t) y tambien 
por el aumento lineal de v{t). 


La velocidad instantanea (constante) es B, como se mues¬ 
tra en la figura 11. 

3. Movimiento acelerado. Usando la ecuacion 3, x(t ) = 
A + Bt + Ct 2 , tenemos que 

K0 = ^r = ^ + # + Ct 2 ) = 0 + 5 + 20. (12) 

La velocidad cambia con el tiempo; si C > 0, la velocidad 
aumenta con el tiempo. La figura 12 muestra a x(t ) y a v(t). 

4. Un automovil que acelera y frena. Sin escribir x(t), 
podemos trazar la grafica de v(t) estudiando la figura 4. 
En el primer intervalo, el automovil esta en reposo y v = 
0. En el siguiente intervalo, el automovil esta acelerando 
y v(t) tiene la forma de la ecuacion 12. En el intervalo a 
velocidad constante, v = constante (igual a su valor al final 
del intervalo de aceleracion), y por lo tanto C = 0 en este 


intervalo. Finalmente, en la fase de frenado, v(/) nueva- 
mente tiene la forma de la ecuacion 12 pero ahora con 
C < 0 (pendiente negativa). La figura 13 muestra un tra- 
zado del movimiento. 

En la realidad, no podemos saltar subitamente de un 
estado de reposo a un estado de movimiento acelerado, o 
de un estado de aceleracion a otro de velocidad constante. 
En terminos de la grafica de la figura 13, las esquinas 
agudas en el trazo de v(t) estarian redondeadas para un 
automovil real, y la ecuacion de movimiento seria mas 
complicada que la ecuacion 12. Para simplificar continua- 
mos suponiendo el comportamiento idealizado que se 
muestra en la figura 13. 

5. El rebote de un disco de goma. Aqui tenemos una 
velocidad constante antes del rebote y una velocidad igual 
pero opuesta (negativa) despues del rebote. La figura 14 
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Figura 13 (a) La posicion y (ft) la velocidad de un 

automovil que arranca del reposo, luego aumenta su 
velocidad durante un tiempo, despues se mueve por un 
tiempo a velocidad constante, y finalmente disminuye su 
velocidad hasta llegar nuevamente al reposo. La grafica 
inferior muestra a v(t) correspondiendo exactamente con la 
grafica x(t) de arriba y en la figura 4. Para un automovil real, 
los cambios en la velocidad deben ser suaves en lugar de 
subitos, de modo que las puntas agudas de la grafica v(f) 
estarian redondeadas. 


muestra a v(t). Notese que la “punta” en la grafica x(t) 
produce una discontinuidad en la grafica v(t), nada de lo 
cual ocurriria para objetos reales. 

6. Una bolapegajosa de arcilla. Aqui, como se muestra 
en la figura 15, la arcilla arranca de una posicion inicial v 
(arbitrariamente elegimos que la direccion hacia arriba 
sea positiva), pero su velocidad disminuye. Su movimien¬ 
to se describiria con una ecuacion similar a la ecuacion 12, 
pero con C < 0. En la cima de su movimiento v = 0, de 
modo que la linea v{t) debe cruzar al eje en ese punto. 
Cuando la bola choca con el suelo, v llega instantanea- 
mente a cero. (Una vez mas, una “punta” de la grafica x(f) 
produce una discontinuidad en v(t)\ en la realidad la punta 
estaria redondeada y no habria discontinuidad.) 


MOVIMIENTO ACELERADO 


Como ya hemos visto (figuras 12, 13 y 15), la velocidad 
de una particula puede cambiar con el tiempo segun 
procede el movimiento. Este cambio de velocidad con el 
tiempo se llama aceleracion. En analogia con la ecuacion 
5, podemos calcular una aceleracion promedio por el 
cambio en la velocidad Av= u 2 - en el intervalo At: 


v 2 — V\ _ Av 
t 2 - t { ~ At ' 


(13) 
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Figura 14 (a) La posicion y (ft) la velocidad de un disco de 

goma de hockey rebotando en una superficie dura. En t = f„ 
la velocidad cambia “instantaneamente” de signo en esta 
grafica idealizada, aunque en la realidad la velocidad 
cambiaria durante cierto intervalo pequeno (pero distinto de 
cero) y la punta aguda en la grafica x(t) estaria 
correspondientemente redondeada. 


* 



Figura 15 (n) La posicion y (ft) la velocidad de la bola de 

arcilla lanzada, como en la figura 6. En realidad, la velocidad 


no puede cambiar instantaneamente de un valor distinto de 
cero al valor cero, y la elevacion vertical en v(t) cuando la 
bola golpea al suelo seria mas gradual. 

La aceleracion tiene unidades de velocidad divididas entre 
el tiempo, por ejemplo, metros por segundo por segundo, 
escrito en m/s 2 . 

Como fue el caso con la velocidad promedio u, la 
aceleracion promedio a no nos dice nada acerca de la va- 
riacion de ~v(t) con t durante el intervalo At. Depende solo 
del cambio neto de la velocidad durante el intervalo. Si a 
es evaluada como una constante (posiblemente cero) en 
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tales intervalos, entonces podemos concluir que tenemos 
una aceleracion constante. En este caso, el cambio en la 
velocidad es el mismo en todos los intervalos de la misma 
duracion. Por ejemplo, la aceleracion producida por la 
gravedad de la Tierra es (como se discutira mas adelante 
en este capitulo) casi constante cerca de la superficie de 
la Tierra y tiene el valor 9.8 m/s 2 . La velocidad de un 
objeto en su caida cambia en 9.8 m/s cada segundo, 
aumentando 9.8 m/s en el primer segundo, luego otros 
9.8 m/s en el siguiente segundo, y asi sucesivamente. 

Si el cambio de la velocidad en intervalos de tiempo 
sucesivos de igual longitud no es la misma, entonces 
tenemos un caso de aceleracion variable. En tales casos 
es util definir la aceleracion instantanea: 

At; 

a = lim —- 

A /—0 At 

o sea 

_ dv 

a ~di’ (U) 

en analogia con la ecuacion 9 para la velocidad instan¬ 
tanea. 

Notese que la aceleracion puede ser positiva o negativa 
independientemente de si v es positiva o negativa: por 
ejemplo, podemos tener una a positiva con una v negativa. 
La aceleracion a da el cambio de velocidad; el cambio puede 
ser un aumento o una disminucion para una velocidad ya sea 
positiva o negativa. Por ejemplo, un elevador que se mueve 
hacia arriba (lo cual hemos tornado como la direccion de la 
velocidad positiva) puede acelerar hacia arriba (a > 0) y 
moverse mas aprisa o acelerar hacia abajo (a < 0) y moverse 
mas despacio (pero todavia en la direccion hacia arriba). 
Cuando se mueve hacia abajo (u < 0), puede acelerar hacia 
abajo (a < 0) y moverse mas aprisa, o acelerar hacia arriba 
(a > 0) y moverse mas despacio. Cuando la aceleracion y la 
velocidad tienen signos opuestos, de modo que la rapidez 
(la magnitud de la velocidad) este decreciendo, nos referi- 
mos a ello como una deceleracion. 

La aceleracion definida por la ecuacion 14 es justamen- 
te la pendiente de la grafica vft). Si v(t) es constante, 
entonces a — 0; si v(t) es una linea recta, entonces a es una 
constante igual a la pendiente de la linea. Si vft) es 
una curva, entonces a sera alguna funcion de t, obtenida 
hallando la derivada de v(t). 

Podemos ahora incluir la aceleracion en las graficas de 
las figuras 10 a 15. Como ejemplo, mostraremos el caso 
de la aceleracion y el frenado de un automovil (Fig. 16). 
Los restantes ejemplos se dejan al estudiante como ejer- 
cicios. 


Problema muestra 2 La figura 17a muestra seis “instanta- 
neas” sucesivas de una particula que se mueve a lo largo del 



Figura 16 (a) La posicion, ( b ) la velocidad, y (c) la 
aceleracion de un automovil que arranca del reposo, acelera 
durante un intervalo, luego se mueve a velocidad constante, y 
luego frena con una aceleracion negativa para llegar de 
nuevo al reposo. En realidad, no podemos cambiar 
instantaneamente la aceleracion de un automovil de un valor 
a otro; tanto a(t) como vft) serian, en un automovil real, 
suaves y continuas. Los segmentos pianos a(t) estarian 
conectados por curvas suaves, y las puntas agudas de v(t) 
estarian redondeadas. 


eje*. En t = 0 esta en la posicion .* = +1.00 m a la derecha 
del origen; en t = 2.5 s ha llegado al reposo para x = +5.00 m; 
en t = 4.0 s ha regresado ax= 1.4 m. La figura 1 lb es un trazado 
de la posicion x contra el tiempo t de este movimiento, y las 
figuras 17c y 17d muestran la velocidad y la aceleracion corres- 
pondientes de la particula. (a) Halle la velocidad promedio para 
los intervalos AD y DF. ( b) Calcule la pendiente de xft) en los 
puntos By Fy compare con los puntos correspondientes de la 
curva vft). (c) Halle la aceleracion promedio en los intervalos 
AD y AF. fd) Calcule la pendiente de v(t) en el punto D y 
compare con el valor de a(t) correspondiente. 

Solucion. (a) Segun la ecuacion 5, 


V AD 


V DF 


Ax ad __ x D x A _ 5.0 m 1.0 m 
At ad t D t A 2.5 s 0.0 s 


4.0 m 
2.5 s 


= + 1.6 m/s, 


Axp F _ x F Xp _ 1.4 m 5.0 m 

Atpp t F t D 4.0 s — 2.5 s 


— 3,6 m 

1.5 s 


= — 2.4 m/s. 
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Figura 17 Problema muestra 2. (a) Seis “instantaneas” 
consecutivas de una particula que se mueve a lo largo del eje 
x. La flecha que atraviesa la particula muestra su velocidad 
instantanea, y la flecha abajo de la particula muestra su 
aceleracion instantanea. fb) Una grafica de x(t) para el 
movimiento de la particula. Los seis puntos de A a F 
corresponden a las seis instantaneas. (c) Un trazado de vft). 
fd) Una pendiente de a(t). 


El signo positivo de v AD nos dice que, en el promedio, la particula 
se mueve en la direccion creciente de x (esto es, a la derechajm 
la figura 17a) durante el intervalo AD. El signo negativo deu DF 
nos dice que la particula, en el promedio, se esta moviendo en 
la direccion decreciente de x (a la izquierda de la figura 17a) 
durante el intervalo DF. 

( b ) Por las tangentes a x(t) trazadas en los puntos B y Fen la 
figura 17b calculamos lo siguiente: 


4.5 m —2.8 m 
punto B; pendiente = j 5 s — 0 5 s 


„ 1.4 m —4.5 m —3.1m 

punto F; pendiente = 40s _ 3-5s =-^ = -6.2 m/s. 


De vft) en los puntos B y F de la figura 17c calculamos que 
v B - +1.7 m/s y v F = -6.2 m/s, de acuerdo con las pendientes de 
x(t). Como se esperaba, vft) - dx/dt. 

(c) De la ecuacion 13, 


a AD 


a AF 


Av ad _ v D — v A _ 0.0 m/s — 4.0 m/s 
A t AD t D — t A 2.5 s — 0.0 s 


— 4.0 m/s 

2.5 s 


= — 1.6 m/s 2 , 


Av af _ vf~ v a _ ~6.2 m/s — 4.0 m/s 
A t AF t F — t A 4.0 s — 0.0 s 


— 10.2 m/s 
4.0 s 


= — 2.6 m/s 2 . 


(d) De la linea tangente trazada para v(t) en D, calculamos lo 
siguiente: 


, —0.9 m/s — 0.9 m/s —1.8 m/s , 

pendiente = 1Qs _ 10s -^- 18 


En el punto D de la grafica aft) vemos que a D = -1.8 m/s 2 . 
Entonces a = dv/dt. Examinando la grafica v(t) de la figura 17c, 
vemos que su pendiente es negativa en todos los tiempos 
cubiertos por la grafica, y entonces aft) seria negativa. La 
figura lid lo confirma._ 


2-6 MOVIMIENTO , 

CON ACELERACION CONSTANTE 

Es bastante comun encontrar movimiento con aceleracion 
constante (o casi constante): los ejemplos ya citados de 
objetos que caen cerca de la superficie de la Tierra o el 
frenado de un automovil son tipicos. En esta seccion 
deducimos un grupo de resultados utiles para este caso 
especial. Sin embargo, conviene tener en cuenta que esta 
es una situation especial y que los resultados no son 
aplicables a los casos en los que a no sea constante. 
Ejemplos de casos con aceleracion no constante incluyen 
la lenteja de un pendulo en movimiento, un cohete lanzado 
hacia la orbita de la Tierra, y una gota de lluvia que cae 
contra la resistencia del aire. 
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(a) 


Pendiente * 0 


v 



X 



Figura 18 (a) La aceleracion constante de una particula, 
igual a la pendiente (constante) de v(t). (6) Su velocidad v(t), 
dada en cada punto por la pendiente de la curva x(t). Se 
indica la velocidad promedio v, que en el caso de la 
aceleracion constante es igual al promedio de v y u 0 . (c) La 
posicion x(t) de una particula que se mueve con aceleracion 
constante. La curva esta trazada para la posicion inicial x 0 = 0. 


Supongamos que a representa la aceleracion constante, 
trazada en la figura 18a. (Si a es realmente constante, las 
aceleraciones promedio e instantanea son identicas, y 
podemos usar las formulas derivadas previamente para 
cada caso.) Un objeto arranca con velocidad v 0 en el 
tiempo t = 0 , y en un tiempo t posterior tiene una veloci¬ 
dad v. La ecuacion 13 resulta, para este intervalo de 
tiempo, 

_ Av _ v — v 0 

a ~~A~t~ t -0 ’ 

o sea 


v = v 0 + at. (15) 

Este importante resultado nos permite hallar la velocidad 
de todos los tiempos posteriores. La ecuacion 15 da la 
velocidad como una funcion del tiempo, lo que podria 
escribirse como v(t), pero que usualmente escribimos 
simplemente como v. Notese que la ecuacion 15 esta en 
la forma de y = mx + 6 , la cual describe la grafica de una 
linea recta. Aqui a es la pendiente, como ya hemos expli- 
cado, y u 0 es la interseccion (el valor de v en t = 0). Esta 
linea recta esta trazada en la figura 186. 


Para completar el analisis de la cinematica de la acele¬ 
racion constante, debemos hallar la dependencia de la 
posicion x en el tiempo. Para esto necesitamos una expre- 
sion para la velocidad promedio en el intervalo. Si la 
grafica de v contra t es una linea recta (vease la figura 186), 
entonces el promedio o valor medio de v ocurre a medio 
camino a traves del intervalo y es igual al promedio o 
media de los dos puntos extremos en el tiempo 0 y en el 
tiempo t: 


v = {(v + v 0 ). (16) 

Usando la ecuacion 15 para eliminar v, obtenemos 


v=v 0 + {at. 


(17) 


Usando ahora la ecuacion 5, que define la velocidad 
promedio, y suponiendo que la particula se mueve de la 
posicion x 0 en el tiempo 0 a la posicion x en el tiempo t, 
la velocidad promedio puede escribirse 


__ Ax _ x — Xq 
V At ~ t — 0 


(18) 


Combinando las ecuaciones 17 y 18, obtenemos el resul¬ 
tado deseado para x(t): 


x = x 0 + v 0 t + {at 2 . (19) 

Dados el valor de a y las condiciones inicialesx 0 y v 0 (esto 
es, la posicion y la velocidad en t- 0 ), la ecuacion 19 nos 
permite entonces hallar la posicion x de todos los tiempos 
posteriores, lo cual es la meta de nuestro analisis cinema- 
tico. La distancia neta viajada desde el punto de partida, 
x - x 0 , suele llamarse desplazamiento. Por conveniencia, 
a menudo elegimos el origen de las coordenadas de ma- 
nera que x 0 = 0. La figura 18c muestra el trazado de x 
contra t para este caso. 

Notese que hay cuatro variables (x, u, a, t) y dos 
condiciones iniciales (x 0 , v 0 ). Las ecuaciones 15 a 19 estan 
escritas en la forma acostumbrada para el analisis de 
cinematica como un problema de valor inicial : dada la 
situacionfisica (esto es, la aceleracion a) y las condiciones 
iniciales (x 0 y u 0 ), podemos hallar u y x para todos los t. 
Sin embargo, el problema puede plantearse, por lo gene¬ 
ral, en una forma diferente. Por ejemplo, dada la acelera¬ 
cion a, traves de que distancia (en lugar de “por cuanto 
tiempo”) debe moverse la particula para que su velocidad 
cambie de v 0 a u? Aqui no entra el tiempo, y asi podemos 
tratar las ecuaciones 15 y 19 como ecuaciones algebraicas 
y eliminar la variable indeseable t entre ellas: 


v 2 = v$ + 2a(x - x 0 ). (20) 

Eliminando otras variables o parametros, podemos obte- 
ner las ecuaciones 21 y 22 , las cuales se muestran en la 


TABLA 2 ECUACIONES PARA EL MOVIMIENTO CON ACELERACION 


Numero de 
la ecuacion 

Ecuacion 



Contenido 


X 

Vo 

V 

a 

t 

15 

v — v 0 + at 

X 

V 

✓ 

✓ 

V 

19 

x = x 0 + v 0 t + {at 2 

✓ 


X 

V 

V 

20 

v 2 = Vq + 2 a(x — x 0 ) 

V 

✓ 

V 

✓ 

X 

21 

x = x 0 + i(t> 0 + v)t 

j 

✓ 

✓ 

X 

V 

22 

x = x 0 + vt-{at 2 

✓ 

X 

✓ 

j 

V 


t * • _ . j * 


i i_: _ 






tabla 2 con el grupo completo de ecuaciones cinematicas 
para la aceleracion constante. 

Podemos verificar que la ecuacion 19 es el resultado 
cinematico correcto por diferenciacion, lo cual nos dara 
la velocidad v: 

^ = 4(*o + v 0 t + {at 2 ) = v 0 + at = v. 
dt dt 

La cual nos da, en efecto, el resultado esperado. 

Al usar las ecuaciones de la tabla 2 para resolver un 
problema, puede elegirse el origen del sistema de coorde¬ 
nadas en cualquier ubicacion conveniente. Las cuatro 
ecuaciones de la tabla 2 que dependen de x dependen 
tambien de x 0 y, de hecho, siempre dependen de la dife- 
rencia x - x 0 . Usualmente el origen se elige para hacer a 
x 0 = 0 , de modo que las ecuaciones resulten un tanto 
simplificadas. Puede tambien elegirse cualquier direccion 
del eje de coordenadas como positiva. Una vez que ha 
sido elegida una direccion en particular para designarla 
como positiva, entonces todos los desplazamientos, las 
velocidades y las aceleraciones en esa direccion seran 
positivas, y las de la direccion opuesta seran negativas. La 
eleccion del origen y la direccion del eje de coordenadas 
deben permanecer sin cambio durante la solucion de 
cualquier problema en particular. 


Problema muestra 3 Usted frena su Porsche desde la veloci¬ 
dad de 85 km/h (unas 53 mi/h, por supuesto, bastante mas abajo 
del limite de velocidad) hasta 45 km/h en una distancia de 
105 m. (a) £Cual es la aceleracion, suponiendo que sea cons¬ 
tante en el intervalo? ( 6 ) ^Que tanto tiempo transcurrio durante 
el intervalo? (c) Si usted fuera a continuar frenando con la 
misma aceleracion, ^que tanto tiempo le tomaria detenerse y 
que distancia adicional tendria que cubrir? 

Solucion. (a) Seleccionemos primero que la direccion positi¬ 
va sera la direccion de la velocidad, y elijamos el origen de 
modo que x 0 = 0 cuando comienza a frenar. Hemos. dado la 
velocidad inicial v 0 = 85 km/h en el tiempo t = 0, y sabemos que 
la velocidad final es v = +45 km/h en el tiempo t (que no 
conocemos) siendo el desplazamiento +0.105 km. Necesitamos 
una ecuacion que incluya la aceleracion desconocida que bus- 


camos, pero en la que no intervenga el tiempo. La ecuacion 20 
es nuestra eleccion, y resolvemos para obtener a: 

v 2 -^ (45 km/h ) 2 - (8 5 km/h ) 2 

a 2(x — x 0 ) 2(0.105 km) 

= -2.48 X 10 4 km/h 2 = - 1.91 m/s 2 . 


La aceleracion resulta ser negativa, lo que significa que es 
opuesta a la direccion que habiamos elegido como positiva. 


( 6 ) Necesitamos una ecuacion que no incluya a la aceleracion, 
lo que nos permite hallar el tiempo a partir de los datos origi- 
nales. En la tabla 2 vemos que la ecuacion 21 cumple, y 
resolvemos para obtener t : 

t = 2(*~*.o) = - 2(0.105 km) - = ] ^ x 10 - 3 h = 5 8 s 

v 0 + v 85 km/h + 45 km/h 

Hemos seleccionado para esta parte una ecuacion que no inclu- 
ye a la aceleracion, porque de otro modo al resolver la parte ( 6 ) 
se introduciria un error que pudiera haberse cometido al resolver 
la parte (a). Cuando se resuelvan partes independientes de un 
problema, es una buena practica retomar siempre a los datos 
originales, de ser ello posible. 


t = 


( c ) Ahora que ya conocemos la aceleracion, buscaremos el 
tiempo t para que el automovil pase de i> 0 = 85 km/h a v = 0. La 
ecuacion 15 es la elegida para hallar t : 

v-Vo = - 0-85 km/h _ ^ x 10 - 3 h = 12.3 s . 

a — 2.48 X 10 4 km/h- 

E1 automovil se detendra en 12.3 s despues de haber comenzado 
a frenar, o en 6.5 s (- 12.3 s - 5.8 s) despues de haber alcanzado 
la velocidad de 45 km/h. 

Para hallar la distancia, podemos usar la ecuacion 20: 


„2 _ ,,2 


vj = __0 — (85 km/h ) 2 =0 146km — 146 m . 


X X ° 2a 2(-2.48 X 10 4 km/h 2 ) 

La distancia adicional viajada entre el punto en el cual v = 


Problema muestra 4 Una particula alfa (el nucleo de un 
atomo de helio) viaja a lo largo de un tubo hueco recto de 2.0 m 
de longitud que forma parte de un acelerador de particulas. (a) 
Si suponemos una aceleracion uniforme, ^cual es la aceleracion 
de la particula, si entra a una velocidad de 1.0 * 10 4 m/s y sale 
a 5.0 x 10 6 m/s? ( 6 ) ^Que tanto tiempo estuvo en el tubo? 
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Solution, (a) Elegimos un eje x paralelo al tubo, siendo la di¬ 
rection positiva aquella en la cual se esta moviendo la particula, 
y hallandose su origen en la entrada del tubo. Hemos dado u 0 , 
v, y x, y buscamos a. Reescribiendo la ecuacion 20, con x 0 = 0, 

V 2 - Vp 
a lx 

(5.0 X 10 6 m/s) 2 - (1.0 X 10 4 m/s) 2 

2(2.0 m) 

= +6.3 X 10 12 m/s 2 . 

(b) Aqui usamos la ecuacion 21 resolviendo para t con x 0 = 
0, lo cual nos da 

2x _ 2(2,0 m) _ 

v 0 + v 1.0 X 10 4 m/s + 5.0 X 10 6 m/s 

= 8.0 X 10~ 7 s = 0.80 ps. 


2-7 CUERPOS EN CAIDA LIBRE 


El ejemplo mas comun del movimiento con (casi) acele- 
racion constante es la de un cuerpo que cae hacia la Tierra. 
Si permitimos que un cuerpo caiga en un vacio, de modo 
que la resistencia del aire no afecte su movimiento, encon- 
traremos un hecho notable: todos los cuerpos, indepen- 
dientemente de su tamano, forma, o composicion, caen 
con la misma aceleracion en la misma region vecina a la 
superficie de la Tierra. Esta aceleracion, denotada por 
el simbolo g, se llama aceleracion en caida libre (o, a 
veces, aceleracion debida a la gravedad). Aunque la 
aceleracion depende de la distancia desde el centro de 
la Tierra (como veremos en el capitulo 16), si la distancia 
de la caida es pequena comparada con el radio de la Tierra 
(6400 km) podemos considerar a la aceleracion como 
constante durante la caida. 

Cerca de la superficie de la Tierra la magnitud de g es 
aproximadamente 9.8 m/s 2 , un valor que usaremos a tra- 
ves del texto a no ser que se especifique otra cosa. La 
direction de la aceleracion en caida libre en un punto 
determina lo que queremos significar con las palabras 
“hacia abajo” en ese punto. 

Si bien hablamos de cuerpos en caida, los cuerpos con 
movimiento hacia arriba experimentan la misma acelera¬ 
cion en caida libre (en magnitude en direction). Esto es, sin 
importar que la velocidad de la particula sea hacia arriba o 
hacia abajo, la direction de su aceleracion bajo la influencia 
de la gravedad de la Tierra es siempre hacia abajo. 

El valor exacto de la aceleracion en caida libre varia 
con la latitud y con la altitud. Hay tambien variaciones 
significativas causadas por diferencias en la densidad 
local de la corteza terrestre. Estudiaremos estas variacio¬ 
nes en el capitulo 16. 

Las ecuaciones de la tabla 2, que fueron derivadas para 
el caso de una aceleracion constante, pueden ser aplicadas 


a la caida libre. Con este fin, hacemos primero dos peque- 
hos cambios: (1) Marcamos la direction de la caida libre 
como el eje y y tomamos como positiva la direction hacia 
arriba. Mas adelante, en el capitulo 4, consideraremos el 
movimiento en dos dimensiones, y desearemos marcar 
el movimiento horizontal como x. (2) Reemplazamos en 
la tabla 2 a la aceleracion constante a por -g, puesto que 
nuestra election de la direction positiva y como “hacia 
arriba” significa que la aceleracion es negativa. A causa 
de que decidimos que la aceleracion (hacia abajo) fuera 
-g, g es un numero positivo. 

Con estos pequenos cambios, las ecuaciones de la tabla 
2 resultan ser 


"So 

1 

II 

(23) 

y = y 0 + v 0 t- igt 2 , 

(24) 

v 2 = v 1 0 - 2g(y - y 0 ). 

(25) 

y = y 0 + Hv 0 + v)t. 

(26) 

y = y 0 + vt + {gt 2 . 

(27) 


Problema muestra 5 Un cuerpo se deja caer libremente desde 
el reposo. Determine la position y la velocidad del cuerpo 
despues de que han transcurrido 1.0, 2.0, 3.0, y 4.0 s. 

Solution Elegimos al punto de partida como el origen. Cono¬ 
cemos la rapidez inicial (cero) y la aceleracion, y se nos da el 
tiempo. Para hallar la position, usamos la ecuacion 24 con y 0 = 

0 y v a = 0 : 

y = -±gt 2 . 

Poniendo t = 1.0 s, obtenemos 

y = -*(9.8 m/s 2 )(1.0 s) 2 = -4.9 m. 

Para hallar la velocidad, usaremos la ecuacion 23, una vez mas 
con u 0 = 0: 

v — ~gt = -(9.8 m/s 2 )(1.0 s) = -9.8 m/s. 

Despues de caer durante 1.0 s, el cuerpo esta a 4.9 m abajo (y 
es negativa) de su punto de arranque y se mueve hacia abajo 
(v es negativa) a una velocidad de 9.8 m/s. Continuando de esta 
manera, podemos hallar las posiciones y velocidades en t = 2.0, 
3.0, y 4.0 s, las cuales se muestran en la figura 19. 

Problema muestra 6 Una pelota se lanza verticalmente ha¬ 
cia arriba desde el suelo a una velocidad de 25.2 m/s. (a) 
/.Cuanto tiempo tarda en llegar a su punto mas elevado? (b) iA 
que altura se eleva? (c) /,En cuanto tiempo estara a 27.0 m sobre 
el suelo? 
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Figura 19 Problema muestra 5. Se muestran la altura, la 
velocidad y la aceleracion de un cuerpo en caida libre. 


Solucion (a) En su punto mas elevado su velocidad pasa por 
el valor cero. Dadas u 0 y v (= 0), deseamos hallar t y, por 
lo tanto, elegimos la ecuacion 23, con la cual resolvemos para t: 

, = V °~ V = 25 2 m / s ~ 0 = o S7 c 

g 9.8 m/s 2 

( b ) Usemos solamente los datos originales en esta parte, para 
evitar que se introduzca algun error que pudieramos haber 
cometido en la parte ( a ). La ecuacion 25, con y 0 asignada como 
0, nos permite resolver para y cuando conocemos las otras 
cantidades: 


y = 


vl-v 2 

2 g 


(25.2 m/s) 2 - 0 
2(9.8 m/s 2 ) 


= 32.4 m. 


(c) La ecuacion 24 es util para este caso, porque t es la linica 
incognita. Puesto que deseamos resolver para t, reescribamos la 
ecuacion 24, con y 0 = 0, en la forma usual de una ecuacion 
cuadratica: 

jgt 2 - v 0 t + y = 0 

*(9.8 m/s 2 )? 2 - (25.2 m/s)? + 27.0 m = 0. 


Usando la formula cuadratica, hallamos que las soluciones son 
t = 1.52 s y t = 3.62 s. En t = 1.52 s, la velocidad de la pelota es 

v = v 0 -gt = 25.2 m/s - (9.8 m/s 2 Xl-52 s) = 10.3 m/s. 

En t - 3.62 s, la velocidad es 

v — v 0 — gt — 25.2 m/s — (9.8 m/s 2 X3.62 s) = -10.3 m/s. 


Las dos velocidades tienen magnitudes identicas pero direccio- 
nes opuestas. Deberemos de convencernos de que, en ausencia 
de la resistencia del aire, la pelota invierte el mismo tiempo para 
elevarse a su maxima altura que para bajar la misma distan¬ 
cia y que, en cada punto, tendra la misma velocidad para ir hacia 
arriba que para caer hacia abajo. Notese que la respuesta a la 
parte (a) para el tiempo que le toma llegar al punto mas elevado, 
2.57 s, es exactamente el punto medio entre los dos tiempos 
hallados en la parte (c). ^Puede usted explicar esto? ^Puede 
usted predecir cualitativamente el efecto de la resistencia del 
aire en los tiempos de subida y de caida? 


Problema muestra 7 Un cohete es lanzado desde el reposo 
en una base submarina situada a 125 m bajo la superficie de un 
volumen de agua. Se mueve verticalmente hacia arriba con una 
aceleracion desconocida pero que se supone constante (el efecto 
combinado de sus motores, la gravedad de la Tierra, y la 
flotabilidad y arrastre del agua), y llega a la superficie en un 
tiempo de 2.15 s. Cuando traspasa la superficie sus motores se 
apagan automaticamente (para hacer mas dificil su detection) 
y continua elevandose. A que altura maxima llegara? (Despre- 
cie cualquier efecto en la superficie). 


Solucion Como con cualquier proyectil en caida libre, po- 
driamos analizar el movimiento del cohete durante la portion de 
su movimiento en el aire si conocieramos la velocidad inicial 
de esa parte del movimiento. El plan de ataque en este problema 
es, por lo tanto, analizar la portion del movimiento bajo el agua 
para hallar la velocidad cuando el cohete llega a la superficie, 
y luego tratar esta velocidad como la velocidad inicial de la 
portion en caida libre. Estas partes deben hacerse separadamen- 
te, porque la aceleracion cambia en la superficie del agua. 

Para el movimiento bajo el agua, conocemos el desplaza- 
miento, el tiempo, y la velocidad inicial (cero). La aceleracion 
no es necesaria, pero deseamos conocer la velocidad final; la 
ecuacion 21 de la tabla 2 proporciona la relation adecuada: 


2(y-y 0 ) _ 2(125 m) 
t 2.15 s 


116 m/s. 


La velocidad en la superficie es de 116 m/s hacia arriba. Ana- 
lizamos ahora la portion de caida libre del movimiento hacia 
arriba, considerando que esta velocidad es la velocidad inicial. 
Usamos la ecuacion 25 para la caida libre y, como es usual, 
hallamos la altura maxima buscando el punto en el cual la 
velocidad llega a cero: 


y~y 0 = 


vl-y 2 

2 g 


(116 m/s) 2 — 0 
2(9.8 m/s 2 ) 


= 687 m. 


Para verificar su comprension del problema, debera usted di- 
bujar graficasdey(?) v(t), y a(t) de manera similar a la figura 16. 
Asegiirese de tener en mente que variables varian de manera 
continua y suave, y cuales no lo hacen asi en este problema 
idealizado. ^En que diferiria un cohete real de este cuadro? 


2-8 GALILEO Y LA CAIDA LIBRE 

(Opcional) 

La naturaleza del movimiento de un objeto al caer era en la 
antigiiedad un tema de interes en la filosofia natural. Aristoteles 
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afirmaba que “el movimiento hacia abajo... de cualquiercuerpo 
dotado de peso es mas rapido en proporcion a su tarnano”. Esto 
es, los objetos mas pesados caen mas rapidamente. Muchos 
siglos mas tarde, Galileo Galilei (1564-1642) hizo la asevera- 
cion correcta: “si pudieramos eliminar totalmente la resistencia 
del medio, todos los objetos caerian a igual velocidad”. En los 
ultimos anos de su vida, Galileo escribio el tratado titulado 
Dialogos concernientes a dos nuevas ciencias en el cual deta- 
llaba sus estudios sobre el movimiento. 

La creencia de Aristoteles de que un objeto mas pesado caeria 
mas aprisa es un punto de vista ampliamente generalizado. Elio 
parece recibir el apoyo de una bien conocida conferencia en la 
cual se demostraba que cuando una pelota y una hoja de papel 
se dejan caer en el mismo instante, la bola llega al suelo muclio 
antes que el papel. Sin embargo, si el conferencista arruga 
primero fuertemente el papel y luego repite la demostracion, 
tanto la pelota como el papel golpean el suelo esencialmente al 
mismo tiempo. En el caso anterior, es el efecto de la mayor 
resistencia del aire lo que hace que el papel caiga mas lentamen- 
te que la pelota. En el ultimo caso, el efecto de la resistencia 
sobre el papel se reduce y es casi el mismo para ambos cuerpos, 
de tnodo que caen aproximadamente a la misma velocidad. Por 
supuesto, que podemos hacer una prueba directa si dejamos caer 
los cuerpos en el vacio. Aun en vacios parciales facilmente 
obtenidos podemos demostrar que una pluma y una bola de 
plomo miles de veces mas pesada caen a velocidades que son 
practicamente indistinguibles entre si. En 1971, el astronauta 
David Scott solto una pluma y un martillo de geologo en la Luna 
(sin atmosfera), observando que (dentro del error experimental 
de su observacion) llegaban a la superficie lunar al mismo 
tiempo. 

Sin embargo, en tiempos de Galileo no habia una manera 
eficaz de obtener un vacio parcial, ni existia el equipo para 
medir el tiempo de cuerpos en caida libre con la precision 
suficiente para obtener datos numericos confiables. (La cono¬ 
cida historia acerca de que Galileo dejo caer dos objetos desde 
la torre de Pisa y observo su caida comprobando que llegaban 
al suelo al mismo tiempo es casi con seguridad solo una leyenda. 
Dada la altura de la torre y los objetos que se dice uso Galileo, 
el objeto mas grande y mas pesado habria alcanzado el suelo 
entre uno y varios metros antes que el objeto mas ligero, debido 
a los efectos de la resistencia del aire. Asi pues, Galileo habria 
parecido demostrar que Aristoteles jtenia razon, despues de 
todo!) Sin embargo, Galileo comprobo su resultado usando una 
bola que rodara hacia abajo en un piano inclinado. Demostro 
primero que la cinematica de una bola que rodaba hacia abajo 
en un piano inclinado era la misma que la de una bola en caida 
libre. El piano inclinado sirvio unicamente para reducir el efecto 
de aceleracion de la gravedad de la Tierra, haciendo por lo tanto 
mas lento el movimiento, de manera que pudieran hacerse las 
mediciones con mayor facilidad. Mas aun, a velocidades lentas 
la resistencia del aire es mucho menos importante. 

Galileo encontro con sus experimentos que las distancias 
recorridas en intervalos de tiempo consecutivos eran proporcio- 
nales a los numero impares 1, 3, 5, 7, ... etc. Las distancias 
totales para intervalos consecutivos eran entonces proporciona- 
les a 1, 1 + 3 (= 4), 1 + 3 + 5 (= 9), 1 + 3 + 5 + 7 (=16), y asi 
sucesivamente, esto es, a los cuadrados de los enteros 1,2, 3,4, 
y asi sucesivamente. Pero si la distancia cubierta es proporcio- 
nal al cuadrado del tiempo transcurrido, entonces la ganancia 
en velocidad es directamente proporcional al tiempo transcurri¬ 
do, un resultado que se mantiene solo en el caso de la acelera¬ 
cion constante. Finalmente, Galileo encontro que se mantenian 
los mismos resultados cualquiera que fuese la masa de la bola 
y, por lo tanto, en nuestra terminologia, la aceleracion en caida 
libre es independiente de la masa del objeto. ■ 


2-9 MEDICION DE LA ACELERACION 
EN CAIDA LIBRE (Opcional) 

La medicion de g es un ejercicio cornun en los laboratories de 
fisica introductorios. Puede hacerse simplemente tomando el 
tiempo de un objeto en caida libre que se suelta desde el reposo 
a lo largo de una distancia medida. La ecuacion 24 da g direc¬ 
tamente. Aun con el equipo relativamente tosco normalmente 
encontrado en los laboratories para estudiantes, es posible ob¬ 
tener una precision de alrededor del 1%. Un mejor metodo 
consiste en el uso de un pendulo, cuya fuerza impulsora es la 
atraccion de la Tierra sobre el peso suspendido. Como demos- 
tramos en el capitulo 15, el valor de g puede ser hallado 
midiendo el periodo de oscilacion de un pendulo de longitud 
conocida. Tomando el tiempo de muchas oscilaciones, puede 
hallarse un valor preciso para el periodo, y aun usando el equipo 
tipico de un laboratorio para estudiantes no es diftcil de obtener 
una precision del 0.1%. Este nivel de precision es suficiente para 
observar la variacion de g entre el nivel del mar y una montana 
elevada (de 3 km o 10,000 ft), o entre el ecuador y los polos de 
la Tierra. 

Durante varios siglos se utilizo el metodo del pendulo para 
mediciones precisas de g, y la precision final fue de aproxima¬ 
damente 1 parte en 10 6 , suficiente para detectar variaciones de g 
desde un piso de un edificio al piso siguiente. Los metodos 
del pendulo se limitan a esta precision por la incertidumbre del 
comportamiento real en el punto de pivoteo, lo cual hace diftcil 
determinar la longitud con mayor precision. Recientemente, en 
sus intentos para mejorar la precision de g, los investigadores 
han retornado al metodo de la caida libre para la medicion de g, 
la cual a traves de las tecnicas modemas del interferometro de 
laser ha llegado a alrededor de 1 parte en 10 9 . Este metodo es 
suficiente para observar el cambio de la gravedad de la Tierra 
en una distancia vertical de 1 cm; en forma equivalente, tal 
medicion de la gravedad jpuede detectar el cambio gravitatorio 
provocado por un cientifico que se halle de pie a 1 m del aparato! 

La obtencion de tal precision constituye un tributo notable a 
las tecnicas experimentales mas cuidadosas. Por ejemplo, uno 
podria suponer que para eliminar los efectos de la resistencia 
del aire en la caida libre el objeto debe dejarse caer en el vacio. 
Esto, en efecto, es asi, pero aun los mejores vacios actualmente 
obtenibles en el laboratorio no son suficientemente buenos para 
obtener un nivel de precision de 10" en la medicion de g. Para 
reducir los efectos de la pequenisima cantidad de gas residual 
presente aun al alto vacio, el objeto en caida libre se coloca 
dentro de una caja evacuada, la cual tambien se deja caer. La 
pequena cantidad de gas residual es acarreada por la caja al caer, 
y a causa de que el gas cae con el objeto no ofrece resistencia 
alguna a la caida libre. 

La figura 20 muestra una representacion del aparato de caida 
libre desarrollado por el Dr. James E. Faller y sus colegas en el 
Joint Institute for Laboratory Astrophysics, en Boulder, Colo¬ 
rado. El objeto que cae es un prisma reflector, el cual es en 
esencia un prisma de cristal que tiene una capa reflejante en las 
tres caras perpendiculares. Este dispositivo tiene la util propie- 
dad de que la luz que incide en el prisma desde cualquier 
direccion interior se refleja en la direccion exactamente opuesta. 
(Un conjunto de tales reflectores fue colocado en la Luna por 
los astronautas del Apolo; se han reflejado ray os laser de la Luna 
a la Tierra para medir con precision la distancia Tierra-Luna.) 
Un rayo laser se refleja del objeto que cae y se hace que los 
rayos incidente y reflejado interfieran entre si de modo que 
continuamente se refuercen y luego se cancelen segiin cae el 
objeto. La distancia de la caida entre cancelaciones es la longi¬ 
tud de onda de la luz, y la distancia total de la caida puede 



Figura 20 Diagrama del aparato de caida libre. El 
osciloscopio registra el patron de cambio de las 
cancelaciones y los refuerzos cuando el rayo laser reflejado 
por el prisma de la caida se recombina con el rayo de la 
arista del prisma de referenda. Un motor impulsa a la 
camara de coaceleracion hacia abajo de modo que caiga 
con el prisma. Para una descripcion de este aparato y un 
estudio de las mediciones de g, vease “Ballistic Methods 
of Measuring g" por J. E. Faller e I. Marson, Metrologia, 
vol. 25 (1988), pag. 49. 


medirse con una precision de una pequena fraccion de la longi¬ 
tud de onda de la luz, simplemente contando el numero de 
cancelaciones. Simultaneamente, el tiempo entre cancelaciones 
se mide con un reloj atomico. Asi pues, la distancia y el tiempo 
son medidos en forma siinultanea, justo como lo podria usted 
hacer en un laboratorio introductorio de fisica. En la figura 21 
se muestra una fotografia de este notable aparato. 



Figura 21 Una fotografia del aparato de caida libre de la 
figura 20. El aparato es facilmente portatil, de modo que g 
pueda ser medida en lugares remotos. 


La construccion de los medidores de la gravedad mas precisos 
tiene importantes consecuencias practicas. Un mapa de la gra¬ 
vedad de la Tierra puede ayudar en la busqueda de petroleo o 
de minerales (vease la figura 5 del capitulo 16). Los cambios en 
la corteza de la tierra con el tiempo pueden ser observados por 
su efecto sobre g, haciendo posible el monitoreo de los movi- 
mientos de placas y de la actividad sismica. Tales variaciones 
de la gravedad en la superficie de la Tierra pueden afectar las 
orbitas de los satelites y las trayectorias de los proyectiles 
balisticos. Desde el punto de vista de la ciencia basica, las 
mediciones precisas de g proporcionan pruebas detalladas de 
nuestra comprension de la teoria de la gravitacion, creada por 
Isaac Newton hace mas de tres siglos. ■ 
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1. £Puede la velocidad deuna particula ser siempre negativa? 
De ser asi, de un ejemplo; si no, explique por que. 

2. Un conejo se mueve a cada segundo la mitad de la distan¬ 
cia que media desde su nariz hasta una lechuga. ^Llegara 
el conejo a la lechuga alguna vez? ^Cual es el valor limite 
de la velocidad promedio del conejo? Dibuje graficas que 
muestren la velocidad y la posicion del conejo en el 
transcurso del tiempo. 


3. La velocidad promedio puede significar la magnitud de la 
velocidad promedio. Otro significado, mas cornun, que se 
le da es que la velocidad promedio es la longitud total de la 
trayectoria recorrida dividida por el tiempo transcurrido. 
^Son diferentes estos significados? De un ejemplo que 
respalde la respuesta. 

4. Un automovil de carreras, en una prueba de dos vueltas 
para calificar, recorre la primera vuelta a una velocidad 
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promedio de 90 mi/h. El conductor quiere acelerar durante 
la segunda vuelta de modo que la velocidad promedio de 
las dos vueltas sea de 180 mi/h. Demuestre que no podra 
hacerlo. 

5. Roberto le gana a Judith por 10 m en una carrera de los 
100 metros. Roberto, queriendo darle a Judith una opor- 
tunidad igual, acuerda correr con ella de nuevo pero 
arrancar desde 10 m atras de la linea de arranque. Le da 
esto a Judith, en realidad una oportunidad igual? 

6. Cuando la velocidad es constante, /.puede la velocidad 
promedio en cualquier intervalo de tiempo diferir de la 
velocidad instantantea en cualquier instante? De ser asi, 
de un ejemplo; si no, explique por que. 

7. ^Puede la velocidad promedio de una particula que se 
mueve a lo largo del eje x ser alguna vez ±(t> 0 + u) si la 
aceleracion no es uniforme? Demuestre su respuesta me- 
diante graficas. 

8. ^Puede el velocimetro de un automovil registrar la velo¬ 
cidad como la hemos definido? 

9. (a) iPuede un objeto tener velocidad cero y aun asi acele¬ 
rar? (b) ^Puede un objeto tener una velocidad constante al 
mismo tiempo que una rapidez variable? En cada caso, de 
un ejemplo en caso de que la respuesta sea afirmativa; 
explique por que, si la respuesta es que no. 

10. ^Puede la velocidad de un objeto invertir la direccion 
cuando su aceleracion es constante? De ser asi, de un 
ejemplo; si no, explique por que. 

11. La figura 30 muestra al coronel John P. Stapp en su trineo 
cohete al frenar; vease el problema 34. (a) Su cuerpo es 
un acelerometro, no un taquimetro (medidor de la veloci¬ 
dad). Explique. (b) ^Puede usted saber la direccion de la 
aceleracion a partir de la figura? 

12. ^Puede un objeto aumentar su velocidad mientras su ace¬ 
leracion decrece? De ser asi, de un ejemplo; si no, explique 
por que. 

13. De las siguientes situaciones, ^cual es imposible? (a) Un 
cuerpo tiene velocidad este y aceleracion este; ( b ) un cuer¬ 
po tiene velocidad este y aceleracion oeste; (c) un cuerpo 
tiene velocidad cero, y la aceleracion distinta de cero; (d) 
un cuerpo tiene aceleracion constante pero su velocidad 
es variable: ( e ) un cuerpo tiene velocidad constante y 
aceleracion variable. 

14. ^Cuales serian algunos ejemplos de caidas de objetos en 
los que no seria razonable despreciar la resistencia del 
aire? 

15. La figura 22 muestra una torre para la fabricacion de 
perdigones en Baltimore, Maryland, en Estados Unidos. 
Fue construida en 1829 y usada para fabricar perdigones 
de plomo mediante el derramamiento del plomo fundido 
a traves de un cedazo desde la parte superior de la torre. 
Los perdigones se solidifican al tiempo que caen en un 
tanque de agua situado en el fondo de la torre a 230 ft de 
profundidad, ^Cuales son las ventajas de fabricar perdigo¬ 
nes de este modo? 

16. Una persona de pie en el borde de un acantilado a cierta 
altura sobre el nivel del suelo arroja una pelota hacia 
arriba a una velocidad inicial v y luego arroja otra pelota 
hacia abajo con la misma velocidad inicial. ^Cual de ellas, 



Figura 22 Pregunta 15 


si hay alguna, tiene la velocidad mayor cuando llegue al 
suelo? Desprecie la resistencia del aire. 

17. ^Cual es la aceleracion hacia abajo de un proyectil que sea 
disparado desde un cohete que acelera hacia arriba a razon 
de 9.8 m/s 2 ? 

18. La ecuacion 19 para la aceleracion constante nos dice 
que si una particula es lanzada desde el reposo (v 0 = 0) a 
x 0 = 0 en el tiempo t = 0 esta en la posicion jc en dos tiempos 
diferentes, digamos + /2 x/a y - / 2x/a. ^Cual es el signi- 
ficado de la raiz negativa de esta ecuacion cuadratica? 

19. En otro planeta, el valor de g es la mitad del valor en 
la Tierra. ^Cuanto es el tiempo que necesita un objeto 
para caer al suelo partiendo del reposo en relacion con 
el tiempo requerido para caer la misma distancia en la 
Tierra? 

20. (a) Una piedra es arrojada hacia arriba con una cierta 
velocidad en un planeta en donde la aceleracion en caida 
libre es el doble que en la Tierra. <:Que tan alto se elevarta 
en comparacion con la altura a la que lo haria en la Tierra? 
(b) Si la velocidad inicial se duplicara, ^que cambio sig- 
nificaria? 

21. Consideremos una pelota que es arrojada verticalmente 
hacia arriba. Tomando en cuenta la resistencia del aire. 


I Cree usted que el tiempo durante el cual se eleva la pelota 
es mas largo o mas corto que el tiempo durante el cual cae? 
^Por que? 

22. Elabore una grafica cualitativa de la rapidez v versus el 
tiempo t para la caida de un objeto (a) despreciando la 
resistencia del aire, y (b) si la resistencia del aire no puede 
despreciarse. 

23. Una segunda bola se deja caer en el tiro de un elevador 1 s 
despues de haberse dejado caer la primera. (a) ^Quc pasa 
con la distancia entre una y otra a medida que pasa el 
tiempo? (b) ^Como cambia la relacion vjv 2 de la velocidad 
de la primera bola y la velocidad de la segunda con el paso 
del tiempo? Desprecie la resistencia del aire, y de respues- 
tas cualitativas. 

24. Repita la pregunta 23 tomando en cuenta la resistencia del 
aire. Una vez mas, de respuestas cualitativas. 

25. Si m es una piedra ligera y M es una piedra pesada, segun 
Aristoteles Mcaen'a mas rapidamente que in. Galileo intento 
demostrar que la creencia de Aristoteles era logicamente 
inconsistente con el siguiente argumento. Atense m y M 


PROBLEMAS 

Section 2-3 Velocidad promedio 

1. ^A que distancia viaja hacia adelante un automovil que se 
mueve a razon de 55 mi/h (=88 km/h) durante 1 s de 
tiempo, que es lo que le toma ver un accidente al lado de la 
carretera? 

2. El lanzador de los Medias Rojas de Boston, Roger Cle¬ 
mens, lanzo una bola rapida a una velocidad horizontal de 
160 km/h, segun fue verificado con una pistola de radar. 
^Que tanto le tomo a la bola llegar a la base de meta, que 
esta a una distancia de 18.4 m? 

3. La figura 23 muestra la relacion entre la edad, en millones 
de anos, del sedimento mas antiguo y la distancia, en 
kilometros, a la que fue hallado el sedimento desde un 
arrecife en particular en el oceano. El material del lecho 
marino se desprende de este arrecife y se aleja de el a una 
velocidad aproximadamente uniforme. Halle la velocidad, 
en centi'metros por aiio, a la que este material se aleja del 
arrecife. 



Figura 23 Problema 3. 


juntas formando una piedra doble. Asi, al caer, m deberia 
retrasar la caida de M, puesto que tiende a caer mas lenta- 
mente, y la combinacion caeria mas rapido que m pero mas 
lentamente que M; sin embargo, segun Aristoteles el doble 
cuerpo (M + m) es mas pesado que M y, por lo tanto, deberia 
caer mas rapido que M. Si aceptamos el razonamiento de 
Galileo como correcto, ^podemos concluir que My m deben 
caer a la misma velocidad? ^Que experimento seria necesa- 
rio en este caso? Si usted cree que el razonamiento de 
Galileo es incorrecto, explique por que. 

26. ^Que les pasaria a nuestras ecuaciones cinematicas (vease 
la tabla 2) bajo la operacion de una inversion del tiempo, 
es decir, reemplazando a t por -f? Explique. 

27. Esperamos que una relacion realmente general, tal como 
las de la tabla 2, sea valida sin importar la eleccion del 
sistema de coordenadas. Al exigir que las ecuaciones 
generales sean dimensionalmente compatibles nos asegu- 
ramos de que las ecuaciones sean validas cualquiera que 
sea la eleccion de las unidades. i,Hay alguna necesidad, 
entonces, de sistemas de unidades o de coordenadas? 


4. Carl Lewis corre los 100 metros pianos en aproximada¬ 
mente 10 s, y Bill Rodgers corre el maraton (26 mi, 
385 yd) en aproximadamente 2 h 10 min. (a) ^Cuales son 
sus promedios de velocidad? ( b ) Si Carl Lewis pudiera 
mantener la velocidad de su carrera durante un maraton, 
^cuanto le tomaria llegar a la meta? 

5. Durante muchos meses un bien conocido fisico de alta 
energia se trasladaba semanalmente entre Boston, Massa¬ 
chusetts y Ginebra, Suiza, ciudades que estan separadas 
por una distancia de 4000 mi. ^Cual fue la velocidad 
promedio del fisico durante esa epoca? ^Le sorprende que 
no se necesite saber la velocidad del aeroplane para resol¬ 
ver este problema? 

6. El li'mite legal de velocidad en una autopista se cambia de 
55 mi/h (= 88.5 km/h) a 65 mi/h (= 104.6 km/h). ^Cuanto 
tiempo ahorrara cualquiera viajando a velocidad mas alta 
desde la entrada en Buffalo a la salida en la ciudad de 
Nueva York de la autopista esta tal de Nueva York en este 
tramo de carretera de 435 mi (= 700 km)? 

7. Usted viaja en la carretera interestatal 10 de San Antonio 
a Houston, la mitad del tiempo a 35 mi/h (56.3 km/h) y la 
otra mitad a 55 mi/h (= 88.5 km/h). En el viaje de regreso 
usted viaja la mitad de la distancia a 35 mi/h y la otra mitad 
a 55 mi/h. ^Cual es la velocidad promedio (a) de San 
Antonio a Houston, ( b ) de Houston a San Antonio, y (c) 
para todo el viaje? 

8. Un avion de propulsion a chorro (jet) de alto desempeno, 
que realiza maniobras para evitar el radar, esta en vuelo 
horizontal a 35 m sobre el nivel del terreno. Subitamente, 
el avion encuentra que el terreno sube cuesta arriba en 4.3°, 
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una cantidad difi'cil de detectar; vease la figura 24. /.Cuan- 
to tiempo tiene el piloto para hacer una correccion si ha 
de evitar que el avion toque el terreno? La velocidad del 
aire es de 1300 km/h. 


V7 



Figura 24 Problema 8. 


9. La posicion de un objeto que se mueve en linea recta esta 
dada por * = 3r - 4? + t 3 , donde x esta en metros y t esta 
en segundos. (a) /.Cual es la posicion del objeto en t = 
0,1,2,3 y 4 s? ( b ) /.Cual es el desplazamiento del objeto 
entre r = 0yr = 2s?/,Y entre i = 0yi = 4s? /.Cual es la 
velocidad promedio en el intervalo de tiempo entre t = 2 
y t = 4 s? /.Y desde t = 0 hasta t = 3 s? 

10. Un automovil sube una pendiente a la velocidad constante 
de 40 km/h y retoma cuesta abajo a la velocidad de 60 km/h. 
Calcule la velocidad promedio del viaje redondo. 

11. Calcule la velocidad promedio en los dos casossiguientes: 
(a) Usted camina 240 ft a razon de 4 ft/s y luego corre 
240 ft a razon de 10 ft/s a lo largo de una pista recta. ( b) 
Usted camina durante 1.0 min a razon de 4 ft/s y luego 
corre durante 1.0 min a razon de 10 ft/s a lo largo de una 
pista recta. 

12. Dos trenes, cada uno a una velocidad de 34 km/h, corren 
uno hacia el otro en la misma via recta. Un pajaro que 
puede volar a 58 km/h vuela saliendo del frente de un tren 
cuando los trenes estan separados por una distancia de 
102 km y va directamente hacia el otro tren. A1 llegar al 
otro tren vuela de regreso hasta el primer tren, y asi 
sucesivamente. (a) /.Cuantos viajes podra hacer el pajaro 
de un tren a otro antes de que los trenes choquen? ( b ) /.Cual 
es la distancia total que recorre volando el pajaro? 

Seccion 2-4 Velocidad instantanea 

13. La posicion de una particula que se mueve a lo largo 
del eje x esta dada en centimetros por x = 9.75 + 1.50Z 3 , 
donde testa en segundos. Considere el intervalo de tiempo 
deZ = 2 a f = 3 y calcule {a) la velocidad promedio; (b) la 
velocidad instantanea en t = 2 s; (c) la velocidad instanta¬ 
nea en t = 3 s; (d) la velocidad instantanea en t = 2.5 s; y 
(i e ) la velocidad instantanea cuando la particula esta a 
medio camino entre sus posiciones enr=2yf=3s. 

14. /.Que distancia recorre en 16 s el corredor cuya grafica 
velocidad-tiempo se muestra en la figura 25? 

Seccion 2-5 Movimiento acelerado 

15. Cual es la aceleracion en t = 11s del corredor del proble¬ 
ma 14? 



Figura 25 Problemas 14 y 15. 


16. Una particula tenia una velocidad de 18 m/s en direccion 
+x, y 2.4 s mas tarde su velocidad era de 30 m/s en 
direccion opuesta. /.Cual fue la aceleracion promedio de 
la particula durante este intervalo de 2.4 s? 

17. Un objeto se mueve en linea recta segun se describe en la 
grafica velocidad-tiempo de la figura 26. Trace una grafica 
que represente la aceleracion del objeto en funcion del 
tiempo. 



Tiempo (s) 


Figura 26 Problema 17. 


18. La grafica de x contra t de la figura 27a es de una particula 

que se mueve en linea recta, (a) Determine para cada 
intervalo si la velocidad v es +, 6 0, y si la aceleracion 

a es +, 6 0. Los intervalos son OA, AB, BC, y CD. ( b) 

Segun la curva, /.existe un intervalo en el cual la acelera¬ 
cion sea obviamente no constante? (Desprecie el compor- 
tamiento en los extremos de los intervalos.) 

19. Responda las preguntas anteriores para el movimiento 
descrito por la grafica de la figura 27 b. 

20. Una particula se mueve a lo largo del eje x con un despla¬ 
zamiento contra tiempo como se muestra en la figura 28. 
Esboce las curvas de velocidad contra tiempo y de acele¬ 
racion contra tiempo para este movimiento. 

21. Para cada una de las situaciones siguientes, trace una 
grafica que sea una descripcion posible de la posicion en 
funcion del tiempo de una particula que se mueve a lo 
largo del eje x. En t « 1 s, la particula tiene (a) velocidad 
cero y aceleracion positiva; ( b ) velocidad cero y acelera¬ 
cion negativa; (c) velocidad negativa y aceleracion posi¬ 
tiva; ( d) velocidad negativa y aceleracion negativa. (<?) 
/.En cual de estas situaciones aumentara la velocidad de 
esta particula en t = Is? 

22. Si la posicion de un objeto esta dada por x = 2f, donde x 
esta en metros y f en segundos, halle (a) la velocidad 
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Figura 27 (a) Problema 18 y (b) problema 19. 


X 



Figura 28 Problema 20. 


promedio y la aceleracion promedio entre t = 1 y f = 2 s, 
y ( b ) las velocidades instantaneas y las aceleraciones 
instantaneas en t = 1 y t - 2 s. (c) Compare las cantidades 
promedio e instantanea y en cada caso explique por que 
la mayor es mayor. 

23. Una particula se mueve a lo largo del eje x segun la 
ecuacion x = 50 1 + lOr 2 , donde x esta en metros y t en 
segundos. Calcule (a) la velocidad promedio de la parti¬ 
cula durante los primeros 3 s de movimiento, (b) la velo¬ 
cidad instantanea de la particula en t = 3 s, y (c) la 
aceleracion instantanea de la particula en t = 3 s. 

24. Un hombre esta quieto desde t = 0 hasta t = 5 min; de t = 
5 a t = 10 min camina vivamente en linea recta a una 
velocidad constante de 2.2 m/s. /.Cuales son su velocidad 
promedio y su aceleracion promedio durante los intervalos 
de tiempo (a) de 2 min a 8 min, y (b) de 3 min a 9 min? 

25. Una particula qu _ se mueve a lo largo del eje x positivo 
tiene las siguientes posiciones en tiempos diversos: 

*(m) 0.080 0.050 0.040 0.050 0.080 0.13 0.20 

t (s) 0 1 2 3 4 5 6 


(a) Trace el desplazamiento (no la posicion) contra el 
tiempo. ( b ) Halle la velocidad promedio de la particula en 
los intervalos de 0 a 1 s, de 0 a 2 s, de 0 a 3 s, de 0 a 4 s. 
(c) Halle la pendiente de la curva trazada en la parte (a) 
en los puntos t- 0, 1, 2, 3,4, y 5 s. (d) Trace la pendiente 


(/.en unidades?) contra el tiempo. (e) Partiendo de la curva 
de la parte ( d) determine la aceleracion de la particula en 
los tiempos t = 2, 3, y 4 s. 

26. La posicion de una particula a lo largo del eje x depende 
del tiempo de acuerdo con la ecuacion 

x = At 2 — Bt 3 , 

donde x esta en metros y t en segundos. (a) /.Que unidades 
SI deberan tener A y B1 Para lo siguiente, haga que sus 
valores numericos en unidades SI sean 3 y 1, respectiva- 
mente. ( b) /.En que tiempo llegara la particula a su posi¬ 
cion x positiva maxima? (c) /.Que longitud de trayectoria 
cubre la particula en los primeros 4 s? (rf) /.Cual es su 
desplazamiento durante los primeros 4 s? (e) Cual es la 
velocidad de la particula al final de cada uno de los 
primeros cuatro segundos? (f ) /.Cual es la aceleracion de 
la particula al final de cada uno de los primeros cuatro 
segundos? (g) /.Cual es la velocidad promedio en el inter¬ 
valo de tiempo def = 2aZ = 4s? 

27. Un electron que arranca desde el reposo tiene una acele¬ 
racion que aumenta linealmente con el tiempo, esto es, 
a = kt, donde A: (1.50 m/s 2 )/s o 1.50 m/s 3 , (a) Trace a contra 
f durante el primer intervalo de 10 s. (b) A partir de la curva 
de la parte (a) trace la curva v contra t correspondiente y 
calcule la velocidad del electron 5 s despues de haber 
comenzado el movimiento. (c) A partir de la curva v contra 
t de la parte ( b ) trace la curva x contra t correspondiente y 
calcule que tanto se ha movido el electron durante los 
primeros 5 s de su movimiento. 

28. En una galena de juegos de video, un punto esta progra- 
mado para moverse a traves de la pantalla de acuerdo a 
x = 9.00 1 - 0.150? , donde a: es la distancia en centimetros 
medida desde el borde izquierdo de la pantalla y t es el 
tiempo en segundos. Cuando el punto llega al borde de la 
pantalla, ya sea en* = 0 o en* =15 cm, comienza de nuevo. 
(a) /,En que tiempo despues del arranque llega el punto 
instantaneamente al reposo? ( b ) /.Cuando ocurre esto? (c) 
/.Cual es su aceleracion cuando esto ocurre? (d) /.En que 
direccion se mueve en el siguiente instante despues de 
llegar al reposo? (e) /.Cuando se sale de la pantalla? 

Seccion 2-6 Movimiento con aceleracion constante 

29. Un jumbo de propulsion a chorro necesita alcanzar una 
velocidad de 360 km/h (= 224 mi/li) sobre la pista para 
despegar. Suponiendo una aceleracion constante y una 
pista de 1.8 km (=1.1 mi) de longitud, /.que aceleracion 
minima se requiere partiendo del reposo? 

30. Un vehiculo cohete se mueve en el espacio libre con una 
aceleracion constante igual a 9.8 m/s 2 , (a) Si arranca del 
reposo, /.que tanto le tomara adquirir una velocidad de un 
decimo de la velocidad de la luz? ( b ) /.Que tan lejos viajara 
al hacerlo asi? (La velocidad de la luz es de 3.0 * 10 8 m/s). 

31. La cabeza de una serpiente de cascabel puede acelerar a 
razon de 50 m/s 2 al atacar a su victima. Si un automovil lo 
hiciera tambien, /.cuanto le tomaria llegar a una velocidad 
de 100 km/h desde el reposo? 

32. Un muon (una particula elemental) es disparado a una 
velocidad inicial de 5.20 * 10 6 m/s a una region donde un 
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campo electrico produce una aceleracion de 1.30 * 10 14 
mjs 2 en direccion contraria a la velocidad inicial. /.Que 
distancia recorrera el muon antes de llegar al reposo? 

33. Un electron con velocidad inicial u 0 = 1.5* 10 5 m/s entra en 
una region de 1.2 cm de longitud donde es electricamente 
acelerado (vease la figura 29). Sale con una velocidad v = 
5.8 x 10 6 m/s. Cual fue su aceleracion, suponiendo que haya 
sido constante? (Tal proceso ocurre en el canon de electro- 
nes de un tubo de rayos catodicos, usado en receptores de 
television y en terminales de video.) 


Region Region 

sin aceleracion con aceleracion 



alto voltaje 


Figura 29 Problema 33. 


34. El coronel John P. Stapp establecio un record mundial de 
velocidad cuando, el 19 de marzo de 1954, rodo un trineo 
autopropulsado que se movio en los carriles a razon de 
1020 km/h. El y su trineo llegaron a un alto total en 1.4 s; 
vease la figura 30. /.Que aceleracion experimento? Expre- 
se la respuesta en terminos de#(= 9.8 m/s 2 ), la aceleracion 
debida a la gravedad. (Notese que su cuerpo actua como 
un acelerometro, y no como un velocimetro.) 



Figura 30 Problema 34. 


35. Los frenos de su automovil son capaces de crear una 
desaceleracion de 17 ft/s 2 . Si usted va a 85 mi/h y de pronto 
ve a un patrullero, /.cual es el tiempo minimo en el cual 


puede usted hacer que su automovil baje a la velocidad 
limite de 55 mi/h? 

36. En una carretera seca, un automovil con buenas llan- 
tas puede frenar con una deceleracion de 11.0 mi/h • s 
(4.92 m/s 2 ), (a) /.Que tanto tiempo le toma a tal automovil, 
que inicialmente viajaba a 55 mi/h (= 24.6 m/s), llegar al 
reposo? (b) /.Que tan lejos viajo en ese tiempo? 

37. Una flecha es disparada hacia arriba en el aire y a su 
regreso golpea el suelo a 260 ft/s, enterrandose 9 in en el 
terreno. Halle (a) la aceleracion (supuesta como constan¬ 
te) requerida para detener la flecha, y (b) el tiempo nece- 
sario para que el terreno la detenga. 

38. Supongamos que le piden a usted que asesore a un aboga- 
do en relacion a la fisica implicada en uno de sus casos. 
La pregunta es si un conductor se habia excedido del limite 
de velocidad de 30 mi/h antes de hacer una parada de 
emergencia, con los frenos accionados a fondo y las llantas 
patinando. La longitud de las marcas del patinaje sobre la 
carretera fue 19.2 ft. El oficial de la policia'supuso que 
la deceleracion maxima del automovil no superaria la 
aceleracion de un cuerpo en caida libre (=32 ft/s 2 ) y no 
impuso una multa al conductor. /.Estaba excediendose de 
la velocidad permitida? Expliquelo. 

39. Un tren partio del reposo y se movio con aceleracion cons¬ 
tante. En un momento dado estaba viajando a 33.0 m/s, y 
160 m mas adelante lo estaba haciendo a 54.0 m/s. Calcule 
(a) la aceleracion, ( b ) el tiempo requerido para recorrer 
160 m, (c) el tiempo requerido para que alcance una 
velocidad de 33.0 m/s, y (d) la distancia recorrida desde 
el reposo hasta el momento en que el tren tuvo una 
velocidad de 33.0 m/s. 

40. Un automovil que se mueve con aceleracion constante 
cubre la distancia entre dos puntos que distan entre si 
58.0 m en 6.20 s. Su velocidad cuando pasa por el segundo 
punto es de 15.0 m/s. (a) /.Cual es la velocidad en el 
primer punto? ( b ) /.Cual es su aceleracion? (c) /.A que 
distancia previa al primer punto estaba el automovil en 
reposo? 

41. Un tren subterraneo acelera desde el reposo en una esta- 
cion (a = +1.20 m/s 2 ) durante la primera mitad de la 
distancia a la siguiente estacion y luego decelera hasta el 
reposo (a = -1.20 m/s 2 ) en la segunda mitad de la distancia. 
La distancia entre las estaciones es de 1.10 km. Halle (a) 
el tiempo de viaje entre estaciones y ( b ) la velocidad 
maxima del tren. 

42. La cabina de un elevador en el hotel Marquis Marriott, de 
Nueva York (vease la figura 31) tiene un recorrido total 
de 624 ft. Su velocidad maxima es de 1000 ft/min y su 
aceleracion (constante) es de 4.00 ft/s 2 , (a) /.Que tan lejos 
se mueve mientras acelera a toda velocidad desde el 
reposo? (b) /.Que tiempo le toma hacer la carrera, comen- 
zando y terminando en reposo? 

43. Cuando un conductor detiene su automovil lo mas subita- 
mente posible, la distancia de parada puede ser vista 
como la suma de una “distancia de reaccion”, la cual es la 
velocidad inicial multiplicada por el tiempo de reaccion, 
y la “distancia de frenado”, la cual es la distancia cubier- 
ta durante el frenado. La tabla siguiente da los valores 
tipicos: 



Figura 31 Problema 42. 
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(Es instructive trazar una grafica cualitativa de x contra t 
para cada tren.) 

47. Un automovil que viaja a 35 mi/h (= 56 km/h) esta a 110 ft 
(= 34 m) de una barrera cuando el conductor pisa de golpe 
los frenos. Cuatro segundos mas tarde el automovil golpea 
la barrera. (a) /.Cual fue la deceleracion constante del 
automovil antes del impacto? ( b ) /, A que velocidad viajaba 
el carro en el momento del impacto? 

48. Un corredor, en una carrera de 100 m, acelera desde el 
reposo hasta la velocidad maxima a razon de 2.80 m/s 2 y 
mantiene esa velocidad hasta el final de la pista. (a) /.Que 
tiempo transcurrio? (b) /.Que distancia recorrio el corredor 
durante la fase de aceleracion si el tiempo total en la pista 
fue de 12.2 s? 

49. El manual del conductor establece que un automovil con 
buenos frenos que vaya a 50 mi/h puede parar en una 
distancia de 186 ft. La distancia correspondiente a 30 mi/h 
es de 80 ft. Suponga que el tiempo de reaccion del con¬ 
ductor, durante el cual la aceleracion es de cero, y la 
aceleracion despues de que acciono los frenos son iguales 
para las dos velocidades. Calcule (a) el tiempo de reaccion 


Velocidad 

inicial 

(m/s) 

Distancia 
de accion 

(m) 

Distancia 
de frenado 

(m) 

Distancia 
de tension 

(m) 

10 

7.5 

5.0 

12.5 

20 

15 

20 

35 

30 

22.5 

45 

67.5 


44. 


45. 


46. 


(a) /.Que tiempo de reaccion se supone que tiene el con¬ 
ductor? ( b ) /.Cual es la distancia de frenado del automovil 
si la velocidad inicial es de 25 m/s? 

En una trampa de velocidad, dos tiras activadas por pre- 
sion estan situadas a una distancia de 110 m cruzando una 
carretera en la cual el limite de velocidad es 90 km/h. 
Mientras viaja a 120 km/h, un conductor advierte una 
patrulla justo cuando activa la primera tira y reduce su 
marcha. /.Que deceleracion es necesaria para que la velo¬ 
cidad promedio del automovil este dentro del limite de 
velocidad cuando el automovil cruce la segunda tira? 

En el instante en que un semaforo cambia a luz verde, un au¬ 
tomovil arranca con una aceleracion constante de 2.2 m/s 2 . 
En el mismo instante un camion, que viaja a una velocidad 
constante de 9.5 m/s, alcanza y pasa al automovil. (a) /,A 
que distancia del punto de arranque el automovil alcanzaria 
al camion? ( b) /.A que velocidad esta viajando el automovil 
en ese instante? (Es instructive trazar una grafica cualitativa 
de x contra t para cada vehiculo.) 

El maquinista de un tren que se mueve a una velocidad v, 
advierte la presencia de un tren de carga a una distancia d 
adelante de el que se mueve en la misma via y en la misma 
direccion a una velocidad mas lenta i> 2 • Acciona los frenos 


e imprime en su tren una deceleracion constante a. De- 
muestre que 


si d > 
si d < 


(Vi - 

, 2a .2 
(th ~ f 2 ) 

2 a 


no habra una colision; 
habra una colision. 


Seccion 2-1 Cuerpos en caida libre 

50. Caen gotas de lluvia desde una nube situada a 1700 m 
sobre la superficie del suelo. Si no fueran retenidas por la 
resistencia del aire, /.a que velocidad descenderian las 
gotas cuando llegan al suelo? /.Seria seguro caminar en el 
exterior durante una tormenta? 

51. Un cable que soporta a un elevador desocupado de una 
construccion se rompe cuando el elevador esta en reposo 
en la parte mas alta de un edificio de 120 m de altura. 

(a) /.A que velocidad golpearia el elevador el terreno? 

(b) /.Cuanto tiempo transcurrio en la caida? (c) /.Cual era 
su velocidad cuando paso por el punto intermedio de su 
carrera hacia abajo? (d) /.Durante cuanto tiempo estuvo 
cayendo cuando paso por el punto intermedio? 

52. En una obra en construccion una Have Stillson golpea el 
terreno a una velocidad de 24.0 m/s. (a) /.Desde que altura 
cayo inadvertidamente? (b) /.Cuanto tiempo estuvo en el 
aire? 

53. (a) /.A que velocidad debe ser arrojada una pelota verti- 
calmente hacia arriba con objeto de que llegue a una altura 
maxima de 53.7 m? ( b ) /.Cuanto tiempo estuvo en el aire? 

54. Una roca es arrojada desde un acantilado de 100 m de 
altura, /.Cuanto tiempo tarda en caer (a) los primeros 
50.0 m y (b) los segundos 50.0 m? 

55. Unos exploradores del espacio “aterrizan” en un plane- 
ta de nuestro sistema solar. Elios observan que una peque- 
na roca lanzada verticalmente hacia arriba a razon de 
14.6 m/s tarda 7.72 s en regresar al suelo. /.En que planeta 
aterrizaron? ( Sugerencia: Vease el apendice C.) 

56. Una pelota es arrojada verticalmente a una velocidad 
inicial de 20.5 m/s desde una altura de 58.8 m. (a) /.Cual 
sera su velocidad justo antes de que llegue al suelo? 
( b ) /.Que tanto tiempo le tomo a la pelota llegar al sue¬ 
lo? (c) /.Cuales serian las respuestas a (a) y a (b) si la pelota 
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fuera lanzada directamente hacia arriba desde la misma 
altura y a la misma velocidad inicial? 

57. La figura 32 muestra un aparato sencillo para medir el 
tiempo de reaccion. Consta de una tira de cartulina mar- 
cada con una escala y dos puntos grandes. Un amigo 
sostiene la tira entre los dedos pulgar e l'ndice en el punto 
superior y usted coloca sus dedos pulgar e l'ndice en el 
punto inferior, teniendo cuidado de no tocar la tira. Su 
amigo suelta la tira, y usted trata de pescarla tan pronto 
como sea posible cuando ve que empieza a caer. La marca 
situada en el lugar en que usted pesca la tira da el tiempo 
de reaccion. que distancia del punto inferior se ponen 
las marcas de 50-, 100-, 200-, y 250-ms? 


Arriba 


250 


200 


150 


100 


sr 


Figura 32 Problema 57. 


58. Una pelota arrojada hacia arriba tarda 2.25 s en llegar a 
una altura de 36.8 m. (a) ^Cual fue su velocidad inicial? 
(b) /Cual es su velocidad a esta altura? (c) ^Cuanta mas 
altura alcanzara la pelota? 

59. Mientras pensaba en Isaac Newton, una persona parada 
en un puente sobre una carretera deja caer inadvertidamente 
una manzana desde la barandilla justo cuando el extremo 
frontal de un camion pasa directamente abajo de la baran¬ 
dilla. Si el vehtculo se esta moviendo a 55 km/h (= 34 mi/h) 
y tiene una longitud de 12 m (= 39 ft), ^que tanto mas arriba 
del camion debera estar la barandilla si la manzana no logra 
golpear la parte trasera del camion? 

60. Un cohete es disparado verticalmente y asciende con una 
aceleracion vertical constante de 20 m/s 2 durante 1.0 min. 
Su combustible se agota entonces totalmente y continua 


como una particula en caida libre. (a) ^Cual es la altitud 
maxima alcanzada? ( b ) ^Cual es el tiempo total transcu- 
rrido desde el despegue hasta que el cohete regresa a la 
Tierra? (Desprecie las variaciones de g con la altitud). 

61. Un jugador de baloncesto, a punto de “encestar” la pelota, 
salta 76 cm verticalmente. ^Cuanto tiempo invierte el 
jugador ( a ) en los ultimos 15 cm de su salto y (b) en los 
primeros 15 cm de su salto? Ayuda esto a explicar el por 
que estos jugadores parecen quedar suspendidos en el aire 
en la cima de sus saltos? Vease la figura 33. 



Figura 33 Problema 61. 


62. Una piedra es lanzada verticalmente hacia arriba. En su 
trayecto pasa el punto A a una velocidad v, y el punto B , 
3.00 m mas alto que A, a velocidad v/2. Calcule (a) la 
velocidad vy (b) la altura maxima alcanzada por la piedra 
arriba del punto B. 

63. De la boca de una regadera gotea agua en el piso 200 cm 
mas abajo. Las gotas caen a intervalos de tiempo regulares, 
la primera gota golpea el piso en el instante en que la cuarta 
gota comienza a caer. Hallar la ubicacion de cada una de las 
otras gotas cuando una de ellas llega al suelo. 

64. La instalacion para la investigacion de la gravedad cero 
(the Zero Gravity Research Facility), en el Centro Lewis 
de investigacion de la NASA, incluye una torre de cai¬ 
da de 145 m. Fsta es una torre vertical evacuada en la cual, 


entre otras posibilidades, puede dejarse caer una esfera de 
1 m de diametro que contiene un paquete experimental. 

(a) ^Cuanto tiempo esta este paquete experimental en 
caida libre? ( b ) ^Cual es su velocidad en la parte inferior 
de la torre? (c) En la parte inferior de la torre, la esfera 
experimenta una aceleracion promedio de 25 g cuando su 
velocidad se reduce a cero. /.Que distancia ha recorrido al 
llegar al reposo? 

65. Una bola se deja caer desde una altura de 2.2 m y rebota 
a una altura de 1.9 m sobre el suelo. Suponga que la bola 
esta en contacto con el suelo durante 96 ms y determine 
la aceleracion promedio (en magnitud y direccion) de la 
bola durante su contacto con el suelo. 

66. Una mujer cayo 144 ft desde la cima de un edificio, “aterri- 
zando” sobre una caja de ventilacion de metal, la cual se 
hundio a una profundidad de 18 in. Ella sobrevivio sin danos 
serios. ^Que aceleracion (se supone uniforme) experimento 
durante la colision? Exprese su respuesta en terminos de g. 

67. Si un objeto viaja la mitad de su trayectoria total en el ultimo 
segundo de su caida desde el reposo, halle (a) el tiempo y 

(b) la altura de su caida. Explique la solucion fisicamente 
inaceptable de la ecuacion cuadratica del tiempo. 

68. Dos objetos comienzan una caida libre desde el reposo 
partiendo de la misma altura con 1.00 s de diferencia. 
En cuanto tiempo despues de que el primer objeto comen- 
zo a caer estaran los dos objetos separados a una distancia 
de 10.0 m? 

69. Como se ve en la figura 34, Clara salta desde un puente, 
seguida de cerca por Jaime. ^Cuanto tiempo espero Jaime 



Figura 34 Problema 69. 


despues de que Clara salto? Suponga que Jaime tiene una 
altura de 170 cm y que el nivel desde el que saltaron esta 
arriba de la fotografia. Haga mediciones escalares direc¬ 
tamente en la fotografia. 

70. Un globo esta ascendiendo a razon de 12.4 m/s a una altura 
de 81.3 m sobre el nivel del suelo cuando se deja caer 
desde el un bulto. ( a ) ^A que velocidad golpea el bulto el 
suelo? ( b ) ^Cuanto tiempo le tomo llegar al suelo? 

71. Una paracaidista, despues de saltar, cae 52.0 m sin fric- 
cion. Cuando se abre el paracaidas, ella decelera a razon 
de 2.10 m/s 2 y llega al suelo a una velocidad de 2.90 m/s. 
(a) ^Cuanto tiempo estuvo la paracaidista en el aire? ( b ) 
lA que altura comenzo la caida? 

72. Una bola de plomo se deja caer en una alberca desde un 
trampolin a 2.6 m sobre el agua. Golpea el agua con una 
cierta velocidad y luego se hunde hasta el fondo con esta 
misma velocidad constante. Llega al fondo 0.97 s despues 
de que se ha dejado caer. ( a ) ^Que profundidad tiene la 
alberca? ( b ) ^Supongamos que se deja drenar toda el agua 
de la alberca. La bola es arrojada de nuevo desde el 
trampolin de modo que, otra vez, llega al fondo en 0.97 s. 
^Cual es la velocidad inicial de la bola? 

73. En el Laboratorio Nacional de Fisica de Inglaterra se hizo 
una medicion de la aceleracion g arrojando una bola de 
vidrio hacia arriba en un tubo evacuado y dejandola regresar, 
como en la figura 35. Sea A/, el intervalo de tiempo entre 
los dos pasos a traves del nivel inferior, A t v el intervalo de 
tiempo entre los dos pasos a traves del nivel superior, y H 
la distancia entre los dos niveles. Demuestre que 


8 H 

g All- At 2 v 



Figura 35 Problema 73. 


74. Una bola de acero se deja caer desde el techo de un edificio 
(la velocidad inicial de la bola es cero). Un observador 
parado enfrente de una ventana de 120 cm de altura nota que 
a la bola le toma 0.125 s caer desde la parte superior de la 
ventana a la parte inferior. La bola continua cayendo, choca 
en forma completamente elastica con una acera horizontal, 
y reaparece en la parte baja de la ventana 2.0 s despues de 
haber pasado por alii en su ruta de caida. ^Cual es la altura 
del edificio? (La bola tendria la misma velocidad en un 
punto yendo hacia arriba que la que tenia yendo hacia abajo 
despues de una colision completamente elastica.) 

75. Un perro ve una maceta de flores subir y luego bajar a 
traves de una ventana de 1.1 m de altura. Si el tiempo total 
en que la maceta esta a la vista es de 0.74 s, halle la altura 
por sobre el dintel de la ventana a la que se eleva la maceta. 
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Muchas de las leyes de la fisica implican no solo relaciones algebraicas entre cantidades, sino 
tambien relaciones geometricas. Por ejemplo, imaginemos una peonza que gira rapidamente 
alrededor de su eje, mientras que el propio eje de rotacidn gira lentamente con respecto a la 
vertical. Esta relacidn geometrica es complicada para representarla por medio de ecuaciones 
algebraicas. Sin embargo, si usamos vectores para representor las variables fisicas, una sola 
ecuacion es suficiente para explicar el comportamiento. Los vectores permiten esta economia 
de expresion en numerosas leyes de la fisica. A veces la forma vectorial de una ley fisica nos 
permite ver relaciones o simetrias que de otro modo estarian veladas por una ecuacion 
algebraica engorrosa. 

En este capitulo exploraremos alguna de las propiedades y usos de los vectores e introdu- 
ciremos las operaciones matematicas en las que intervienen vectores. En el proceso aprende- 
remos que los simbolos familiares de la aritmetica, tales como +, y x , tienen significados 
diferentes cuando se aplican a los vectores. 



3-1 VECTORES Y ESCALARES 


A1 cambio de posicion de una partkula se le llama des- 
plazamiento. Si una particula se mueve de la posicion A a 
la posicion B (Fig. la), podemos representar su desplaza- 
miento trazando una linea desde A hasta B. La direc¬ 
tion del desplazamiento puede indicarse poniendo una 
punta de flecha en B para indicar que el desplazamiento 
fue desde A hasta B. La trayectoria de la particula no 
necesita ser necesariamente una linea recta de A a B\ 
la flecha representa solo el efecto neto del movimiento, 
no el movimiento real. 

En la figura lb, por ejemplo, hemos trazado una trayec¬ 
toria real seguida por una particula que va desde A hasta 
B. La trayectoria no es la misma que el desplazamiento 
AB. Si fuesemos a tomar instantaneas de la particula 
cuando estaba en A y, mas tarde, cuando estaba en alguna 
posicion intermedia P, podriamos obtener el vector AP del 
desplazamiento, que representa el efecto neto del movi¬ 
miento durante este intervalo, aun cuando no conociera- 
mos la trayectoria real entre esos puntos. Mas aun, un 
desplazamiento tal como A'B', (Fig. la), que sea paralelo 
a AB, dirigido similarmente, e igual en longitud a AB, 
representa el mismo cambio en la posicion que AB. No 


Figura 1 Vectores de desplazamiento. (a) Los vectores AB 
y A'B' son identicos, puesto que tienen la misma longitud y 
apuntan en la misma direction, (b) La trayectoria real de la 
particula al mo verse de A a B puede ser la curva que se 
muestra; el desplazamiento es el vector AB. En el punto 
intermedio P, el desplazamiento es el vector AP. 

(c) Despues del desplazamiento AB, la particula 
experiments otro desplazamiento BC. El efecto neto 
de los dos desplazamientos es el vector AC. 


hacemos distincion entre estos dos desplazamientos. Un 
desplazamiento se caracteriza, por lo tanto, por una lon¬ 
gitud y una direccion. 

De manera similar, podemos representar un desplaza¬ 
miento siguiente desde B hasta C (Fig. lc). El efecto neto 
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Figura 2 El vector d representa un desplazamiento de 
magnitud 42 m (en una escala en la cual 10 m = 1 cm) 
en una direccion de 45° al NE. 



Figura 3 La suma vectorial a + b = s. Compare con la 
figura 1c. 


de los dos desplazamientos es el mismo que un desplaza¬ 
miento deA a C. Hablamos entonces deAC como la suma 
o resultante de los desplazamientos AB y BC. Notese que 
esta suma no es una suma algebraica y que un numero solo 
no puede especificarla en forma unica. 

Las cantidades que se comportan como desplazamien¬ 
tos se Hainan vectores. (La palabra vector significa por- 
tador en latin. Los biologos usan el termino vector para 
significar un insecto, un animal u otro agente que porta 
una causa de enfermedad de un organismo a otro.) Los 
vectores, entonces, son cantidades que tienen tanto mag¬ 
nitud como direccion y que siguen ciertas reglas de 
combinacion, que describiremos a continuacion. El vec¬ 
tor de desplazamiento es un prototipo conveniente. Al- 
gunas otras cantidades fisicas que se representan por 
vectores son: fuerza, velocidad, aceleracion, campo elec- 
trico y campo magnetico. Muchas de las leyes de la 
fisica pueden ser expresadas en forma compacta por el 
uso de vectores, y las derivaciones que implican estas 
leyes a menudo se simplifican notablemente cuando lo 
hacemos. 

Las cantidades que pueden ser especificadas comple- 
tamente por un numero y una unidad y que, por lo tanto, 
tienen solo magnitud se llaman escalares. Algunas canti¬ 
dades fisicas escalares son: masa, longitud, tiempo, den- 
sidad, energia y temperatura. Los escalares pueden ser 
manipulados por las reglas del algebra ordinaria. 


3-2 SUMA DE VECTORES: 
METODO GRAFICO 


Para representar un vector en un diagrama trazamos una 
flecha. Elegimos que la longitud de la flecha sea propor- 
cional a la magnitud del vector (esto es, elegimos una 
escala), y elegimos que la direccion de la flecha sea la 
direccion del vector, con la punta indicando el sentido de 
la direccion. Por ejemplo, un desplazamiento de 42 m en 
una direccion nordeste estaria representada en una escala 
de 1 cm por 10 m por una flecha de 4.2 cm de longitud, 
dibujada en un angulo de 45° sobre una linea que apunte 
al este con la punta de flecha en el extremo superior 
derecho (Fig. 2). El vector se representa usualmente en un 
texto impreso por un simbolo en negritas, tal como d. En 
la escritura manual ponemos una flecha sobre el simbolo 
para denotar la cantidad vectorial, tal como cT 
Por lo general, nos interesamos solo en la magnitud (o 
longitud) del vector y no en su direccion. La magnitud de 
d se escribe a veces como |d|; con mayor frecuencia 
representamos la magnitud unicamente por el simbolo d 
en italicas. El simbolo en negritas quiere significar ambas 
propiedades del vector, magnitud y direccion. En la escri¬ 
tura manual, la magnitud del vector se representa por el 
simbolo sin la flecha. 


Consideremos ahora la figura 3 en la que hemos redi- 
bujado y reetiquetado los fectores de la figura lc. La 
relacion entre estos vectores puede escribirse asi: 

a + b = s. ( 1 ) 

Las reglas a seguir al ejecutar esta adicion vectorial gra- 
ficamente son estas: (1) En un diagrama dibujado a escala 
trazar el vector a con su direccion propia en el sistema de 
coordenadas. (2) Dibujar b a la misma escala con la cola 
en la punta de a, asegurandose de que b tenga su misma 
direccion propia (por lo general diferente de la direccion 
de a). (3) Dibujar una linea desde la cola de a hasta la 
punta de b para construir el vector suma s. Si los vectores 
estuviesen representando desplazamientos, entonces s se- 
ria un desplazamiento equivalente en longitud y direccion 
a los desplazamientos sucesivos a y b. Este procedimiento 
puede ser generalizado para obtener la suma de cualquier 
numero de vectores. 

Puesto que los vectores difieren de los numeros ordina- 
rios, esperamos reglas diferentes para su manipulacion. El 
simbolo “+” de la ecuacion 1 tiene un significado diferente 
de su significado en aritmetica o en algebra escalar. Nos dice 
que llevaremos a cabo un juego diferente de operaciones. 

Tras una inspeccion cuidadosa de la figura 4 podemos 
deducir dos propiedades importantes de la adicion de 
vectores: 



Figura 4 (a) La ley conmutativa para la adicion vectorial, 
la cual establece que a + b = b + a. (b) La ley asociativa, la 
cual establece que d + (e + f) = (d + e) + f. 


a + b = b + a (ley conmutativa) (2) 

y 

d + (e + f) = (d + e) + f (ley asociativa). (3) 

Estas leyes aseguran que no hay diferencia alguna en el 
orden o agrupamiento en que sumemos los vectores; la 
suma es la misma. A este respecto, la adicion vectorial y 
la adicion escalar siguen las mismas reglas. 

Al inspeccionar la figura 4 b verqos como se usa el 
metodo grafico para hallar la suma de mas de dos vectores, 
en este caso d + e + f. Cada vector sucesivo es colocado 
con su cola en la punta del anterior. El vector que repre¬ 
senta a la suma se dibuja despues desde la cola del primer 
vector a la punta del ultimo. 

La operacion de sustraccion (resta) puede ser incluida 
en nuestra algebra vectorial definiendo el negativo de un 
vector como otro vector de igual magnitud pero de direc¬ 
cion opuesta. Asi, 

a — b = a + (— b) (4) 

como se muestra en la figura 5. Aqui -b significa un 
vector con la misma magnitud que b pero que apunta en 
direccion opuesta. Se deduce de la ecuacion 4 que a - a = 
a + (-a) = 0, 

No olvide que, aunque hemos usado los desplazamientos 
para ilustrar estas operaciones, las reglas se aplican a todas 
las cantidades vectoriales tales como velocidades y fuerzas. 


3-3 COMPONENTES DE VECTORES 


Aun cuando hemos definido la adicion vectorial con el 
metodo grafico, ello no es muy util para vectores en tres 
dimensiones. A menudo es hasta inconveniente para el 
caso bidimensional. Otra manera de sumar vectores es 
el metodo analitico, que implica la resolucion de un vector 
en componentes con respecto a un sistema de coordena¬ 
das en particular. 



Figura 5 La resta vectorial a - b = a +(-b). 



Figura 6 (a) El vector a tiene una componente a x en la 
direccion x y una componente a y en la direccion y. ( b) El 
vector b tiene una componente x negativa. 


La figura 6 a muestra un vector a cuya cola ha sido 
situada en el origen de un sistema rectangular de coorde¬ 
nadas. Si dibujamos lineas perpendiculares desde la punta 
de a a los ejes, las cantidades a x y a y se llaman componen¬ 
tes (cartesianas) del vector a. El proceso se llama resolu¬ 
cion de un vector en sus componentes. El vector a esta 
especificado en forma unica y completa por estas compo¬ 
nentes; dadas a x y a y podriamos reconstruir inmedia- 
tamente el vector a. 

Las componentes de un vector pueden ser positivas, 
negativas, o cero. La figura 6b muestra un vector b que 
tiene a b x < 0 y a b y > 0. 

En la figura 6 a las componentes a x y a y se hallan 
facilmente por 

a x = a cos 0 y a y = a sen <f>, (5) 

donde 0 es el angulo que el vector a forma con el eje x 
positivo. Como se muestra en la figura 6, los signos alge- 
braicos de las componentes de un vector dependen del cua- 
drante en que se encuentra el angulo <f>. Por ejemplo, cuando 
esta entre 90° y 180°, como en la figura 6b, el vector 
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siempre tiene una componente jc negativa y una componqnte 
y positiva. Las componentes de un vector se comportan 
como cantidades escalares porque, en cualquier sistema 
de coordenadas en particular, solo se necesita un numero con 
un signo algebraico para especificarlas. 

Una vez que un vector queda resuelto en sus compo¬ 
nentes, las componentes mismas pueden utilizarse para 
especificar al vector. En lugar de los dos numeros a 
(magnitud del vector) y <p (direccion del vector relativa al 
eje x), podemos ahora tener los dos numeros a x y a y . 
Podemos ir y venir entre la descripcion de un vector en 
terminos de sus componentes (a x y a y ) y la descripcion 
equivalente en terminos de la magnitud y la direccion (a 
y (j>). Para obtener a y (pa partir de a x y a y , notamos en la 
figura 6a que 

a = 'Jal + aj (6 a) 

y 

tan 4> = a y /a x . (6b) 

El cuadrante en que se encuentra 0 se determ in a a partir 
de los signos de a x y de a y . 

En tres dimensiones el proceso trabaja de manera simi¬ 
lar: se dibujan lineas perpendiculares desde la punta de un 
vector a los tres ejes de coordenadas x, y, y z. La figura 7 
muestra la manera como suele dibujarse para reconocer 
mas facilmente a las componentes; la componente (a 
veces Ilamada proyeccion ) de a en el piano xy se dibuja 
primero, y luego desde su punta podemos hallar las com¬ 
ponentes individuales a x y a y . Podriamos obtener exacta- 
mente las mismas componentes x y y si trabajasemos 
directamente con el vector a en lugar de hacerlo con su 
proyeccion xy, pero el dibujo no seria tan claro. De la 
geometria de la figura 7, podemos deducir que las com¬ 
ponentes del vector a son 

a x — a sen 6 cos </>, a y = a sen 6 sen 4>, y 

a z = a cos 6. (7) 

Cuando se resuelve un vector en sus componentes con- 
viene a veces introducir un vector de longitud unitaria en 
una direccion determinada. Conviene tambien dibujar 
vectores unitarios a lo largo de los ejes de coordenadas 
elegidos en particular. En el sistema de coordenadas rec- 
tangulares se emplean por lo general los simbolos i, j, y 
k como vectores unitarios en las direcciones positivas de 
x, y, y z, respectivamente (vease la Fig. 8 ). En la notacion 
de escritura manual, los vectores unitarios se usan a 
menudo con un acento circunflejo o “sombrerillo”, como 
eni, j, y k. 

Notese que i, j, y k no necesitan estar ubicados en el 
origen. Como todos los vectores, pueden ser trasladados 
a cualquier lugar en el espacio de las coordenadas en tanto 


Z 



Figura 7 Un vector a en tres dimensiones con componentes 
a„ a y , y a z . Las componentes x y y se hallan 
convenientemente dibujando primero la proyeccion xy de a. 
El angulo 6 entre a y el eje z se llama angulo polar. El 
angulo (j> en el piano xy entre la proyeccion de a y el eje x se 
llama dngulo azimutal. El angulo azimutal tiene el mismo 
significado aquf que en la figura 6 . 



Figura 8 Los vectores unitarios i, j, y k se usan para 
especificar los ejes x, y, y z, respectivamente. Cada vector 
carece de dimension y tiene una longitud de la unidad. 

que sus direcciones con respecto a los ejes de coordenadas 
no sean cambiadas. 

En general, un vector a en un sistema de coordenadas 
tridimensional puede escribirse en terminos de sus com¬ 
ponentes y los vectores unitarios como 

a = a x i + a y j + a z k, ( 8 a) 

o en dos dimensiones como 

a = a x i + a y j. (8 b) 


y 




Figura 9 Las componentes vectoriales de a y de b. En 
cualquier situacion fisica que involucre a vectores, 
obtenemos el mismo resultado, ya sea que usemos el vector 
propio, tal como a, o sus dos componentes vectoriales, a 4 y 
a y j. El efecto del vector solo a es equivalente al efecto neto 
de los dos vectores 04 y a,j. Cuando se haya reemplazado un 
vector con sus componentes vectoriales, es util trazar una 
linea doble a traves del vector original como se muestra; esto 
ayuda a no considerar ya mas al vector original. 


La relacion vectorial de la ecuacion Sb es equivalente a las 
relaciones escalares de la ecuacion 6 . Cada ecuacion re- 
laciona el vector (a, o a y <p) con sus componentes (a x y a y ). 
A veces llamamos a cantidades tales como a), y a y j de la 
ecuacion 8 b las componentes vectoriales de a. La figura 9 
muestra los vectores a y b trazados en terminos de sus 
componentes vectoriales. Muchos problemas fisicos en 
que intervienen vectores pueden ser simplificados reem- 
plazando un vector por sus componentes vectoriales. Esto 
es, la accion de una cantidad representada como un vector 
puede ser reemplazada por las acciones de sus componen¬ 
tes vectoriales. Cuando sea necesario, nos referiremos de 
manera explicita a las componentes vectoriales, mientras 
que la palabra componente en si continua refiriendose a 
las cantidades escalares a x y a y . 

Otros sistemas de coordenadas (Opcional) 

Para el analisis de ciertas situaciones fisicas pueden ser apro- 
piadas muchas otras variedades de sistemas de coordenadas. Por 
ejemplo, el sistema de coordenadas bidimensional xy puede 
cambiarse de dos maneras: ( 1 ) moviendo el origen a otra ubi- 
cacion en el piano xy, lo cual se llama traslacion del sistema de 
coordenadas, o ( 2 ) pivoteando los ejes xy con respecto al origen 
fijado, lo cual es una rotacidn del sistema de coordenadas. En 
ambas operaciones mantenemos al vector fijo y movemos los 
ejes de coordenadas. La figura 10 muestra el efecto de estos dos 
cambios. En el caso mostrado en la figura 10a, las componentes 
no han cambiado, pero en el caso mostrado en la figura 10 b las 
componentes sf cambian. 



Figura 10 (a) El origen O del sistema de coordenadas de la 
Fig. 6 a se ha movido o trasladado a la nueva posicion O'. 
Las componentes x y y de a son identicas a las componentes 
x' y y'. ( b ) Los ejes xy y han sido girados en el angulo p. Las 
componentes x' y y' son diferentes a las componentes xy y 
(notese que la componente y' es ahora mas pequena que la 
componente x', mientras que en la figura 6 a la componente y 
era mas grande que la componente x), pero el vector a no ha 
cambiado. ^En que angulo tendrian que girarse los ejes de 
coordenadas para hacer que la componente y' sea cero? 


y 



Figura 11 El vector a se resuelve en sus componentes 
radial y tangencial. Estas componentes tendran aplicaciones 
importantes cuando hablemos del movimiento circular en los 
capftulos 4 y 11. 

Cuando la situacion fisica que estemos analizando tenga 
ciertas simetrfas, puede ser una ventaja elegir un sistema de 
coordenadas diferente para resolver un vector en sus componen¬ 
tes. Por ejemplo, podriamos escoger las direcciones radial y 
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tangencial de las coordenadas po lares pi anas, mostradas en la 
figura 11. En este caso, hallamos las componentes sobre los ejes 
de coordenadas justamente como lo hicimos en el sistema xyz 
ordinario: dibujamos una perpendicular desde la punta del 
vector a cada eje de coordenadas. 

Las extensiones tridimensionales de la figura 11 (coordena¬ 
das polares esfericas o cili'ndricas) son, en muchos casos impor- 
tantes, muy superiores a los sistemas de coordenadas cartesian as 
para el analisis de problemas fisicos. Por ejemplo, la fuerza de 
gravitacion ejercida por la Tierra sobre objetos distantes tiene 
la simetria de una esfera, y entonces sus propiedades se descri- 
ben mas sencillamente en coordenadas polares esfericas. La 
fuerza magnetica que ejerce un alambre recto y largo conductor 
de corriente tiene la simetria de un cilindro y queda, por lo tanto, 
descrito de manera mucho mas sencilla en coordenadas polares 
cili'ndricas. ■ 


3-4 SUMA DE VECTORES: 

M&TODO DE LAS COMPONENTES 


Ahora que hemos mostrado como resolver vectores en sus 
componentes, podemos considerar la suma de vectores 
por un metodo analitico. 

Sea s la suma de los vectores ay b,o 

s = a + b. (9) 

Si dos vectores, tales como s y a + b han de ser iguales, 
deben tener la misma magnitud y apuntar en la misma 
direccion. Esto solamente puede suceder si sus compo¬ 
nentes correspondientes son iguales. Recalcamos esta im- 
portante conclusion: 

Dos vectores son iguales entre si solamente si sus 
componentes correspondientes son iguales. 

Para los vectores de la ecuacion 9, podemos escribir: 

sj + = a x i + a y j + bj + b y j 

= ( a x + b x ) i + (a y + b y )j. (10) 

Igualando las componentes x en ambos lados de la ecua¬ 
cion 10 nos da: 

s x = a x + b x , (11a) 

e igualando las componentes y nos da: 

s y = a y + b y . (11 b) 

Estas dos ecuaciones algebraicas, operadas juntas, son 
equivalentes a la relacion del vector solo de la ecuacion 9 . 

En lugar de especificar las componentes de s, podemos 
dar su longitud y direccion: 

s — Vsf + s y — '!{a x + b x ) 2 + (a y + b y ) 2 (12a) 


y 

tan 0 = ^ = - y - * ^ . (126) 

s x a x + b x 

He aqux la regia para sumar vectores por este metodo. (1) 
Resolver cada vector en sus componentes, manteniendo 
el curso del signo algebraico de cada componente. (2) 
Sumar las componentes de cada eje de coordenadas, to- 
mando en cuenta el signo algebraico. (3) Las sumas asi 
obtenidas son las componentes del vector suma. Una vez 
que conozcamos las componentes del vector suma, pode¬ 
mos reconstruir facilmente a ese vector en el espacio. 

La ventaja del metodo de separar a los vectores en sus 
componentes, en lugar de sumarlos directamente hacien- 
do uso de relaciones trigonometricas apropiadas, es que 
siempre tratamos con angulos rectos y asi simplificamos 
los calculos. 

Al sumar vectores por el metodo de las componentes, 
la eleccion de los ejes de coordenadas determinan que tan 
sencillo sera el proceso. A veces, las componentes de los 
vectores con respecto a un juego de ejes en particular son 
conocidas desde el comienzo, de modo que la eleccion de 
los ejes es obvia. Otras veces una eleccion juiciosa de los 
ejes puede simplificar en forma considerable el trabajo de 
resolution de los vectores en sus componentes. Por ejem¬ 
plo, los ejes pueden ser orientados de modo que cuando 
menos uno de los vectores sea paralelo a un eje; las 
componentes de ese vector a lo largo de los otros ejes 
seran entonces cero. 


Problema muestra 1 Un aeroplano viaja 209 km en linea 
recta formando un angulo de 22.5° al NE. ^A que distancia al 
norte y a que distancia al este viajo el aeroplano desde el punto 
de partida? 

Solucion Elegimos que la direccion x positiva sea este y que 
la direccion y positiva sea norte. Enseguida, trazamos un vector 
de desplazamiento (Fig. 12) desde el origen (punto de partida), 
formando un angulo de 22.5° con el eje y (norte) inclinado a lo 
largo de la direccion x positiva (este). La longitud del vector 
representa una magnitud de 209 km. Si llamamos a este vec¬ 
tor d, entonces d x da la distancia viajada hacia el este del punto 
de partida y d y da la distancia viajada hacia el norte del punto de 
partida. Tendremos que 

(f> = 90.0° — 22.5° = 67.5°, 
de modo que (veanse las ecuaciones 5) 

d x = ricos 0 — (209 km) (cos 67.5°) = 80.0 km, 

y 

d y = d sen <f> = (209 km)(sen 67.5°) = 193 km. 

En este problema hemos usado componentes cartesianas, aun 
cuando la superficie de la Tierra es curva y, por lo tanto, no 
cartesiana. Por ejemplo, un aeroplano que parta del Ecuador y 
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Figura 12 Problema muestra 1. 


vuele hacia el noreste eventualmente ira al norte de su punto de 
partida, lo cual nunca ocurre en un sistema de coordenadas 
planas. De igual forma, dos aeroplanos que partan de diferentes 
puntos del Ecuador y vuelen hacia el norte a la misma velocidad 
a lo largo de trayectorias paralelas eventualmente chocaran en 
el Polo Norte. Esto tambien seria imposible en un sistema de 
coordenadas planas. Si restringimos nuestros calculos a distan¬ 
ces que sean pequenas con respecto al radio de la Tierra 
(6400 km), podemos usar con seguridad el sistema de coorde¬ 
nadas cartesianas para analizar los desplazamientos sobre la 
superficie de la Tierra. 


y 



Figura 13 Problema muestra 2. 


y 



Figura 14 Problema muestra 3. 


Problema muestra 2 Un automovil viaja hacia el este en una 
carretera a nivel durante 32 km. Despues da vuelta hacia el norte 
en una intersection y viaja 47 km antes de detenerse. Hallar el 
desplazamiento resultante del automovil. 

Solucion Elegimos un sistema de coordenadas fijo con res¬ 
pecto a la Tierra, con la direccion x positiva apuntando hacia el 
este y la direccion y positiva apuntando hacia el norte. Los 
dos desplazamientos sucesivos, a y b, se trazan como se mues¬ 
tra en la figura 13. El desplazamiento resultante s se obtiene de 
s = a + b. Puesto que b no tiene componente x y a no tiene 
componente y, obtenemos (veanse las ecuaciones 11 ) 

s x - a x + b x = 32 km + 0 = 32 km, 
s y = a y + b y = 0 + 47 km = 47 km. 

La magnitud y la direccion de s son, entonces (veanse las 
ecuaciones 12 ) 

j = = V(32 km ) 2 + (47 km ) 2 = 57 km, 

tan = ^ = 1.47, 0 = tan-*(1.47) = 56°. 

^ s x 32 km 

El vector de desplazamiento resultante s tiene una magnitud de 
57 km y forma un angulo de 56° al noreste. 

Problema muestra 3 Tres vectores coplanares estan expresa- 
dos con respecto a un cierto sistema de coordenadas rectangu- 
lares como sigue: 


a = 4.3i — 1.7j, 
b = —2.9i + 2.2j, 


donde las componentes estan dadas en unidades arbitrarias. 
Halle el vector s que sea la suma de estos vectores. 

Solucion Generalizando las ecuaciones 11 al caso de tres 
vectores, tenemos que 

s x = a x + b x + c x — 4.3 — 2.9 + 0 = 1.4, 

y 

s y = a y + b y + c y = — 1.7 + 2.2 — 3.6 = —3.1. 
Entonces 

s = j x i + s,,j = 1.4i — 3. lj. 

La figura 14 muestra los cuatro vectores. A partir de las ecua¬ 
ciones 6 podemos calcular que la magnitud de s es 3.4 y que el 
angulo <p que s forma con el eje x positivo, medido en sentido 
antihorario de ese eje, es 
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<f> = tan _ 1 (—3.1/1.4) = 294°. 

La mayoria de las calculadoras de bolsillo dan angulos entre 
+ 90° y -90° para la tangente del arco. En este caso, - 66 ° (que 
nos da la calculadora) es equivalente a 294°. Sin embargo, 
obtendri'amos el mismo angulo si pidieramos tan ' 1 ( 3 . 1 /- 1 . 4 ), lo 
cual nos daria un angulo en el segundo cuadrante (superior 
izquierdo). Dibujando un diagrama similar a la figura 14 pode- 
mos evitar graves equivocaciones y, de ser necesario, puede 
convertirse el valor de la calculadora en un resultado en el 
cuadrante correcto usando la identidad tan(- 0 ) - tan(18Q° - 0 ). 


3-5 MULTIPLICACION DE VECTORES 

Cuando sumamos cantidades escalares, los sumandos 
deben tener las mismas dimensiones, y la sutna tendra 
igualmente las mismas dimensiones. La misma regia se 
aplica a la suma de cantidades vectoriales. Por otra parte, 
podemos multiplicar cantidades escalares de dimensio¬ 
nes diferentes y obtener un producto de dimensiones 
posiblemente diferentes de cualquiera de las cantidades 
que han sido multiplicadas, por ejemplo distancia = ve- 
locidad x tiempo. 

Como con los escalares, los vectores de diferentes 
clases pueden multiplicarse por otro para generar cantida¬ 
des de dimensiones fisicas nuevas. A causa de que los 
vectores tienen tanto direccion como magnitud, el vector 
de multiplicacion no puede seguir exactamente las mis¬ 
mas reglas que las reglas algebraicas de la multiplicacion 
escalar. Debemos establecer nuevas reglas de multiplica¬ 
cion para los vectores. 

Consideramos util definir tres clases de operaciones de 
multiplicacion con vectores: (1) multiplicacion de un vec¬ 
tor por un escalar, (2) multiplicacion de dos vectores de 
modo tal que den por resultado un escalar, y (3) multipli¬ 
cacion de dos vectores de modo tal que den por resultado 
otro vector. Existen aun otras posibilidades que no consi- 
deraremos aqui. 

1. Multiplicacion de un vector por un escalar. La mul¬ 
tiplicacion de un vector por un escalar tiene un significado 
sencillo: el producto de un escalar c y un vector a, escrito 
ca, se define que es un nuevo vector cuya magnitud es c 
multiplicado por la magnitud de a. El nuevo vector tiene 
la misma direccion que a si c es positivo y la direccion 
opuesta si c es negativo, como se muestra en la figura 15. 
Para dividir un vector por un escalar simplemente multi- 
plicamos el vector por el reciproco del escalar. A menudo 
el escalar no es un numero puro sino una cantidad fisica 
con dimensiones y unidades. 

2. Multiplicacion de dos vectores para dar por resulta¬ 
do un escalar. El producto escalar de dos vectores ay b, 
escrito como a • b, se define como 



Figura 15 La multiplicacion de un vector a por un escalar c 
da un vector ca cuya magnitud es c veces la magnitud de a. 

El vector ca tendra la misma direccion de a si c es positivo y 
la direccion opuesta si c es negativo . Los ejemplos ilustrados 
son para c = +1.4yc = - 0 . 5 . 


a*b = cos </>, ( 13 ) 

donde a es la magnitud del vector a, b es la magnitud del 
vector b, y cos 0 es el coseno del angulo 0 entre los 
dos vectores (vease la Fig. 16). A causa de la notacion, 
a b se llama tambien el producto punto de a y b y se le 
dice “a punto b”. El producto punto es independiente de 
la eleccion de los ejes de coordenadas. 

Puesto que a y b son escalares y cos 0 es un numero 
puro, el producto escalar de dos vectores es un escalar. El 
producto escalar de dos vectores puede ser visto como 
el producto de la magnitud de un vector y la componente 
del otro vector en la direccion del primero, como en la 
figura 16. El producto escalar puede expresarse en for¬ 
ma correspondiente ya sea como a(b cos 0) o como b(a 
cos (f>). 

Podriamos haber definido que a • b es cualquier opera- 
cion, por ejemplo, a 1/3 b [/4 tan (0/2), pero resultaria que 
esto no tiene uso para nosotros en fisica. Con nuestra 
definicion del producto escalar, un numero de cantidades 
fisicas importantes puede ser descrito como el producto 
escalar de dos vectores. Algunos de ellos son el trabajo 
mecanico, la energia potencial de gravitacion, el poten- 
cial electrico, la potencia electrica y la densidad de la 
energia electromagnetica. Mas adelante, definiremos es- 
tas cantidades fisicas en terminos de los productos esca¬ 
lares de dos vectores. 

Si dos vectores son perpendiculares, su producto punto 
se desvanece. Usando la definicion del producto punto, 
podemos derivar las siguientes relaciones para los vecto¬ 
res unitarios cartesianos i, j, y k: 

i*i = j*j = k*k= 1, 

i*j = i’k=j*k = 0. (14) 

Con estas relaciones, podemos hallar (vease el problema 
35) una forma altemativa para el producto punto de dos 
vectores a y b en un sistema tridimensional de coordena¬ 
das xyz en terminos de sus componentes: 

a-b = a x b x + a y b y + a z b z . (15) 
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Figura 16 El producto escalar a ■ b (= ab cos 0) es 
el producto de la magnitud de un vector (por ejemplo, 
a) y la componente del otro vector en la direccion 
del primero (b cos 0 ). 


3. Multiplicacidn de dos vectores para dar como resul¬ 
tado otro vector. El producto vectorial de dos vectores 
a y b se escribe como a x b y es otro vector c, donde 
c = a x b. La magnitud de c se define como 

c = \a x b\ = ab sen <f>, (16) 

donde 0 es el angulo (mas pequeiio) entre a y b. Exis¬ 
ten dos angulos diferentes entre a y b: 0 como en la 
figura 16 y 2k - 0. En la multiplicacion vectorial siempre 
elegimos el mas pequeiio de estos angulos. En la ecua- 
cion 13 para el producto escalar, no importa cual escoja- 
mos, porque cos(2 n - 0) = cos 0. Sin embargo, si importa 
en la ecuacion 16, porque sen(2 n - 0) - -sen 0. 

A causa de la notacion, a x b se llama siempre el 
producto cruz de a y b y nos referimos a el como dice 
“a cruz b”. 

La direccion de c, el producto vectorial de a y b, se 
define como perpendicular al piano formado por a y b. 
Para especificar el sentido del vector c nos referiremos a 
la figura 17. Dibujamos los vectores a y b intersecandose 
en sus colas, imaginando un eje perpendicular al piano de 
a y b a traves de su origen. Doblamos hacia adentro ahora 
los dedos de la mano derecha alrededor de este eje y 
empujamos al vector a hacia el vector b a traves del angulo 
mas pequeho entre ellos con las puntas de los dedos, 
manteniendo el pulgar extendido; la direccion del pulgar 
da entonces la direccion del vector producto a x b. Este 
procedimiento describe una convencion. Los dos vectores 
a y b forman un piano, y existen dos direcciones (opues- 
tas) para un vector c que sea perpendicular al piano. 
Nuestra eleccion se basa en la convencion de la mano 
derecha. (Una convencion de la mano izquierda nos daria 
la direccion opuesta para el vector producto.) 

Si 0 es 90°, entonces a, b, y c (= a x b) estan todos en 
angulos rectos entre si y dan las direcciones de un sistema 
tridimensional de coordenadas de mano derecha. 

Notese que b x a no es el mismo vector que a x b, de 
modo que el orden de los factores es importante en un 
producto vectorial. Esto no sucede asi en el caso de los 


Vc' = bx* t 

(tt 

Figura 17 La regia de la mano derecha para los productos 
vectoriales. (a) Girar el vector a hacia el vector b con los 
dedos de la mano derecha. El pulgar muestra la direccion 
de c. (b) Invirtiendo el procedimiento se demuestra que 
(b x a) = -(a x b). 


escalares porque el orden de los factores en algebra o en 
aritmetica no afecta al producto resultante. En realidad, 
a x b = -(b x a ), como se muestra en la figura 17. Esto 
puede deducirse del hecho de que la magnitud ab sen 0 es 
igual a la magnitud ba sen 0, pero la direccion de a x b 
es opuesta a la de b x a. El producto cruz, como hemos ya 
definido, es independiente de la eleccion de los ejes de 
coordenadas. 

Los tres vectores cartesianos unitarios i, j, y k de un 
sistema de coordenadas de mano derecha estan relaciona- 
dos por el producto cruz i x j = k. (Esto, de hecho, define 
lo que queremos significar por sistema de mano derecha. 
A menos que se indique lo contrario, usaremos siempre 
sistemas de coordenadas de mano derecha.) Manteniendo 
a i, j, y k en el mismo orden ciclico podemos tambien 
escribir kxi=jyjxk = i. Si cambiamos el orden entra 
un signo menos; por ejemplo, j x j = -k. El producto cruz 
de dos vectores unitarios iguales cualesquiera se desvane¬ 
ce (i x i = j x j = k x k = 0), como lo hace el producto cruz 
de cualquier vector consigo mismo (a x a = 0). Con estas 
relaciones para los productos cruz de vectores unitarios 
iguales o diferentes, podemos demostrar que (vease el 
problema 36) 

a x b = {a y b z — a z b y )i 

+ (a 2 b x - a x b z )j + (a x b y - a y b x ) k. (17) 


I 



50 Capitulo 3 Vectores 



La razon para definir el producto vectorial de esta 
manera es que ha demostrado ser muy util en fisica. A 
menudo encontramos cantidades fisicas que son vectores 
cuyo producto, definido como antes, es una cantidad 
vectorial con un significado fi'sico importante. Algunos 
ejemplos de cantidades fisicas que son productos vecto- 
riales son el momento de torsion o torca, el momento 
angular, la fuerza sobre una carga que se mueve en un 
campo magnetico, y el flujo de energia electromagnetica. 
Tales cantidades se estudiaran mas adelante, y senalare- 
mos su conexion con el vector producto de dos vectores. 

Productos generalizados de vectores (opcional) 

El producto escalar es el producto mas sencillo de dos vecto¬ 
res. El orden de la multiplicacion no altera el producto. El 
producto vector es el siguiente caso mas sencillo. Aqui el or¬ 
den de multiplicacion si altera el producto, pero solo por un 
factor de menos uno, lo cual implica una direccion inversa. 
Otros productos de vectores son utiles pero mas complicados. 
Por ejemplo, un tensor puede ser generado multiplicand© cada 
una de las tres componentes de un vector por las tres compo- 
nentes de otro vector. Por lo tanto, el tensor (del segundo rango) 
tiene nueve numeros asociados; el vector, tres, y el escalar solo 
uno. Algunas cantidades fisicas que pueden ser representadas 
por tensores son el esfuerzo mecanico y electrico, la inercia de 
rotacion y la deformacion. Existen cantidades fisicas todavia 
mas complejas. En este libro, sin embargo, nos ocuparemos 
solamente de escalares y vectores. ■ 


Problema muestra 4 Cierto vector a en el piano xy esta 
dirigido 250° en el sentido antihorario del eje positivo x y tiene 
una magnitud de 7.4 unidades. El vector b tiene una magnitud 
de 5.0 unidades y su direccion es paralela al eje z■ Calcule (a) 
el producto escalar a • b y (6) el producto vectorial a * b. 

Solution (a) A causa de que a y b son perpendieulares entre 
si, el angulo <p entre ellos es 90° y cos <p = cos 90° = 0. Por lo 
tanto, segun la ecuacion 13, el producto escalar es 

a*b = ab cos <j> = ab cos 90° = (7.4X5.0X0) = 0, 

que coincide con el hecho de que ningun vector tiene una 
componente en la direccion del otro. 


( b ) La magnitud del vector producto es, segun la ecuacion 16, 

|a X b| = ab sen = (7.4X5.0)sen 90° = 37. 

La direccidn del vector producto es perpendicular al piano 
formado por a y b. Por lo tanto, como se muestra en la figura 18, 
se halla en el piano xy (perpendicular a b) a un angulo de 
250° - 90° = 160° del eje x positivo (perpendicular a a de acuer- 
do con la regia de la mano derecha). 

Podemos hallar las componentes de a * b usando la ecua¬ 
cion 17. Primero necesitamos las componentes de a y de b: 

a x = 7.4 cos 250° = — 2.5, b x = 0, 
a y = 7.4 sen 250° = -7.0, b y = 0, 
a z = 0; b z = 5.0. 

Entonces tenemos que 

a X b = [(-7.0X5.0) - (0X0)]i 4- [(0X0) - (-2.5X5.0)] j 
+ [(-2.5X0) -(-7.0X0)]k 
= -35i+ 13j. 

Lo que corresponde a la magnitud y la direccion mostradas en 
la figura 18. 


3-6 LAS LEYES VECTORIALES 
EN LA FISICA* (Opcional) 

Refiriendonos a la figura 10b, podemos demostrar (vease pro¬ 
blema 51) que las componentes del vector de desplazamiento a 
del sistema de coordenadas en rotacion ( x'y ') estan relacionadas 
con las del sistema original (xy) segun 

a x , = a x cosP + a y senf} (18a) 

a y . = — a* sen P + a y cos /?, (18b) 

donde (3 es el angulo segun el cual han sido rotados los ejes de 
coordenadas. 

Las ecuaciones 18 son ejemplos de ecuaciones de transfor- 
macidn, que relacionan las componentes del vector de despla- 


* El material de esta seccion puede omitirse sin perdida de la 
continuidad. 
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zamiento en un sistema de coordenadas con sus componentes 
en cualquier sistema de rotacion. Podemos usar estas ecuacio¬ 
nes para formular una definicion mas general y rigurosa del 
vector, al cual hasta ahora hemos definido como una cantidad 
fisica que tiene tanto magnitud como direccion y que obedece 
a ciertas reglas de combinacion. Podemos ahora sustituir aque- 
11a definicion por otra mas especifica: 


En toda cantidad fisica (velocidad o fuerza, por ejemplo) 
que vaya a ser representada por un vector, las componentes 
de esa cantidad deben transformarse bajo rotacion segun 
las reglas dados en las ecuaciones 18. 

Aunque las ecuaciones 18 son validas para vectores en el 
espacio bidimensional, pueden ser generalizadas a tres dimen- 
siones. El caso bidimensional, sin embargo, ilustra todos los 
conceptos esenciales. 

Como se indico en la figura 10, un vector no cambia, o es 
invariante, cuando los ejes de coordenadas son trasladados o 
rotados. Ciertas cantidades fisicas tienen esta misma propiedad; 
en el caso de la velocidad, por ejemplo, mediriamos el mismo 
valor para la velocidad de un automovil que pasa delante de 
nosotros que lo haria el vecino que vive en la casa que esta al 
otro lado de la calle (jsiempre y cuando ambas casas esten en 
reposo en relacion una con la otra!). Las cantidades que tienen 
estas propiedades y que obedecen a las leyes de la aritmetica 
vectorial dadas en este capitulo, se representan como vectores. 
Entre estas cantidades estan la velocidad, la aceleracion, la 
fuerza, el impetu, el momento angular, y los campos electrico 
y magnetico. Las ecuaciones que relacionan estas cantidades 
son ecuaciones vectoriales; ejemplos de ecuaciones vectoriales 
son a • b = s (un escalar), a + 2b = 6c, a * b = c, etc. Por otra 
parte, muchas cantidades fisicas estan bien descritas por esca¬ 
lares y ecuaciones escalares: temperatura, presion, masa, ener¬ 
gia, y tiempo. Una de las caracteristicas de las ecuaciones 
vectoriales es que no solo indican la relacion matematica entre 
cantidades fisicas sino tambien la relacion geometrica. Consi- 
deremos algunos ejemplos de ecuaciones que desarrollaremos 
y estudiaremos ampliamente mas adelante en este texto; aqui 
solo presentamos la ecuaciones como ejemplos de las formas 
basicas. 

Comencemos con la segunda ley de Newton, F = ma (vease 
el capitulo 5), que da la fuerza F que debe actuar sobre una 
particula de masa m para dotarla de una aceleracion a. En el 
lado derecho tenemos el escalar masa multiplicado por el vector 
aceleracion, y en el lado izquierdo tenemos el vector fuerza. La 
ecuacion parece sencilla, pero es rica en contenido. Llevando a 
cabo la multiplicacion e igualando las componentes, descu- 
brimos en realidad tres ecuaciones independientes: F x = ma„ 
F y = ma y , y F z - ma„ Cada una de estas ecuaciones puede ser 
resuelta por separado al estudiar como responde la particula a 
la fuerza. Asi, la componente y de la fuerza, por ejemplo, no 
tiene absolutamente ningun efecto sobre las componentes xo z 
de la aceleracion. En forma equivalente, podriamos deck que 
la direccion de la aceleracion de un sistema esta determinada 
por la direccion de la fuerza que actua sobre el (porque al 
multiplicar un vector por un escalar positivo da un vector en la 
misma direccion). Usaremos este hecho en el proximo capitulo 
cuando analicemos el movimiento bidimensional de proyectiles 
que se mueven bajo la influencia de la gravedad. 

Las leyes que involucran a productos escalares surgen en 
varios contextos diferentes. Nuestro primer ejemplo viene de la 
definicion del trabajo mecanico W, un escalar, que es efectuado 
por una fuerza F que actua sobre un sistema produciendo un 
desplazamiento d: W = F • d = Fd cos (p (vease el capitulo 7). 
En este caso, la fuerza no necesita ser precisamente paralela al 
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desplazamiento; imaginemos, por ejemplo, que estamos jalando 
un trineo a lo largo del terreno con un cable que pasa por nuestro 
hombro. El desplazamiento seria horizontal, pero la fuerza (que 
se ejerce a lo largo del cable) tendra componentes tanto hori¬ 
zontal como vertical. Notese que de acuerdo con las relaciones 
geometricas ilustradas en la figura 16, solo la componente de F 
a lo largo de d (que es F cos <p) contribuira al trabajo efectuado 
realmente. Una vez mas, la ecuacion del vector conlleva infor- 
macion acerca de una relacion geometrica. 

Un ejemplo de una ley fisica que involucra a un producto 
vectorial puede consistir en la ecuacion F = qv * B (vease el 
capitulo 34), la cual da la fuerza F experimentada por una carga 
electrica q al moverse con velocidad v a traves de un campo 
magnetico B. La naturaleza geometrica de la fuerza, determina¬ 
da por la ecuacion vectorial, es responsable de que las trayec- 
torias de las particulas pasen a ser orbitas circulares, como en 
los grandes aceleradores de particulas, como los ciclotrones. 
Notese que la fuerza esta siempre en angulo recto tanto con la 
velocidad como con la direccion del campo magnetico. Sin 
la ecuacion vectorial tendriamos dificultad para entender la 
base de este comportamiento. 

Las leyes fisicas que estan representadas por ecuaciones 
vectoriales son universales e independientes de cualquier elec- 
cion particular del sistema de coordenadas. Especificamente, si 
fuesemos a examinar el movimiento de una particula cargada 
en un campo magnetico a partir de dos sistemas de coordenadas, 
uno de los cuales estuviese rotado con respecto al otro, halla- 
riamos ciertamente que los vectores F (fuerza), v (velocidad), 
y B (campo magnetico) tienen componentes diferentes en el 
sistema rotado (como en la Fig. 106), pero los observadores en 
ambos sistemas estarian de acuerdo en la forma de la ley fisica. 
Esto es, en el sistema rotado los vectores transformados deben 
satisfacer F' = qv' x B'. 

Esta propiedad de transformacion es una de las maneras de 
comportamiento inteligente de la naturaleza; de esas que sole- 
mos dar por hecho, porque pensamos que la naturaleza debe 
comportarse asi. Con la excepcion de los efectos puramente 
locales, por ejemplo: la fuerza electrica entre dos electrones se- 
parados por cierta distancia no deberia depender de si la sepa- 
racion se midio de norte a sur o de este a oeste. No es demasiado 
dificil imaginar un universo que no se comporte tan bien; la 
longitud de un vector, por ejemplo, podria cambiar cuando lo 
trasladamos o lo hacemos rotar. Los fisicos y los matematicos 
han especulado sobre por que nuestro universo tiene estas 
simetrias particulares, tales como la traslacion y la rotacion, y 
han aprendido que existen relaciones fascinantes entre las sime¬ 
trias de la naturaleza y ciertas cantidades que se conservan (esto 
es, su magnitud total no cambia) en los procesos fisicos. Por 
ejemplo, la invariancia de las leyes fisicas bajo la simetria de la 
traslacidn en el tiempo (esto es, si una ley sirve para los lunes 
tambien sirve para los martes) conduce directamente a la ley de 
la conservation de la energia. 


Simetria de reflexion, vectores polares, 
y vectores axiales 

Existe otra clase de transformacion que es bastante diferente de 
la traslacion y de la rotacion. Esta transformacion implica 
invertir el sistema de coordenadas, esto es, x-»-x, y-*-y, y 
z-*-z. En efecto, todo el sistema se refleja a traves del origen. 

Superficialmente, podriamos esperar que, para esta transfor¬ 
macion, todo lo que tendriamos que hacer en nuestras ecua¬ 
ciones es reemplazar cada componente de un vector por su 
negativo. (Los escalares no se ven afectados por esta inversion.) 
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Figura 19 Una particula P moviendose en cfrculo es 
representada por el vector de la velocidad angular co. Si 
todas las coordenadas se reflejan respecto al origen O, la 
particula reflejada P' gira en un cfrculo y esta representada 
por el vector de la velocidad angular co'. 


Despues de todo, si invertimos el eje x sin cambiar el vector a 
entonces claramente a x --a,. Asf, en lugar de dibujar un 
sistema de coordenadas invertido, lo que necesitamos hacer es 
trazar el vector -a en el sistema de coordenadas original. Estas 
imposiciones son del todo correctas para una clase grande de 
cantidades fisicas que representamos con vectores: la velocidad 
la aceleracion, la fuerza, el fmpetu lineal, el campo electrico’ 
A tales vectores “bien comportados” se les da el nombre gene- 
rico de vectores polares. 

Otra clase de vectores no sigue este tipo de comportamiento 
ajo la inversion. Por ejemplo, como se ilustra en la figura 19 
a menudo es util representar a una particula que se mueve en 
circulo por un vector co de velocidad angular. La magnitud de 
co dice en efecto lo rapido que esta girando la particula y la 
direccion de co es perpendicular al piano del cfrculo determina- 
do por la regia de la mano derecha. (Si doblamos hacia adentro 
los dedos de la mano derecha en direccion del movimiento de 
la particula, el pulgar extendido apunta en la direccion de co.) 

Consideremos ahora la situacion cuando la orbita de la par- 
ticula se inyierte o se refleja a traves del origen, como en la 
figura 19 El vector r que ubica a la particula P en relacion con 
el centra del cfrculo se transforma a r' = -r, y la velocidad se 
convierte en v' - -v. Cuando la particula original se mueve de 
a , a b > la particula reflejada se mueve de a' a b' . El sentido o 
direccion de la rotacion (ya sea en sentido de las manecillas del 
reloj o en sentido antihorario) no cambia, y asf co' = co. 
Entonces, a diferencia de los vectores polares r y v, la velocidad 
angular no cambia de signo cuando las coordenadas se han 
invertido. A tal vector se le llama axial o seudovector la torca 
y el campo magnetico son otros ejemplos de este. 

Los vectores r, v, y co se relacionan por el producto cruz v = 
03 x r > tema 9 ue estudiaremos cuando consideremos el movi¬ 
miento de rotacion en el capftulo 11. Si los tres vectores cambian 
de signo en la inversion, entonces las relaciones entre los 
vectores reflejados serian -v -(-*>)x -( r ) = o> * r. Esto es una 
contradiccion, ya que co x r no pue de ser -v y v a la vez (a no 
ser que v sea cero, lo cual no es el caso aquf). Asf, la transfor- 
macion co' - co es absolutamente necesaria, con objeto de que 
la relacion ffsica v-©x r tenga la misma forma v' = co' x r ' 
en el sistema reflejado. Esto es lo que significa la invariancia 
de una ley fisica frente a una cierta transformacion del siste¬ 
ma de coordenadas. Esto es, si escribimos una ecuacidn para 





Figura 20 Un grupo de nucleos girando, representado por 
un vector de velocidad angular co, emite electrones 
preferentemente en direccion opuesta a co. En la version 
reflejada del experimento, los electrones se emitiran 
paralelos a co'. El experimento y su imagen reflejada se ven 
bastante diferentes entre sf, mostrando que la simetrfa de la 
reflexion se viola por estas desintegraciones. 


una ley ffsica en un sistema de coordenadas, transformamos 
cada vector correspondiente a las coordenadas transformadas, 
y sustituimos los vectores transformados en la ley ffsica, el 
resultado serfa una ecuacion de forma identica a la original.’ 

Hasta alrededor de 1956, se crefa que todas las leyes fisicas 
no sufrian cambios por inversiones como la de la figura 19 (ni 
tampoco por rotaciones o por traslaciones). Sin embargo, en 
1956 se descubrio que la simetrfa de la inversion se violaba 
en cierto tipo de desintegraciones radiactivas llamadas desinte¬ 
graciones beta, en las cuales son emitidos electrones por el 
nucleo atomico. Los nucleos giran en sus ejes como pequenos 
trompos (o peonzas), y es posible asignar a cada nucleo un 
vector como co que represente su rotacion. En el experimento 
de desintegracion beta, se estudio la direccion de la emision de 
electrones con relacion a la direccion de co (Fig. 20). Si se 
emitfan numeros iguales de electrones paralelos a co y antipa- 
ralelos a co, entonces el experimento de reflexion se verfa 
exactamente como el original y la simetrfa de la inversion serfa 
valida. Se descubrio que casi todos los electrones eran emitidos 
en oposicion a co, de modo que en el experimento de reflexion 
se emitirfan mas electrones a lo largo de co (porque v cambia 
de signo en la reflexion, mientras que co no cambia). El expe¬ 
rimento difiere de la imagen de un espejo; se encontrd que la si- 
metrfa de la inversion y la ley de conservacion asociada llamada 
conservacidnde la paridad no eran validas en este caso.* 

Este experimento comenzo a revolucionar nuestro pensa- 
miento con respecto a los procesos fundamental, y proporcio- 
no una clave esencial con respecto a la naturaleza de la ley ffsica 
que es responsable del proceso de desintegracion beta, una 
de las cuatro fuerzas basicas. Fue el preludio de una serie de 
experimentos que han revelado otras relaciones entre las pro- 
piedades de la transformacion, los principios de la invariancia 
y las simetrfas. ■ 


* Vease the New Ambidextrous Universe, por Martin Gardner 
(W. H. Freeman and Company, 1990). 
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PREGUNTAS 

1. En 1969, tres astronautas del Apolo salieron de Cabo 
Canaveral, fueron a la Luna y regresaron, cayendo en el 
agua en un lugar de acuatizaje elegido en el oceano Pacf- 
fico; vease la figura 21. Un almirante les dio el adios en 
la base y luego zarpo al oceano Pacffico en un portaviones 
para recogerlos. Compare los desplazamientos de los as¬ 
tronautas y del almirante. 



Figura 21 Pregunta 1. 


2. Un perro corre 100 m hacia el sur, 100 m hacia el este, y 
100 m al norte, terminando en el punto de arranque, por 
lo que su desplazamiento de todo el viaje es igual a cero. 
/.Donde esta su punto de arranque? Una respuesta clara es 
que en el Polo Norte; pero hay otra solucion, localizada 
cerca del Polo Sur. Descrfbala. 

3. /.Pueden combinarse dos vectores que tengan diferentes 
magnitudes para dar una resultante de cero? /.Y tres vec¬ 
tores? 

4. /.Puede tener un vector una magnitud cero si una de sus 
componentes no es cero? 

5. /.Puede ser la suma de las magnitudes de dos vectores 
alguna vez igual a la magnitud de la suma de estos dos 
vectores? 

6. /.Puede ser la magnitud de la diferencia entre dos vectores 
alguna vez mayor que la magnitud de cualquiera de ellos? 
/.Puede ser mayor que la magnitud de su suma? De ejem¬ 
plos. 


7. Supongamos que d = d, + d 2 . /.Significa esto que debemos 
tener ya sea d > d u o d > d{t Si no, explique por que. 

8. Si tres vectores se suman para ser cero, deben estar todos 
en el mismo piano. Haga que esto parezca razonable. 

9. /.Tienen unidades los vectores unitarios i, j, y k? 

10. Explique en que sentido una ecuacion vectorial contiene 
mas informacion que una cantidad escalar. 

11. Nombre varias cantidades escalares. /.Depende el valor de 
una cantidad escalar del sistema de coordenadas elegido? 

12. Usted puede ordenar acontecimientos en el tiempo. Por 
ejemplo, el suceso b debe preceder al suceso c pero seguir 
del a, dandonos un orden de tiempo de los acontecimientos 
a, b, c. Por lo tanto, existe un sentido del tiempo, distin- 
guiendo el pasado, el presente, y el futuro. /.Es el tiempo, 
por lo tanto, un vector? Si no, /.por que no? 

13. Se aplican las leyes conmutativa y asociativa a la resta de 
vectores? 

14. /.Puede ser un producto escalar una cantidad negativa? 

15. (a) Si a • b = 0, /,se deduce que a y b son perpendiculares 
entre sf? (b) Si a • b = a • c, /.se deduce que b = c? 

16. Si a x b = 0, /.deben a y b ser paralelos entre sf? /.Es verdad 
lo recfproco? 

17. Un vector a yace paralelo al eje de rotacion de la Tierra, 
apuntando de sur a norte. Un segundo vector b apunta 
verticalmente hacia arriba hacia donde usted se encuentra. 
/.Cual es la direccion del vector a x b? /.En que lugares de 
la superficie de la Tierra es la magnitud a x b un maximo? 
/.Y un mfnimo? 

18. /.Debe usted especificar un sistema de coordenadas cuando 
(a) suma dos vectores, ( b ) forma su producto escalar, (c) 
forma su producto vectorial, o (d) halla sus componentes? 

19. (a) Demuestre que si todas las componentes de un vector 
invierten su direccion, entonces el propio vector invierte 
su direccion. ( b ) Demuestre que si las componentes de los 
dos vectores que forman un vector producto se invierten, 
entonces el vector producto no cambia. (c) /.Es un vector 
producto, entonces, un vector? 

20. Hemos estudiado la adicion, la resta y la multiplicacion de 
vectores. /.Por que supone usted que no hemos estudiado la 
division de vectores? /,Es posible definir tal operation? 

21. /.Es convencional usar, como lo hicimos, la regia de la 
mano derecha en el algebra vectorial? /.Que cambios se 
requerirfan si se adoptase en su lugar una convention de 
la mano izquierda? 

22. (a) Convenzase usted mismo de que el producto vectorial de 
dos vectores polares es un vector axial. ( b ) /.Cual es el 
producto vectorial de un vector polar por un vector axial? 


PROBLEMAS 

Seccion 3-2 Suma de vectores: metodo grafico 

1. Considere dos desplazamientos, uno de magnitud 3 m 
y otro de magnitud 4 m. Muestre como pueden combinar¬ 


se los vectores de desplazamiento para obtener un des¬ 
plazamiento resultante de magnitud (a) 7 m, (b) 1 m, y (c) 
5 m. 
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2. ^Cuales son las propiedades de dos vectores a y b tales 
que (a) a + b = c y a + b = c; (b) a + b = a — b; (c) a + b 
= c y a 2 + Z? 2 = c 2 ? 

3. Una mujer camina 250 m en direccion 35° NE, y luego 
170 m hacia el este. (a) Usando metodos graficos, halle su 
desplazamiento final a partir del punto de arranque. ( b) 
Compare la magnitud de su desplazamiento con la distan- 
cia que recorrio. 

4. Una persona camina con el siguiente esquema: 3.1 km 
norte, luego 2.4 km oeste, y finalmente 5.2 km sur. (a) 
Construya el diagrama vectorial que representa a este 
movimiento. ( b ) ^Que tan lejos y en que direccion volaria 
un pajaro en linea recta para Uegar al mismo punto final? 

5. Se suman dos vectores a y b. Muestre graficamente con 
diagramas vectoriales que la magnitud de la resultante no 
puede ser mayor que a + b ni menor que | a - b\, donde las 
barras verticales significan un valor absoluto. 

6. Un automovil recorre hacia el este una distancia de 54 km, 
luego al norte 32 km y luego en direccion 28° NE duran¬ 
te 27 km. Dibuje el diagrama vectorial y determine el 
desplazamiento total del automovil desde el punto de 
arranque. 

7. El vector a tiene una magnitud de 5.2 unidades y esta 
dirigido hacia el este. El vector b tiene una magnitud de 
4.3 unidades y esta dirigido 35° NO. Construyendo los 
diagramas vectoriales, halle las magnitudes y direcciones 
de (a) a + b, y (b) a - b. 

8. Un golfista ejecuta tres golpes para meter la bola en el 
hoyo cuando esta en el green. El primer golpe desplaza a 
la bola 12 ft N, el segundo 6 ft SE, y el tercero 3 ft SO. 
iQue desplazamiento se necesitaria para meter la bola en 
el hoyo al primer golpe? Trace el diagrama vectorial. 

9. Hay un robo en un banco del centro de Boston (vease el 
mapa de la Fig. 22). Para eludir a la policfa, los ladrones 
escapan en un helicoptero, haciendo tres vuelos sucesivos 
descritos por los desplazamientos siguientes: 20 mi, 45° 
SE; 33 mi, 26“ al NO; 16 mi, 18° SE. Al final del tercer 
vuelo son capturados. ^En que ciudad fueron aprehendi- 
dos? (Use el metodo grafico para sumar estos desplaza¬ 
mientos en el mapa.) 

Section 3-3 Componentes de vectores 

10. ( a ) Cuales son las componentes de un vector a en el piano 
xy si su direccion es 252° a antihorario del eje x positivo 
y su magnitud es de 7.34 unidades? ( b ) La componente x 
de cierto vector es de -25 unidades y la componente y 
es de +43 unidades. ^Cual es la magnitud del vector y el 
angulo entre su direccion y el eje * positivo? 

11. Una pieza pesada de maquinaria es elevada y deslizada a 
lo largo de 13 m en un piano inclinado orientado a 22° de 
la horizontal, como se muestra en la figura 23. (a) que 
altura de su posicion original es levantada? (b)^A que dis¬ 
tancia se movio horizontalmente? 

12. La manecilla minutera de un reloj de pared mide 11.3 cm 
del eje a la punta. ^Cual es el vector del desplazamien¬ 
to de su punta (a) desde un cuarto de hora hasta la media 
hora, (b) en la siguiente media hora, y (c) en la siguiente 
hora? 




Figura 23 Problema 11. 


13. Una persona desea llegar a un punto que esta a 3.42 km 
de su ubicacion actual y en una direccion de 35.0° NE. Sin 
embargo, debe caminar a lo largo de calles que van ya sea 
de norte a sur o de este a oeste. ^Cual es la distancia 
minima que podria caminar para llegar a su destino? 

14. Un barco se dispone a zarpar hacia un punto situado a 
124 km al norte. Una tormenta inesperada empuja al barco 
hasta un punto a 72.6 km al norte y 31.4 km al este de su 
punto de arranque. iQue distancia, y en que direccion, 
debe ahora navegar para llegar a su destino original? 

15. Las /alias de las rocas son roturas a lo largo de las cuales 
se han movido las caras opuestas de la masa rocosa, 
paralelas a la superficie de fractura. Este movimiento esta 
a menudo acompaiiado de terremotos. En la figura 24 los 
puntos Ay B coincidian antes de la falla. La componente 
del desplazamiento netoAfiparalela a una linea horizontal 
en la superficie de la falla se llama salto de la dislocation 
(AC). La componente del desplazamiento neto a lo largo 
de la linea con mayor pendiente del piano de la falla es la 
brecha de la dislocacidn (AD), (a) /Cual es la desviacion 
neta si el salto de la dislocacion es de 22 m y la brecha de 
la dislocacidn es de 17 m? (b) Si el piano de la falla esta 
inclinado a 52°de la horizontal,/cual es el desplazamiento 
vertical neto de B como resultado de la falla en (a)? 

16. Una rueda de radio de 45 cm gira sin resbalamiento a lo 
largo de un piso horizontal, como se muestra en la figu¬ 
ra 25. P es un punto pintado sobre la llanta de la rueda. En 



Figura 24 Problema 15. 

el tiempo t„ P esta en el punto de contacto entre la rueda 
y el piso. En un tiempo t 2 posterior, la rueda ha rodado a 
la mitad de una vuelta. i,Cual es el desplazamiento de P 
durante el intervalo? 


En el tiempo ^ En el tiempo X2 


Figura 25 Problema 16. 

17. Una habitacion tiene las dimensiones de 10 ft* 12 ft * 14 
ft. Una mosca que sale de una esquina termina su vuelo en 
la esquina diametralmente opuesta. (a) Halle el vector del 
desplazamiento en un marco con los ejes de coordenadas 
paralelos a las aristas de la habitacion. (b) ^Cual es la 
magnitud del desplazamiento? (c) ^Podria la longitud de 
la trayectoria viajada por la mosca ser menor que esta 
distancia? ^Mayor que esta distancia? Igual a esta distan¬ 
cia? (d) Si la mosca caminara en lugar de volar, ^cual seria 
la longitud de la trayectoria mas corta que puede recorrer? 

Section 3-4 Suma de vectores: metodo de las componentes 

18. (a) iCual es la suma, en la notacion del vector unitario, de 
los dos vectores a = 5i + 3j y b = -3i + 2j? (b) ^Cuales son 
la magnitud y la direccion de a + b? 

19. Dos vectores estan dados por a = 4i-3j + kyb = -i + j 
+ 4k. Halle (a) a + b, (b) a - b, y (c) un vector c tal que 
a - b + c = 0. 

20. Dados dos vectores, a = 4i - 3j y b = 6i + 8j, halle las 
magnitudes y direcciones (con el eje +x) de (a) a, (b) b, 
(c) a + b, (d) b - a, y (e) a - b. 

21. (a) Un hombre sale de la puerta frontal, camina 1400 m 
E, 2100 m N, y luego saca un centavo de su bolsillo y lo 
suelta desde un acantilado de 48 m de altura. En un sistema 
de coordenadas en el cual los ejes x, y, y z positivos 
apunten al este, al norte, y hacia arriba, estando el origen 
en la ubicacion del centavo segxin el hombre sale de su 
puerta frontal, escriba una expresion, usando vectores 
unitarios, para el desplazamiento del centavo, (b) El hom¬ 




bre regresa a su puerta frontal, siguiendo una trayectoria 
diferente en el viaje de regreso. ^Cual es su desplazamien¬ 
to resultante para el viaje redondo? 

22. Una particula experimenta tres desplazamientos sucesivos 
en un piano, como sigue: 4.13 m SO, 5.26 m E, y 5.94 m 
en una direccion de 64.0° NE. Elija el eje x apuntando al 
este y el eje y apuntando hacia el norte, y halle (a) las 
componentes de cada desplazamiento, (b) las componen¬ 
tes del desplazamiento resultante, (c) la magnitud y la 
direccion del desplazamiento resultante, y (d) el despla¬ 
zamiento que se requeriria para traer de nuevo a la parti¬ 
cula hasta el punto del arranque. 

23. Dos vectores a y b tienen magnitudes iguales de 12.7 
unidades. Estan orientados como se muestra en la figu¬ 
ra 26 y su vector suma es r. Halle (a) las componentes x 
y y de r, (b) la magnitud de r, y (c) el angulo que forma r 
con el eje +x. 


y 



o 


Figura 26 Problema 23. 


24. Una estacion de radar detecta a un cohete que se aproxima 
desde el este. En el primer contacto, la distancia al cohete 
es de 12,000 ft a 40.0° sobre el horizonte. El cohete es 
rastreado durante otros 123° en el piano este-oeste, siendo 
la distancia del contacto final de 25,800 ft (vease la Fig. 
27). Halle el desplazamiento del cohete durante el periodo 
de contacto del radar. 



Figura 27 Problema 24. 


25. Dos vectores de magnitudes ay b forman un angulo 6 entre 
si cuando son situados cola con cola. Pruebe, tomando 
componentes a lo largo de dos ejes perpendiculares, que 
la magnitud de su suma es 

r= 'la 1 -I - b 2 + lab cos 6. 

26. Pruebe que dos vectores deben tener magnitudes iguales 
si su suma es perpendicular a su diferencia. 
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27. (a) Usando vectores unitarios a lo largo de tres aristas de 
un cubo, exprese las diagonales (las li'neas de una esquina 
a otra a traves del centro del cubo) de un cubo en terminos 
de sus aristas, las cuales tienen una longitud a. (b) Deter¬ 
mine los angulos formados por las diagonales con las 
aristas adyacentes. (c) Determine la longitud de las diago¬ 
nales. 

28. Un turista vuela de Washington, DC a Manila, (a) Descri- 
ba el vector de desplazamiento. (b) ^Cual es su magnitud? 
La latitud y la longitud de las dos ciudades es de 39° N, 
77° O y 15° N, 121° E. ( Sugerencia: vease la Fig. 7 y las 
Ecs. 7. Haga que el eje z este a lo largo del eje de rotacion 
de la Tierra, de modo que 6 = 90° - latitud y <f>= longitud. 
El radio de la Tierra es de 6370 km.) 

29. Sea N un entero mayor que 1; entonces 


„ . 2n 4n in 

cos 0 + cos — + cos — + • • • + cos(TV- 1)^ = 0; 


esto es. 


~ 1 Inn 

2 cos ^- = °- 


Tambien 


n -"~ l 2nn n 

I sen—= 0. 


/i“0 


Pruebe estos dos planteamientos considerando la suma de 
N vectores de igual longitud, formando cada vector un 
angulo de 2 k/N con el precedente. 


Section 3-5 Multiplication de vectores 

30. Un vector d tiene una magnitud de 2.6 m y apunta hacia 
el norte. ^Cuales son las magnitudes y las direcciones de 
los vectores (a) -d, ( b ) d/2.0, (c) -2.5d, y (d) 5.0d? 

31. Demuestre para cualquier vector a que (a) a • a = a 2 y ( b ) 
a x a = 0. 

32. Un vector a de 12 unidades de magnitud y otro vector b 
de 5.8 unidades de magnitud apuntan en direcciones que 
difieren en 55°. Halle (a) el producto escalar de los dos 
vectores y ( b ) el producto vectorial. 

33. Dos vectores, r y s, se hallan en el piano xy. Sus magnitu¬ 
des son 4.5 y 7.3 unidades, respectivamente, mientras que 
sus direcciones son 320° y 85° medidas en sentido antiho- 
rario desde el eje x positivo. ^Cuales son los valores de (a) 
r • s y (b) r • s? 

34. Halle (a) “norte” cruz “oeste”, (b) “abajo” punto “sur”, (c) 
“este” cruz “arriba”, (d) “oeste” punto “oeste”, y (e) “sur” 
cruz sur . Haga que cada vector tenga una magnitud 
unitaria. 

35. Dados dos vectores, a = a x i + a y j + a 2 k y b = b x i + b j + 
6 2 k, demuestre que el producto escalar a • b esta dado en 
terminos de las componentes por la ecuacion 15. 

36. Dados dos vectores, a - a,i + a y j + a ; k y b - b s i + b j + 
b 2 k, Pruebe que el producto vectorial a * b esta dado en 
terminos de las componentes por la ecuacion 17. 

37. Demuestre que a x b puede ser expresada por un determi- 
nante de 3 x 3 tal como 


a x b = 


a x 

b x 


j k 

dy d\ 
by b\ 


38. Use las ecuaciones 13 y 15 para calcular el angulo entre 
los dos vectores a = 3i + 3j + 3k y b - 2i + j + 3k. 

39. Tres vectores estan dados por a = 3i + 3j - 2k, b = -i - 4j 
+ 2k, y c = 2i + 2j + k. Halle (a) a ■ (b * c), ( b ) a ■ (b + c), 
y (c) a • (b + c). 

40. (a) Catcule r = a - b + c, donde a = 5i 4j - 6k, b = - 2i + 
2j + 3k, y c = 4i + 3j + 2k. (b) Calcule el angulo entre r y 
el eje +z. (c) Halle el angulo entre a y b. 

41. Tres vectores suman cero, como en el triangulo rectangulo 
de la figura 28. Calcule (a) a • b, (b) a • c, y (c) b • c. 



42. Tres vectores suman cero, como en la figura 28. Calcule 
(a) a x b, (b) a x c, y (c) b x c. 

43. El vector a esta en el piano yz a 63.0° del eje +y con 
una componente z positiva y tiene una magnitud de 3.20 
unidades. El vector b se halla en el piano xz a 48.0° del eje 
+x con una componente z positiva y tiene una magnitud 
de 1.40 unidades. Halle ( a ) a ■ b, (b) a x b, y (c) el angulo 
entre a y b. 

44. (a) Hemos visto que la ley conmutativa no se aplica a los 
productos vectoriales; esto es, a x b no es igual a b x a . 
Demuestre que la ley conmutativa si se aplica a los pro¬ 
ductos escalares; esto es, a b = b • a. (b) Demuestre que 
la ley distributiva se aplica tanto a los productos escalares 
como a los productos vectoriales; esto es, demuestre que 


a-(b + c) = a-b + a*c 


y que 


ax(b + c) = axb + axc. 

(c) iSe aplica la ley asociativa a los productos vectoriales, 
esto es, es a x (b x C ) igual a (a x b) x c ? (d) ^Tiene algun 
sentido hablar de una ley asociativa para los productos 
escalares? 

45. Demuestre que el area del triangulo contenido entre los 
vectores a y b (Fig. 29) es ±|a x b|, donde las barras 
verticales significan una magnitud. 

46. Demuestre que la magnitud de un producto vectorial da 
numericamente el area del paralelogramo formado por los 
dos vectores componentes como lados (vease la Fig. 29). 
iSugiere esto como un elemento de area orientado en el 
espacio estaria representado por un vector? 



Figura 29 Problemas 45 y 46. 


47. Demuestre que a • (b x c ) es igual en magnitud al volumen 
del paraleleplpedo formado sobre los tres vectores a, b, y 
c como se muestra en la figura 30. 



Figura 30 Problema 47. 


48. Dos vectores a y b tienen componentes, en unidades 
arbitrarias, a x = 3.2, a y = 1.6; b x = 0.50, b y = 4.5. (a) Halle 
el angulo entre a y b. ( b) Halle las componentes de un 
vector c que sea perpendicular a a, este en el piano xy, y 
tenga una magnitud de 5.0 unidades. 

49. Halle los angulos entre las diagonales del cuerpo de un 
cubo. Vease el problema 27. 

50. Los tres vectores que se muestran en la figura 31 tie¬ 
nen magnitudes a~3, b = 4yc = 10. (a) Calcule las 
componentes x y y de estos vectores. (b) Halle los numeros 
p y q tales que c - pa + qb. 

Section 3-6 Leyes vectoriales en la fisica 

51. Use la figura 10b para derivar las ecuaciones 18. 

52. Un vector a con una magnitud de 17 m esta dirigido 56° 
en sentido antihorario del eje +x, como se muestra en la 
figura 32. (a) ^Cuales son las componentes a x y a y del 
vector? (b) Un segundo sistema de coordenadas esta incli- 
nado en 18° con respecto al primero. ^Cuales son las 
componentes a x y a y ' en este sistema “primo” de coorde¬ 
nadas? 
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Figura 31 Problema 50. 
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Figura 32 Problema 52. 



O 


Figura 33 Problema 53. 


53. La figura 33 muestra dos vectores a y b y dos sistemas de 
coordenadas que difieren en que los ejes xy x' y los ejes 
y y y' forman cada uno un angulo P con el otro. Pruebe 
analiticamente que a + b tiene la misma magnitud y 
direccion sin importar que sistema se haya usado para 
llevar a cabo el analisis. ( Sugerencia: Use las Ecs. 18). 




CAPITULO 4 


Este capitulo presenta una combination o sintesis de los conceptos desarrollados en los 
capitulos 2y3. Continuaremos ahora describiendo el movimiento de una particula en terminos 
de su position, velocidad, y aceleracion, como lo hicimos en el capitulo 2. Sin embargo, 
eliminamos la restriction impuesta en el capitulo 2 de que la particula se mueve sdlo en llnea 
recta. Ahora permitimos que la particula se mueva a trave's de un sistema de coordenadas 
tridimensional ordinario. El hecho de tener en cuenta las componentes x,y,yz del movimiento 
se simplifica grandemente al usar una notation basada en los vectores. Vemos que las 
ecuaciones cinematicas del capitulo 2 pueden aplicarse en el caso general simplemente 
reemplazando a la variable unidimensional con el vector correspondiente. Se tratan dos 
conocidos ejemplos del movimiento como aplicaciones de la tecnicas vectoriales: unproyectil 
disparado bajo la action de la gravedad terrestre con componentes de la velocidad tanto 
horizontal como vertical, y un objeto que se mueve en una trayectoria circular. 


4-1 POSICI6N, VELOCIDAD, 
YACELERACION 


La figura 1 muestra una particula en el tiempo t que se 
mueve en una trayectoria curva en tres dimensiones. Su 
position, o desplazamiento desde el origen, esta medida 
por el vector r. La velocidad esta indicada por el vector v 
el cual, como demostraremos enseguida, debe ser tangen- 
te a la trayectoria de la particula. La aceleracion esta 
indicada por el vector a, cuya direccion, como veremos 
explicitamente mas adelante, no guarda en lo general 
ninguna relacion unica con la posicion de la particula o la 
direccion de v. 

En coordenadas cartesianas, la particula se localiza por 
x , y, y z, las cuales son las componentes del vector r que 
da la posicion de la particula: 

r = xi + >i + zk. (1) 

Supongamos que la particula se mueve de una posicion r L 
en el tiempo r, a la posicion r 2 en el tiempo t 2 , como se 
muestra en la figura 2a. Su desplazamiento (cambio de 
posicion) en el intervalo At = t 2 - f, es el vector Ar = r 2 - 
r i> y la velocidad promedio v en el intervalo At es 



Figura 1 Vectores de posicion, velocidad, y aceleracion de 
una particula que se mueve en una trayectoria arbitraria. Las 
longitudes relativas de los tres vectores son independientes 
entre si, como lo son sus direcciones relativas. 


En la ecuacion 2, el vector Ar esta multiplicado por el 
escalar 1/At para dar el vector v. Entonces v debe tener la 
misma direccion que Ar. 
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Figura 2 ( a ) en el intervalo At de Z, a t 2 , la parti'cula se 
mueve de la posicion r, a la posicion r 2 . Su desplazamiento 
en ese intervalo es Ar = r 2 - r r (b) A medida que decrece el 
intervalo, el vector desplazamiento tiende a la trayectoria real 
de la parti'cula. 


Notese que los tres vectores, r„ Ar, y r 2 guardan la 
misma relation que los tres vectores a, b, y s de la figura 3 
del capitulo 3. Esto es, usando el metodo grafico de 
sumar cabeza-en-cola, Ar sumada a r, da la resultante r 2 . 
Asi, r 2 = Ar + r„ y, por lo tanto, Ar = r 2 - r,. 

Cuando se reduce el intervalo Ar, el vector Ar tiende a 
la trayectoria real (como en la figura 2b), y resulta tangen- 
te a la trayectoria en el limite A t -* 0 , en cuyo caso la 
velocidad promedio tiende a la velocidad instantanea v: 

v = lim — (3 ) 

Por una extension razonable de nuestra primera definition 
de la derivada (vease la Ec. 8 del capitulo 2), escribimos 
la cantidad del lado derecho de la ecuacion 3 como la 
derivada del vector r respecto al tiempo: 


v 


dr 

dt 


(4) 


Al igual que el vector Ar en el limite At -* 0, el vector v 
es tangente a la trayectoria de la particula en cualquier 
punto del movimiento. 

La ecuacion 4, como todas las ecuaciones vectoriales, 
es equivalente a tres ecuaciones escalares. Para explorar 
esto, escribimos v en terminos de sus componentes y los 
sustituimos en la ecuacion 4 en lugar de r de la ecuacion 1: 

d 

v x i + v y j + v z k = — (xj + yj + zk) 


dx . . dy . , dz . 

~Tt' + Tt > + Tt v ■ (5) 


Ya que dos vectores solo pueden ser iguales si sus com¬ 
ponentes correspondientes son iguales, al comparar los 
lados izquierdo y derecho de la ecuacion 5 vemos que 


dx 

Tt ’ 




( 6 ) 


Para resumir, la sola relacion vectorial de la ecuacion 4 es 
totalmente equivalente a las tres relaciones escalares de la 
ecuacion 6 . 

Extenderemos ahora directamente estos conceptos a la 
aceleracion, como lo hicimos en la seccidn 2-5. La acele¬ 
racidn promedio es 

_ Av 

* = a 7’ l/) 

y la aceleracidn instantanea se obtiene del limite cuando 
tiende a cero el intervalo de tiempo: 


Av 

a = lim — . 
Ar—*0 At 


( 8 ) 


Una vez mas, la cantidad de la derecha puede expresarse 
como una derivada respecto al tiempo, y asi 



donde, otra vez igualando componentes, 




a z 


<hz 
dt ' 


(9) 

( 10 ) 


Notese que las ecuaciones vectoriales sirven tanto para 
simplificar la notation (la ecuacion 9, por ejemplo, repre- 
senta las tres relaciones dadas como ecuacion 10 ) como 
para separar las componentes ( a x , por ejemplo, no tiene 
efecto sobre v y o sobre v z ). 

Igualmente, note de la ecuacion 9 que, a causa de que 
v es un vector que tiene tanto direccion como magnitud, 
un cambio en la direccion de la velocidad puede producir 
una aceleracidn, aun si la magnitud de la velocidad no 
cambia. El movimiento a velocidad constante puede ser 
un movimiento acelerado. Esto es, puesto que u 2 = v] + 
v 2 y + v\ , las componentes pueden cambiar de tal manera 
que la magnitud de v permanezca constante. El ejemplo 
mas conocido de este caso es el movimiento circular 
uniforme, que estudiaremos en la seccidn 4 - 4 . 


Problema muestra 1 Una particula se mueve en un piano xy 
de modo tal que sus coordenadas xy y varian con el tiempo de 
acuerdo con x(t) = t 3 - 32t y y(t) = 5f + 12. Aqui xyy estan en 
unidades de metros cuando t esta en unidades de segundos. 
Halle la posicion, la velocidad, y la aceleracidn de la particula 
cuando / = 3 s. 

Solution La position esta dada por la ecuacion 1, e insertando 
las expresiones dadas para x(t) y y(z), obtenemos 

r = xi + yj = (t 3 -32/)i + (5r 2 + 12)j. 

Evaluando esta expresion para t = 3 s nos da 

r = — 69i + 57j, 


donde las componentes estan en unidades de metros. 

Las componentes de la velocidad se hallan de la ecuacion 6 : 

v x = - 7 - = - 7 - (Z 3 — 32/) = 3 / 2 - 32, 

* dt dt 

v v = = 4 ( 5(2 + 12 ) = 10 /. 

y dt dt 

Usando la ecuacion 5, obtenemos 

v = v x i + v y j = (3 / 2 — 32)i + 10/j, 
y para / = 3 s hallamos a 

v = — 5i + 30j 

en unidades de m/s. 

Las componentes de la aceleracidn son: 






La aceleracidn para t- 3 s es 

a = 18i + lOj 

en unidades de m/s 2 . 

La figura 3 muestra la trayectoria de la particula desde / = 0 
hasta / = 4 s. Se han trazado en ella los vectores de posicion, 
velocidad, y aceleracidn para / = 3 s. Notese que v es tangente 
a la trayectoria para t = 3 s, y tambien que la direccion de a no 
tiene una relacion particular con la direccion ya sea de r o de v. 


4-2 MOVIMIENTO CON 

ACELERACION CONSTANTE 


Consideraremos ahora el caso especial del movimiento 
con aceleracidn constante. Al moverse la particula, la 
aceleracidn a no varia ni en magnitud ni en direccion. Por 
lo tanto, las componentes de a tampoco varian. Tenemos 
entonces una situacion que puede describirse como la 
suma de tres componentes del movimiento que se presen- 
tan en forma simultanea con una aceleracidn constante a 


y 



Figura 3 Problema muestra 1. Se muestra la trayectoria de 
una particula en movimiento, y se indican sus posiciones 
para / = 0, 1,2, 3, y 4 s. Para / - 3 s, se muestran los vectores 
que representan su posicion, su velocidad, y su aceleracidn. 
Notese que no existe una relacion particular entre las 
direcciones de r, v, y a. 


lo largo de cada una de las tres direcciones perpendicula- 
res. La particula se mueve, en general, a lo largo de una 
trayectoria curva. Esto puede ser asi, aun si una de las 
componentes de la aceleracidn, digamos a x , es cero, ya 
que entonces la componente correspondiente de la velo¬ 
cidad, digamos v x , tiene un valor constante que pudiera no 
ser cero. Un ejemplo de esta ultima situacion es el movi¬ 
miento de un proyectil que sigue una trayectoria curva en 
un piano vertical y, despreciando los efectos de la resis- 
tencia del aire, esta sujeto a una aceleracidn constante g 
dirigida hacia abajo a lo largo del eje vertical solamente. 

Podemos obtener las ecuaciones generales para el mo¬ 
vimiento con a constante simplemente haciendo que 

a x = constante, a y = constante, y a z = constante 

La particula comienza en t = 0 con una posicion initial r 0 
= x 0 i + yj + z 0 k y una velocidad inicial v 0 = u x0 i + u y0 j + 
u z 0 k. Procedamos ahora como lo hicimos en la seccidn 2-6 
y desarrollemos, en analogia con la ecuacion 15 del capi¬ 
tulo 2, tres ecuaciones escalares: t> x = v M + ajt, v y = v y<) + 
at, y u = + at, las cuales escribimos como la ecuacion 

vectorial unica 


v = v 0 + a/. ( 11 ) 

Cuando usemos esta o cualquier otra ecuacion vectorial, 
recordemos que representa a tres ecuaciones escalares 
independientes. 

El segundo termino del lado derecho de la ecuacion 11 
implica la multiplicacion de un vector por un escalar. 
Como discutimos en la seccidn 3-5, esto da un vector de 
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TABLA 1 ECUACIONES VECTORIALES PARA EL MOVIMIENTO CON 
ACELERACION CONSTANTE 


Numero de 
la ecuacidn 

Ecuacidn 

r 

v 0 

Contiene 

V 

a 

/ 

11 

v = v 0 + a / 

X 

✓ 

•y 

✓ 

✓ 

12 

r = r 0 + Vq/ -1- ^a/ 2 

✓ 

✓ 

X 

✓ 

✓ 

13 f 

v • v = v 0 • v 0 + 2 a • (r - r 0 ) 

J 

✓ 

✓ 

✓ 

X 

14 

r = To + i(v 0 + V)/ 

V 

V 

✓ 

X 

✓ 

15 

r = r 0 + v/ — ^a/ 2 

V 

X 

•J 

✓ 

✓ 


Esta ecuacion incluye el producto escalar o producto punto de dos vectores, que ya hemos visto en la seccion 3-5. 


longitud at que apunta en la misma direccion que el vector 
original a. 

Continuando como lo hicimos en la seccion 2-6, podemos 
desarrollar cinco ecuaciones que describan el movimiento 
en tres dimensiones con aceleracion constante. F.gtac cinco 
ecuaciones se muestran en la tabla 1, la cual debera compa- 
rarse con las cinco ecuaciones unidimensionales correspon- 
dientes en la tabla 2 del capitulo 2. Con excepcion de la 
ecuacion 13, que incluye vectores aunque es una ecuacion 
escalar, cada ecuacion de la tabla 1 representa a tres ecua¬ 
ciones escalares independientes. Las componentes x de las 
ecuaciones 11,12, 14, y 15 son precisamente las ecuaciones 
correspondientes listadas en la tabla 2 del capitulo 2. Ya que 
la ecuacion 13 es una ecuacion escalar, no tiene componente 
x (o cualquier otra). 


Problems muestra 2 Un esquiador desciende por una pen- 
diente plana de la ladera de una montana. La pendiente de 
descenso (norte-sur) forma un angulo de 10° con la horizontal. 
Un viento que sopla desde el oeste da al esquiador una acelera¬ 
cion lateral de 0.54 m/s 2 (vease la Fig. 4). En la esquina noroeste 
de la pendiente, el esquiador sale con una componente de la 



velocidad de 9.0 m/s cuesta abajo y una componente lateral de 
cero. La pendiente sin friccion tiene 125 m de longitud y 25 m 
de ancho. (a) ^Donde deja el esquiador la pendiente? (b) ^Cual 
es la velocidad del esquiador en este punto? ( Sugerencia: La 
aceleracion gravitatoria a lo largo de un piano que se inclina en 
un angulo 0 es g sen 0.) 

Solucion ( a ) Elijamos el origen en la esquina noroeste, con el 
eje x cuesta abajo y el eje y lateral. Las componentes de la 
aceleracion son 

a x — g sen 10° = 1.70 m/s 2 , 
a y = 0.54 m/s 2 . 

Notese que estas componentes son evaluadas independiente- 
mente. La componente a x es la aceleracion cuesta abajo que 
resultaria aun si no hubiese viento lateral, y similarmente a y 
es la aceleracion lateral que resultaria del viento, aun cuando 
no hubiese una pendiente. El manejo de estas dos componen¬ 
tes de manera independiente es la esencia de la aritmetica 
vectorial. 

Tomemos t = 0 como el tiempo en que el esquiador se empuja, 
y se nos da que v M = 9.0 m/s y que v# = 0. Entonces 

v x = v xo + a x t — 9.0 m/s + (1.70 m/s 2 )/ 

v y = Vyo + a y t = 0 + (0.54 m/s 2 )/ 

x — x 0 + v M t + \a x t 2 = 0 + (9.0 m/s)/ + (0.85 m/s 2 )/ 2 , 

y = y 0 + v^t + \a y t 2 = 0 + 0 + (0.27 m/s 2 )/ 2 . 

Suponemos por ahora que el esquiador llega al fondo de la 
pendiente antes de dejar el borde lateral. (Podemos comprobar 
esta hipotesis mas adelante.) Primero hallamos el tiempo en que 
esto ocurre (esto es, cuando x = 125 m): 

125 m = (9.0 m/s)/ + (0.85 m/s 2 )/ 2 . 

Resolviendo la cuadratica, tenemos que / = 7.94 s o -18.5 s. 
Considerando por el momento solo la rafz positiva, evaluamos 
la coordenada y correspondiente: 

y = (0.27 m/s 2 )/ 2 = (0.27 m/s 2 X7.94 s ) 2 = 17.0 m. 

El desplazamiento lateral de 17.0 m es realmente menor que la 
anchura de la pendiente (25 m), como hemos supuesto. El 
esquiador, por lo tanto, deja el fondo de la pendiente en un punto 
a 17.0 m del borde oeste. 
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(b) Las componentes de la velocidad pueden obtenerse direc- 
tamente para / = 7.94 s: 

v x = 9.0 m/s + (1.70 m/s 2 )(7.94 s) = 22.5 m/s, 

v y = (0.54 m/s 2 X7.94 s) = 4.3 m/s. 

Notese que para resolver este problema hemos elegido que los 
ejes x y y esten en el piano de la pendiente, reduciendo por lo 
tanto un problema tridimensional a dos dimensiones. De haber 
escogido trabajar en un sistema de coordenadas en que el piano 
xy fuera horizontal y el eje z fuera vertical, la aceleracion tendria 
tres componentes y el problema habrfa sido mas complicado. 
Al resolver problemas, usualmente estamos en libertad de elegir 
la direccion de los ejes de coordenadas y la ubicacion del origen 
a nuestra conveniencia, siempre que mantengamos de manera 
fija nuestra eleccion a traves de toda la solucion del problema. 

iQue pasa con la rafz negativa, / = -18.5 s? Escribimos 
nuestras ecuaciones originales del movimiento comenzando en 
el tiempo 0 , de modo que son tiempos positivos aquellos que 
describen el movimiento siguiente del esquiador al bajar la 
pendiente, y los tiempos negativos deben, por lo tanto, describir 
el movimiento del esquiador antes de pasar por la esquina de la 
pendiente que definimos como el origen. La solucion negativa 
nos recuerda que pudiera haber habido una trayectoria previa 
que el esquiador pudiera haber seguido para pasar a traves del 
origen en / = 0 con la velocidad correcta. Durante esta parte 
previa del movimiento, el esquiador habria pasado a traves de 
x = 125 m (presumiblemente jesquiando cuesta arriba!) a los 
18.5 s antes de llegar a la esquina noroeste. Calcule los compo¬ 
nentes de la velocidad para / = -18.5sy halle lo concemiente 
al movimiento del esquiador durante ese tiempo. ^Cual deberfa 
haber sido la coordenada y correspondiente a / = -18.5 s? ^Es 
esto razonable? ^Cuales hubieran sido las coordenadas x y y 
mfnimas alcanzadas durante el tiempo entre / = -18.5 s y / = 0? 

La solucion matematica de un problema ffsico a menudo tiene 
un resultado inesperado, tal como el tiempo negativo en este 
ejemplo. Si supusieramos en este problema que el movimiento 
del esquiador empezo en / = 0 , la rafz negativa carecerfa de 
interes para nosotros, pero siempre es una buena practica exa- 
minar el significado ffsico de tales soluciones cuando estas 
aparecen._ 


4-3 MOVIMIENTO DE PROYECTILES 


Un ejemplo de movimiento con aceleracion constante 
es el movimiento de un proyectil. Se trata del movi¬ 
miento bidimensional de una partfcula lanzada oblicua- 
mente en el aire. El movimiento ideal de una pelota de 
beisbol o de una pelota de golf es un ejemplo del movi¬ 
miento de un proyectil. Suponemos por ahora que pode¬ 
mos despreciar el efecto del aire en este movimiento. En 
el capitulo 6 consideraremos el efecto (a menudo consi¬ 
derable) de la resistencia del aire en el movimiento de un 
proyectil. 

El movimiento de un proyectil es aquel de aceleracion 
constante g, dirigido hacia abajo. Aun cuando puede haber 
una componente horizontal de la velocidad, no hay una 
componente horizontal de la aceleracion. Si elegimos un 



Figura 5 La trayectoria de un proyectil, mostrando la 
velocidad inicial v 0 y sus componentes asf como tambien la 
velocidad v y sus componentes en cinco tiempos posteriores. 
Notese que v, = durante el vuelo. La distancia horizontal R 
es el alcance del proyectil. 


sistema de coordenadas con el eje y positivo verticalmente 
hacia arriba, podemos poner a y = -g (como en el capitu¬ 
lo 2, g es siempre un numero positivo) y a x = 0. Mas 
aun, suponemos que v 0 esta en el piano xy, de modo que 
v z0 - 0. Puesto que a z es tambien 0, la componente de la 
ecuacion 11 nos dice que v 2 es cero en todo momento y 
podemos, por tanto, centrar nuestra atencion a lo que 
sucede en el piano xy. 

Elijamos ademas que el origen de nuestro sistema de 
coordenadas sea el punto en el cual el proyectil comienza 
su vuelo (vease la Fig. 5). Por lo tanto, el origen es el punto 
en que la pelota deja la mano del lanzador, por ejemplo. 
Esta eleccion del origen implica que x 0 - y 0 = 0. La 
velocidad en t - 0, el instante en que el proyectil comienza 
su vuelo, es v 0 , que forma un angulo </> 0 con la direccion x 
positiva. Las componentes x y y de v 0 (vease la Fig. 5) son, 
entonces, 

Vxo = V 0 cos </> 0 y VyQ = v 0 sen </> 0 . (16) 

Ya que no hay una componente horizontal de la ace¬ 
leracion, la componente horizontal de la velocidad es 
constante. Para la componente x de la ecuacion 11 esta- 
blecemos que a x = 0 y = v 0 cos <p 0 , obteniendo 

v x =v x0 + a x t = v 0 cos (f> 0 . (17) 

La componente horizontal de la velocidad retiene su valor 
inicial durante el vuelo. 

La componente vertical de la velocidad cambia con el 
tiempo debido a la aceleracion constante hacia abajo. En 


I 



r 


Seccidn 4-3 Movimiento de proyectiles 65 


64 Capitulo 4 Movimiento bidimensional y tridimensional 


la ecuacion 11 , tomamos a las componentes y y estable- 
cemos que a y = -g y v yo~ v o sen 0 o> de modo que 

v y =v y0 + a y t = v 0 sen 0 O - gt. (18) 

La componente vertical de la velocidad es la de la caida 
libre. (En efecto, si vieramos el movimiento de la figura 5 
desde un marco de referenda que se mueva a la derecha 
con una velocidad v^, el movimiento seria el de un objeto 
lanzado vertical hacia arriba con una velocidad inicial u Q 
sen </> 0 .) 

La magnitud del vector resultante de la velocidad en 
cualquier instante es 


v = 'Jvl + vj. (19) 

El angulo <p que el vector de la velocidad forma con la 
horizontal en ese instante esta dado por 

tan 0 = ^ . (20) 

^ X 

El vector velocidad es tangente a la trayectoria de la 
particula en todo punto, como se muestra en la figura 5. 

La coordenada x de la posicion de la particula en cual¬ 
quier momento, obtenida de la componente x de la ecua¬ 
cion 12 (vease la tabla 1), con * 0 = 0, a x = 0, y = v 0 
cos <f> 0 , es 

x = x 0 + v x0 t + \a x t 2 = (v 0 cos (f) 0 )t. (21) 

La coordenada y, obtenida de la componente y de la 
ecuacion 12 con y 0 = 0, a y = -g, y = u 0 sen <p Q , es 

y = yo + Vyot + \a y t 2 = (v 0 sen 0 O )/ - \gt 1 . (22) 



Figura 6 Una fotografi'a estroboscopica de una pelota de 
golf (que entra a la foto desde la izquierda) rebotando sobre 
una superficie dura. Entre los impactos, la pelota muestra la 
trayectoria parabolica caracteristica del movimiento de un 
proyectil. ^Por que supone usted que la altura de los rebotes 
sucesivos esta decreciendo? (Los capitulos 8 y 10 pueden dar 
la respuesta.) 


2v 2 

R = —- sen 0o cos 0 O 
g 


= — sen 20 o , 
g 


(24) 


Las ecuaciones 21 y 22 nos dan x y y en funcion del 
parametro comun t, el tiempo de vuelo. Combinandolas y 
eliminando a t de ellas, obtenemos 


y ~ (tan 0 0 )x - 


g 


2(v 0 cos 0 O ) 2 


(23) 


la cual relaciona a y con x y es la ecuacion de la trayectoria 
del proyectil. Puesto que v 0 , <p 0 , y g son constantes, esta 
ecuacion tiene la forma 


y = bx — cx 2 . 


que es la ecuacion de una parabola. De aqui que la trayec¬ 
toria de un proyectil sea parabolica, como lo mostramos 
en la figura 5. 

El alcance horizontal R del proyectil, como se muestra 
en la figura 5, se define como la distancia a lo largo de la 
horizontal cuando el proyectil retoma al nivel desde el 
cual fue lanzado. Podemos hallar el alcance poniendo y = 
0 en la ecuacion 23. Cuando x = 0 surge una solucion 
inmediata; la otra nos da el alcance: 


usando la identidad trigonometries sen 26 = 2 sen 6 cos 6. 
Notese que, para una velocidad inicial dada, obtenemos el 
alcance maximo cuando </> 0 = 45°, que es cuando sen 2 <p 0 = 1. 

Las soluciones que hemos obtenido representan una vi¬ 
sion idealizada del movimiento de un proyectil. Hemos 
considerado un efecto importante: la gravedad; pero existe 
otro factor en el movimiento de un proyectil que a menudo 
es importante, y es la resistencia del aire. La resistencia del 
aire es un ejemplo de una fuerza dependiente de la velocidad; 
cuanto mayor sea la velocidad mayor sera el efecto decele- 
rante de la resistencia del aire. A baja velocidad, el efecto de 
la resistencia del aire es usualmente despreciable, pero a alta 
velocidad la trayectoria de un proyectil ya no describe una 
parabola, como en la ecuacion 23, y el alcance puede ser 
considerablemente menor que el dado por la ecuacion 24. 
En el capitulo 6 consideraremos los efectos de la resisten¬ 
cia del aire; por ahora supondremos que las ecuaciones 
derivadas en esta seccion describen adecuadamente el mo¬ 
vimiento de los proyectiles. 

La figura 6 muestra un ejemplo de la trayectoria de un 
proyectil que no es afectado severamente por la resisten- 



Figura 7 La bola I se deja caer desde el reposo en el mismo 
instante en que la bola II es disparada hacia la derecha. 
Notese que ambas bolas caen a exactamente la misma tasa; el 
movimiento horizontal de la bola II no afecta su tasa vertical 
de caida. En esta fotografi'a estroboscopica, las exposiciones 
fueron tomadas a intervalos de 1/30 s. ^Parece ser constante 
la velocidad horizontal de la bola II? 


cia del aire. La trayectoria ciertamente parece de forma 
parabolica. La figura 7 muestra una comparacion de los 
movimientos de un proyectil disparado horizontalmente 
y otro dejado caer en forma simultanea en caida libre. 
Aqui pueden verse directa las predicciones de las ecua¬ 
ciones 21 y 22 cuando <p 0 = 0. Notese que (1) el movimien¬ 
to horizontal del primer proyectil responde realmente a la 
ecuacion 21 : su coordenada x aumenta cantidades iguales 
en intervalos de tiempo iguales, independientemente del 
movimiento en y, y ( 2 ) los movimientos y de los dos 
proyectiles son identicos: los aumentos verticales de la 
posicion de los dos proyectiles es la misma, indepen¬ 
dientemente del movimiento horizontal de uno de ellos. 

Disparo hacia un bianco en caida 

En una magnifica demostracion durante una conferencia, 
una pistola de aire es apuntada hacia un bianco elevado, 
el cual se deja caer en caida libre por un mecanismo de 
disparo mientras la “bala” sale de la boca del arma. 
Independientemente de la velocidad inicial de la bala, 
siempre da en el bianco mientras este cae. 

La manera mas sencilla de entender esto es la siguiente. 
Si no existiera la aceleracion debida a la gravedad, el 



Figura 8 En el movimiento de un proyectil, su 
desplazamiento desde el origen para cualquier tiempo t puede 
considerarse como la suma de dos vectores: \ 0P t, dirigido a lo 
largo de v op , y ±gp, dirigido hacia abajo. 

bianco no caeria y la bala se moveria a lo largo de la linea 
de mira directa hacia el bianco (Fig. 8 ). El efecto de la 
gravedad es causar que cada cuerpo acelere hacia abajo a 
la misma tasa desde la posicion que de otro modo habria 
tenido. Por lo tanto, en el tiempo t, la bala caera a una 
distancia de i gt 2 desde la posicion que tendria a lo largo de 
la linea de mira y el bianco caeria la misma distancia 
desde su posicion inicial. Cuando la bala alcanza la li¬ 
nea de caida del bianco, estara a la misma distancia abajo 
de la posicion inicial del bianco, y de aqui la colision. Si 
la bala se mueve mas rapido de lo que se muestra en la 
figura (u Q mas grande), tendria un alcance mayor y cruza- 
ria la linea de caida en un punto mas alto; pero puesto que 
llega alii mas pronto, el bianco caera una distancia corres- 
pondiente mas pequena en el mismo tiempo y chocara con 
ella. Un argumento similar sirve tambien para velocidades 
mas lentas. 

Para un analisis equivalente, usemos la ecuacion 12 
r = r 0 + v 0 t + jut 2 

para describir las posiciones del proyectil y del bianco en 
cualquier tiempo t. Para el proyectil P, r 0 = 0 y a = g, y 
tendremos que 

r P = \ 0P t + {%t 2 . 

Para el bianco T, r 0 = r 0J> v 0 = 0, y a = g, conduciendo a 

r r = r ot + W 2 - 

Si hay una colision, debemos tener que r P = r r La inspec- 
cion demuestra que esto siempre ocurrira en un tiempo t 
dado por r or = v 0 / ,t, esto es, en el tiempo t{= r m J v 0T ) que le 
tomaria a un proyectil no acelerado viajar a la posicion 
del bianco a lo largo de la linea de mira. A causa de que 
multiplicar un vector por un escalar nos da otro vector en 
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la misma direccion, la ecuacion r 0T = v op t nos dice que r or 
y \ op deben estar en la misma direccion. Esto es, el arma 
debe ser apuntada hacia la posicion inicial del bianco. 


Problema muestra 3 En un concurso para dejar caer un 
paquete sobre un bianco, el aeroplano de uno de los concursan- 
tes esta volando horizontalmente a una velocidad constante de 
155 km/h y a una altura de 225 m hacia un punto directamente 
arriba del bianco. /.A que angulo de mira a deben'a ser soltado 
el paquete para que este de en el bianco (Fig. 9)? 


Solucion Elegimos un marco de referencia fijo con respecto 
a la Tierra, siendo su origen O el punto de liberacion. El 
movimiento del paquete en el momento de la liberacion es 
el mismo que el del aeroplano. Por tanto, la velocidad inicial v 0 
del paquete es horizontal y su magnitud es 155 km/h. El angu¬ 
lo de proyeccion <p a es cero. 

Hallamos el tiempo de la cafda por medio de la ecuacion 22. 
Con “ <t> 0 = 0 y y - -225 m esto nos da 


t = 



(2X-225 m) 
9.8 m/s 2 


= 6.78 s. 


Notese que el tiempo de cafda no depende de la velocidad del 
aeroplano con una proyeccion horizontal. (Vease, sin embargo, 
el problema 38.) 

La distancia horizontal recorrida por el paquete en este tiem¬ 
po esta dada por la ecuacion 21 : 


* = = (155 km/hXl h/3600 sX6.78 s) 

= 0.292 km = 292 m. 


de modo que el angulo de mira (Fig. 9) serfa 

. x 292 m 

a = tan 1 — = tan 1 —— = 52°. 
y 225 m 



Figura 9 Problema muestra 3. 


. (15.5m/sXsen36°) „„„ 

t x - ——75 -0.93 s. 

9.8 m/s 2 

( b ) La altura maxima es alcanzada en t = 0.93 s. Usando la 
ecuacion 22 , 

y = (v 0 sen 4> 0 )t - {gt 2 , 

tenemos 

y^ = (15.5 m/s)(sen 36°)(0.93 s) - ±(9.8 m/s 2 )(0.93 s ) 2 
= 4.2 m 


(c) El alcance R puede ser obtenido por la ecuacion 24: 

„ Vq _ (15.5 m/s)_ -T-\o _ -lO 'J « 

R - — sen 200 = 9 - m - r sen 72 - 23.3 m. 

Ponemos y = 0 en la ecuacion 22 y hallamos el tiempo t 2 en 
que el balon retorna al suelo. Obtenemos 


/.Parecera parabolico el movimiento del paquete cuandoes visto 
desde un marco de referencia fijo respecto al aeroplano? (/.Pue¬ 
de usted recordar haber visto pelfculas en que las bombas 
cafan desde un aeroplano, tomadas por una camara, ya sea desde 
ese aeroplano o desde otro aeroplano que volara en un curso 
paralelo con la misma velocidad?) 


Problema muestra 4 Un jugador de futbol soccer patea un 
balon con un angulo de 36° respecto a la horizontal y una veloci¬ 
dad inicial de 15.5 m/s. Suponiendo que el balon se mueva en 
un piano vertical, halle ( a ) el tiempo f, en que el balon llega al 
punto mas alto de su trayectoria, ( b ) su altura maxima, (c) su 
alcance y tiempo de vuelo, y (d) su velocidad cuando llega al suelo. 


2v 0 sen <f> 0 2(15.5 m/s)(sen 36°) , 0£ 

t-i — - = -—- 7-5 -— 1.86 s. 

g 9.8 m/s 2 

Notese que t 2 - 2?„ lo cual debe ocurrir porque se requiere el 
mismo tiempo para que el balon suba (llegue a su maxima altura 
desde el suelo) que el requerido para que el balon baje (llegue 
al suelo desde su maxima altura). 

Podemos verificar estos resultados para que exista compati- 
bilidad con x = x 0 + vj. Cuando t = t 2 ,x sera igual a R. Entonces, 
segiin la ecuacion 21,??= v M t 2 = ( v 0 cos <p 0 t 2 ) = 23.3 m, como se 
esperaba. 

(d) Para hallar la velocidad del balon cuando llegue al suelo, 
usemos la ecuacion 17 para obtener u„ la cual permanece 
constante durante todo el trayecto: 


Solucion ( a ) En el punto mas alto, la componente vertical de 
la velocidad v y es cero. Resolviendo la ecuacion 18 para t, 
obtenemos: 

^pSen <t>Q-v y 
g 

Con 

v y — 0, y 0 = 15.5 m/s, 0 O = 36°, g = 9.8 m/s 2 , 

tenemos que 


v x = v 0 cos <f> 0 = (15.5 m/sXcos 36°) = 12.5 m/s, 
y, segun la ecuacion 18, obtenemos v y para t = t 2 . 
v y = v 0 sen </>o — gt — (15.5 m/sXsen 36°) — (9.8 m/s 2 Xl .86 s) 
= — 9.1 m/s. 

Asf pues, la velocidad tiene una magnitud dada por 

v = Vn 2 -I- v 2 y = V( 12.5 m/s ) 2 + (—9.1 m/s ) 2 — 15.5 m/s, 
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y una direccion dada por 

tan 4> = v y /v x = —9.1/12.5, 

demanera que <p = -36°, o sea 36° en el sentido horario del ejex 
Notese que </> - -<j) a , como esperabamos de la simetrfa (Fig. 5). 

La velocidad final resulta ser igual a la velocidad inicial. 
,Piiede usted explicarlo? /.Es una coincidencia?_ 


4-4 MOVIMIENTO CIRCULAR 
UNIFORME _ 


En el movimiento de proyectiles la aceleracion es cons¬ 
tante tanto en magnitud como en direccion, pero la ve¬ 
locidad cambia tanto en magnitud como en direccion. 
Examinaremos ahora el caso especial en que una parti- 
cula se mueve a velocidad constante en una trayectoria 
circular. Como veremos, tanto la velocidad como la 
aceleracion son de magnitud constante, pero ambas cam- 
bian de direccion continuamente. Esta situacion se llama 
movimiento circular uniforme. Entre los ejemplos de esta 
clase de movimiento se incluyen a los satelites dc la 
Tierra y a puntos de rotores que giran, tales como venti- 
ladores, discos de fonografo y discos de computadora. 
De hecho, hasta el punto en que podemos vemos a 
nosotros mismos como particulas, participamos en un 
movimiento circular uniforme a causa de la rotacion de 
la Tierra. 

En la figura 10a se muestra la situacion. Sea P, la 
posicion de la particula en el tiempo f, y P 2 su posicion en 
el tiempo t 2 = f, + At. La velocidad en P, es v„ un vector 
tangente a la curva en P,. La velocidad en P 2 es v 2 , un 
vector tangente a la curva en P 2 . Los vectores v,yv 2 tienen 
la misma magnitud v, ya que la velocidad es constante, 
pero sus direcciones son diferentes. La longitud de la 
trayectoria descrita durante At es la longitud del arco P,P 2 
, que es igual a r<p (donde <p esta medido en radianes) y 
tambien a u At. Entonces tenemos que 

r6 = v At. (25) 


Podemos ahora trazar a los vectores v, y v 2 , como en la 
figura 10 b, de modo que se originen en un punto comun. 
Tenemos la libertad de hacerlo en tanto que la magnitud y la 
direccion de cada vector sean las mismas que en la figu¬ 
ra 10a. La figura 10 b nos permite ver claramente el cambio 
en la velocidad al moverse la particula desde P, hasta P 2 . Es¬ 
te cambio, v 2 - v, = Av, es el vector que debe sumarse a v, 
para obtener v 2 . Si representamos el cambio en la velocidad 
en el intervalo P,P 2 trazando Av desde el punto medio del 
arco P,P 2 , entonces Av apuntada hacia el centro del circulo. 

Ahora el triangulo OQ l Q 1 formado por v„ v 2 , y Av es 
semejante al triangulo CP,P 2 (Fig. 10c) formado por la 
cuerda P 1 P 2 y los radios CP, y CP 2 . Esto se debe a que 
ambos son triangulos isosceles que tienen el mismo angu¬ 
lo en el vertice; el angulo 6 entre v, y v 2 es el mismo que 
el angulo P,CP 2 porque v, es perpendicular a CP, y v 2 es 
perpendicular a CP 2 . Trazando una bisectriz del angulo 6 
en la figura 10 b, hallamos que 

{Ai> = v sen ^ . (26) 

Expresemos ahora la magnitud de la aceleracion pro- 
medio en el intervalo usando los resultados obtenidos en 
las ecuaciones 25 y 26 para Av y At: 


-_Av_ 2v sen (6/2) _ v 2 _ sen (fl/2) ^ 27 ) 

a At r0/v r 6/2 

Ahora deseamos hallar la aceleracion instantanea to- 
mando el limite de esta expresion como At -»0. Cuando 
At es muy pequeha, el angulo 6 es pequeno. En este caso 
podemos usar la aproximacion de un angulo pequeno, 
sen x~x. (Esto es valido solamente cuando el angulo esta 
en radianes; por ejemplo, cuando x - 5° = 0.0873 rad, 
sen jc = 0.0872.) Entonces, para angulos pequenos sen 
( 0 / 2 ) ~ 0 / 2 , y la segunda fraccion del lado derecho de la 
ecuacion 27 tiende a 1. Notese tambien que, en la primera 
fraccion del lado derecho de la ecuacion 27, ni v ni r 
dependen de At y asi el valor de esta fraccion no es 
afectado por el limite. Por lo tanto, podemos obtener para 
la magnitud de la aceleracion instantanea 


lfm lim — sc " lim 

i,-o At 4,-0 r e/2 r 4,-0 


sen ( 0 / 2 ) 
6/2 



Figura 10 Movimiento circular 
uniforme. ( a ) La particula viaja 
alrededor de un circulo con velocidad 
constante. Se muestra su velocidad en 
dos puntos P, y P 2 . (b) El cambio de 
velocidad, que va de P, a P 2 , es Av. 

(c) La particula viaja a lo largo del arco 
P,P 2 durante el tiempo At. 
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Figura 11 En el movimiento circular uniforme, la 
aceleracion a esta siempre dirigida hacia el centro del circulo 
y, por lo tanto, siempre es perpendicular a v. 


cambio de su velocidad con el tiempo, y la velocidad, por 
ser un vector, puede cambiar tanto en direccion como en 
magnitud. Si una cantidad fisica es un vector, sus aspectos 
direccionales no pueden ser ignorados, ya que esos efec- 
tos probaran ser en todos sentidos tan importantes y reales 
como los producidos por lo cambios en la magnitud. 

Vale la pena recalcar en este momento que no se nece- 
sita que haya algun movimiento en la direccion de una 
aceleracidn y que, en lo general, no existe una relacion fija 
entre las direcciones de a y de v. En la figura 12 se dan 
ejemplos en los que el angulo entre v y a varia desde 0 
hasta 180°. Solo en un caso, d = 0°, esta el movimiento en 
la direccion de a. 


o sea, usando la aproximacion del angulo pequeiio para 
reemplazar al limite restante por 1, 


(28) 


Ya que la direccion de la aceleracidn promedio es la 
misma que la de Av, la direccion de a esta siempre dirigida 
hacia el centro del circulo o del arco circular en el que se 
mueve la particula. 

La figura 11 muestra la relacion mstantanea entre v y a 
en varios puntos del movimiento. La magnitud de v es 
constante, pero su direccion cambia continuamente. Esto 
da lugar a una aceleracidn a, que es tambien constante en 
su magnitud pero cambia continuamente de direccion. La 
velocidad v es siempre tangente al circulo en direccion del 
movimiento; la aceleracidn a esta siempre dirigida radial- 
mente hacia adentro. Debido a esto, a se llama aceleracidn 
radial, o centripeta. Centripeta significa “que busca el 
centro . En la siguiente seccidn se da una derivacion de 
la ecuacion 28 usando vectores unitarios. 

Tanto en caida libre como en el movimiento de un 
proyectil, a tiene magnitud y direccion constantes, y po- 
demos usar las ecuaciones desarrolladas para la acelera¬ 
cidn constante. No podemos usar estas ecuaciones para el 
movimiento circular uniforme porque a varia de direccion 
y, por lo tanto, no es constante. 

Las unidades de la aceleracidn centripeta son las mis- 
mas que las de una aceleracidn como consecuencia de un 
cambio en la magnitud de una velocidad. Dimensional- 
mente, tenemos que 


[v 2 ] _ (L/T) 2 
[r] L T 2 


las cuales son las dimensiones usuales de la acelera¬ 
cidn. Las unidades pueden ser, por lo tanto, m/s 2 , km/h 2 , 
o unidades similares de dimension L/T 2 . 

La aceleracidn que resulta de un cambio en la direccion 
de una velocidad es tan real y tan acelerada en esencia 
como la que resulta de un cambio en la magnitud de una 
velocidad. Por definicion, la aceleracidn es la rapidez de 


Problema muestra 5 La Luna gira alrededor de la Tierra, 
haciendo una revolucion completa en 27.3 dias. Supongamos’ 
que la orbita es circular y que tiene un radio de 238,000 millas. 
iCual es la magnitud de la aceleracidn de la Luna hacia la 
Tierra? 


Solucion Tenemos que r = 238,000 millas = 3.82 * 10 8 m. El 
tiempo de una revolucion completa, llamado periodo, es 7 = 
27.3 d = 2.36 x 10 6 s. La velocidad de la Luna (supuesta como 
constante) es, por lo tanto, 


27tr _ 27t(3.82 X 10" m) 
T 2.36 X 10 6 s 


= 1018 m/s. 


La aceleracidn centripeta es 


_v 2 _ (1018 m/s) 2 
a r 3.82 X 10* m 
= 0.00271 m/s 2 , o tan solo 2.76 X 10 -4 g B . 

A 9 U1 £„ ( = 9.80665 m/s 2 ) es un valor patron de g aceptado 
intemacional. Representa el valor aproximado de la aceleracidn 
en caida libre al nivel del mar y a una latitud de 45°. Este valor 
patron se usa a menudo como una medida altemativa de la 
aceleracidn. Por ejemplo, la aceleracidn experimentada por los 
pilotos de aviones de propulsion a chorro o por los parroquianos 
en los juegos de un parque de diversiones se expresa a menudo 
de esta manera. 


Problema muestra 6 Calcule la velocidad de un satelite de la 
Tierra, suponiendo que esta viajando a una altitud h de 210 km, 
donde g = 9.2 m/s 2 . (Este valor es menor que 9.8 m/s 2 , porque g 
decrece con la altitud sobre la Tierra, como estudiaremos en el 
capitulo 16). El radio R de la Tierra es de 6370 km. 

Solucion Al igual que cualquier objeto libre cercano a la 
superficie de la Tierra, el satelite tiene una aceleracidn g hacia 
el centro de la Tierra. Es esta aceleracidn, junto con su velocidad 
tangencial, la que causa que siga una trayectoria circular. De 
aqui que la aceleracidn centripeta sea g, y segiin la ecuacion 28, 
a = v 2 /r, tenemos que, para a=gyr = R + h, 


a R + h 

o sea 



Figura 12 La relacion geometrica 
entre v y a para varios movimientos. 


V = J(R + h)g = >/(6580 kmX9.2 m/s 2 X10 3 m/km) 

= 7780 m/s o 17,400 mi/h. 

A esta velocidad, el satelite requiere 1.48 h para completar una 
orbita. _ 


4-5 VECTORES DE VELOCIDAD 
Y DE ACELERACION EN EL 
MOVIMIENTO CIRCULAR 
(Opcional)* 

Como dedujimos en la seccidn anterior, una particula que se 
mueva a velocidad constante a lo largo de un arco de un circulo 
experimenta una aceleracidn centripeta. Aun cuando su veloci¬ 
dad no sea constante, todavia debe de tener una aceleracidn 
centripeta, pero tambien tendra una aceleracidn tangencial que 
cause un cambio en su velocidad tangencial. Los metodos 
vectoriales son utiles para relacionar las velocidades y las 
aceleraciones y para determinar la direccion de la aceleracidn 
resultante. 

Comenzaremos por rederivar la ecuacion 28 para la acele¬ 
racidn centripeta a velocidad constante usando tecnicas vecto¬ 
riales mas generales. La figura 13 muestra una particula en 
movimiento circular uniforme con respecto al origen O de un 
marco de referencia. Para este movimiento las coordenadas 
polares planas r y <j> son mas utiles que las coordenadas rectan- 
gulares x y y porque r permanece constante a traves del movi¬ 
miento y (j> aumenta de una manera lineal simple con el tiempo; 
el comportamiento de x y y durante tal movimiento es mas 
complejo. Los dos sistemas de coordenadas se relacionan por 

r = 'Jx 2 + y 1 y (f> — tan -1 (y/x) (29) 

o por las relaciones reciprocas 

x — r cos (f> y y = r sen <f>. (30) 

En los sistemas de coordenadas rectangulares usamos los 
vectores unitarios i y j para describir al movimiento en el piano 
xy. Aqui encontramos mas conveniente introducir dos nuevos 


* El material de esta seccidn puede omitirse o dejarse para mas 
adelante, cuando estudiemos el movimiento de rotacion en el 
capitulo 11. 


vectores unitarios u, y u r Estos, como i y j, tienen longitud 
unitaria y carecen de dimensiones; designan a la direccion 
solamente. 

El vector unitario u r en cualquier punto esta en la direccion 
de r creciente en ese punto. Esta dirigido radial hacia afuera del 
origen. El vector unitario u, en cualquier punto esta en la 
direccion (j) creciente en ese punto. Es siempre tangente a un 
circulo con el punto como centro en direccion antihorario. 
Como muestra, la figura 13a, u r y u, form an angulos rectos entre 
si. Los vectores unitarios u r y difieren de los vectores i y j en 
que las direcciones de u r y u, varian de punto a punto en el piano; 
los vectores unitarios u r y u # no son, entonces, vectores cons¬ 
tantes. Por tanto, cuando tomemos derivadas de expresiones que 
impliquen a vectores unitarios, i y j pueden ser tratados como 
constantes, pero u r y u # no pueden serlo. 

En terminos de los vectores unitarios i y j, podemos escribir 
los vectores unitarios u r y u # (vease la Fig. 13 b) asi: 


u r = i cos </> + j sen </>, 


(31) 


u 0 = i cos(e/> + w/2) + j sen(<£ + n/2) 

= — i sen <f> + j cos </>. (32) 

Al escribir terminos tales como i cos </>, estamos multiplican- 
do un vector por un escalar, y el orden de la multiplicacion 
no es importante. Podriamos igual expresar este termino como 
(cos#. 

Si la particula se mueve en un circulo a una velocidad 
constante, no tiene una componente radial de la velocidad, y el 
vector de velocidad esta en la direccion de u^. Mas aun, la 



Figura 13 (a) Una particula que se mueve en sentido 
antihorario en un circulo de radio r. ( b ) Los vectores 
unitarios u, y u, y su relacion con i y con j. 
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Figura 14 (a) En el movimiento 
circular no uniforme la velocidad es 
variable. ( b ) El cambio de la velocidad 
Av al ir de P t a P 2 . (c) Existen dos 
partes para Av: Av*, causada por el 
cambio en la direccion de v, y Av ^ 
causada por el cambio en la magnitud 
de v. En el lfmite At -»0, Av„ apunta 
hacia el centra C del cfrculo y Av r es 
tangente a la trayectoria circular. 


magnitud de la velocidad es precisamente la velocidad constan- Aceleracion tangencial en el movimiento circular 
te v, y, por lo tanto, podemos escribir que 


Esto es, v es tangente al cfrculo y de magnitud constante pero 
de direccion cambiante. 

La aceleracion se deduce ahora directa: 

* = 7 = 7t (vu + ) = v lt- (34) 

Notese que la velocidad constante v pasa por la diferenciacion. Para 
hallar la derivada del vector unitario u # , usamos la ecuacion 32: 

ch _ . d(shn<f>) , . d (cos </>) 

dt ~ 1 a, _ + J dt 

• i d({> . , d<f> 

= —l cos 0 —— I send) —— 

dt ^ dt 

— (— i cos </> — j sen</>) 
d<b 

— VST < 35 > 

Notese que en la ultima etapa hemos usado la ecuacion 31. Asi, 

dd> 

* = ~ UrV dF • (36) 

La partfcula se mueve uniforme alrededor del cfrculo, y asf d<pjdt 
es precisamente la distancia angular cubierta en una revolucion 
(2 n radianes) dividida por el tiempo de una revolucion (la 
distancia 2 nr dividida por la velocidad v): 

d<t> _ 2 n _v 


Por ultimo, sustituyendo la eccuacion 37 en la ecuacion 36, 
obtenemos 


a = —u r n- 
r 


Esta ecuacion nos dice que la aceleracion tiene la magnitud 
constante de v 2 /r, como obtuvimos en la ecuacion 28, y que 
apunta radialmente hacia adentro (esto es, opuesta a u r ). Como 
la partfcula viaja alrededor del cfrculo, las direcciones de u r y 
de a cambian con relacion a los ejes de coordenadas xy porque 
la direccion radial cambia. 


Consideraremos ahora el caso mas general del movimiento 
circular en el que la velocidad v de la partfcula en movimien- 
to no es constante. De nuevo usaremos metodos vectoriales en 
coordenadas polares planas. 

Como antes, la velocidad esta dada por la ecuacion 33, o sea 
V = VU* 

excepto que, en este caso no solamente sino tambien la 
magnitud v varfa con el tiempo. Recordando la formula para la 
derivada de un producto, obtenemos para la aceleracion: 


dy d(m tj dvu , dv 

l ~ dt~ dt ~ V dt + u +7t 


La ecuacion 34 no incluyo al segundo termino del lado derecho 
de la ecuacion 39 porque se supuso que v era constante. El 
primer termino del lado derecho de la ecuacion 39 se reduce, 
como hemos derivado arriba, a -u r (v 7 jr). Podemos ahora escri¬ 
bir la ecuacion 39 asf: 


a = -u,a* + u^z r , (40) 

en la cual a R - v 2 /r) y a T = dv/dt. El primer termino, -u/ 2 „, es la 
componente vectorial de a dirigida radialmente hacia el centra 
del cfrculo y surge como consecuencia de un cambio en la 
direccidn de la velocidad en movimiento circular (vease la Fig. 
14). El vector a, y su magnitud a R se llaman ambos aceleracidn 
centrlpeta. El segundo termino, ues la componente vecto¬ 
rial de a que es tangente a la trayectoria de la partfcula y 
proviene de un cambio en la magnitud de la velocidad en mo¬ 
vimiento circular (vease la Fig. 14). Al vector a r y a su magnitud 
a T se les llama (a ambos) aceleracidn tangencial. 

La magnitud de la aceleracion instantanea es 

a = da 1 T + a%. (41) 

Si la velocidad es constante, entonces a T = dv/dt = 0 y la 
ecuacion 40 se reduce a la ecuacion 38. Cuando la velocidad v 
no es constante, a T no es cero y a„ varfa de punto a punto. La 
velocidad v puede estar cambiando de tal manera que a T no sea 
constante, y entonces tanto a T como a R pueden variar de punto 
a punto. 

La figura 15 muestra el rastro dejado en una camara de 
burbujas de hidrogeno lfquido por un electron energetico que 
forma una espiral hacia adentro. El electron disminuye su paso 
a traves del lfquido de la camara de modo que su velocidad v 
disminuye continuamente. Asf, existe en cada punto una acele- 
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Figura 15 Rastro dejado en una camara de burbujas de 
hidrogeno lfquido por un electron. Existe una aceleracion 
radial, causada por un campo magnetico, que tiende a 
producir una trayectoria circular, pero a causa de que el 
electron tambien va aminorando el paso a causa de las 
colisiones con los atomos de hidrogeno, experimenta tambien 
una aceleracion tangencial. La trayectoria resultante es una 
espiral. 


ration tangencial a T dada por dv/dt. Aun cuando el electron no 
esta viajando en una trayectoria circular, pequenos arcos de la 
espiral se parecen mucho a los arcos de un cfrculo con un radio 
r dado. La aceleracion centrfpeta a en cualquier punto esta 
entonces dada por u 2 /r, donde r es el radio de la trayectoria en 
el punto en cuestion; tanto v como r resultan mas pequenas al 
perder energfa la partfcula. La aceleracion radial del electron se 
produce por un campo magnetico presente en la camara de 
burbujas y forma angulos rectos con el piano de la figura 15 
(vease el capftulo 34). ■ 


4-6 MOVIMIENTO RELATIVO _ 

Supongamos que usted va en un automovil que corre en 
una carretera recta a una velocidad constante de 55 mi/h. 
Los demas pasajeros que van con usted se mueven a la 
misma velocidad; aun cuando esta, con relacion al terreno, 
es de 55 mi/h, su velocidad con relacion a usted es cero. 
En el automovil usted podrfa llevar a cabo una serie 
normal de experimentos de fisica que no se verian afecta- 
dos por el movimiento uniforme del automovil. Por ejem- 
plo, podrfa lanzar directa hacia arriba una pelota (en su 


marco de referencia), y observarfa que cae directa hacia 
abajo. La pelota tiene un movimiento horizontal (a causa 
del movimiento del automovil), pero usted tiene el mismo 
movimiento horizontal y no existe un movimiento hori¬ 
zontal relativo. 

Para un observador en tierra, sin embargo, el resultado 
es diferente. La pelota tiene una componente horizontal 
hacia el frente de velocidad igual a 55 mi/h y una compo¬ 
nente vertical del movimiento que usted le dio. Sabemos 
que un proyectil dentro de la gravedad con tales compo- 
nentes de la velocidad sigue una trayectoria parabolica. 
Usted y el observador en tierra usarfan por lo tanto ecua- 
ciones diferentes para describir el movimiento, pero usted 
estaria en concordancia con las leyes ffsicas seguidas por 
la pelota; por ejemplo, los dos deducirfan el mismo valor 
de la aceleracion en cafda libre. 

Si despues otro automovil corre a su lado y lo rebasa a 
una velocidad constante de 57 mi/h, usted observarfa que 
este automovil (en relacion con su propio marco de refe¬ 
rencia) se mueve lenta hacia adelante de usted a razon de 
2 mi/h (= 57 mi/h - 55 mi/h). Dejemos de lado los 
accidentes extemos, es decir, el escenario que recorren, el 
aire quieto contra el que tropieza el automovil en movi¬ 
miento, las ondulaciones del camino, y el ruido del motor, 
y consideremos unicamente a los dos automoviles. Usted 
no tendria manera de decidir cual de ellos se esta movien- 
do “realmente”. Por ejemplo, el automovil que le rebasa 
pudiera estar en reposo y usted pudiera estar moviendose 
hacia atras a razon de 2 mi/h; el resultado observado serfa 
el mismo. 

En esta section consideraremos la description del mo¬ 
vimiento de una sola particula por dos observadores que 
esten en movimiento uniforme entre si. Los dos observa¬ 
dores pudieran ser, por ejemplo, una persona que viaja en 
un automovil a velocidad constante a lo largo de una recta 
larga de una carretera y otra persona que esta parada en el 
terreno. La particula que ambos estan observando pudiera 
ser una bola arrojada en el aire o en otro automovil en 
movimiento. 

Llamaremos a estos dos observadores S y S'. Cada uno 
tiene un marco de referencia correspondiente que esta 
unido a un sistema de coordenadas cartesianas. Por con- 
veniencia, suponemos que los observadores estan ubi- 
cados en los origenes de sus respectivos sistemas de 
coordenadas. Hacemos solo una restriccion en esta situa¬ 
tion: la velocidad relativa entre S y S' debe ser una 
constante. Nos referimos aqui a constante en magnitud y 
en direccion. Notese que esta restriccion no incluye al 
movimiento de la particula que esta siendo observada por 
5 y por S'. La particula no tiene necesariamente que estar 
moviendose a velocidad constante, y ademas la particula 
bien pudiera estar acelerando. 

La figura 16 muestra, en un tiempo particular t, los dos 
sistemas de coordenadas que pertenecen a S y a S'. Con el 
fin de simplificar, consideraremos al movimiento en dos 
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Figura 16 Los observadores S y S', que se estan moviendo 
uno con respecto al otro, observan a la misma parti'cula P en 
movimiento. En el tiempo mostrado, ellos miden la posicion 
de la parti'cula con respecto a los origenes de sus sistemas de 
coordenadas, cuyas medidas son r fs y r PS ., respectivamente. 
En ese mismo instante, el observador S mide la posicion de 
S' con respecto al origen O, la cual es r^. 


dimensiones solamente, los pianos comunes xy y x'y' 
que se muestran en la figura 16. El origen del sistema S’ 
esta ubicado con respecto al origen del sistema S por el 
vector r s . s . Notese en particular el orden de los subindices 
que usamos para marcar al vector: el primer subfndice 
indica el sistema que esta siendo ubicado (en este caso, el 
sistema de coordenadas de S') y el segundo subindice 
indica el sistema con respecto al cual hacemos la ubica- 
cion (en este caso, el sistema de coordenadas de 5). El 
vector r s . s se leeria entonces como “la posicion de S' con 
respecto a 5.” 

La figura 16 muestra tambien a una particula P en los 
pianos comunes xy y x'y’. Tanto S como S' ubican a la 
particula P con respecto a sus sistemas de coordenadas. 
De acuerdo con S, la particula P esta en la posicion indi- 
cada por el vector r ps , mientras que de acuerdo con S' la 
particula P esta en r PS „ De la figura 16 podemos deducir 
la siguiente relacion entre los tres vectores: 

t ps = r s's + r ps' = r p S - + r s . s , (42) 

donde hemos empleado la ley conmutativa de la suma de 
vectores para intercambiar el orden de los dos vectores. 
De nuevo, es preciso prestar mucha atencion al orden de 
los subindices. En palabras, la ecuacion 42 nos dice: “la 
posicion de P medida por S es igual a la posicion de P 
medida por S' mas la posicion de S' medida por S.” 

Supongamos que la particula P se mueve con velocidad 
\ ps . de acuerdo con S'. ^Que velocidad de la particula 
mediria 5? Para responder a esta pregunta, solo necesita- 
mos tomar la derivada con respecto al tiempo de la ecua¬ 
cion 42, lo cual da 

dtps _ dr PS , dr s . s 

dt dt dt 


La razon de cambio de la posicion de cada vector da la 
velocidad correspondiente, de modo que 

y ps = y ps' + y & S' (43) 


Entonces, en cualquier instante, la velocidad de P segun 
es medida por S es igual a la velocidad de P medida por 
S' mas la velocidad relativa de S' con respecto a S. Aunque 
hemos ilustrado las ecuaciones 42 y 43 para el movimien¬ 
to en dos dimensiones, su aplicacion corresponde igual- 
mente bien en tres dimensiones. 

La ecuacion 43 es una ley de la transformation de ve- 
locidades. Nos permite transformar una medicion de 
velocidad hecha por un observador en un marco de refe¬ 
renda, digamos S', en otro marco de referencia, digamos 
S, siempre y cuando conozcamos la velocidad relativa 
entre los dos marcos de referencia. Es una ley basada 
firmemente tanto en el sentido comun de la experiencia 
cotidiana como en los conceptos de espacio y tiempo que 
son esenciales en la fisica clasica de Galileo y de Newton. 
De hecho, la ecuacion 43 se llama a menudo la forma 
galileana de la ley de la transformation de velocidades. 

Consideraremos aquf solo el caso especial muy impor- 
tante en que los dos marcos de referencia se estan mo¬ 
viendo a velocidad constante uno con respecto al otro. 
Esto es, v s , s es constante tanto en magnitud como en 
direccion. Las velocidades \ ps y \ ps ., que S y S' miden 
para la particula P pudieran no ser constantes y, por 
supuesto, no serian, en lo general, iguales una a la otra. 
Sin embargo, si uno de los observadores, digamos S', 
mide una velocidad que sea constante en el tiempo, 
entonces ambos terminos del lado derecho de la ecua¬ 
cion 43 son independientes del tiempo y, por lo tanto, el 
lado izquierdo de la ecuacion 43 debe tambien ser inde- 
pendiente del tiempo. Entonces, si un observador conclu- 
ye que la particula se mueve a velocidad constante, 
entonces los demas observadores concluyen lo mismo, 
siempre y cuando ellos esten en marcos de referencia que 
se muevan a velocidad constante con respecto al marco 
del primer observador. 

Un resultado aun mas significativo se obtiene al dife- 
renciar la ecuacion 43: 


dfps _ d\p S - d\ s , s 

dt dt dt 


(44) 


El ultimo termino de la ecuacion 44 se anula, porque 
suponemos que la velocidad relativa de los dos marcos de 
referencia es una constante. Entonces 


dy ps __ d\ PS > 
dt dt ' 

Reemplazando estas dos derivadas de la velocidad con las 
aceleraciones correspondientes, obtenemos 


& PS a />S' • 


(45) 
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Las aceleraciones de P medidas por los dos observadores, 
json identicas! 

En el siguiente capitulo hallaremos que la aceleracion 
es fundamental en el comportamiento dinamico de un 
objeto segun la segunda ley de Newton F = ma, la cual 
relaciona a la fuerza F, a la masa m, y a la aceleracion a. 
La ecuacion 45 fue derivada en la circunstancia especial 
de que los marcos de referencia S y S' se mueven a una 
velocidad relativa que es constante tanto en magnitud 
como en direccion. Tales marcos, que pueden moverse 
uno con relacion al otro pero en los cuales todos los 
observadores hallan el mismo valor para la aceleracion de 
una particula dada en movimiento, se llaman marcos 
de referenda inerciales. En el siguiente capitulo veremos 
que son especialmente importantes porque las leyes del 
movimiento de Newton se cumplen solo en tales marcos. 

He aqui un ejemplo de una ley de fisica que puede ser 
usada para probar los marcos de referencia inerciales. Ate 
una masa a un extremo de una cuerda y mantenga el otro 
extremo de la cuerda de modo que la masa cuelgue libre- 
mente. La atraccion de la gravedad de la Tierra sobre la 
masa tira de ella hacia el centro de la Tierra; la direccion 
de la cuerda puede usarse para definir un eje vertical. 
Ensaye ahora el experimento en su automovil cuando se 
mueve en linea recta a una velocidad constante de 55 mi/h. 
El resultado es el mismo: la cuerda cuelga en la misma 
direccion vertical. El automovil, como el terreno, es un 
marco de referencia inercial. Si usted ensaya de nuevo el 
experimento cuando el automovil este acelerando, frenan- 
do, o tomando una curva, la cuerda se desvia de la vertical. 
Estos marcos acelerados (aun con aceleracion centripeta) 
son marcos no inerciales. 

En realidad, la Tierra es un marco de referencia inercial 
solo aproximadamente. A causa de la rotacion de la Tierra 
sobre su eje, dos observadores en diferentes latitudes 
tienen una velocidad tangencial relativa que cambia su 
direccion con la rotacion. fiste es un efecto pequeno y es 
despreciable en la mayoria de las circunstancias, aunque 
debe tomarse en cuenta en los trabajos de precision y 
puede tener incalculables consecuencias en circunstancia 
a gran escala. Por ejemplo, la naturaleza no inercial del 
marco de referencia de la superficie de la Tierra causa la 
rotacion de los vientos con respecto a un centro de alta o 
de baja presion que puede producir tormentas severas y 
destructivas. En la seccion 6-8 estudiaremos otras conse¬ 
cuencias de hacer observaciones en marcos de referencia 
no inerciales. 


Problema muestra 7 ( a ) La bnijula de un aeroplano indica 
que va directo al este; el indicador de la velocidad del aire marca 
215 km/h. Un viento continuo de 65 km/h esta soplando directo 
al norte. (a) ^Cual es la velocidad del aeroplano con respecto a 
tierra? ( b ) Si el piloto desea volar directo al este, ^hacia donde 
debe enfilar? Esto es, ^que debera leerse en la bnijula? 


Figura 17 Problema muestra 7. ( a ) Un aeroplano, que vuela 
hacia el este, es empujado por el viento hacia el norte. ( b ) 
Para viajar hacia el este, el aeroplano debe volar hacia el 
viento. 


Solucion (a) En este problema la “particula” en movimiento 
es el aeroplano P. Existen dos marcos de referencia, el suelo (G) 
y el aire (A). Hagamos que el suelo sea nuestro sistema S y que 
el aire sea el sistema S', y por un simple cambio de notacion, 
podemos reescribir la ecuacion 43 asl: 


y pg ~ y pa v A a ■ 

La figura 17a muestra estos vectores, los cuales form an un 
triangulo rectangulo. Los terminos son, en secuencia, la veloci¬ 
dad del aeroplano con respecto al suelo, la velocidad del aero¬ 
plano con respecto al aire, y la velocidad del aire con respecto 
al suelo (esto es, la velocidad del viento). Notese la orientacion 
del aeroplano, que es congruente con la lectura directo al este 
en la bnijula. 

La magnitud de la velocidad del suelo se halla de 


Vpg = ^ v pa + v ao ~ V(215 km/h) 2 + (65 km/h) 2 = 225 km/h. 


El angulo en la figura 17a se deduce de 


. v AG . 65 km/h ,, D „ 
a = tan" 1 — = tan" 1 • = 16.8°. 

v PA 215 km/h 


Entonces, con respecto al suelo, el aeroplano esta volando a 
225 km/h en una direccion 16.8° NE. Notese que la velocidad 
respecto al suelo es mayor que la velocidad respecto al aire. 

(b) En este caso el piloto debe volar hacia el viento de modo 
que la velocidad del aeroplano con respecto a tierra apunte hacia 
el este. El viento permanece sin cambio y el diagrama vectorial 
que representa a la ecuacion 43 es el que se muestra en la 
figura 17 b. Notese que los tres vectores todavfa forman un 
triangulo rectangulo, como lo hicieron en la figura 17a, pero en 
este caso la hipotenusa es v FA en lugar de v K . 

La velocidad del piloto respecto al suelo es ahora 


VpG ~ ^VpA 


v 2 ag = V(215 km/h) 2 — (65 km/h) 2 = 205 km/h. 


Como lo indica la orientacion del aeroplano en la figura 17 b, el 
piloto debe volar hacia el viento segun un angulo p dado por 


B — serr 1 — = sen" 1 
Vpa 


65 km/h 
215 km/h 


17.6°. 
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Notese que, volando hacia el viento como el piloto lo ha hecho, 
la velocidad respecto al terreno es ahora menor que la velocidad 
respecto al aire._ 


Movimiento relativo a alta velocidad (Opcional) 

Los argumentos anteriores acerca del movimiento relativo for- 
man la piedra angular de la mecanica newtoniana, que comen- 
zaremos a estudiar en el capitulo 5. No imponen una restriccion 
en la velocidad relativa de los marcos de referencia (mientras 
sea constante) o en la velocidad del objeto que esta siendo 
observado. Dos siglos despues de Newton, Albert Einstein 
trato de imaginar el resultado de aplicar la ecuacion 43 a un rayo 
de luz que viaja a una velocidad de c = 299,792,458 m/s en el 
vaci'o. Supongamos que el observador S' esta viendo un rayo de 
luz que viaja a razon de c en la direccion x' positiva. Hagamos 
que S' se mueva con relacion a S, de nuevo en la direccion *' 
positiva, a una velocidad u s S = 1 m/s. /.Que velocidad observa- 
ria S para el rayo de luz? La mecanica newtoniana responderia 
de acuerdo con la ecuacion 43: v PS = 299,792,458 m/s + 1 m/s 
= 299,792,459 m/s. 

Einstein estudio a fondo sus libros de texto de fi'sica. Sabia 
lo que la mecanica newtoniana tenia que decir acerca de los 
observadores en movimiento relativo, mirando a los rayos de 
luz. Tambien sabia que un rayo de luz no es un objeto ordinario 
en movimiento. Un rayo de luz viaja de una manera especial. 
La luz es una radiacion electromagnetica y puede ser analizada 
en terminos de los campos magnetico y electrico que la consti- 
tuyen. Un campo electrico en movimiento crea un campo mag¬ 
netico, y un campo magnetico en movimiento crea a su vez un 
campo electrico. Asf, los campos electrico y magnetico de la 
luz en movimiento esencialmente se autogeneran conforme el 
rayo viaja. Si la ecuacion 43 fuera valida para los rayos de luz, 
razono Einstein, el observador S podrla emitir un rayo de luz en 
direccion x con velocidad c, y el observador S' podrla viajar 
en direccion x relativa a S a razon de v ss - c y atrapar al rayo de 
luz. Precisamente, como en el caso de un automovil que viajaba 
a su lado a la misma velocidad que el automovil de usted, al 
observador S' le parecerla que el rayo de luz esta en reposo. Para 
Einstein esto fue una terrible contradiccion: ^cbrno podia un 
rayo de luz, el cual esta constituido fundamentalmente de 
campos electromagneticos en movimiento, ser alguna vez ob¬ 
servado “en reposo”? 


Einstein propuso lo que para el era una solucion obvia a este 
dilema: ningun rayo de luz puede jamas ser observado “en 
reposo”. Por lo tanto, se debe deducir absolutamente que la 
ecuacion 43 es erronea cuando se aplica a velocidades cercanas 
a c. Einstein llego todavla un paso mas adelante: afirmo que 
tanto S como S' deben medir precisamente el mismo valor 
que el de la velocidad de la luz, jsin importar cuales sean sus 
velocidades relativas! Esta aseveracion parece contraria al sen- 
tido cormin y a las predicciones de la ecuacion 43; si dos 
observadores se estan moviendo a una velocidad relativa de 
0.9999999c, ^como pueden ambos medir la misma velocidad 
de c para un rayo de luz emitido por uno de ellos? 

Dejaremos hasta el capitulo 21 la descripcion matematica 
completa de como sucede esto; por ahora, daremos una pista 
breve en el caso especial de que todas las velocidades sean en 
la direccion x (ox). He aqul ahora el resultado de Einstein 
para la transformacion de las velocidades: 


v — Vps ' Vs ' s 
1 4- t> PS .v S ' S ! c 2 


(46) 


Notese la belleza de este resultado. Cuando v ps . y v s .S son 
pequenas (comparadas con c), el denominador de la ecuacion 46 
es muy cercano a 1 y la ecuacion 46 se reduce a la ecuacion 43. 
Con una velocidad baja, la transformacion galileana de la velo¬ 
cidad arroja resultados aceptables. Cuando v PS , = c (S' esta 
observando un rayo de luz) entonces la ecuacion 46 da v ps = c 
no importa cual sea el valor de v s . S. Todos los observadores 
miden el mismo valor en la velocidad de un rayo de luz, no 
importa cuales sean sus velocidades relativas. 

La aseveracion de Einstein, y la cinematica y la mecanica que 
se deducen de ella, no requieren que abandonemos la fi'sica 
newtoniana. En su lugar, nos advierte que restrinjamos nuestros 
calculos newtonianos a velocidades muy pequenas en com- 
paracion con c. Para los objetos en movimiento que normalmen- 
te encontramos, vamos bien sin esta restriccion. Aun un cohete 
de alta velocidad (v = 10 4 m/s), uno de los artefactos mas rapidos 
construidos por el ser liumano, tiene una velocidad que es 
mucho menor que c (3 x 10 s m/s), de modo que podemos usar 
con seguridad la formula galileana sin un error significativo. 
Las particulas tales como los electrones o los protones pueden, 
sin embargo, ser aceleradas a velocidades que estan muy cerca 
de c. A estas altas velocidades, debe usarse una nueva clase de 
fi'sica, con nuevas ecuaciones de cinematica y de dinamica. Esta 
nueva fi'sica es la base de la teoria especial de la relatividad, que 

estudiaremos mas a fondo en el capitulo 21 . ■ 


PREGUNTAS 


1. £ Puede la aceleracion de un cuerpo cambiar su direccion 
sin haber un cambio de direccion en la velocidad? 

2. Sean v y a representantes de la velocidad y de la acelera¬ 
cion, respectivamente, de un automovil. Describa las cir- 
cunstancias en que (a)vya son paralelos; (b) v y a son 
antiparalelos; (c) v y a son perpendiculares entre si; (d) v 
es cero pero a no lo es; (a) a es cero pero v no lo es. 

3. En salto de anchura, llamado a veces salto largo, ^tiene 
importancia que tan alto se salte? ^Que factores determi- 
nan el trecho del salto? 


4. ^Por que el electron de un haz de un canon de electrones 
cae a causa de la gravedad tanto como una molecula de 
agua en el chorro de una manguera? Supongase un movi¬ 
miento inicial horizontal en cada caso. 

5. ^En que punto o puntos de su trayectoria tiene un proyectil 
su minima velocidad? su maxima? 

6 . La figura 18 muestra la trayectoria seguida por un Learjet 
de la NASA en una carrera diseiiada para simular las 
condiciones de baja gravedad durante un corto periodo de 
tiempo. De un argumento que demuestre que, si el aero- 


plano sigue una trayectoria parabolica particular, los pa- 
sajeros experimentaran la sensacion de ingravidez. 



Figura 18 Pregunta 6 

7. Un obus es disparado desde el nivel del terreno. El angulo 
de disparo que producira el alcance mas largo es menor de 
45 °; esto es, una trayectoria mas plana tiene un alcance 
mas largo. Explique por que. 

8 . Consideremos un proyectil en la cima de su trayectoria. 
(a) i .Cual es su velocidad en terminos de v 0 y </>„? ( b ) ^Cual 
es su aceleracion? (c) ^Como se relaciona la direccion de 
su aceleracion con la de su velocidad? 

9. En la figura 19 se muestran las trayectorias de tres balones 
pateados. Escoja la trayectoria para la cual (a) el tiempo 
de vuelo es el menor, (b) la componente vertical de la 
velocidad al patearlo es la mas grande, (b) la componente 
horizontal de la velocidad al patearlo es la mas grande, y 
(d) la velocidad de despegue es la menor. Desprecie la 
resistencia del aire. 



Figura 19 Pregunta 9. 

10. Un rifle es apuntado estando su canon horizontal. De¬ 
muestre que, para el mismo alcance, el disparo sera dema- 
siado alto cuando se disparate ya sea cuesta arriba o cuesta 
abajo. (Vease “A Puzzle in Elementary Ballistics”, por 
Ole Anton Haugland, The Physics Teacher, abril de 1983, 
p.246). 

11. En su libro Sport Science, Peter Brancazio, refiriendose a 
proyectiles tales como pelotas de beisbol y de golf, escri¬ 
be: “En igualdad de condiciones, un proyectil viajara mas 
lejos en un dia caluroso que en un dia frio, mas lejos en 
una altitud elevada que al nivel del mar, mas lejos en aire 


humedo que en aire seco”. ^Como puede usted explicar 
estas afirmaciones? 

12. Una grafica de altura contra tiempo de un objeto lanzado 
vertical hacia arriba es una parabola. La trayectoria de un 
proyectil, lanzado hacia arriba pero no verticalmente hacia 
arriba, es tambien una parabola. ^Es esto una coinciden- 
cia? Justifique su respuesta. 

13. Las piezas de artillerfa de largo alcance no se colocan en 
el angulo de “alcance maximo” de 45°, sino en angulos de 
elevacion mas grandes, en el intervalo de 55° a 65°. ^Que 
hay de malo con los 45°? 

14. En el movimiento de proyectiles en que la resistencia 
del aire sea despreciable, ^es alguna vez necesario consi- 
derar el movimiento tridimensional en lugar del bidimen¬ 
sional? 

15. ^Es posible acelerar cuando se esta viajando a velocidad 
constante? ^Es posible rodear una curva con aceleracion 
cero? con aceleracion constante? 

16. Describa cualitativamente la aceleracion que actua sobre 
un abalorio que, deslizandose a lo largo de un alambre sin 
friction, se mueve hacia adentro a velocidad constante a 
lo largo de una espiral. 

17. Demuestre que, tomando en cuenta la rotation y la revo¬ 
lution de la Tierra, un libro que esta sobre la mesa se 
mueve mas rapido durante la noche que durante el dfa. ^En 
que marco de referencia es verdad esta aseveracion? 

18. Un aviador, al salir despues de descender en picada, sigue 
el arco de un circulo y se dice que “se salio a 3 g” al salir 
del clavado. Explique lo que significa esto. 

19. Podrla estar representada la aceleracion de un proyectil en 
terminos de una componente radial y una componente 
tangencial en cada punto del movimiento? De ser asi, 
^existe alguna ventaja con esta representation? 

20. Una tuberla de forma rectangular con esquinas redondea- 
das se coloca en un piano vertical, como se muestra en la 
figura 20. Se introducen dos bolas de acero en la esquina 
superior derecha. Una viaja por el conducto AB y la otra 
por el conducto CD. ^Cual llegara mas pronto a la esquina 
inferior izquierda? 

21. Si la aceleracion de un cuerpo es constante en un marco 
de referencia dado, ^es necesaria constante en cualquier 
otro marco de referencia? 

22. Un muchacho que esta sentado en un carro de ferrocarril 
que se mueve a velocidad constante arroja una pelota al 
aire directa hacia arriba. ^Caera la pelota detras de el? 
^Enfrente de el? ^En sus manos? i Que sucede si el carro 
acelera hacia adelante o pasa por una curva cuando la 
pelota esta en el aire? 

23. Una mujer que esta en la plataforma trasera de un tren que 
se mueve a velocidad constante deja caer una moneda 
mientras se inclina sobre el barandal. Describir la trayec¬ 
toria de la moneda segun la ve (a) la mujer que va en el 
tren, (b) una persona que esta parada sobre el suelo cerca 
de la via, y (c) una persona que viaja en un segundo tren 
que se mueve en la direccion opuesta al primer tren por 
una via paralela. 

24. Un elevador esta descendiendo a velocidad constan¬ 
te. Un pasajero deja caer una moneda al suelo. ^Que ace- 
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Figura 20 Pregunta 20. 


Figura 21 Pregunta 28. 


leracion observarian en la moneda (a) el pasajero y ( b ) una 
persona en reposo con respecto al pozo o base del ele- 
vador. 

25. Se esta recogiendo agua en una cubeta a partir de una 
salida estable de una Have. /.Cambiara la razon a la que se 
esta llenando la cubeta si comienza a soplar un viento 
horizontal estable? 

26. Un autobus tiene un parabrisas vertical y viaja bajo la 
lluvia a una velocidad v b . Las gotas de lluvia caen verti- 
calmente con una veloctdad terminal v r /.Con que angulo 
golpean las gotas de lluvia al parabrisas? 

27. Durante una lluvia estable las gotas estan cayendo verti- 
calmente. Con objeto de ir bajo la lluvia de un lugar a otro 
de manera tal que se tope con el menor numero de gotas 


de lluvia, /.se moveria usted a la mayor velocidad posible, 
a la menor velocidad posible, o a una velocidad interme¬ 
dia? (Vease “An Optimal Speed for Traversing a Constant 
Rain”, por S. A. Stem, American Journal of Physics, 
Septiembre de 1983, pag. 815). 

28. /.Cual es el error de la figura 21? El bote esta navegando 
con el viento. 

29. La transformacion galileana de la velocidad, ecuacion 43, 
es tan instintivamente conocida en la experiencia cotidia- 
na que a veces se asegura que “es obviamente correcta, no 
requiere set demostrada”. Muchas refutaciones de la teorfa 
de la relatividad asi ilamadas se han basado en esta afir- 
macion. /.Como podria usted refutar a alguien que hiciera 
tal afirmacion? 


PROBLEMAS 

Seccion 4-1 Posicion, velocidad, y aceleracion 

1. Un aeroplano vuela 410 mi al este desde la ciudad A hasta 
la ciudad B en 45 min y luego 820 mi al sur desde la ciudad 
B hasta la ciudad C en 1 h 30 min. (a) /.Cuales son la 
magnitud y la direccion del vector de desplazamiento que 
representa a la totalidad del viaje? /.Cuales son (b) el 
vector de la velocidad promedio y (c) la velocidad prome- 
dio del viaje? 

2. La posicion de una particula que se mueve en un piano xy 
esta dada por r = (2 f - 5r)i + (6 - 70j. Aqui r esta en 
metros y t esta en segundos. Calcule (a) r, ( 6 ) v, y (c) a 
cuando t - 2 s. 

3. En 3 h 24 min, un globo va a la deriva 8.7 km N, 9.7 km 
E, y 2.9 km en elevacion desde el punto de salida sobre el 
suelo. Halle (a) la magnitud de su velocidad promedio y 
(b) el angulo que su velocidad promedio forma con la 
horizontal. 


4. La velocidad de una particula que se mueve en el piano xy 
esta dada por v = (6t - 4F)i + 8 j. Aqui v esta en metros por 
segundo y r(>0) esta en segundos. (a) /.Cual es la acelera¬ 
cion cuando t = 3 s? (b) /.Cuando, si alguna vez, es 
la aceleracion cero? (c) /.Cuando (si sucede) es cero la 
velocidad? (d) /.Cuando (si sucede) es la rapidez igual a 
10 m/s? 

Seccion 4-2 Movimiento con aceleracion constante 

5. En un tubo de ray os catodicos se proyecta un haz de 
electrones horizontalmente a una velocidad de 9.6 x 10 * 
cm/s a una region entre un par de placas horizontales de 
2.3 cm de longitud. Un campo electrico entre las placas 
causa una aceleracion constante de los electrones hacia 
abajo con magnitud de 9.4 x io 16 cm/s 2 . Halle (a) el tiempo 
requerido para que los electrones pasen a traves de las 
placas, (b) el desplazamiento vertical del haz al pasar por 
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las placas, y (c) las componentes horizontal y vertical de 
la velocidad del rayo cuando emerge de las placas; 

6 . Un velero sobre hielo se desliza sobre la superficie de 
un lago congelado con una aceleracion constante produ- 
cida por el viento. En cierto momento su velocidad es 
6.30i - 8.42j en m/s. Tres segundos mas tarde el velero 
se detiene instantaneamente. /.Cual es la aceleracion du¬ 
rante este intervalo? 

7. Una particula se mueve de modo que su posicion en 
funcion del tiempo es, en unidades SI, 

r(r) = i 4- 4f 2 j + Ik. 

Escriba las expresiones para (a) su velocidad y (b) su 
aceleracion, ambas en funcion del tiempo. (c) /.Cual es la 
forma de la trayectoria de la particula? 

8 . Una particula sale del origen en t = 0 a una velocidad 
inicial v 0 = 3.6i, en m/s. Experimenta una aceleracion 
constante a = -1.2i - 1.4j, en m/s 2 , (a) /.En que tiempo 
llega la particula a su coordenada x maxima? (b) /.Cual es 
la velocidad de la particula en ese momento? (c) /.Donde 
esta la particula en ese momento? 

9. Una particula A se mueve a lo largo de la linea y = d (30 m) 
con una velocidad constante v( v = 3.0 m/s) dirigida para- 
lelamente al eje x‘ positivo (Fig. 22). Una segunda par¬ 
ticula B comienza en el origen con velocidad cero y 
aceleracion constante a (a = 0.40 m/s 2 ) en el mismo 
instante en que la particula A pasa el eje y. /.Que angulo 0 
entre a y el eje y positivo resultaria en una colision entre 
estas dos particulas? 





Figura 22 Problema 9. 


10. Una pelota se deja caer desde una altura de 39.0 m. El 
viento esta soplando horizontalmente e imparte una ace¬ 
leracion constante de 1.20 m/s a la pelota. ( a ) Demuestre 
que la trayectoria de la pelota es una linea recta y halle los 
valores de R y de 0 en la figura 23. (b) /.Que tanto tiempo 
le toma a la pelota llegar al suelo? (c) /.A que velocidad 
golpea la pelota al suelo? 

Seccion 4-3 Movimiento de proyectiles 

11. Una pelota rueda fuera del borde de una mesa horizontal 
de 4.23 ft de altura. Golpea al suelo en un punto 5.11 ft 
horizontalmente lejos del borde de la mesa, (a) /.Durante 
cuanto tiempo estuvo la pelota en el aire? (b) /.Cual era su 
velocidad en el instante en que dejo la mesa? 


\ 1.2 m/s 2 



Figura 23 Problema 10. 


12. Los electrones, como todas las formas de materia, caen 
bajo la influencia de la gravedad. Si un electron es proyec- 
tado horizontalmente a una velocidad de 3.0 x 10 7 m/s (un 
decimo de la velocidad de la luz), /.que tan lejos caera al 
atravesar 1 m de distancia horizontal? 

13. Un dardo es arrojado horizontalmente hacia el centro del 
bianco, punto P del tablero, con una velocidad inicial de 
10 m/s. Se clava en el punto Q del aro exterior, vertical- 
mente abajo de P, 0.19 s mas tarde; vease la figura 24. (a) 
/.Cual es la distancia PQ1 (b) /.A que distancia del tablero 
estaba parado el jugador? 


Mi 



Figura 24 Problema 13. 


14. Un rifle se apunta horizontalmente hacia un bianco alejado 
130 m. La bala golpea el bianco 0.75 in abajo del punto 
de mira. (a) /.Cual es el tiempo de trayecto de la bala? (b) 
/.Cual es la velocidad de la bala en la boca del arma? 

15. Un proyectil se dispara horizontalmente desde un canon 
ubicado a 45.0 m sobre un piano horizontal con una 
velocidad en la boca del cation de 250 m/s. (a) /.Cuanto 
tiempo permanece el proyectil en el aire? (b) /.A que 
distancia horizontal golpea el suelo? (c) /.Cual es la mag¬ 
nitud de la componente vertical de su velocidad al golpear 
el suelo? 

16. Una bola de beisbol deja la mano del lanzador horizontal¬ 
mente a una velocidad de 92 mi/h. La distancia al bateador 
es de 60.0 ft. (a) /.Cuanto tiempo le toma a la bola viajar los 
primeros 30.0 ft horizontalmente? /.Los segundos 30 ft? 
(b) /.A que distancia cae la bola bajo la accion de la 
gravedad durante los primeros 30.0 ft de su viaje horizon¬ 
tal? (c) /.Durante los segundos 30.0 ft? ( d) /.Por que no son 
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iguales estas cantidades? Desprecie los efectos de la resis- 
tencia del aire. 

17. En una historia de detectives, un cuerpo es hallado a 15 ft 
afuera de la base de un edificio y abajo de una ventana 
situada a 80 ft de altura. /.Cree usted que la muerte fue 
accidental o que no? /.Por que? 

18. Usted arroja una pelota desde un acantilado a una veloci- 
dad inicial de 15 m/s y con un angulo de 20° abajo de la 
horizontal. Halle (a) su desplazamiento horizontal, y (b) 
su desplazamiento vertical 2.3 s mas tarde. 

19. Usted arroja una pelota a una velocidad de 25.3 m/s y un 
angulo de 42.0° arriba de la horizontal directa hacia una 
pared como se muestra en la figura 25. La pared esta a 
21.8m del punto de salida de la pelota. (a) ^Cuanto tiempo 
estuvo la pelota en el aire antes de que golpee a la pared? 
(b) /.A que distancia arriba del punto de salida golpea la 
pelota a la pared? (c) /.Cuales son las componentes hori¬ 
zontal y vertical de su velocidad cuando golpea a la pared? 
(*0 t,Ha pasado el punto mas elevado de su trayectoria 
cuando la golpea? 
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Figura 25 Problema 19. 


20. Demuestre que la altura maxima alcanzada por un proyec¬ 
til ^ y<*ix = ( L’osen fa) 2 /2g. 

21. (a) Pruebe que para un proyectil disparado desde la super- 
ficie a nivel del terreno con un angulo arriba de la 
horizontal, la razon de la altura maxima H y el alcance R 
esta dada por H/R = jtan (b) Halle el angulo de proyec- 
cion para el cual la altura maxima y el alcance horizontal 
son iguales. Vease la figura 26. 



Figura 26 Problemas 21 y 22. 


22. Un proyectil se dispara desde la superficie de un suelo 
nivelado con un angulo sobre la horizontal, (a) Demues¬ 
tre que el angulo de elevacion 6 del punto mas elevado tal 
como se le ve desde el punto de disparo se relaciona con 
segun tan 9 = \ tan 4 . Vease la figura 26. (b) Calcule d 
para <f> 0 = 45°. 


23. Una piedra es proyectada a una velocidad inicial de 
120 ft/s en una direccion 62° sobre la horizontal, hacia un 
acantilado de altura h, como se muestra en la figura 27. La 
piedra golpea al terreno en A 5.5 s despues del lanza- 
miento. Halle (a) la altura h del acantilado, (b) la velocidad 
de la piedra en el momento antes de que se impacte en A, 
y (c) la altura maxima H alcanzada sobre el suelo. 



Figura 27 Problema 23. 


24. En ocasion de las Olimpiadas de 1968 en la ciudad de 
Mexico, Bob Beamon rompio el record de salto largo con 
un salto de 8.90 m. Suponga que su velocidad inicial en el 
punto de separacion del suelo era 9.50 m/s, casi igual a 
la de un corredor veloz. /.Que tan cerca estuvo este atleta 
de primera clase de llegar al alcance maximo posible en 
ausencia de una resistencia del aire? El valor de g en la 
ciudad de Mexico es de 9.78 m/s 2 . 

25. En el problema muestra 3, halle (a) la velocidad del pa- 
quete cuando golpea al bianco y ( b ) el angulo del impacto 
con la vertical, (c) /.Por que el angulo del impacto no es 
igual al angulo de mira? 

26. En el libro de Galileo Dos ciencias nuevas el sabio afirma 
que “para elevaciones [angulos de proyeccion] que exce- 
dan o no lleguen a 45° por cantidades iguales, los alcan- 
ces son iguales”. ( a ) Pruebe esta aseveracion (vease la 
Fig. 28). ( b ) Para una velocidad inicial de 30.0 m/s y un 
alcance de 20.0 m, halle los dos angulos posibles de 
elevacion de la proyeccion. 


y 



Figura 28 Problema 26. 


27. Un malabarista maneja cinco bolas en movimiento, lan- 
zando cada una secuencialmente hacia arriba a una distan¬ 
cia de 3.0 m. (a) Determine el intervalo de tiempo entre 
dos lanzamientos sucesivos. ( b) De las posiciones de las 
otras bolas en el instante en que una llega a su mano. 
(Desprecie el tiempo tornado para transferir la bola de una 
mano a la otra.) 
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28. Un rifle dispara una bala a una velocidad en la boca 
de 1500 ft/s a un bianco situado a 150 ft. /.A que altura del 
bianco debe ser apuntado el rifle para que la bala de en 
el bianco? 

29. Una pelota rueda desde lo alto de una escalera con una 
velocidad horizontal de magnitud 5.0 ft/s. Los escalones 
tienen 8.0 in de altura y 8.0 in de ancho. /En que escalon 
golpeara primero la pelota? 

30. Una pelota se arroja desde el terreno hacia el aire. A una 
altura de 9.1 m se observa que la velocidad es v = 7.6i + 
6.1 j, en m/s (eje x horizontal, eje y vertical y hacia arriba). 
(a) iA que altura maxima se elevara la pelota? (b) /.Cual 
sera la distancia horizontal recorrida por la pelota? (c) 
/Cual es la velocidad de la pelota (magnitud y direccion) 
en el instante anterior de que golpee el suelo? 

31. Si el monticulo del lanzador esta a 1.25 ft sobre el campo 
de beisbol, /.puede un lanzador lanzar una bola rapida 
horizontalmente a 92.0 mi/h y aun asi entrar en la zona de 
“strike” sobre la base que esta a 60.5 ft de distancia? 
Suponga que, para obtener un strike, la bola debe entrar a 
una altura de 1.30 ft pero no mayor de 3.60 ft. 

32. De acuerdo con la ecuacion 24, el alcance de un proyectil 
no depende solamente de u 0 y de tfa, sino tambien del valor 
g de la aceleracion de gravitacion, la cual varia de lugar a 
lugar. En 1936, Jesse Owens establecio un record mundial 
de salto largo de 8.09 m en los Juegos Olimpicos de Berlin 
(g = 9.8128 m/s 2 ). Suponiendo los mismos valores de v 0 
y de <p 0 , /.en cuanto habria diferido su record de haber 
competido en Melbourne (g = 9.7999 m/s 2 ) en 1956? 
(Relacionado con esto vease “The Earth’s Gravity”, por 
Weikko A. Heiskanen, Scientific American, Septiembre 
de 1955, pag. 164.) 

33. Durante las erupciones volcanicas pueden ser proyectados 
por el volcan gruesos trozos de roca; estos proyectiles se 
llaman bloques volcdnicos. La figura 29 muestra una 
seccion transversal del Monte Fuji, en Japon. (a) /.A que 
velocidad inicial tendria que ser arrojado de la boca A del 
volcan uno de estos bloques, formando 35° con la horizon¬ 
tal, con objeto de caer en el pie B del volcan? (b) /.Cual es 
el tiempo de recorrido en el espacio? 


(a) Si la bola deja su mano a 3.0 ft sobre el suelo en una 
direccion horizontal, /.que sucedera? (b) /.Con que angulo 
de elevacion debera el jugador de tercera base lanzar la 
bola si se desea que el jugador en primera base la atrape? 
Suponga que el guante del jugador en primera base esta 
tambien a 3.0 ft sobre el terreno. (c) /.Cual sera el tiempo 
del recorrido? 

35. /.A que velocidad inicial debera el jugador de baloncesto 
lanzar la pelota, formando 55° con la horizontal, para 
encestar el tiro de castigo, como se muestra en la figu¬ 
ra 30? El aro de la cesta tiene un diametro de 18 in. 
Obtenga otros datos de la figura 30. 



Figura 30 Problema 35. 


36. Un jugador de futbol patea la pelota para que tenga un 
“tiempo de suspension” (tiempo de recorrido) de 4.50 s y 
aterrice a 50 yardas (= 45.7 m) de distancia. Si la pelota 
abandona el pie del jugador a 5.0 ft (- 1.52 m) de altura 
sobre el terreno, /.cual es su velocidad inicial (magnitud y 
direccion)? 

37. Cierto aeroplano tiene una velocidad de 180 mi/h y baja en 
picada con un angulo de 27° abajo de la horizontal cuando 
emite una serial de radar. La distancia horizontal entre el 
punto de emision de la senal y el punto en que la seiial 
golpea el suelo es de 2300 ft. (a) ^Cuanto tiempo estara la 
seiial en el aire? (b) /.A que altura estaba el aeroplano 
cuando se emitio la seiial de radar? Vease la figura 31. 



Figura 29 Problema 33. Figura 31 Problema 37. 


34. Un jugador de tercera base quiere lanzar a la primera base, 
que dista 127 ft. Su mejor velocidad de tiro es de 85 mi/h. 


38. Un bombardero en picada, clavandose con un angulo 
de 56.0° con la vertical, suelta una bomba a una altitud de 
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Figura 32 Problema 39. 


730 m. La bomba llega al suelo 5.10 s mas tarde, fallando 
el bianco. ( a ) /.Cual es la velocidad del bombardero? (£>) 
/.A que distancia viaja la bomba horizontalmente durante 
su recorrido? (c) /.Cuales eran las componentes horizontal 
y vertical de su velocidad en el momento antes de que 
toque el suelo? ( d) /.Con que velocidad y angulo con la 
vertical cayo la bomba al suelo? 

39. El B-52 que se muestra en la figura 32 tiene una longitud 
de 49 m y esta viajando a una velocidad de 820 km/h 
(= 510 mi) sobre un objetivo. /.Que tan apartados entre si 
estaran los crateres que formen las bombas? Haga usted 
las mediciones que necesite directamente de la figura. 
Suponga que no hay viento y desprecie la resistencia del 
aire. /.Como afectaria la resistencia del aire a su respuesta? 

40. Una pelota de futbol es pateada con una velocidad inicial 
de 64 ft/s y un angulo de proyeccion de 42° sobre la 
horizontal. Un receptor en la linea de gol situada a 65 
yardas en la direccion de la patada comienza a correr para 
atrapar a la pelota en ese instante. /.Cual debe ser su 
velocidad promedio si tiene que atrapar la pelota en el 
momento antes de que llegue al suelo? Desprecie la resis¬ 
tencia del aire. 

41. (a) Durante una partida de tenis, un jugador sirve a 
23.6 m/s (segiin registra una pistola de radar), dejando 
la pelota a la raqueta a 2.37 m sobre la superficie de la 
cancha, horizontalmente. /.Por cuanto debera la pelota 
salvar la red, que esta a 12 m de distancia y tiene 0.90 m 
de altura? ( b ) Supongase que el jugador sirve la pelota 
como antes excepto que la pelota deja la raqueta a 5.0° 
abajo de la horizontal. /.Pasara esta vez la pelota sobre la 
red sin tocarla? 

42. Un bateador golpea una bola lanzada a una altura de 4.0 ft 
sobre el suelo de modo que su angulo de proyeccion es de 
45° y el alcance horizontal es de 350 ft. La bola viaja hacia 


la linea izquierda del campo donde hay una barda de 24 ft 
de altura que se ubica a 320 ft de la placa de “home”. 
/.Pasara la bola por encima de la barda? De hacerlo, /.por 
cuanto? 

43. El pateador de un equipo de futbol americano puede dar a 
la pelota una velocidad inicial de 25 m/s. /.Dentro de que 
zona angular debera ser pateada la pelota si el pateador 
debe apenas anotar un gol de campo desde un punto 
situado a 50 m enfrente de los postes de gol cuya barra 
horizontal esta a 3.44 m sobre el terreno? 

44. Un canon esta listo para disparar proyectiles con una 
velocidad inicial v 0 directamente sobre la ladera de una co- 
lina con un angulo de elevacion a, como se muestra en la 
figura 33. /,A que angulo a partir de la horizontal debera 
ser apuntado el canon para obtener el alcance maximo 
posible R sobre la ladera de la colina? 



Figura 33 Problema 44. 


45. En un juego de beisbol un bateador envia la bola a una 
altura de 4.60 ft sobre el suelo de modo que su angulo de 
proyeccion es de 52.0° con la horizontal. La bola aterriza 


en el graderio, a 39.0 ft arriba de la parte inferior; vease 
la figura 34. El graderio tiene una pendiente de 28.0° y los 
asientos inferiores estan a una distancia de 358 ft de la 
placa de “home”. Calcule la velocidad con que la bola dejo 
el bate. (Desprecie la resistencia del aire.) 



46. Se lanzan proyectiles a una distancia horizontal R del 
borde de un acantilado de altura h de manera tal que 
aterrizan a una distancia horizontal x del fondo del acan¬ 
tilado. Si queremos que x sea tan pequena como es posible, 
/.como ajustariamos fa y u 0 , suponiendo que v 0 pueda ser 
variada desde cero hasta un valor maximo finito v mx y que 
fa puede ser variado continuamente? Solo se permite una 
colision con el suelo; vease la figura 35. 



Figura 35 Problema 46. 


47. Una observadora de radar en tierra esta “vigilando” la 
aproximacion de un proyectil. En cierto instante tiene 
la siguiente informacion: el proyectil esta a su maxima 
altitud y se mueve horizontalmente con velocidad v; la 
distancia en linea recta al proyectil es L, la linea de mira 
al proyectil esta en un angulo 6 sobre la horizontal, (a) 
Halle la distancia D entre la observadora y el punto de 
impacto del proyectil. D tiene que ser expresado en termi- 
nos de las cantidades observadas v, L, d, y el valor de g 
conocido. Suponga una Tierra plana; suponga tambien 
que la observadora esta en el piano de la trayectoria del 
proyectil. ( b ) /.Como puede decirse si el proyectil pasara 
sobre la cabeza de la observadora o chocara contra el suelo 
antes de alcanzarla? 

48. Un cohete se dispara desde el reposo y se mueve en linea 
recta a 70.0° sobre la horizontal con una aceleracion de 
46.0 m/s 2 . Despues de 30.0 s de vuelo impulsado, los 
motores se apagan y el cohete sigue una trayectoria para- 
bolica hasta caer de nuevo en tierra (vease la figura 36). 
(a) Halle el tiempo de vuelo desde el disparo hasta el 
impacto. (6) /.Cual sera la altitud maxima alcanzada? (c) 
/.Cual es la distancia desde la rampa de lanzamiento hasta 
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Figura 36 Problema 48. 


el punto del impacto? (Desprecie la variacion de g con la 
altitud.) 

49. Un canon antitanques esta ubicado en el borde de una 
meseta a una altura de 60.0 m sobre la llanura que la rodea 
(vease la Fig. 37). La cuadrilla del canon avista un tanque 
enemigo estacionado en la llanura a una distancia horizon¬ 
tal de 2.20 km del canon. En el mismo instante, la tripu- 
lacion del tanque ve el canon y comienza a escapar en linea 
recta de este con una aceleracion de 0.900 m/s 2 . Si el canon 
antitanques dispara un obus con una velocidad de salida 
de 240 m/s y un angulo de elevacion de 10.0° sobre la 
horizontal, /.cuanto tiempo esperaran los operarios del 
canon antes de disparar para darle al tanque? 
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Figura 37 Problema 49. 
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50. /.Cual es la altura vertical maxima a la cual un jugador de 
beisbol debe lanzar una bola si puede alcanzar una distan¬ 
cia de 60.0 m? Suponga que la bola es lanzada a una altura 
de 1.60 m a la misma velocidad en ambos casos. 

Seccion 4-4 Movimiento circular uniforme 

51. En el modelo Bohr del atomo de hidrogeno, un electron 
gira alrededor de un proton en una orbita circular de 5.29 
x 10 " m de radio con una velocidad de 2.18 * 10 6 m/s. 
/.Cual es la aceleracion del electron en este modelo del 
atomo de hidrogeno? 

52. Un astronauta esta girando en una centrifuga de 5.2 m 
de radio, (a) /.Cual es su velocidad si la aceleracion es de 
6.8 g7 ( b ) /.Cuantas revoluciones por minuto se requieren 
para producir esta aceleracion? 

53. Un satelite de la Tierra se mueve en una orbita circular 
situada a 640 km sobre la superficie de la Tierra. El 
tiempo para una revolucion es de 98.0 min. (a) /.Cual es 
la velocidad del satelite? ( b ) /.Cual es la aceleracion en 
cafda libre en la orbita? 

54. Una rueda de feria Ferris tiene un radio de 15 m y completa 
cinco vueltas sobre su eje horizontal a cada minuto. (a) 
/.Cual es la aceleracion, magnitud y direccion, de un 
pasajero en el punto mas alto? ( b ) /.Cual es la aceleracion 
en el punto mas bajo? 
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55 . Un abanico que esta girando completa 1200 revoluciones 

cada minuto. Consideretnos un punto en la punta de un 
aspa, la cual tiene un radio de 0.15 m. (a) que distancia 

se mueve el punto en una revolucion? (b) ^Cual es la 
velocidad del punto? (c) ^Cual es su aceleracion? 

56. El tren rapido conocido como el TGV Atlantique (Train 
Grande Vitesse) que corre desde el sur de Paris hasta Le 
Mans, en Francia, tiene una rapidez maxima de 310 km/h. 

(a) Si el tren toma una curva a esta velocidad y la acele¬ 
racion experimentada por los pasajeros ha de estar limita- 
da a 0.05 g, ^cual es el radio de curvatura de la via mas 
pequena que puede tolerarse? (b) Si existe una curva con 
un radio de 0.94 km, 4 A que valor debera disminur su 
velocidad? 

57. Se cree que ciertas estrellas neutron (estrellas extremada- 
mente densas) giran a alrededor de 1 rev/s. Si una estre- 
11 a tal tiene un radio de 20 km (valor tl'pico), (a) ^cual es 
la velocidad de un punto situado en el ecuador de la estrella 
y (b) ^cual es la aceleracion centripeta de ese punto? 

58. Una parti'cula P viaja a velocidad constante en un ci'rculo 
de 3.0 m de radio y completa una revolucion en 20 s 
(Fig. 38). La partfcula pasa por el punto O en t = 0. Con 
respecto al origen O, halle (a) la magnitud y direccion de 
los vectores que describan su posicion 5.0,7.5, y 10 s mas 
tarde; (ft) la magnitud y direccion del desplazamiento en 
el intervalo de 5.0 s desde el quinto segundo hasta el 
decimo; (c) el vector de la velocidad promedio en este 
intervalo; ( d) el vector de la velocidad instantanea al 
comienzo y al final de este intervalo, y (e) el vector de la 
aceleracion instantanea al comienzo y al final de este 
intervalo. Mida los angulos en sentido antihorario desde 
el eje x. 


y 



Figura 38 Problema 58. 


59. Una partfcula en movimiento circular uniforme con res¬ 
pecto al origen O tiene una velocidad t>. (a) Demuestre 
que el tiempo 5t requerido para que pase a traves de un 
desplazamiento angular A 6 esta dado por 

, 2 nr Ad 

'"71 7, 

donde A<j> esta en grados y r es el radio del cfrculo. ( b ) 
Refierase a la Fig. 39 y, tomando las componentes x y y 
de las velocidades en los puntos 1 y 2 , demuestre que a x = 
0 y a y - -0.9 v 2 jr, para un par de puntos simetricos con 
respecto al eje y siendo O - 90 . (c) Demuestre que si Ad 


= 30°, a, = 0yfl,= -0.99 v 2 /r. (d) Demuestre que a y -* - v 2 /r 
segun Ad -* 0 y que la simetrfa circular requiere esta 
respuesta para cada punto del cfrculo. 


y 



Figura 39 Problema 59 


60. Un nino hace girar a una piedra en un cfrculo horizontal 
situado a 1.9 m sobre el suelo por medio de una cuerda de 
1.4 m de longitud. La cuerda se rompe, y la piedra sale 
disparada horizontalmente, golpeando el suelo a 11 m de 
distancia. ^Cual fue la aceleracion centripeta de la piedra 
mientras estaba en movimiento circular? 

61. (a) Use los datos del apendice C para calcular la relacion 
de las aceleraciones centripetas de la Tierra y de Satumo 
debidas a sus revoluciones alrededor del Sol. Suponga que 
ambos planetas se mueven en orbitas circulares a veloci¬ 
dad constante. (b) ^Cual es la razon de las distancias de 
estos dos planetas al Sol? (c) Compare las respuestas de 
las partes (a) y ( b ) y sugiera una relacion sencilla entre la 
aceleracion centripeta y la distancia al Sol. Compruebe sus 
hipotesis calculando las mismas razones para otro par de 
planetas. 

62. (a) ^Cual es la aceleracion centripeta de un objeto situado 
en el ecuador de la Tierra debido a la rotacion de la misma? 

( b ) ^Cual tendrfa que ser el periodo de rotacion de la Tierra 
para que los objetos situados en el ecuador tuvieran una 
aceleracion centripeta igual a 9.8 m/s 2 ? 

63. Calcule la aceleracion de una persona situada en la latitud 
40° debida a la rotacion de la Tierra. 

64. Una mujer de 1.6 metros de talla permanece de pie en la 
latitud 50° durante 24 h. (a) Durante este intervalo, ^que 
tanto mas se mueve en comparacion con las plantas de sus 
pies? (b) ^Cuanto mas grande es la aceleracion de su 
cabeza que la aceleracion de las plantas de los pies? 
Considere solamente los efectos asociados con la rotacion 
de la Tierra. 

Seccion 4-5 Vectores de velocidad y de aceleracion 
en el movimiento circular 

65. Una partfcula esta viajando en una trayectoria circular de 
3.64 m de radio. En cierto instante, la partfcula se mueve 
a razon de 17.4 m/s, y su aceleracion forma un angulo 
de 22 . 0 ° en direccion al centro del cfrculo segun se ve 
desde la partfcula (vease la figura 40). ^A que tasa esta 
creciendo la velocidad de la partfcula? ( b ) ^Cual es la 
magnitud de la aceleracion? 



Figura 40 Problema 65. 


66 . Una partfcula se mueve en un piano de acuerdo a 
x = R sen cot + coRt, 
y = R cos cot + R, 

donde coy R sonconstantes. Esta curva, llamada cicloide, 
es la trayectoria trazada por un punto de la llanta de una 
rueda que gira sin resbalamiento a lo largo del eje x. {a) 
Trace la trayectoria. (b) Calcule la velocidad y la acelera¬ 
cion instantaneas cuando la partfcula esta en el valor de y 
maximo y mfnimo. 

Seccion 4-6 Movimiento relativo 

67. Una persona asciende por una escalera mecanica quieta de 
15 m de longitud en 90 s. Estando de pie en la misma 
escalera, ahora en movimiento, la persona es transportada 
en 60 s. ^Cuanto tiempo le tomarfa a esa.persona ascender 
por la escalera en movimiento? ^Depende la respuesta de 
la longitud de la escalera? 

68 . La terminal del aeropuerto de Ginebra, Suiza, tiene un 
“pasillo movil” para hacer mas rapido el transito de los 
pasajeros en un corredor largo. Pedro, que camina por el 
corredor pero no utiliza el pasillo movil, emplea 150 s para 
atravesarlo. Pablo, quien simplemente va de pie en el 
pasillo movil, cubre la misma distancia en 70 s. Marfa no 
solo usa el pasillo movil sino que camina a lo largo de el. 
^Cuanto tiempo emplea Maria? Suponga que Pedro y 
Marfa caminan a la misma velocidad. 

69. Un vuelo transcontinental de 2700 mi esta programado 
con un tiempo 50 min mas largo cuando vaya hacia el oeste 
que hacia el este. La velocidad del aeroplano de propulsion 
a chorro en el aire es de 600 mi/h. iQue hipotesis deberan 
hacerse sobre la velocidad de la corriente de viento del 
chorro del aeroplano, ya sea del este o del oeste, al preparar 
la bitacora? 

70. Esta nevando verticalmente a una velocidad constante de 
7.8 m/s. ( a ) ^Con que angulo con respecto a la vertical y (b) 
a que velocidad parecen estar cayendo los copos de nieve 
segun los ve el conductor de un automovil que viaja en una 
carretera recta a una velocidad de 55 km/h? 

71. Un tren viaja hacia el sur a razon de 28 m/s (con relacion 
al terreno) bajo una lluvia que se inclina hacia el sur por 
el soplo del viento. La trayectoria de cada gota de lluvia 
forma un angulo de 64° con la vertical, segun lo aprecia 
un observador que se halla quieto en el suelo. Sin embargo, 
otro observador que viaja en un tren ve las trayectorias de 
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la lluvia perfectamente verticales a traves del vidrio de la 
ventana. Determine la velocidad de las gotas de lluvia con 
relacion a tierra. 

72. En un gran almacen un comprador se halla de pie sobre la 
escalera mecanica que asciende; la escalera se mueve a un 
angulo de 42° sobre la horizontal y a una velocidad de 
0.75 m/s. El comprador se cruza con su hija, la cual va 
de pie en una escalera, identica adyacente, que desciende. 
(Vease la figura 41). Halle la velocidad del comprador 
respecto a su hija. 



Figura 41 Problema 72. 


73. Un piloto debe viajar hacia el este desde A hasta B y luego 
regresan de nuevo a A hacia el oeste. La velocidad del 
aeroplano en el aire es v y la velocidad del aire con 
respecto al suelo es u. La distancia entre A y B es / y 
la velocidad del aeroplano en el aire es constante. (a) Si 
u = 0 (aire quieto), demuestre que el tiempo del viaje 
redondo es t 0 - 21/u. (b) Suponga que la velocidad del aire 
va hacia al este (u oeste). Demuestre que el tiempo del 
viaje redondo es, entonces, 

1 to ~ 

h 1 - u 2 /v 2 ' 

(c) Suponga que la velocidad del aire es hacia el norte (o 
hacia el sur). Demuestre que el tiempo del viaje redondo 
es, entonces, 


N >/l — u 2 /v 2 

(d) En las partes (b) y (c), ^debemos suponer que u<v1 
^Por que? 

74. Dos carreteras se intersecan, como se ve en la Fig. 42. En 
el instante mostrado, una patrulla P esta a 41 m de la 
interseccion y moviendose a razon de 76 km/h. El moto- 
rista Mesta a 57 m de la interseccion y moviendose a razon 
de 62 km/h. En este momento, £cual es la velocidad 
(magnitud y angulo con la lfnea de mira) del motorista con 
respecto a la patrulla? 

75. Un helicoptero esta volando en lfnea recta sobre el ni- 
vel del campo a una velocidad constante de 6.2 m/s y 
una altitud constante de 9.5 m. Un paquete es arrojado 
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horizontalmente desde el helicoptero con una velocidad 
inicial de 12 in/s en relacion al helicoptero, y en direc- 
cion opuesta al movimiento del helicoptero. (a) Halle 
la velocidad inicial del paquete con relacion al terreno. 
(b) iCual es la distancia horizontal entre el helicoptero y 
el paquete en el instante en que el paquete golpea el 
terreno? (c) ^Que angulo forma el vector velocidad del 
paquete con el terreno en el instante anterior al impacto, 
visto desde el suelo? (d) tal como se vena desde el 
helicoptero? 

76. Un elevador asciende con una aceleracion de 4.0 ft/s 2 . En 
el instante en que su velocidad es de 8.0 ft/s, un tomillo 
suelto cae desde el techo del elevador hasta el piso, que 
esta a 9.0 ft de distancia. Calcule (a) el tiempo que le tomb 
al tomillo viajar desde el techo al piso, y (b) la distancia 
que ha cat'do en relacion al tiro del elevador. 

77. Un avion ligero alcanza una velocidad en el aire de 
480 km/h. El piloto se dispone a salir hacia un destino 
situado a 810 km al norte, pero descubre que el avion debe 
enfilar a 21° NE para volar hacia alii directamente El 
avion llega en 1.9 h. iCual fue el vector de la velocidad 
del viento? 

78. La Policia estatal de Nueva Hampshire utiliza aviones 
para controlar los limites de velocidad en la carretera. 
Supongamos que uno de los aeroplanos tiene una veloci¬ 
dad de 135 mi/h en aire quieto. Esta volando directo al 
norte de modo que en todo momenta esta sobre una carre¬ 
tera norte-sur. Un observador en tierra le dice por radio 
al piloto que esta soplando un viento de 70 mi/h pero 
descuida darle la direccion del viento. El piloto observa 
que a pesar del viento el aeroplano puede viajar 135 mi a 
lo largo de la carretera en 1 h. En otras palabras, la 
velocidad en el suelo es la misma que si no hubiese viento. 
(a) ^Cual es la direccion del viento? ( b ) ^Cual es la 
direccion del aeroplano, esta es, el angulo entre su eje y 
la carretera? 

79. Una mujer puede remar en un bote a razon de 4.0 mi/h en 
aguas tranquilas. (a) Si esta cruzando un rlo donde la 
corriente es de 2.0 mi/h, ^hacia que direccion debera llevar 
su bote si quiere llegar a un punto directamente opuesto 
a su punto de arranque? ( b ) Si el n'o tiene una anchura de 
4.0 mi, /cuanto tiempo le tomara cruzar el n'o? (c) ^Cuanto 
tiempo le tomara remar 2.0 mi no abajo y luego regresar 


a su punto de arranque? (d) ^En que direccion debera 
enfilar a su bote si desea cruzar en el tiempo mas corto 
posible? /.Cual es ese tiempo? 

80. Un carro de carga de madera se esta moviendo en una via 
del ferrocarril a una velocidad ry Un tirador apostado 
dispara una bala (velocidad inicial v 2 ) hacia el con un rifle 
de alto poder. La bala traspasa ambas paredes del carro, es- 
tando los orificios de entrada y salida exactamente opues- 
tos entre si segun se ven desde adentro del carro. ^.Desde 
que direccion, respecto a la via, se hizo el diseparo? 
Suponga que la bala no se desvia despues de entrar al 
carro, pero que su velocidad disminuye en un 20%. Tome 
V] = 85 km/h y v, = 650 m/s. (^Le sorprende que no 
necesite conocer la anchura del carro de carga?). 

81. Un hombre desea cruzar un rio de 500 m de anchura. Su 
velocidad al remar (en relacion al agua) es de 3.0 km/h. El 
rio fluye a una velocidad de 2.0 km/h. La velocidad a la 
que camina el hombre en la orilla es de 5.0 km/h. (a) Halle 
la trayectoria (remo y caminata combinadas) que tomaria 
para llegar al punto directamente opuesto a su punto 
de partida en el tiempo mas corto. ( b ) ^Cuanto tiempo le 
tomaria? 

82. Un buque de guerra navega directo al este a razon de 
24 km/h. Un submarino que esta a 4.0 km de distancia 
dispara un torpedo que tiene una velocidad de 50 km/h 
(vease la Fig. 43). Si la orientacion del buque segun se ve 
desde el submarino es de 20° NE, (a) ^en que direccion 
deberia ser disparado el torpedo para que alcance al buque, 
y (b) cual seria el tiempo de viaje del torpedo hasta 
alcanzar al buque? 



Figura 43 Problema 82. 


83. Un electron se mueve a una velocidad de 0.42 c con 
respecto al observador B. El observador B se mueve a una 
velocidad de 0.63 c con respecto al observador A, en la 
misma direccion que el electron. /.Que velocidad del elec¬ 
tron mide el observador Al 

84. La galaxia Alfa se aleja de nosotros a una velocidad de 
0.350 c. Por otra parte la galaxia Beta, localizada precisa- 
mente en la direccion opuesta, esta alejandose de nosotros 
a la misma velocidad. L Qu6 velocidad de alejamiento 


percibiria un observador que estuviera en la galaxia Alfa 
(a) de nuestra galaxia y (b) de la galaxia Beta? 

Proyectos para la computadora 

85. Una computadora puede generar una tabla de coordena- 
das, componentes de la velocidad, y componentes de la 
aceleracion de un objeto en tiempos especificados. La 
tabla puede ser consultada luego para liallar cantidades 
interesantes, tales como el punto mas elevado de una 
trayectoria, el tiempo de aterrizaje, etc. Escriba un progra- 
ma o disene una hoja de calculo para las coordenadas y las 
componentes de la velocidad de un proyectil al final de 
cada intervalo de tiempo At desde el tiempo f, hasta el 
tiempo t 2 , suponiendo que el proyectil parte desde el ori- 
gen en el tiempo t = 0. Esto es, la computadora debera 
evaluar x = v 0 t cos 0 0 , y - v 0 t sen 0 0 - -g f, v x - u 0 cos 6 0 y 
v y = v 0 sen d 0 - gt para t = r„ r, + Ar, q + 2 Ar,..., f, + N At. 
Comience con los valores de v 0 , 0 O , f„ Ar, y N. Disponga 
el programa de modo que puedan ser cambiados facilmen- 
te r,, At, y N en corridas siguientes sin realimentar con los 
valores de otras cantidades. Pruebe el programa resolvien- 
do el problema siguiente. Compare los resultados con los 
obtenidos de las expresiones algebraicas apropiadas. 

Un proyectil es disparado sobre el nivel del suelo con v 
= 50 m/s a 25° sobre la horizontal, (n) Evaluar x(t), y(r), 
v x (t), y u y (t) al final de cada 0.1 s desde t = 0 hasta t - 4.5 s. 
{b) Halle los dos valores del tiempo entre los cuales estara 
el proyectil en el punto mas elevado de su trayectoria. 
Corra de nuevo su trayectoria. Corra de nuevo el programa 
con r, igual al primero de estos tiempos y At = 0.005 s. 
Use la tabla para calcular las coordenadas del punto mas 
elevado con 2 cifras significativas. (c) Use la misma 
tecnica para liallar el tiempo, las coordenadas y las com¬ 
ponentes de la velocidad cuando el proyectil retorna a la 
altura del disparo. 

86. Una particula se mueve en el piano xy sujeta a la acelera¬ 
cion a x . = -1.7 y a y = -0.45. (En este problema, todas las 
dimensiones estan en centrimetros y todos los tiempos 
en segundos.) En t = 0, la particula pasa por el punto x = 1, 
y = 10 moviendose a velocidad v x = 10 y v y = 2. Escriba 
un programa para la computadora que tabule las siguientes 
variables que describen el movimiento de la particula 
cuando esta en el primer cuadrante (arriba a la derecha) 
solamente: t,x,y, r, <p( = tan ~'y/x), v x , v y , v, 0(= tan 'vju t ). 
Use la tabla de valores para responder a las siguientes 


preguntas. De todas las respuestas con 3 cifras significa¬ 
tivas. Algunas preguntas pueden tener mas de una respues- 
ta. (a) ^En que tiempo y en que lugar deja la particula al 
primer cuadrante? ( b ) ^Cual es la distancia maxima de la 
particula desde el origen, y cual es su rapidez en ese 
tiempo? (c) ^En que direccion se esta moviendo la par¬ 
ticula cuando su velocidad sea 2.00? ( d) ^Donde cruza la 
particula a la linea a 45° que bisecta al cuadrante? 

87. Las coordenadas de un objeto que viaja uniformemente en 
un circulo de radio R estan dadas por x = R cos cot y y = R 
sen tot, donde co es una constante y el angulo at esta en 
radianes. Escriba un programa para la computadora o 
disene una hoja de calculo para la velocidad promedio 
en el intervalo de tiempo desde hasta r 0 + At. Tome 
R = 1.5 my co = 5.0 rad/s y calcule v x = [x(t 0 +At)-x(t 0 )]/At 
y v y = [y(r 0 + At) - y(t 0 )]/At. Disponga el programa para 
que facilmente vuelva a correrse con valores de t 0 y de At 
diferentes. La perdida de significacion se reduce si todas 
las variables son de precision doble. 

(a) Tome t 0 = 1 s. Calcule x, y, v x , u y , y xD x + yv r La ul¬ 
tima cantidad es el producto escalar de los vectores de 
posicion y de la velocidad promedio. Es cero si son per- 
pendiculares entre si. Repita ahora los calculos con At = 
0.1, 0.01, 0.001, y 0.0001 s. Notese que las componentes 
de v tienden a los valores de limite, las componentes de la 
velocidad instantanea v, y que v se va volviendo mas 
cercanamente perpendicular al vector de posicion (esto 
es, mas cercanamente tangente al circulo). Como puede 
ser demostrado por diferenciacion directa, las componen¬ 
tes de v estan dadas por v x = - coR sen cot y v y = coR cos cot. 
Calcule estas expresiones para ver con que precision esti- 
mo a v. (b) Revise ahora el programa para que calcule las 
componentes de la aceleracion promedio: a x = [v x {t u + Ar) 
- u,(0]/Ar y d y = [q,(r 0 + At) - v y (r 0 )]/Ar. Use_u(r) = - coR 
sen cot y v y (t) = coR cos cot. Calcule tambien xa y + ya x . Esta 
es la magnitud del producto vectorial de los vectores de 
posicion y de la aceleracion promedio. Es cero si son 
paralelos. Lleve a cabo el calculo para t 0 = 1 s y Ar = 1, 
0.1,0.01,0.001, y 0.0001 s. Notese que a tiende a un valor 
limite, la aceleracion instantanea a, y que se vuelve mas 
cercanamente paralela al vector de posicion. Las compo¬ 
nentes de a estan dadas por a x = -ofR cos cot y a y = - co 2 R 
sen cot. Calcule estas expresiones y compare los resultados 
con las estimaciones generadas por su programa. Verifi- 
que tambien que los resultados generados porsu programa 
predigan que a = v 2 /R para la magnitud de la aceleracion. 
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FUERZA Y LAS LEYES 
DE NEWTON 


En los capitulos 2 y 4 hemos estudiado el movimiento de una partlcula. No nos preguntabamos 
entonces que es lo que “causaba " el movimiento; simplemente lo describiamos enfuncion de 
los vectores r, v, y a. En este capitulo y en el prdximo, discutiremos las causas del movimiento, 
un campo de estudio llamado dinamica. 

El enfoque de la dinamica tal y como nosotros la consideramos en este capitulo y en el 
prdximo, recibe el nombre de mecanica clasica, fue desarrollada y exitosamente probada en 
los siglos xvn y xviii. En nuestro siglo, nuevas teorias (la relatividad especial y general, y la 
mecanica cuantica) han descubierto ciertas areas alejadas de nuestras experiencias ordinarias 
en que la mecanica clasica no consigue dar predicciones que esten de acuerdo con el 
experimento, pero estas nuevas teorias reducen a la mecdnica clasica a los limitesde los objetos 

ordinarios. r , 

Sin tener que recurrir a la relatividad especial o general oa la mecdnica cuantica, podemos 
construir grandes rascacielos y estudiar las propiedades de los materiales de construc- 
cidn; construir aeroplanos que puedan transporter a cientos de personas y volar alrededor del 
mundo; y enviar al espacio sondas en misiones complejas a los cometas, los planetas, y aun 
mas alia. De todo esto trata la mecdnica clasica. 


5-1 MECANICA CLASICA 

Centraremos nuestra atencion en el movimiento de un 
cuerpo en particular, fiste interactua con los cuerpos que 
lo rodean (su entorno ) de modo que su velocidad cambia: 
se produce una aceleracion. La tabla 1 muestra algunos 
movimientos acelerados comunes y el entorno responsa- 


ble, en su mayoria, de la aceleracion. El problema central 
de la mecanica clasica es este: (1) Se nos da un cuerpo cu- 
yas caracteristicas (masa, volumen, carga electrica, etc.) 
conocemos. (2) Situamos a este cuerpo, en una position 
inicial conocida y con una velocidad inicial tambien co- 
nocida, en un entorno del cual tenemos una description 
completa. (3) Cual es el movimiento siguiente que tendra 
el cuerpo? 


TABLA 1 ALGUNOS MOVIMIENTOS ACELERADOS Y SUS CAUSAS 


Objeto 
Manzana 
Bola de billar 
Esquiador 

Haz de electrones (aparato de TV) 


Cambio en el m ovimiento _ 

Cae del arbol 
Rebota contra otra 
Se desliza cuesta abajo 

Enfoque y deflexion 

Viaje redondo a traves del sistema solar 


Causa principal (entorno) _ 

Gravedad (Tierra) 

Otra bola, la mesa, la gravedad (Tierra) 
La gravedad (Tierra), friction (la nieve), 
resistencia del aire 
Campos electromagneticos (imanes y 
diferencias de voltaje) 

Gravedad (del Sol) 


Cometa Halley 
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Las leyes de la fuerza 


| Entorno 


Fuerca 

-*■ 

Cuerpo 


Aceleracion 











Las leyes del movimiento 


Figura 1 Nuestro programa de mecanica. Las tres casillas 
de la izquierda sugieren que la fuerza es una interaccion entre 
un cuerpo y su entorno. Las tres casillas de la derecha 
sugieren que una fuerza que actue sobre un cuerpo lo 
acelerara. 


En capi'tulos anteriores, hemos tratado a los objetos 
fisicos como particulas, esto es, como cuerpos cuya es- 
tructura interna o sus movimientos intemos pueden ser 
dejados de lado y cuyas partes se mueven todas exacta- 
mente de la misma manera. A1 estudiar la interaccion de 
un cuerpo y su entorno, por lo general debemos considerar 
objetos grandes cuyas diferentes partes puedan interactuar 
con el entorno en modos distintos. Por ejemplo, un traba- 
jador empuja un cajon pesado sobre una superficie rugosa. 
El obrero empuja sobre uno de los lados verticales del 
cajon, en tanto que su base horizontal experimenta el 
efecto retardante de la friccion con el piso. La superficie 
frontal puede incluso experimentar la resistencia del aire. 

Mas adelante trataremos a fondo la mecanica de los 
cuerpos extensos. Por ahora continuaremos suponiendo 
que todas las partes del cuerpo se mueven de la misma 
manera, de modo que podamos tratar al cuerpo como una 
particula. Con esta suposicion, no importa en que parte 
del cuerpo actue el entorno; nuestra principal preocupa- 
cion es el efecto neto del entorno. 

Este problema de la mecanica clasica fue resuelto, al 
menos para una gran veriedad de entomos, por Isaac 
Newton (1642-1727) cuando promulgo sus leyes del mo- 
vimiento y formulo su ley de la gravitacion universal. El 
procedimiento para resolver este problema, en terminos 
de nuestro actual marco de referencia de la mecanica 
clasica, es como sigue: (1) Introducimos el concepto de 
fuerza F (la cual consideraremos por ahora como un 
empujon o un jalon), y la definimos en funcion de la 
aceleracion a que experimenta determinado cuerpo estan- 
dar. (2) Desarrollamos un procedimiento para asignar una 
tnasa ni a un cuerpo de modo que podamos entender el 
hecho de que diferentes cuerpos experimentan diferentes 
aceleraciones en el mismo entorno. (3) Finalmente, trata- 
mos de hallar maneras de calcular las fuerzas que actuan 
sobre los cuerpos a partir de las propiedades del cuerpo y 
de su entorno; esto es, buscamos las leyes de la fuerza. La 
fuerza, que es basicamente un medio de relacionar al 
entorno con el movimiento del cuerpo, aparece tanto en 
las leyes del movimiento (que nos dicen que aceleracion 
experimental un cuerpo bajo la accion de una fuerza 
dada) y en las leyes de fuerza (que nos dicen como calcular 


la fuerza que actua sobre un cuerpo dado en un entorno 
determinado). Las leyes del movimiento y las leyes de la 
fuerza, juntas, constituyen las leyes de la mecanica, como 
lo sugiere la figura 1. 

Este programa de la mecanica no puede ser probado por 
partes. Debemos verlo como una unidad y juzgarlo como 
exitoso si podemos decir “si” a estas dos preguntas: (1) 
i,Las predicciones del programa concuerdan con el expe- 
rimento? (2) ^Tienen las leyes de la fuerza una forma 
sencilla? Sera el broche de oro de la mecanica newtoniana 
el hecho de que podamos contestar afirmativamente a 
cada una de estas preguntas. 


5-2 PRIMERA LEY DE NEWTON 


Durante siglos el problema del movimiento y sus causas 
fue un tema central de la filosofia natural, un primer 
apelativo de lo que ahora llamamos fisica. Sin embargo, 
el progreso extraordinario se llevo a cabo en los tiempos 
de Galileo y de Newton. Isaac Newton, nacido en Ingla- 
terra en el ano de la muerte de Galileo, es el arquitecto 
principal de la mecanica clasica. El logro cristalizar las 
ideas de Galileo y de otros que le precedieron. Sus tres 
leyes del movimiento fueron presentadas primero (en 
1686) en su Philosophiae Naturalis Principia Mathema- 
tica, obra que suele llamarse tambien Principia. 

Antes de Galileo la mayoria de los filosofos pensaban 
que se necesitaba cierta influencia o “fuerza” para mante- 
ner a un cuerpo en movimiento. Elios pensaban que un 
cuerpo estaba en su “estado natural” cuando estaba en re- 
poso. Por ejemplo, creian que si un cuerpo se mueve en 
linea recta a velocidad constante tenia que haber algun 
agente extemo que lo impulsara en forma continua; de lo 
contrario, de manera “natural” dejaria de moverse. 

Si quisieramos probar estas ideas de manera experi¬ 
mental, tendriamos que hallar primero una forma de 
liberar a un cuerpo de todas las influences de su entorno 
o de todas las fuerzas. Esto es dificil de lograr, pero en 
ciertos casos podemos hacer que las fuerzas sean muy 
pequenas. Si estudiamos el movimiento al hacer mas y 
mas pequenas las fuerzas, tendremos alguna idea de co¬ 
mo seria el movimiento si las fuerzas extemas fuesen 
realmente cero. 

Coloquemos a nuestro cuerpo de prueba, digamos un 
bloque, sobre un piano horizontal rigido. Si hacemos que 
el bloque se deslice a lo largo de este piano, notaremos 
que gradualmente ira mas despacio hasta detenerse. De 
hecho, esta observation se uso para basar la idea de que 
el movimiento se detenia cuando la fuerza externa, en este 
caso la mano que inicialmente impulso al bloque, se 
retiraba. Sin embargo, podemos argumentar, en contra 
de esta idea, como sigue. Repitamos nuestro experimento, 
usando ahora un bloque mas liso y un piano mas liso 


tambien aplicando un lubricante. Observamos que la ve¬ 
locidad disminuye mas lentamente que antes. Usemos 
bloques y superficies todavia mas lisos y mejores lubri- 
cantes. Hallaremos que el bloque disminuye su velocidad 
en una cantidad mas y mas notable y viaja mas lejos cada 
vez antes de llegar al reposo. Podriamos haber experimen- 
tado con una pista de aire, en la cual puedan flotar los 
objetos sobre una capa delgada de aire; tal dispositivo se 
acerca al limite de friccion nula, ya que con un ligero 
golpecito sobre uno de los deslizadores puede ponerlo en 
movimiento a lo largo de la pista a una velocidad baja y 
casi constante. Podemos ahora extrapolar y decir que, si 
pudiese ser eliminada toda friccion, el cuerpo continuaria 
indefinidamente en linea recta a velocidad constante. Se 
necesitaria una fuerza externa para poner al cuerpo en 
movimiento, pero ninguna fuerza externa para mantener 
al cuerpo en movimiento a velocidad constante. 

Es dificil hallar una situation en la cual ninguna fuerza 
externa actue sobre un cuerpo. La fuerza de la gravedad 
actuara sobre un objeto en o cerca de la Tierra, y fuerzas 
resistivas tales como la friccion o la resistencia del aire se 
oponen al movimiento en el suelo o en el aire. Afortuna- 
damente, no necesitamos ir al vacio del espacio distante 
para estudiar el movimiento libre de una fuerza externa 
porque, al menos en lo que concieme al movimiento de 
traslacion total de un cuerpo, no hay distincion entre 
un cuerpo sobre el cual no actue una fuerza externa y un 
cuerpo sobre el cual la suma o resultante de todas las 
fuerzas extemas sea cero. Usualmente nos referimos a la 
resultante de todas las fuerzas que actuan sobre un cuerpo 
como la fuerza “neta”. Por ejemplo, el empuje de nuestra 
mano sobre el bloque al deslizarse puede ejercer una 
fuerza que contrarreste a la fuerza de friccion que actua 
sobre el bloque, y una fuerza hacia arriba del piano hori¬ 
zontal contrarrestaria a la fuerza de la gravedad. La fuerza 
neta sobre el bloque puede entonces ser cero, y el bloque 
puede moverse a velocidad constante. 

Este principio fue adoptado por Newton como la pri¬ 
mera de sus tres leyes del movimiento: 

Considerese un cuerpo sobre el cual no actue alguna 

fuerza neta. Si el cuerpo esta en reposo, permanecera 

en reposo. Si el cuerpo esta moviendose a velocidad 

constante, continuara haciendolo asi. 

La primera ley de Newton es un verdadero enunciado 
acerca de los marcos de referencia. En general, la acele¬ 
racion de un cuerpo depende del marco de referencia con 
relacion al cual se mide. Sin embargo, las leyes de la 
mecanica clasica son validas solamente en un cierta serie 
de marcos de referencia, es decir, de aquellos para los 
cuales todos los observadores medirian la misma acele¬ 
racion en un cuerpo en movimiento. La primera ley de 
Newton nos ayuda a identificar esta familia de marcos 
de referencia si la expresamos como sigue: 


Si la fuerza neta que actua sobre un cuerpo es cero, 
entonces es posible hallar un conjunto de marcos 
de referencia en los cuales ese cuerpo no tenga acele¬ 
racion. 

La tendencia de un cuerpo a permanecer en reposo o en 
un movimiento lineal uniforme se llama inercia, y la 
primera ley de Newton suele llamarse tambien la ley de 
la inercia. Los marcos de referencia a los cuales se aplica 
se llaman marcos inerciales, como ya hemos visto en 
la section 4-6. Como el lector recordara, los observadores 
en diferentes marcos de referencia inerciales (que se mue- 
van a velocidad constante en relacion uno con otro) miden 
todos el mismo valor de la aceleracion. Entonces, no 
existe un marco unico en el que la aceleracion sea ce¬ 
ro; existe un conjunto de marcos inerciales en los cuales 
la aceleracion es cero. 

Para probar si un marco de referencia en particular es 
un marco inercial, situamos un cuerpo de prueba en reposo 
dentro del marco y nos aseguramos de que no exista 
ninguna fuerza neta actuando sobre el. Si el cuerpo no 
permanece en reposo, el marco no es un marco inercial. 
Asimismo, podemos situar al cuerpo (de nuevo no sujeto 
a ninguna fuerza neta) en movimiento a velocidad cons¬ 
tante; si su velocidad cambia, ya sea en magnitud o en 
direction, el marco no es un marco inercial. Un marco 
en el que estas pruebas hayan pasado en todas sus partes 
es un marco inercial. Una vez que hayamos encontrado un 
marco inercial, es facil encontrar muchos mas, porque 
un marco de referencia que se mueva a velocidad cons¬ 
tante en relacion a un marco inercial es tambien un marco 
inercial. 

En este libro casi siempre aplicamos las leyes de la 
mecanica clasica desde el punto de vista de un observador en 
un marco inercial. Ocasionalmente, estudiaremos problemas 
que incluyan a observadores en marcos de referencia no 
inerciales, tales como un automovil en aceleracion, un tio- 
vivo que gira, o un satelite en orbita. Aun cuando la Tierra 
este girando, en la mayoria de los casos practicos puede 
considerarse que un marco de referencia unido a la Tierra es 
aproximadamente un marco de referencia inercial. En apli- 
caciones a gran escala, tales como el analisis de la trayectoria 
de los cohetes balisticos (misiles) o en el estudio de los 
vientos y de las corrientes oceanicas, es importante el carac- 
ter no inercial de la Tierra en rotation. 

Notese que no existe en la primera ley una distincion 
entre un cuerpo en reposo y uno que se mueva a velocidad 
constante. Ambos movimientos son “naturales” si la fuer¬ 
za neta que actua sobre el cuerpo es cero. Esto resulta claro 
cuando un cuerpo en reposo situado en un marco inercial 
es visto desde un segundo marco inercial, esto es, cuando 
un marco se mueva a velocidad constante con respecto al 
primero. Un observador en el primer marco encuentra que 
el cuerpo esta en reposo; un observador en el segundo 
marco encuentra que el mismo cuerpo se mueve a veloci- 
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dad constante. Ambos observadores encuentran que el 
cuerpo no tiene aceleracion, esto es, no cambia su veloci- 
dad, y ambos pueden concluir de la primera ley que no 
actua sobre el cuerpo una fuerza neta. 

Si existe una interaccion mutua neta entre el cuerpo y 
los objetos presentes en el entomo, el efecto puede ser un 
cambio en el estado “natural” del movimiento del cuerpo. 
Para investigar esto, debemos ahora examinar cuidadosa- 
mente el concepto de fuerza. 


5-3 FUERZA 


Desarrollaremos nuestro concepto de fuerza definiendolo 
operacionalmente. En el lenguaje cotidiano, una fuerza es 
un empuje o un jalon. Para medir tales fuerzas en forma 
cuantitativa, las expresamos en terminos de la aceleracion 
que determinado cuerpo estandar experimenta en respues- 
ta a esa fuerza. 

Como cuerpo normal encontramos conveniente em- 
plear (o mejor, jimaginar que lo empleamos!) el kilogra- 
mo estandar (vease la Fig. 5 del capitulo 1). A este cuerpo 
se le ha asignado, por definicion, una masa m 0 de 1 kg 
exactamente. Mas tarde describiremos como se asignan 
las masas a otros cuerpos. 

Para tener un entomo que ejerza una fuerza, situamos al 
cuerpo estandar sobre una mesa horizontal que tenga una 
friccion despreciable y le unimos un resorte. Mantenemos el 
otro extremo del resorte en la mano, como en la figura 2a. 
Ahora jalamos del resorte horizontalmente hacia la derecha 
de modo que, por ensayo y error, podamos dar al cuerpo 
estandar una aceleracion constante medida de 1 m/s 2 exac¬ 
tamente. Entonces afirmamos, a modo de definicion, que el 
resorte (que es el cuerpo significativo dentro del entomo) 
esta ejerciendo sobre el kilogramo estandar una fuerza cons¬ 
tante cuya magnitud Hamaremos “1 newton” (abreviado, 
1 N). Observamos que, al impartir esta fuerza, el resorte se 
estira una cantidad AL sobre su longitud L normal no exten- 
dido, como muestra la figura 2b. 

Podemos repetir el experimento, ya sea estirando mas 
el resorte o usando un resorte mas rigido, de modo que 
midamos una aceleracion de 2 m/s 2 en el cuerpo estandar. 
Declaramos ahora que el resorte esta ejerciendo una fuer¬ 
za de 2 N sobre el cuerpo estandar. En general, si obser¬ 
vamos que este cuerpo estandar en particular tiene una 
aceleracion a en un entomo determinado, podemos enton¬ 
ces decir que el entomo esta ejerciendo una fuerza F sobre 
el cuerpo estandar de 1 kg, donde F (en newton) es 
numericamente igual a a (en m/s 2 ). 

Veamos ahora si la fuerza, tal como la hemos defini- 
do, es una cantidad vectorial. En la figura 2b asignamos 
una magnitud a la fuerza F, y es facil asignarle tam- 
bien una direccion, esto es, la direccion de la aceleracion 
que la fuerza produce. Sin embargo, ser un vector no es 





.* * •: 



-L + AL- 


! fm'rrrrir^Kir 


( b) 


Figura 2 (a) Una “particula” P (el kilogramo estandar) en 
reposo sobre una superficie horizontal sin friccion. ( b ) El 
cuerpo es acelerado jalando el resorte hacia la derecha. 


suficiente para que una cantidad tenga magnitud y direc¬ 
cion; debe tambien obedecer las leyes de la suma de 
vectores descritas en el capitulo 3. Si las fuerzas, tal como 
las definimos, obedecen realmente a estas leyes, es algo 
que solo podemos aprender mediante la experimentacion. 

Ejerzamos una fuerza de 4 N a lo largo del eje x y una 
fuerza de 3 N a lo largo del eje y. Apliquemos estas fuerzas 
primero por separado y luego simultaneamente al cuerpo 
estandar situado, como antes, sobre una superficie horizontal 
carente de friccion. iC ual sera la aceleracion del cuerpo 
estandar? Hallaremos por experimentacion que la fuerza de 
4 N en la direccion x produjo una aceleracion de 4 m/s 2 en 
la direccion x, y que la fuerza de 3 N en la direccion y produjo 
una aceleracion de 3 m/s 2 en la direccion y (Fig. 3a). Cuando 
las fuerzas se aplican simultaneamente, como se muestra en 
la figura 3b, hallamos que la aceleracion es de 5 m/s 2 dirigida 
a lo largo de una linea que forma un angulo de 37° con el eje 
x. Esta es la misma aceleracion que seria producida si el 
cuerpo estandar estuviera experimentando una fuerza de 5 N 
en esa direccion. Este mismo resultado puede ser obtenido 
si primero sumamos vectorialmente las fuerzas de 4 N y de 
3 N (Fig. 3c) a una resultante de 5 N dirigida a 37° del eje x, 
y luego aplicamos esa simple fuerza neta de 5 N al cuerpo. 
Los experimentos de esta clase demuestran sin lugar a dudas 
que las fuerzas son vectores: tienen magnitud y direccion, y 
se suman de acuerdo con la ley de la suma de vectores. 

Observese que disponemos de dos metodos de analisis, 
los cuales producirian resultados identicos: (1) Hallar la 
aceleracion producida por cada fuerza separada, y sumar 
vectorialmente las aceleraciones resultantes. (2) Sumar 
las fuerzas vectorialmente a una sola resultante, y luego 
hallar la aceleracion cuando esa sola fuerza neta se ejerce 
en el cuerpo. 


5-4 MASA 


En la seccion 5-3 consideramos solamente las aceleracio¬ 
nes dadas a un cuerpo en particular, el kilogramo estandar. 



direccion y. ( b ) Cuando las fuerzas se aplican simultaneamente, la aceleracion resultante es 
de 5 m/s 2 en la direccion mostrada. (c) La misma aceleracion puede ser producida por una 
sola fuerza de 5 N en la direccion mostrada. 


Nos fue posible por tanto definir a las fuerzas cuantitati- 
vamente. ^Que efecto causarian esas fuerzas sobre otros 
cuerpos? Ya que nuestro cuerpo estandar fue escogido 
arbitrariamente en el primer lugar, sabemos que para 
cualquier cuerpo dado la aceleracion sera directamente 
proporcional a la fuerza aplicada. La pregunta significa- 
tiva resultante es, entonces: i,Que efecto tendria la misma 
fuerza sobre cuerpos diferentes? 

La experiencia cotidiana nos da una respuesta cualita- 
tiva. La misma fuerza producira aceleraciones diferentes 
sobre cuerpos diferentes. Una bola de beisbol sera acele- 
rada mas por una fuerza dada de lo que lo seria un 
automovil. Con objeto de obtener una respuesta cuantita¬ 
tiva a esta pregunta, necesitamos un metodo para medir la 
masa, la propiedad de un cuerpo que determina su resis- 
tencia a un cambio en su movimiento. 

Unamos un resorte a nuestro cuerpo estandar (el kilo¬ 
gramo estandar, al cual asignamos arbitrariamente una 
masa de m 0 = 1 kg, exactamente) y demosle una acelera¬ 
cion a 0 de, digamos, 2.00 m/s 2 usando el metodo de la 
figura 2b. Midamos cuidadosamente la extension AL del 
resorte asociada a la fuerza que el resorte esta ejerciendo 
sobre el bloque. 

Unamos ahora dos cuerpos estandar identicos al resorte 
y apliquemos la misma fuerza que antes (esto es, jalemos 
de los dos cuerpos hasta que el resorte se estire la misma 
cantidad AZ,). Medimos la aceleracion de los dos cuerpos, 
y obtenemos el valor de 1.00 m/s 2 . Si usaramos tres 
cuerpos estandar identicos y aplicasemos la misma fuerza, 
obtendriamos una aceleracion de 0.667 m/s 2 . 

A partir de estas observaciones parece que, para una 
fuerza dada, cuanto mas grande sea la masa menor sera la 
aceleracion. Mas precisamente, concluimos de tales expe¬ 
rimentos que la aceleracion producida por una fuerza 
dada es inversamente proporcional a la masa que es 
acelerada. Otra manera de decir esto seria: la masa de un 
cuerpo es inversamente proporcional a la aceleracion 


que recibe por la aplicacion de una fuerza dada. La masa 
de un cuerpo puede entonces considerarse como una 
medida cuantitativa de la resistencia de un cuerpo a la 
aceleracion producida por una fuerza dada. 

Esta observation nos da una manera directa de compa- 
rar las masas de cuerpos diferentes: simplemente compa- 
ramos las aceleraciones medidas por la aplicacion de una 
fuerza determinada a cada cuerpo. La razon de las masas 
de los dos cuerpos es entonces la misma que la razon 
inversa de las aceleraciones dadas a estos cuerpos por esa 
fuerza,o sea 

^ (actuando la misma fuerza F). 
m 0 a x 

Aqui estamos comparando la aceleracion a, del cuerpo de 
masa desconocida m l con la aceleracion a 0 impartida al 
cuerpo estandar de masa m 0 . 

Por ejemplo, supongamos como antes que usamos una 
fuerza que produzca una aceleracion de 2.00 m/s 2 sobre el 
cuerpo estandar. Aplicamos la misma fuerza (estirando 
el resorte en la misma cantidad AL) a un cuerpo de masa 
desconocida m v y medimos una aceleracion a, de, diga¬ 
mos, 0.50 m/s 2 . Podemos entonces resolver para la masa 
desconocida, lo cual nos da 

m , = mo (^). ( , .0 0kg ) (|f^) = 4.00k g . 

El segundo cuerpo, que tiene solamente un cuarto de 
la aceleracion del primer cuerpo cuando actua sobre el la 
misma fuerza, tiene cuatro veces la masa del primer 
cuerpo. Esto ilustra la relation inversa entre masa y ace¬ 
leracion para una fuerza dada. 

Repitamos ahora el experimento anterior sobre los mis- 
mos dos cuerpos usando una fuerza comun F diferente a 
la usada anteriormente. Esta fuerza dara al cuerpo estan¬ 
dar una aceleracion de a' 0 y al cuerpo desconocido una 
aceleracion de a\. De nuestra medicion hallariamos que la 
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razon de las aceleraciones, a'Ja' v es la misma que en el 

experimento previo, es decir, 5-5 SEGUNDA LEY DE NEWTON 


m i __ a o _ Q-o 

fn 0 a { a\ ' 

Por ejemplo, apliquemos una fuerza mas grande de modo 
que la extension del resorte sea de 1.5AZ-. Hallarfamos 
entonces que la masa estandar m 0 se acelera a razon de 
3.00 m/s 2 y que la masa desconocida m, se acelera a razon 
de 0.75 m/s 2 . Deduciriamos que la masa desconocida es 





= (1.00 kg) 



— 4.00 kg. 


Obtenemos el mismo valor para la masa desconocida m x , 
no importa cual sea el valor de la fuerza comun. La razon 
de las masas mjm 0 es independiente de la fuerza comun 
empleada; la masa es una propiedad fundamental del 
objeto, sin relacion alguna con el valor de la fuerza usada 
para comparar a la masa desconocida con la masa estan¬ 
dar. En efecto, este procedimiento nos permite medir la 
masa por comparacion con el kilogramo estandar. 

Podemos extender este procedimiento a una compara¬ 
cion directa de las masas de dos cuerpos cualesquiera. Por 
ejemplo, usemos primero nuestro procedimiento previo 
para comparar a un segundo cuerpo arbitrario con el 
cuerpo estandar, y determinemos entonces su masa, diga- 
mos m 2 . Podemos ahora comparar a los dos cuerpos arbi- 
trarios, m 2 y /n„ directamente, y obtener las aceleraciones 
a’ 2 ' y a" cuando es aplicada la misma fuerza F”. La razon 
de las masas, definida como es usual por 


m 2 

m x 




(actuando la misma fuerza), 


resulta tener el mismo valor que el que obtuvimos usando 
las masas m 2 y m, determinadas previamente por compa¬ 
racion directa con el estandar. 

Podemos demostrar, en otro experimento mas de este 
tipo, que si los objetos de masa wi, y tn 2 se unen entre si, 
se comportan mecanicamente como un solo objeto de 
masa (m t + m 2 ). En otras palabras, las masas se suman 
como (y son) cantidades escalares. 

Un ejemplo practico del uso de esta tecnica (asignar 
masas por comparacion de las aceleraciones relativas 
producidas por una fuerza dada) consiste en la medicion 
precisa de las masas de los atomos. La fuerza en este caso 
es una fuerza magnetica de desviacion y la aceleracion es 
centripeta, pero el principio es exactamente el mismo. 
Para una fuerza magnetica comun que actue sobre dos 
atomos, la razon de sus masas es igual a la razon inversa 
de sus aceleraciones. La medicion de la desviacion, como 
en el espectrometro de masas mostrado en la figura 6 del 
capitulo 1, nos permite la medicion precisa de las razones 
de masa, y la definicion de 12 C como el estandar permite 
entonces la obtencion de valores precisos de las masas, 
tales como los mostrados en la tabla 6 del capitulo 1. 


Podemos ahora resumir todos los experimentos y defini- 
ciones descritos anteriormente en una ecuacion, la ecua¬ 
cion fundamental de la mecanica clasica, 


X F = ra. (1) 

En esta ecuacion Z F es la suma (vectorial) de todas las 
fuerzas que actuan sobre el cuerpo, m es la masa del 
cuerpo, y a es su aceleracion (vectorial). Usualmente nos 
referiremos a Z F como la fuerza resultante, o fuerza neta. 

La ecuacion (1) es un enunciado de la segunda ley de 
Newton. Si la escribimos en la forma a = (Z F )fm, podre- 
mos ver facilmente que la aceleracion del cuerpo es, en 
magnitud, directamente proporcional a la fuerza resultan¬ 
te que actua sobre el en direccion paralela a esta fuerza. 
Vemos tambien que la aceleracion, para una fuerza dada, 
es inversamente proporcional a la masa del cuerpo. 

Observese que la primera ley del movimiento parece 
estar contenida en la segunda ley como un caso especial, 
ya que si Z F - 0, entonces a = 0. En otras palabras, si la 
fuerza resultante sobre un cuerpo es cero, la aceleracion 
del cuerpo es cero y el cuerpo se mueve a velocidad 
constante, como nos dice la primera ley. Sin embargo, la 
primera ley tiene un papel independiente e importante 
para definir marcos de referencia inerciales. Sin esa de¬ 
finicion, no nos seria posible elegir los marcos de refe¬ 
rencia a los cuales aplicar la segunda ley. Por lo tanto, 
necesitamos ambas leyes para un sistema de mecanica 
completo. 

La ecuacion (1) es una ecuacion vectorial. Como en el 
caso de todas las ecuaciones vectoriales, podemos escri- 
bir esta simple ecuacion vectorial como tres ecuaciones 
escalares, 

2 F x = ma x , ^ F y = ma y , y 2 F z = ma z , (2) 

que relacionan a las componentes x, y, y z de la fuerza 
resultante ( Z F x , Z F y , y Z F z ) con las componentes x, y, 
y z de la aceleracion (a x , a y , y a z ) para la masa m. Deberia 
recalcarse que Z F x es la suma algebraica de las compo¬ 
nentes x de todas las fuerzas, Z F y es la suma algebraica 
de las componentes y de todas las fuerzas, y Z F z es la 
suma algebraica de las componentes z de todas las fuerzas 
que actuan sobre m. A1 practicar la suma algebraica, deben 
tomarse en cuenta los signos de las componentes (esto es, 
las direcciones relativas de las fuerzas). 

A1 analizar situaciones que empleen la segunda ley de 
Newton, es de ayuda trazar un diagrama que muestre al 
cuerpo en cuestion como una particula y que muestre 
igualmente a todas las fuerzas como vectores que actuan 
sobre la particula. A un diagrama asi se le llama diagrama 
del cuerpo libre y constituye un primer paso esencial tanto 


m 



(b) 


Trineo —/ 


F 

■O 


X 


Trineo 

(c) 

Figura 4 Problemas muestra 1 y 2. (a) Una estudiante 
empuja un trineo cargado sobre una superficie sin friccion. 

(b) Un diagrama del cuerpo libre, que muestra al trineo como 
una “particula” y a la fuerza que actua sobre el. (c) Un 
segundo diagrama del cuerpo libre, que muestra a la fuerza 
que actua cuando la estudiante empuja en direccion opuesta. 
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Figura 5 Problema muestra 3. (a) Una caja sobre un 
camion que esta reduciendo su marcha. ( b ) El diagrama del 
cuerpo libre de la caja. 


La fuerza, la aceleracion, el desplazamiento, y la velocidad final 
del trineo son todas positivas, lo que significa que apuntan hacia 
la derecha en la Figura 4b. 

Observese que para continuar aplicando la fuerza constante, 
la estudiante tendria que correr mas y mas aprisa para mante- 
nerse a la par con el trineo que acelera. Eventualmente, la 
velocidad del trineo superaria a la velocidad mas alta a la cual 
puede correr la estudiante, por lo que la estudiante ya no 
podria aplicar una fuerza al trineo por mas tiempo. El trineo 
continuaria (en ausencia de la friccion) deslizandose a una 
velocidad constante. 


en el analisis de un problema como en la visualizacion de 
la situacion fi'sica. 


Problema muestra 1 Una estudiante empuja un trineo carga¬ 
do cuya masa m es de 240 kg a traves de una distancia d de 2.3 m 
sobre la superficie sin friccion de un lago helado. Ella ejerce 
una fuerza horizontal constante F de 130 N (= 29 lb) cuando lo 
hace; vease la figura 4a. Si el trineo parte del reposo, £cual es 
su velocidad final? 


Solucion Como lo muestra la figura 4b, trazamos un eje 
horizontal x, hacemos que la direccion creciente de x sea hacia 
la derecha, y tratamos al trineo como una particula. La figura 
4b es un diagrama parcial del cuerpo libre. Al trazar diagramas 
del cuerpo libre, siempre es importante incluir a todas las 
fuerzas que actuan sobre la particula, pero aqui hemos omitido 
a dos fuerzas verticales que veremos mas adelante en este 
capitulo y que no afectan a nuestra solucion. Supongamos que 
la fuerza Fejercida por la estudiante es la unica fuerza horizon¬ 
tal que actua sobre el trineo. Podemos entonces hallar la acele¬ 
racion del trineo por la segunda ley de Newton, es decir, 



130 N 
240 kg 


= 0.54 m/s 2 . 


A causa de que la aceleracion es constante, podemos usar la 
ecuacion 20 del capitulo 2 [i> 2 = vl + 2a{x - x 0 )] para hallar 
la velocidad final. Poniendo v 0 = 0 y x - x 0 = dy resolviendo 
para v, obtenemos 


v — 'llad = V(2X0.54 m/s 2 X2.3 m) = 1.6 m/s. 


Problema muestra 2 La estudiante del problema muestra 1 
quiere invertir la direccion de la velocidad del trineo en 4.5 s. 
Con que fuerza constante debera empujar al trineo para con- 
seguirlo? 


Solucion Hallemos la aceleracion (constante) usando la ecua¬ 
cion 15 del capitulo 2 (u = u 0 + at). Resol viendo para a tenemos que 


v Vq _ ( 1.6 m/s) — (1.6 m/s) 

t 4.5 s 


= — 0.71 m/s 2 . 


Esta magnitud es mas grande que la aceleracion del problema 
muestra 1 (0.54 m/s 2 ) lo que nos lleva a concluir que la estu¬ 
diante tendra que empujar mas fuerte esta vez. Hallamos esta 
fuerza F' (constante) segun 


F' = ma = (240 kgX-0.71 m/s 2 ) 
= — 170 N (= —38 lb). 


El signo negativo demuestra que la estudiante esta empujan- 
do al trineo en direccion de x decreciente, es decir, hacia la 
izquierda como lo muestra el diagrama del cuerpo libre de 
la figura 4c. 


Problema muestra 3 Una caja cuya masa m es de 360 kg 
reposa sobre la plataforma de un camion que se mueve a una 
velocidad v 0 de 120 km/h, como en la figura 5a. El conductor 
acciona los frenos y reduce la velocidad v a 62 km/h en 17 s. 
^Que fuerza (supuesta como constante) actua sobre la caja 
durante este tiempo? Suponga que la caja no se desliza en la 
plataforma del camion. 

Solucion Primero hallamos la aceleracion (constante) de la 
caja. Resolviendo la ecuacion 15 del capitulo 2 (v = v 0 + at) 
para a nos da 
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a 


v - v 0 _ (62 km/h) — (120 km/h) 
t 17s 


( „ km\ ( 1 h \ /I000m\ 

r 3 - 41 (tes-J 


= —0.95 m/s 2 . 


Ya que hemos tornado la derecha como el sentido positivo de 
la direccion horizontal, el vector aceleracion debe apuntar hacia 
la izquierda. 

La fuerza sobre la caja responde a la segunda ley de Newton: 


F= ma 

= (360 kgX-0.95 m/s 2 ) = - 340 N. 


Esta fuerza actua en la misma direccion de la aceleracion, es 
decir, hacia la izquierda en la figura 5b. La fuerza debe ejercerla 
un agente externo, como son las fajas u otros medios mecanicos 
usados para sujetarla a la plataforma del camion. Si la caja no 
se sujeta, entonces la friccion entre la caja y la plataforma del 
camion debe proporcionar la fuerza necesaria. Si no existe la 
suficiente friccion como para proveer una fuerza de 340 N, 
la caja se deslizara sobre la plataforma porque, como lo puede 
medir un observador parado en el suelo, la caja desacelerara con 
mas lentitud que el camion. _ 


5-6 TERCERA LEY DE NEWTON 

Las fuerzas que actuan sobre un cuerpo resultan de otros 
cuerpos que conforman su entomo. Si examinamos a las 
fuerzas que actuan sobre un segundo cuerpo, uno anterior- 
mente considerado como parte del entomo, entonces el 
primer cuerpo es parte del entomo del segundo cuerpo y 
es, en parte, responsable de las fuerzas que actuan sobre 
el segundo cuerpo. Toda fuerza es por lo tanto parte de la 
interaccion mutua entre dos cuerpos. Hallamos experi- 
mentalmente que cuando un cuerpo ejerce una fuerza 
sobre un segundo cuerpo, el segundo cuerpo siempre 
ejerce una fuerza sobre el primero. Mas aun, hallamos que 
estas fuerzas son siempre iguales en magnitud pero opues- 
tas en direccion. Una fuerza aislada es por lo tanto, algo 
imposible. 

Supongamos que esto no fuera asi. Consideremos a dos 
cuerpos aislados A y B, y supongamos que el cuerpo A 
ejerce una fuerza sobre el cuerpo B, mientras que ninguna 
fuerza se ejerce por B sobre A. La fuerza total sobre la 
combinacionA + B no es cero, y la masa combinada debe 
acelerarse. Si una situacion tal pudiera ocurrir, entonces 
tendriamos una fuente de energia sin limite que podria 
impulsar a A + 5 a traves del espacio sin costo: los veleros 
podrian ser impulsados por pasajeros que soplaran sobre 
las velas, y los vehiculos espaciales podrian ser acelerados 
por los astronautas que empujarian las paredes. La impo- 
sibilidad de estas acciones es una consecuencia de la 
tercera ley de Newton. 

Arbitrariamente, llamamos a una de las fuerzas de la 
interaccion mutua entre dos cuerpos la fuerza de “accion”. 


mA Fab F B a m B 

A »- 1 > <1 -• B 

Fab - ~Fba 

Figura 6 Tercera ley de Newton. El cuerpo A ejerce una 
fuerza sobre el cuerpo B. El cuerpo B debe entonces 
ejercer una fuerza F^ sobre el cuerpo A, y F^ - -F^. 


y a la otra la denominamos fuerza de “reaccion”. La 
tercera ley de Newton puede entonces ser establecida en 
la forma tradicional: 

A cada accion corresponde una reaccion igual y 
opuesta. 

Una version mas modema de la tercera ley pertenece a la 
fuerza mutua ejercida por dos cuerpos uno sobre el otro: 

Cuando dos cuerpos ejercen fuerzas mutuas entre si, 
las dos fuerzas son siempre de igual magnitud y de 
direccion opuesta. 

Formalmente (vease la Fig. 6) hagamos que el cuerpo 
A ejerza una fuerza F fl/( sobre el cuerpo B; el experimento 
demuestra entonces que el cuerpo B ejerce una fuerza F„ 
sobre el cuerpo A. (Notese el orden de los subindices; la 
fuerza se ejerce sobre el cuerpo representado por el primer 
subindice por el cuerpo representado por el segundo.) En 
terminos de una ecuacion vectorial, 

= (3) 

Es importante recordar que las fuerzas de accion y 
reaccion siempre actuan sobre cuerpos diferentes, como 
nos lo indican los primeros subindices diferentes. Si ac- 
tuaran sobre el mismo cuerpo, no existiria fuerza neta 
sobre ese cuerpo ni movimiento acelerado. 

Cuando un bate de beisbol golpea a la pelota, el bate 
ejerce una fuerza sobre la pelota (la accion), y la pelo¬ 
ta ejerce una fuerza igual y opuesta sobre el bate. Cuando 
un jugador de futbol soccer patea la pelota, el pie ejerce 
una fuerza sobre la pelota (la accion), y la pelota ejer¬ 
ce una fuerza de reaccion opuesta en el pie. Si usted trata 
de empujar un automovil parado, podra comprobar que 
este ejerce presion hacia usted. En cada caso las fuerzas 
de accion y de reaccion actuan sobre diferentes cuerpos. 
Si nuestro proposito consistiera en el estudio de la dina- 
mica de un cuerpo, como la pelota de beibol, por ejemplo, 
considerariamos unicamente una fuerza del par accion- 
reaccion; en cuanto a la otra, es percibida por un cuerpo 
diferente y solo se consideraria si estuvieramos estudian- 
do la dinamica de ese cuerpo. 

Los siguientes ejemplos ilustran aplicaciones de la ter¬ 
cera ley. 
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Figura 7 Un satelite en orbita alrededor de la Tierra. Las 
fuerzas mostradas son el par accion-reaccion. Notese que 
actuan sobre cuerpos diferentes. 


1. Un satelite en orbita. La figura 7 ilustra la orbita de 
un satelite alrededor de la Tierra. La unica fuerza que 
actua sobre el es F SE , la fuerza ejercida sobre el sateli¬ 
te por la atraccion gravitatoria de la Tierra. /Donde esta 
la fuerza de reaccion correspondiente? Es F^, la fuerza 
que actua sobre la Tierra debida a la atraccion gravitatoria 
del satelite. 

Podria pensarse que el pequeno satelite no ejerce mucha 
atraccion gravitatoria sobre la Tierra pero si lo hace, 
exactamente como lo enuncia la tercera ley de Newton. 
Esto es, al considerar solamente las magnitudes, F £5 = F S£ . 
(Recuerdese que la magnitud de cualquier cantidad vec¬ 
torial es siempre positiva.) La fuerza F £S hace que la Tierra 
se acelere, pero, a causa de la gran masa de la Tierra, su 
aceleracion es tan pequena que no puede ser detectada 
facilmente. 

2. Un libro puesto sobre una mesa. La figura 8a muestra 
un libro puesto sobre una mesa. La Tierra tira del libro 
hacia abajo con una fuerza F B£ . El libro no se acelera 
porque esta fuerza es cancelada por la fuerza de contacto 
F flr) igual y opuesta, que ejerce la mesa sobre el libro. 

Aun cuando F fi£ y F flr son de igual magnitud y de 
direccion opuesta, no constituyen un par accion-reaccion. 


/Por que no? Porque actuan sobre el mismo cuerpo: el 
libro. Se anulan entre si y, por lo tanto, afirman el hecho 
de que el libro no acelere. 

Cada una de estas fuerzas debe entonces tener una 
fuerza de reaccion correspondiente en algun lugar. /Don- 
de estan? La reaccion a F B£ es F £fl , la fuerza (gravitatoria) 
con la que el libro atrae a la Tierra. Mostramos este par 
accion-reaccion en la figura 8 b. 

La figura 8c muestra la fuerza de reaccion a F ar Es F flP 
la fuerza de contacto sobre la mesa debida al libro. Los 
pares accion-reaccion que actuan sobre el libro en este 
problema, y los cuerpos sobre los que actuan, son: 

primer par: Ffl/r — F eb (libro y Tierra) 

y 

segundo par: F Br = — F TB (libro y mesa). 

3. Empujando una fila de cajas. La figura 9 muestra a 
un obrero W empujando dos cajas, cada una de las cuales 
descansa sobre un carrito que puede rodar con friccion 
despreciable. El obrero ejerce una fuerza F ir sobre la caja 
1, la cual a su vez empuja contra el obrero con una fuerza 
de reaccion F^,. La caja 1 empuja sobre la caja 2 con una 
fuerza F 21 , y la caja 2 empuja contra la caja 1 con una 
fuerza F I2 . (Notese que el obrero no ejerce fuerza sobre 
la caja 2 directamente.) Para moverse hacia adelante, el 
obrero debe empujar a su vez contra el suelo. El obre¬ 
ro ejerce una fuerza *GW sobre el suelo, y la fuerza de 
reaccion del suelo sobre el obrero, F^, empuja al obrero 
hacia adelante. La figura muestra tres pares de accion-re- 
accion: 

F 2 i = ~Fi 2 (caja 1 y caja 2), 

F xw = - F^, (obrero y caja 1), 

F WG = — F aw (obrero y suelo). 

La aceleracion de la caja 2 se determina, de acuerdo 
con la segunda ley de Newton, por la fuerza neta aplicada 
a ella: 


Libro 



(a) 


Libro 




Figura 8 (a) Un libro puesto sobre 
una mesa, la cual a su vez esta sobre la 
Tierra. (b) El libro y la Tierra ejercen 
fuerzas gravitatorias entre si, formando 
un par accion-reaccion. (c) La mesa y 
el libro ejercen fuerzas de contacto de 
accion-reaccion entre si. 
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Figura 9 Un obrero empuja una caja 1, la cual a su vez 
empuja a la caja 2. Las cajas estan sobre ruedas que se 
mueven libremente, de modo que no existe friccion entre 
las cajas y el suelo. 


F 2 1 = m 2 a 2 . 

La fuerza neta sobre la caja 1 determina su aceleracion, 
F\w~ F n = m x a l , 

donde hemos escrito la suma vectorial de las fuerzas como 
la diferencia de sus magnitudes, porque actuan sobre la 
caja 1 en direcciones opuestas. Si las dos cajas permane- 
cen en contacto, sus aceleraciones deben ser iguales. Si a 
representa la aceleracion comiin y sumamos las ecuacio- 
nes, nos da 

F lfV =(m x + m 2 )a. 

Si consideramos que las cajas 1 y 2 son un mismo objeto 
de masa m, + m 2 resultaria esta misma ecuacion. La fuerza 
externa neta que actua sobre el objeto combinado es F IW . 
Las dos fuerzas de contacto que existen en la frontera entre 
las cajas 1 y 2 no aparecen en la ecuacion que describe al 
objeto combinado. Como tampoco aparecen las fuerzas 
atomicas intemas que unen al objeto; cada fuerza interna 
forma un par accion-reaccion que actua sobre partes se- 
paradas (atomos individuates, quiza) y tales pares suman 
cero al sumar entre si las partes separadas que forman la 
combinacion total. 

Notese que en este ejemplo el obrero es el agente activo 
responsable del movimiento, pero es la fuerza de reaccion 
del suelo la que lo hace posible. Si no hubiese friccion 
entre los zapatos del obrero y el suelo, el obrero no podria 
mover el sistema hacia adelante. 

4. Un bloque colgado de un resorte. La figura lOn nos 
muestra un bloque en reposo que cuelga de un resorte, 
estando su otro extremo fijo en el techo. Las fuerzas sobre 
el bloque, mostradas por separado en la figura 10 b, son su 
peso W (que actua hacia abajo) y la fuerza F ejercida por 
el resorte (que actua hacia arriba). El bloque esta en reposo 
bajo la influencia de estas fuerzas, pero las fuerzas no son 
un par accion-reaccion, porque, de nuevo, actuan sobre el 
mismo cuerpo. La fuerza de reaccion al peso W es la 



Figura 10 (a) Un bloque en reposo colgado del techo por 
un resorte estirado. ( b ) Las fuerzas sobre el bloque. (c) Las 
fuerzas sobre el resorte. 


fuerza gravitatoria que el bloque ejerce sobre la Tie- 
rra, fuerza que no se muestra. 

La fuerza de reaccion a F (la fuerza ejercida sobre el 
bloque por el resorte) es la fuerza ejercida por el bloque 
sobre el resorte. Para mostrar esta fuerza, ilustramos en la 
figura 10c las fuerzas que actuan sobre el resorte. Estas 
fuerzas incluyen la reaccion a F, la cual mostramos como 
una fuerza F' (= -F) que actua hacia abajo, el peso w del 
resorte (generalmente despreciable), y el jalon P hacia 
arriba del techo. Si el resorte esta en reposo, la fuerza neta 
debe ser cero: P + w + F' = 0. 

La fuerza de reaccion a P actua sobre el techo. Puesto 
que en este diagrama no estamos mostrando al techo como 
un cuerpo independiente, la reaccion a P no aparece. 


5-7 UNIDADES DE FUERZA 


Como todas la ecuaciones, la segunda ley de Newton 
(F = ma) debe ser dimensionalmente consistente. En el 
lado derecho, las dimensiones son, recordando del capi- 
tulo 1 que [ ] denota las dimensiones de, [m][a] = ML/T 2 , 
y por lo tanto estas deben ser tambien las dimensiones de 
una fuerza: 

[F] = ML/T 2 . 

No importa cual sea el origen de la fuerza (gravitatoria, 
electrica, nuclear, o cualquiera otra) y no importa que tan 
complicada sea la ecuacion que describa a la fuerza, deben 
mantenerse para ella estas dimensiones. 


En el sistema SI de unidades, la masa se mide en kg 
y la aceleracion en m/s 2 . Para impartir una aceleracion 
de 1 m/s 2 a una masa de 1 kg se requiere una fuerza de 
1 kg • m/s 2 . A esta combinacion de unidades, en cierta 
forma inconveniente, se le ha dado el nombre de newton 
(abreviado N): 

1N=1 kg-m/s 2 . 

Si medimos la masa en kg y la aceleracion en m/s 2 , la 
segunda ley de Newton nos da la fuerza en N. 

Existen otros dos sistemas de unidades de uso comun, 
que son el sistema cegesimal cgs (centimetro-gramo-se- 
gundo) y el sistema ingles (o britanico). En el sistema 
cgs, la masa se mide en gramos y la aceleracion en cm/s 2 . 
La unidad de fuerza en este sistema es la dina y equivale 
a g ■ cm/s 2 . Puesto que 1 kg = 10 3 g y 1 m/s 2 = 100 cm/s 2 , 
se deduce que 1 N = 10 5 dinas. Una dina es una unidad 
muy pequena, aproximadamente igual al peso de un mill- 
metro cubico de agua. (Por el contrario, un newton es 
aproximadamente el peso de media taza de agua.) 

En el sistema ingles, la fuerza se mide en libras y la 
aceleracion en pies/s 2 . En este sistema, la masa que es 
acelerada a razon de 1 pie/s 2 por una fuerza de 1 lb se llama 
slug (de la palabra sluggish, que significa lento o que no 
responde). 

Ocasionalmente se encuentran otras variantes de estos 
sistemas basicos, pero estos tres son en mucho los mas 
comunes. La tabla 2 resume estas unidades de fuerza co- 
munes; en el apendice G puede hallarse una lista mas 
extensa. 


5-8 PESO Y MASA 


El peso de un cuerpo en la Tierra es la fuerza de gravedad 
ejercida sobre el por la Tierra. Como todas las fuerzas, el 
peso es una cantidad vectorial. La direccion de este vector 
es la direccion de la fuerza de la gravedad, esto es, hacia el 
centro de la Tierra. La magnitud del peso se expresa en 
unidades de fuerza, tales como libras, kilogramos o newtons. 

Supongamos por el momento que la superficie de la 
Tierra proporciona un marco inercial de referencia sufi- 
cientemente bueno. Soltemos a un cuerpo de masa m cerca 
de la superficie de la Tierra y permitamos que caiga 
libremente bajo la influencia de la gravedad. Solo una 
fuerza actuara sobre el cuerpo: su peso W. La aceleracion 
del cuerpo es la aceleracion de la caida libre, g. Aplicamos 
la segunda ley de Newton, F = ma, a este cuerpo en 
caida libre sustituyendo a W por F y a g por a, lo cual nos 
da W = mg. Tanto W como g son vectores dirigidos hacia 
el centro de la Tierra. Podemos entonces escribir que 

W=mg, (4) 


TABLA 2 UNIDADES DE LA SEGUNDA LEY 
DE NEWTON 


Sistema 

Fuerza 

Masa 

Aceleracidn 

SI 

newton (N) 

kilogramo (kg) 

m/s 2 

cgs 

dina 

gramo (g) 

cm/s 2 

ingles 

libra 

slug 

pies/s 2 


donde W y g son las magnitudes de los vectores de peso 
y de aceleracion. 

Por supuesto, no es necesario que un cuerpo este cayen- 
do para determinar su peso. Si un cuerpo esta en reposo 
cerca de la superficie de la Tierra, entonces la segunda ley 
de Newton requiere que la fuerza neta sobre el sea cero. 
El peso W - mg actua sobre el cuerpo, y, por lo tanto, para 
que el cuerpo se mantenga en reposo debe de experimen- 
tar otra fuerza numericamente igual a mg pero que actue 
en una direccion opuesta al peso. En la figura 10, el 
resorte suministra esta fuerza; la fuerza ejercida por el re¬ 
sorte sobre el cuerpo debe ser numericamente igual a mg. 
En la figura 8, la mesa ejerce una fuerza F BT hacia arriba 
sobre el libro que lo mantema en equilibrio; esta fuerza 
hacia arriba es de magnitud igual al peso mg. 

Ya que g varia entre puntos distintos de la Tierra, W, 
que es el peso de un cuerpo de masa m, es diferente en 
localidades distintas. Asi, el peso de un cuerpo de 1.00 kg 
de masa, en una localidad donde g = 9.80 m/s 2 , sera 
9.80 N; en una localidad donde g = 9.78 m/s 2 , el mismo 
cuerpo pesara 9.78 N. Si estos pesos fuesen determinados 
midiendo la cantidad de estiramiento necesaria en un 
resorte para equilibrarlos, la diferencia de peso del mismo 
cuerpo de 1 kg en dos localidades distintas se haria evi- 
dente en la distinta longitud de estiramiento del resorte de 
esas dos localidades. Por lo tanto, al contrario de la masa 
de un cuerpo, que es una propiedad intrinseca del cuerpo, 
el peso de un cuerpo depende de su ubicacion en rela- 
cion al centro de la Tierra. Como discutiremos en la 
seccion siguiente, las basculas de resorte pueden marcar 
cantidades diferentes, pero las balanzas senalan lo mismo 
en diferentes localidades de la Tierra. 

Ya que la Tierra esta girando, su superficie no puede 
ser un marco inercial de referencia. Todos los marcos de 
referencia sobre la superficie de la Tierra son acelerados 
centripetamente por la rotacion. La aceleracion en caida 
libre que medimos en este marco no inercial tiene por lo 
menos dos componentes: una que proviene de la atraccion 
gravitatoria de la Tierra y otra de su rotacion. El pequeno 
efecto de esta rotacion consiste en el cambio de la acele¬ 
racion en caida libre en un 0.3% aproximadamente con 
respecto a su valor en el ecuador, donde la aceleracion 
centripeta es la mayor, a su valor en los polos, donde la 
aceleracion centripeta se anula. Despreciamos esta peque¬ 
na contribution no inercial al peso por ahora, pero volve- 
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remos sobre ello en el capitulo 16. En la seccion 6-8 se 
discuten otras contribuciones no inerciales a la fuerza 
sobre un cuerpo. 

El peso de un cuerpo es cero en regiones del espacio 
donde los efectos de la gravitacion son nulos, aunque las 
propiedades de un cuerpo que dependen de su masa, tales 
como su resistencia a ser acelerado, permanecen sin cam- 
bio con respecto a las mismas en la Tierra. En un vehiculo 
espacial, libre de la influencia de la gravedad, levantar 
lentamente un bloque grande de plomo (W = 0) es un 
asunto sencillo, pero el astronauta sentiria una sensacion 
de dolor en los dedos del pie si pateara el bloque (m * 0). 

Requiere la misma fuerza acelerar un cuerpo en el 
espacio libre de gravedad que acelerarlo a lo largo de una 
superficie horizontal carente de friccion en la Tierra, ya 
que su masa es la misma en cada lugar. Pero se requiere 
una fuerza mayor para mantener a un cuerpo levantado 
contra la atraccion de la Tierra en su superficie que la 
requerida en el espacio, porque su peso es distinto en cada 
lugar. 

En localidades donde g tenga un valor especifico, la 
masa y el peso son proporcionales entre si. A veces 
escribimos, por ejemplo, 1 kg “=” 2.2 lb, donde “=” 
significa que “es equivalente a”. Esta es una correspon- 
dencia numerica, no una ecuacion real (j porque las ecua- 
ciones no puede igualar a cantidades con dimensiones 
diferentes!). Seria un poco como decir que 1 naranja “=” 
x manzanas, donde x pudiera tener un valor si estuviese- 
mos discutiendo el costo y un valor muy diferente si 
estuviesemos discutiendo cuanto jugo producen. 

La relacion entre masa y peso es valida solamente para 
un valor especifico de g, y, por lo tanto, deberia de usarse 
con precaucion. De otro modo, podriamos encontramos 
en una situacion confusa o embarazosa. Por ejemplo, si 
usted algun dia detuviera su nave espacial en un bien 
conocido restaurante de servicio rapido en la Luna y 
ordenara un hamburguesa de un cuarto de libra, le servi- 
rian un emparedado de casi 1 pie de diametro. (La grave¬ 
dad de la Luna es casi una sexta parte de la de la Tierra. 
En la Luna, 1 kg “=” 0.38 lb). Si usted coloca la misma 
orden sobre la superficie del Sol, su hamburguesa seria 
apenas de 1 pulgada de diametro pero jtnuy cocida! (En 
el Sol, 1 Kg “=” 62 lb.) Obviamente, queremos ordenar 
nuestro alimento por cantidad de materia (masa), y no por 
peso. Una hamburguesa de 100 gramos (alrededor de ± de 
libra en la Tierra) debe tener el mismo tamaho en todos 
los lugares. 

Ingravidez 

Las fotografias de astronautas en un vehiculo espacial en 
orbita (como en la Fig. 11) los muestran flotando libre- 
mente en un estado usualmente llamado “ingravidez”. Sin 
embargo, segun nuestra definicion de peso, no estan del 



Figura 11 Los astronautas en el vehiculo espacial estan en 
un estado de caida libre, donde parecen flotar como si 
careciesen de peso. 


todo carentes de peso; de hecho, su peso es solo alrededor 
del 10% menos de lo que seria si estuviesen parados sobre 
la superficie de la Tierra. Esta reduction ocurre porque la 
gravedad de la Tierra se vuelve mas debil con el aumento 
de altitud. 

Se dice que los astronautas en orbita estan en estado de 
“ingravidez” por dos razones: (1) Para un observador 
extemo, los astronautas estan en caida libre hacia el centro 
de la Tierra. Mantienen su altitud solo porque su velocidad 
tangencial ha sido elegida de modo que la gravedad pro- 
vea la aceleracion centripeta necesaria para un movimien- 
to circular uniforme. (2) No existe un suelo en contacto 
con ellos y que los empuje hacia arriba. 

Nuestra perception psicologica del peso implica la 
fuerza con la que el piso nos empuja. A1 flotar en el agua, 
nosotros percibimos menos nuestro propio peso (pero 
percibimos plenamente nuestra masa, por ejemplo, cuan- 
do tratamos de acelerarar nadando en el agua). Si estamos 
de pie en un ascensor mientras acelera, sentimos como si 
nuestro peso aumentara cuando el ascensor acelera hacia 
arriba y como si nuestro peso disminuyera cuando el 
ascensor acelera hacia abajo. Este efecto, que conside- 
ramos en el Problems muestra 7, es el resultado del 
aumento o diminution de la fuerza hacia arriba ejercida 
sobre nosotros por el suelo del ascensor. 

La verdadera ingravidez solo puede obtenerse en el 
espacio profundo, lejos de cualquier estrella o planeta, 
donde los astronautas flotarian libremente en una na¬ 
ve espacial a la deriva con los motores apagados. Si la 
nave estuviera girando sobre su eje, los astronautas que 
estuviesen parados perpendicularmente al eje de la super¬ 
ficie en rotation sentirian una “gravedad artificial”, por¬ 
que el piso estaria empujandolos para suministrar la 
fuerza centripeta necesaria para que se muevan en un 
circulo. El empuje del suelo hacia arriba se percibe como 
el peso. 


Si nos echamos en clavado o saltamos rebotando desde 
un trampolin, descendemos en caida libre mientras esta¬ 
mos en el aire; no existe una superficie que nos empuje y 
sentimos la “ingravidez”. De igual manera, si estamos en 
caida libre cerca de la Tierra dentro de una camara que 
este tambien en caida libre, tampoco existe una superficie 
que nos empuje y podriamos consideramos como “caren¬ 
tes de peso”. Flotariamos libremente dentro de la camara. 
Tres ejemplos de tal situacion son (1) el vehiculo espacial 
en orbita discutido anteriormente, (2) la cabina de un 
elevador que cae despues de haberse roto el cable de 
suspension, y (3) un aeroplano en vuelo a lo largo de una 
trayectoria parabolica elegida. Supongamos que el aero¬ 
plano asciende de modo que en determinado tiempo se 
mueve hacia arriba a velocidad v 0 en una direccion que 
forme un angulo </> 0 sobre la horizontal. Si usted fuese un 
pasajero de ese aeroplano, y si en ese instante el aeroplano 
desapareciese subitamente, usted seguiria la trayectoria 
parabolica de la caida libre dada por la ecuacion 23 del 
capitulo 4. Si en lugar de ello, en ese mismo instante, el 
piloto dirige al aeroplano de modo que siga esa misma 
trayectoria, el aeroplano estara, en efecto, en caida libre y 
los objetos dentro de el flotaran libremente en un estado 
de “ingravidez”. De hecho, este sistema se ha utilizado 
para entrenar a los astronautas a adaptarse a la “ingravi¬ 
dez” del vehiculo espacial en orbita. En cada uno de estos 
tres casos, nuestro peso cambia solo ligeramente con 
respecto al que tendria si estuviesemos parados sobre la 
superficie de la Tierra, pero la falta de un suelo que nos 
empuje nos lleva a tener la sensacion de “no tener peso”. 



<*) 


Figura 12 (a) Una bascula de resorte puede ser calibrada, 
en una region donde g sea conocida, colgando de ella una 
masa conocida y marcando la fuerza correspondiente al peso 
de la masa. En el caso que se muestra, una masa de 0.510 kg 
da F = 5.00 N cuando g = 9.8 m/s 2 , (b) La escala calibrada 
puede entonces ser usada para medir una fuerza desconocida. 
Esta es la base de operation de todas las basculas de resorte, 
tal como la medidora de peso en el correo, la bascula para 
pesar los productos en las tiendas de abarrotes, y la bascula 
del cuarto de bano. 


5-9 MEDICION DEFUERZAS 


En la seccion 5-3 hemos definido la fuerza por la medida 
de la aceleracion impartida a un cuerpo estandar jalan- 
do de el con un resorte estirado. Podemos llamar a esto 
metodo dinamico para la medicion de la fuerza. Aunque 
conveniente para la definicion, no siempre resulta un 
metodo particularmente practico para la medicion de fuer- 
zas. (La aceleracion rara vez es facil de medir.) Otro 
metodo para medir fuerzas se basa en la medicion del 
cambio de forma o de tamaho de un cuerpo (digamos, un 
resorte) sobre el que se aplique la fuerza cuando el cuerpo 
no es acelerado. Este es el metodo estatico de medir 
fuerzas. 

La base del metodo estatico es que cuando un cuepo, 
bajo la action de varias fuerzas, tiene una aceleracion 
cero, la suma vectorial de todas las fuerzas que actuan 
sobre el cuerpo debe ser cero. Esto no es mas que, por 
supuesto, la segunda ley del movimiento. Una sola fuerza 
que actua sobre un cuerpo produciria una aceleracion; esta 
aceleracion puede llegar a ser cero si aplicamos otra 
fuerza al cuerpo de igual magnitud pero de direccion 


contraria. En la practica buscamos mantener al cuerpo en 
reposo. Si ahora elegimos alguna fuerza como nuestra 
fuerza unitaria, estariamos en la posicion de medir fuer¬ 
zas. Por ejemplo, la atraccion de la Tierra sobre un cuerpo 
estandar en un punto en particular puede ser tornado como 
la unidad de fuerza. 

Un instrumento comunmente empleado para medir 
fuerzas de esta manera es la bascula de resorte (Fig. 12). 
Consta de un resorte enrrollado con una aguja en un 
extremo que se mueve sobre una escala de medidas. Una 
fuerza ejercida sobre la bascula cambia la longitud del 
resorte. Si un cuerpo que pesa 1.00 N (m = 0.102 kg, donde 
g = 9.80 m/s 2 ) se cuelga del resorte, este se estira hasta 
que el jalon que ejerce sobre el cuerpo sea de igual 
magnitud pero de direccion opuesta a su peso. Puede 
hacerse una marca sobre la escala frente a la aguja y mar- 
car “1.00-N de fuerza”. Similarmente, pesos de 2.00-N, 
3.00-N,... pueden suspenderse del resorte y hacer marcas 
correspondientes sobre la escala frente a la aguja en cada 
caso. De esta manera se calibra el resorte. Suponemos que 
la fuerza ejercida sobre el resorte es siempre la misma 
cuando la aguja se detiene en la misma posicion. La 
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Figura 13 La balanza de brazos iguales, que compara los 
pesos de distintas masas. 


bascula calibrada puede usarse ahora como en la figu¬ 
ra 12 6 para medir una fuerza desconocida, y no unicamen- 
te para medir la fuerza de atraccion que la Tierra ejerce. 

La balanza de brazos iguales (Fig. 13) proporciona otro 
metodo estatico para medir una fuerza. La aplicacipn mas 
comun implica comparar pesos conocidos con pesos des- 
conocidos; cuando los brazos se nivelan, los pesos deben 
ser iguales. Mas aun, a causa de que g es la misma para 
ambos brazos de la balanza, la igualdad de pesos implica 
la igualdad de masas. La balanza de brazos iguales deter- 
mina entonces la igualdad relativa de las masas al pesar- 
las. (De hecho, las pesas conocidas que se suministran con 
tales balanzas estan generalmente marcadas como masas 
en gramos.) Este sistema trabaja para cualquier valor de 
g excepto cero; la balanza trabajaria igualmente bien para 
comparar masas en la Luna, pero no trabajaria en absoluto 
en el espacio libre de gravedad o en la ingravidez relativa 
de las orbitas de la Tierra. 


5-10 APLICACIONES DE 

LAS LEYES DE NEWTON 


Si bien todo problema que debe resolverse por el uso de 
las leyes de Newton requiere un enfoque unico, existen 
unas cuantas reglas generales que se aplican para deter- 
minar las soluciones a tales problemas. En esta seccion 
presentamos las reglas e ilustramos su aplicacion con 
varios ejemplos. La mejor manera de aprender las reglas 
es estudiar los ejemplos. 

Los pasos basicos para aplicar las leyes de Newton son: 
(1) Identifique claramente el cuerpo que se va a analizar. 
A veces habra dos o mas de tales cuerpos; por lo general 
cada uno se trata independientemente. (2) Identifique el 
entomo en que seran ejercidas las fuerzas sobre el cuerpo 
(superficies, otros objetos, la Tierra, resortes, cuerdas, 


etc.) (3) Seleccione un marco inercial de referencia sin 
aceleracion apropiado. (4) Elija un sistema de coorde- 
nadas (en el marco de referencia elegido) conveniente, 
localice el origen, y oriente los ejes para simplificar el 
problema tanto como sea posible. Con el cuidado apropia¬ 
do, puede elegirse un sistema de coordenadas diferente 
para cada componente de un problema complejo. (5) Haga 
un diagrama del cuerpo libre, mostrando a cada objeto 
como una particula y a todas las fuerzas que actuen sobre 
el. (6) Aplique ahora la segunda ley de Newton a cada 
componente de la fuerza y de la aceleracion. 

En los siguientes ejemplos, hacemos algunas hipotesis 
que simplifican el problema a costa de alguna realidad 
fisica. Los cuerpos son tratados como particulas, de modo 
que se considere que todas las fuerzas que actuan sobre el 
cuerpo lo hacen en un solo punto. Suponemos que todo 
movimiento carece de friccion. Suponemos tambien que 
todas las cuerdas carecen de masa (no se requiere una 
fuerza para acelerar las cuerdas) y son inextensibles (no 
se estiran, de modo que los objetos en movimiento lineal 
unidos por cuerdas tirantes tienen las mismas velocidades 
y aceleraciones). Las poleas carecen de masa (no se re¬ 
quiere fuerza para que giren) y sus bujes carecen de 
friccion. Todos los cuerpos son rigidos (no ocurren defor- 
maciones bajo la carga, y las fuerzas a traves de ellos se 
transmiten instantaneamente). A pesar de estas simplifi- 
caciones, los ejemplos nos introducen a las tecnicas basi- 
cas del analisis dinamico. Mas adelante en este texto, 
anadiremos nuevas tecnicas que nos permitan ser mas 
realistas en nuestro analisis de situaciones fisicas. Por 
ejemplo, en el capitulo 6 mostramos como puede incluirse 
a la friccion en el analisis, y en el capitulo 12 mostramos 
como explicar la masa de una polea y la friccion de sus 
chumaceras. Por ahora, no tomaremos en cuenta estos por 
demas importantes efectos, de modo que podamos cen- 
tramos en los metodos mas basicos usados para resolver 
los problemas. 

En el siguiente problema muestra, introducimos la ten¬ 
sion T, la fuerza con la cual una cuerda jala de los objetos 
unidos a ella. En cuerdas de espesor despreciable, la 
direccion de la tension debe ser siempre paralela a la cuer¬ 
da misma. (Esta afirmacion no sirve para vigas gruesas y 
solidas, como lo discutiremos en el capitulo 14.) En 
cuerdas de masa despreciable, la tension se transmite 
uniformemente a lo largo de la cuerda y es la misma en 
cada extremo. 

Microscopicamente, cada elemento de la cuerda jala del 
elemento inmediato a el (y es a su vez jalado por ese 
elemento, segun la tercera ley de Newton). De esta manera 
la fuerza que jala de un extremo de la cuerda es transmitida 
al objeto situado al otro extremo. Cualquier elemento i en 
particular de la cuerda experimenta una tension T que 
actua en una direccion debida al elemento i - 1, y una 
tension igual T que actua en direccion opuesta debida al 
elemento i + 1. Si fuesemos a cortar la cuerda en cualquier 
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Figura 14 Problema muestra 4. (a) 
Un bloque cuelga de tres cuerdas A, B, 
y C. ( b ) El diagrama del cuerpo libre 
del nudo que une a las cuerdas. (c) El 
diagrama del cuerpo libre del bloque. 


punto y unir una bascula de resorte (calibrada como lo 
describimos en la seccion 5-9) a los extremos cortados, 
la bascula de resorte leeria la tension T directamente. 


Problema muestra 4 La figura 14a muestra un bloque de 
masa m = 15.0 kg colgado de tres cuerdas. ^Cuales son las 
tensiones en las tres cuerdas? 

Solucion Consideremos que el nudo en el empalme de las tres 
cuerdas es “el cuerpo”. La figura 146 muestra el diagrama del 
cuerpo libre del nudo, que permanece en reposo bajo la accion 
de las tres fuerzas T„ T B , y T c , las cuales son las tensiones en 
las cuerdas. (Suponemos que, al igual que la cuerda, el nudo ca¬ 
rece de masa, de modo que su peso no aparece en el diagrama). 
Eligiendo los ejes xyy como se muestra en la figura 146, pode- 
mos resolver las fuerzas en sus componentes xyy. Las compo¬ 
nent es de la aceleracion son cero, de modo que podemos escribir: 

componente x: ^ F x = + T Bx = ma x = 0, 

componente y: ^ = T Ay + T By + T Cy = ma y = 0. 

En la figura 146 vemos que 

T Ax = -T A cos 30° = —0.8667^, 

T Ay = T a sen 30° = 0.5007^, 

T Bx ~ T b cos 45° = 0.7077 a , 

T By = T b sen 45° = 0.707 T B , 

y 

Tex = 9 , 

T cy = -T c . 

Para continuar, examinemos el diagrama del cuerpo libre de 
la masa m, que se muestra en la figura 14c. Solo entran las 
componentes y, y una vez mas la aceleracion es cero: 

T Cy ~ mg = ma y = 0. 

A causa de que 7 C tiene solamente una componente y, podemos 
escribir: 

T c = mg = (15.0 kgX9.80 m/s 2 ) = 147 N. 


V W = mg 


Podemos ahora reescribir las ecuaciones de las componentes x 
y y para las fuerzas que actuan en el nudo: 

componente x: ~0M6T A + 0.7077b = 0, 

componente y: 0.5007^ + 0.701T B — T c = 0. 

Sustituyendo el valor para T c y resolviendo las dos ecuaciones 
simultaneamente, hallamos que 

T a = 108 N, 

T b = 132 N. 

Compruebe estos resultados (tal como debe hacerse en todos los 
problemas) para ver si la suma vectorial de las tres fuerzas es 
en realidad cero. 


En el siguiente problema muestra, introducimos otra 
clase de fuerza, la fuerza normal N ejercida por una 
superficie sobre un cuerpo. Consideremos el libro que esta 
sobre la mesa que se ilustra en la figura 8. La Tierra ejerce 
una fuerza hacia abajo sobre el libro (su peso), pero el 
libro esta en equilibrio, de modo que la fuerza total sobre 
el debera ser cero. La otra fuerza que actua sobre el libro 
es la fuerza normal hacia arriba ejercida por la mesa 
(indicada como F flr en la figura 8). En efecto, esta fuerza 
mantiene al libro sobre la superficie de la mesa. En ausen- 
cia de la friccion, las superficies pueden ejercer solamente 
fuerzas normales, esto es, solamente fuerzas perpendicu- 
lares a la superficie. (Notese que el libro ejerce tambien 
una fuerza normal hacia abajo sobre la mesa.) 

Si fuesemos a situar nuestra mano sobre el libro y 
empujaramos hacia abajo con una fuerza P, el libro per- 
maneceria en equilibrio, de modo que la fuerza normal de 
la mesa sobre el libro aumentaria de acuerdo a ello, siendo 
en este caso igual a la suma del peso del libro y de la fuerza 
P. Si P fuera suficientemente grande, excederiamos la 
capacidad de la mesa para proporcionar la fuerza normal 
hacia arriba, y el libro se romperia contra la cubierta de la 
mesa. 

Las fuerzas de tension y las fuerzas normales son ejem¬ 
plos de fuerzas de contacto, en las que un cuerpo ejerce 
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una fuerza sobre otro en virtud del contacto entre ellos. 
Estas fuerzas se originan en los atomos del cuerpo, los 
cuales ejercen una fuerza sobre su otro atomo vecino. 
Las fuerzas de contacto pueden mantenerse solamente si 
no exceden a las fuerzas interatomicas; de otro modo se 
rompe la union entre los atomos, y la cuerda o la superficie 
se rompe en pedazos. 


Problema muestra 5 Un trineo de masa m = 7.5 kg es jalado 
a lo largo de una superficie horizontal sin friccion por medio 
de una cuerda (Fig. 15). Se aplica a la cuerda una fuerza cons- 
tante de P = 21.0 N. Analice el movimiento si (a) la cuerda 
esta horizontal y si (6) la cuerda forma un angulo de 6 = 15° con 
la horizontal. 


Solucion (a) En la figura 15b se muestra el diagrama del 
cuerpo libre con la cuerda horizontal. La superficie ejerce una 
fuerza N, la fuerza normal, sobre el trineo. Las fuerzas son 
analizadas en componentes y se emplea la segunda ley de 
Newton como sigue: 

componente x: 2 F x — P = ma x , 

componente y: 2 F y = N — mg = ma y . 

Si no existe un movimiento vertical, el trineo permanecera sobre 
la superficie y a y = 0. Asl, 

N=mg= (7.5 kg)(9.80 m/s 2 ) = 74 N. 


La aceleracion horizontal es 


a x 


P _ 21.0 N 
m 7.5 kg 


- 2.80 m/s 2 . 


Notese que, si la superficie carece realmente de friccion, 
como lo hemos supuesto, la persona no puede continuar ejer- 
ciendo esta fuerza sobre el trineo por mucho tiempo. Despues 
de 30 s con esta aceleracion, el trineo se estaria moviendo a 
razon de j84 m/s o a 188 mi/h! 

(6) El diagrama de cuerpo libre cuando la fuerza del jalon no 
es horizontal se muestra en la figura 15c, y las ecuaciones de 
las componentes toman entonces las formas siguientes: 


componente x: 2 F x — P cos 9 = ma x , 


componente y : ^ F y = N + P sen 9 — mg = ma y . 


Supongamos por el momenta que el trineo descansa sobre la 
superficie; esto es, que a y = 0. Entonces 


N= mg—P sen 9 = 74 N-(21.0 NXsen 15°) = 69 N, 


a x 


P cos 6 _ (21.0 NXcos 15°) _ . „ 

- m 1.Tkg =2-70 m/s 2 . 


Una fuerza normal es siempre perpendicular a la superficie de 
contacto; con las coordenadas elegidas como en la figura 156, 
Ndebe ser positiva. Si aumentamos P sen 6, Ndisminuira y en 
algun punto seria cero. En ese punto el trineo abandonaria la 
superficie bajo la influencia de la componente hacia arriba de 
P, y necesitariamos analizar su movimiento vertical. Con los 
valores de P y de 6 que hernos usado, el trineo permanece sobre 
la superficie y a y = 0. 



(b) (c) 


Figura 15 Problema muestra 5. (a) Un trineo es jalado a lo 
largo de una superficie horizontal carente de friccion. (6) El 
diagrama del cuerpo libre del trineo cuando 6 - 0°. (c) El 
diagrama del cuerpo libre del trineo cuando 6 - 15°. 


Problema muestra 6 Un bloque de masa m = 18.0 kg es 
mantenido en su lugar por una cuerda sobre un piano carente de 
friccion inclinado a un angulo de 21° (vease la Fig. 16a). (a) 
Halle la tension en la cuerda y la fuerza normal ejercida sobre 
el bloque por el piano inclinado. (6) Analice el movimiento 
siguiente tras haberse cortado la cuerda. 

Solucion (a) En la figura 166 se muestra el diagrama del 
cuerpo libre del bloque. El bloque es actuado por la fuerza 
normal N, por su peso W = mg, y por la tension T de la cuerda. 
Elegimos un sistema de coordenadas con el eje x a lo largo del 
piano inclinado y el eje y perpendicular al mismo. Con esta 
eleccion, dos de las fuerzas (T y N) estan ya resueltas en sus 
componentes, y el movimiento que eventualmente ocurriria a 
lo largo del piano tiene igualmente una sola componente. 

En el caso estatico no existe aceleracion y las fuerzas deben 
sumar cero. El peso es resuelto en su componente x(-mg sen 0) 
y su componente y(-mg cos 0), y las ecuaciones de las fuerzas 
son las siguientes: 

componente x: ^ F x = T — mg sen 9 = ma x = 0, 

componente y: 2 F y = N — mg cos 9 = ma y = 0. 

Examine estas ecuaciones. /Son razonables? /Que sucede en el 
li'mite 6 = 0°? Parece como si la tension fuese cero. /Esperaria 
usted que la tension fuese cero si el bloque estuviera descansan- 
do sobre una superficie horizontal? /Que le sucede a la fuerza 
normal cuando 6- 0°? /Es esto razonable? /Que les sucederia 
a Ty a N en el li'mite de 6 - 90°? Conviene que adquiera usted 
el habito de hacerse preguntas como estas antes de comenzar 
con el algebra para hallar la solucion. Si existe un error, ahora 
es el mejor momento para hallarlo y corregirlo. 

Resolviendo las ecuaciones, 

T= mg sen 9 = (18.0 kgX9.80 m/s 2 Xsen 21°) = 80 N, 



Figura 16 Problema muestra 6. (a) Una masa m se halla 
suspendida en reposo por una cuerda sobre un piano 
inclinado carente de friccion. (6) El diagrama del cuerpo libre 
de m. Notese que el sistema de coordenadas xy esta inclinado 
de modo que el eje x sea paralelo al piano. El peso mg ha 
sido resuelto en sus componentes vectoriales. 


N= mg cos 9 = (18.0 kgX9.80 m/s 2 Xcos 27°) = 157 N. 

(6) Cuando se corta la cuerda, la tension desaparece de las 
ecuaciones y el bloque deja de estar en equilibrio. La segunda 
ley de Newton nos da ahora lo siguiente: 

componente x: 2 F x — — m S sen ® = ma x> 

componente y: 2 Fy = ^ ~~ m S 008 0 = ma y 

El corte de la cuerda no cambia el movimiento en la direccion 
y (jel bloque no salta del piano!), de manera que a y = 0 como 
antes y la fuerza normal es todavia igual a mg cos 6,6 157 N. 
En la direccion x 

a x = —g sen 9 = -(9.80 m/s 2 Xsen 21°) = —4.45 m/s 2 . 

El signo menos demuestra que el bloque se acelera en direccion 
x negativa, esto es, hacia abajo del piano. Compruebe los h'mites 
6 - 0° y 6 = 90°. /Coinciden con nuestras expectativas? 

Problema muestra 7 Un pasajero de 72.2 kg de masa esta 
viajando en un elevador mientras permanece de pie sobre una 
bascula de plataforma (Fig. 17a). /Que indica la bascula cuando 
la cabina del elevador (a) desciende a velocidad constante y (6) 
asciende con una aceleracion de 3.20 m/s 2 ? 

Solucion Desarrollemos primero un resultado general valido 
para cualquier aceleracion vertical a. Elegimos que nuestro 
marco inercial de referencia este fuera del elevador (el pozo o 
tiro del elevador, por ejemplo, que forma parte del edificio), 
porque un elevador en aceleracion no es un marco inercial de 
referencia. Tanto g como a se miden por un observador situado 
en este marco extemo. La figura 176 muestra el diagrama del 
cuerpo libre del pasajero. Existen la fuerza hacia abajo del peso 


Figura 17 Problema muestra 7. (a) Un pasajero viaja en la 
cabina de un elevador parado sobre una bascula. (6) El 
diagrama de cuerpo libre del pasajero. La fuerza normal N es 
ejercida por la bascula y es de igual magnitud que la lectura 
de la bascula. (Las basculas comerciales, como la que aqul se 
muestra, estan calibradas para su lectura en kilogramos, en 
lugar de en newtons.) 


y la fuerza normal hacia arriba ejercida por la bascula. La fuerza 
normal es ejercida por la bascula sobre el pasajero; la bascula 
indica la fuerza hacia abajo ejercida por el pasajero sobre la 
bascula. S eg tin la tercera ley de Newton, estas son de igual 
magnitud. Entonces, si podemos hallar la fuerza normal, ten- 
dremos la lectura de la bascula. 

Del diagrama del cuerpo libre tenemos que 

2 F y = N — mg = ma 

o sea 

N = m(g + a). 

Cuando a = 0, ya sea que el elevador este en reposo o movien- 
dose a velocidad constante, como en la parte (a), entonces 

N = mg — (72.2 kg)(9.80 m/s 2 ) = 708 N (= 159 lb). 

Cuando a = 3.20 m/s 2 , como en la parte (6) tenemos que 

N — m(g + a) = (72.2 kg)(9.80 m/s 2 + 3.20 m/s 2 ) 

= 939 N (=211 lb). 

La lectura de la bascula, que indica la fuerza normal con la que 
el piso esta empujando al pasajero, aumenta cuando el elevador 
esta acelerando hacia arriba (a es positiva como lo hemos 
definido por el sistema de coordenadas) y disminuye cuando 
esta acelerando hacia abajo. En caida libre (a - —g) la lectura 
de la bascula sera cero (no existe una fuerza normal)._ 


5-11 MAS APLICACIONES 

DE LAS LEYES DE NEWTON 

Aqui consideraremos algunas aplicaciones adicionales de 
las leyes de Newton. Estos ejemplos implican a varios 
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Figura 18 Problema muestra 8. (a) El 
bloque m x es jalado a lo largo de una 
superficie horizontal por una cuerda 
que pasa por una polea y esta unida al 
bloque m 2 . ( b ) El diagrama del cuerpo 
libre del bloque m x . (c) El diagrama del 
cuerpo libre del bloque m 2 . 


objetos que deben ser analizados por separado pero no 
precisamente en forma independiente, a causa de que el 
movimiento de un objeto esta restringido por el movi- 
miento de otro, tal como cuando estan unidos entre si por 
medio de una cuerda de longitud fija. Estudie estos ejem- 
plos, y note las elecciones independientes de los sistemas 
de coordenadas usados para los objetos por separado. 


Problema muestra 8 La figura 18a muestra un bloque de 
masa m x sobre una superficie horizontal sin friccion. El bloque 
es jalado por una cuerda de masa despreciable que esta unida a 
un bloque colgante de masa m 2 . La cuerda pasa por una polea 
cuya masa es despreciable y cuyo eje gira con friccion despre¬ 
ciable. Halle la tension en la cuerda y la aceleracion de cada 
bloque. 

Solucion Este problema difiere de los considerados anterior- 
mente en que estan implicados dos objetos, en lugar de uno. Las 
figuras 18Z? y 18c muestran los diagramas del cuerpo libre de 
los objetos por separado. No es necesario elegir el mismo 
sistema de coordenadas para ambos objetos; en tanto seamos 
coherentes con cada subsistema, no importa como se definan 
los ejes individuales. 

En el bloque 1 actua una fuerza normal N, por gravedad, y 
por la tension en la cuerda. Puesto que esperamos que el 
bloque 1 acelere hacia la derecha, lo elegimos para nuestra 
direccion x positiva. Tambien esperamos que el bloque 1 per- 
manezca sobre la superficie horizontal, de modo que la compo- 
nente y de su aceleracion sea cero. Las ecuaciones de las 
componentes segun la segunda ley de Newton son, entonces, 
las siguientes: 

componente x: ^ F x = T x = m x a lx , 

componente y: ^ F v = N — m x g = m x a [y = 0. 

Para el bloque 2, elegimos que el eje y sea vertical hacia abajo, 
que es la direccion de la aceleracion que esperamos. No es 
necesario considerar componentes x para el bloque 2, y la 
componente y nos dara, segun la segunda ley de Newton, 

2 F y T 2 — m 2 a 2y . 

Consideramos que la cuerda carece de masa, de modo que la 
fuerza neta sobre ella sera cero. Las tensiones T x y T 2 ejercidas 
por la cuerda sobre los bloques resultan en iguales fuerzas de 


reaccion T l y T 2 ejercidas por los bloques sobre la cuerda. Si la 
cuerda estuviera recta, el anulamiento de la fuerza neta sobre 
la cuerda requeriria que T x = T 2 . La presencia de la polea ideal 
(sin masa y sin friccion) para cambiar la direccion de la tension 
en la cuerda no cambia esta afirmacion: la tension tiene una 
magnitud comun a lo largo de la longitud de la cuerda. Repre¬ 
sen taremos a la tension comun por la variable unica T. 

Si la cuerda es tambien inextensible (esto es, no se estira), 
entonces cualquier movimiento del bloque 1 en su direccion x 
es igualado exactamente por un movimiento correspondiente 
del bloque 2 en su direccion y. En este caso las aceleraciones de 
los dos bloques son iguales. Llamemos a a esta aceleracion 
comun. Tenemos ahora tres ecuaciones: 

T= m x a, 

N= m x g. 



Es util considerar los casos limites de estos resultados. ^Que 
sucede cuando m x es cero? Esperariamos que la cuerda se afloje 
(7’ = 0) y m caiga libremente (a = g). Las ecuaciones predicen 
correctamente estos limites. Cuando m 2 = 0, no existe una fuerza 
horizontal sobre el bloque 1 y no se acelera; de nueva cuenta, 
las ecuaciones dan la prediccion correcta. 

Notese que a < g, como era de esperarse. Tambien note- 
se que T no es igual a tn-yg. Solo si el bloque 2 estuviera colgan- 
do en equilibrio (a = 0) seria T = m^g. Si el bloque 2 acelera 
hacia abajo, entonces T < m^g\ si acelera hacia arriba, entonces 
T>m 2 g. 

L Se comportan las ecuaciones 5 y 6 apropiadamente en el 
limite g = 01 


Problema muestra 9 Consideremos dos masas distintas des- 
iguales unidas por una cuerda que pasa por una polea ideal 
(cuya masa es despreciable y cuyos ejes giran con una friccion 
despreciable), como se muestra en la figura 19. (Este mecanis- 
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Figura 19 Problema muestra 9. (a) Diagrama de la 
maquina de Atwood, que consta de dos masas suspendidas 
unidas por una cuerda que pasa por una polea. ( b ) Diagramas 
del cuerpo libre de m x y m 2 . 


mo se conoce tambien como maquina de Atwood).* Sea m 2 
mayor que m,. Halle la tension en la cuerda y la aceleracion de 
las masas. 

Solucion A causa de que hemos previsto que las masas ten- 
gan solo aceleraciones verticales, elegimos que la direccion y 
positiva sea la direccion del movimiento de cada masa. Solo 
se necesita considerar a las componentes y. En la figura 19 b se 
muestran los diagramas del cuerpo libre, y las ecuaciones del 
movimiento serian las siguientes: 

bloque 1: ^ F y = 7j — m x g = m x a x , 

bloque 2: ^ = m 2 g — T 2 = m 2 a 2 , 

donde a x y a 2 son las aceleraciones de /«, y m 2 , respectivamente. 
Como en el ejemplo anterior, si la cuerda carece de masa y no 
se estira, y si la polea carece de masa y de friccion, entonces T x 
= T 2 = Tya l = a 2 = a. (Suponemos que esta polea ideal no cambia 


* George Atwood (1745-1807) fue un matematico ingles que 
desarrollo este dispositivo en 1784 para demostrar las leyes del 
movimiento acelerado y medir g. Haciendo a la diferencia entre 
m x y m 2 pequena, le fue posible “retardar” el efecto de la caida 
libre y medir el movimiento del peso en caida con un reloj de 
pendulo, la manera mas precisa de medir intervalos de tiempo 
en aquella epoca. 


la magnitud de la tension o de la aceleracion de un lado de la 
cuerda al otro; su unica funcion es cambiar sus direcciones.) 
Sustituyendo y resolviendo las dos ecuaciones simultaneamen- 
te, hallamos que 


m 2 — m x 
a^—t— — g, 
m 2 + m x 

(7) 

2 m x m 2 
m x + m 2 

(8) 


Consideremos que sucede en los casos limite «i, = 0, m 2 = 0, 
g - 0, y m t = m 2 . Notese que m x g <T< m 2 g, y asegurese de que 
ha entendido por que esto debe de ser asi. 


Problema muestra 10 Consideremos el sistema mecanico 
mostrado en la figura 20a, donde /«, = 9.5 kg, m 2 = 2.6 kg, y 6 
= 34°. El sistema ha salido del reposo. Describa el movimiento. 

Solucion En las figuras 206 y 20c se muestran los diagramas 
del cuerpo libre para los bloques 1 y 2. Elegimos los sistemas de 
coordenadas como se muestra, de modo que un sistema de coor¬ 
denadas sea paralelo a la aceleracion prevista para cada cuerpo. 
Como en los ejemplos anteriores, esperamos que la tension 
tenga un valor comun y que el movimiento vertical de m 2 y el 
movimiento a lo largo del piano de m, pueda ser descrito por 
aceleraciones de la misma magnitud. Supongamos que rn , se 
mueve en la direccion x positiva (si nuestra hipotesis es erronea, 
a resultara negativa). Para m„ las ecuaciones de las componen¬ 
tes, segun la segunda ley de Newton, son las siguientes: 

componente x: 2 F x ~ T— m x g sen 9 — m x a, 

componente y: ^ F y = N— m x g cos 6 = 0, 

y para m 2 , 

'£ l F y = m iS ~ T= m 2 a. 

Resolviendo simultaneatnente tenemos que 


y 


m 2 — m x sen 0 

a = —-—- g 

m, + m 2 


^ m x m 2 .. . ™ 

T =-—+ sen 9). 
m x + m 2 


(9) 

( 10 ) 


Notese que estos resultados duplican las ecuaciones 5 y 6 del 
problema muestra 8 si ponemos que 0=0 (de modo que el 



Figura 20 Problema muestra 10. (a) 
El bloque /«, se desliza sobre un piano 
inclinado sin friccion. El bloque m 2 
cuelga de una cuerda unida a m x . (6) 
Diagrama del cuerpo libre de m x . 

(c) Diagrama del cuerpo libre de m 2 . 
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bloque 1 se mueva horizontalmente) y las Ecs. 7 y 8 del 
problema muestra 9 si hacemos que d = 90° (de modo que el 
bloque 1 se mueva verticalmente). 

Poniendolo en numeros, tenemos que 


a = 


2.6 kg — (9.5 kgKsen 34°) 
9.5 kg+ 2.6 kg 


(9.80 m/s 2 ) = -2.2 m/s 2 . 


La aceleracion resulta ser negativa, lo que significa que nuestra 
estimacion inicial con respecto a la direccion del movimiento 
era erronea. El bloque 1 se desliza hacia abajo por el piano, y 
el bloque 2 se mueve hacia arriba. A causa de que en las 
ecuaciones dinamicas no intervienen fuerzas que dependan de 


la direccion del movimiento, esta estimacion inicial incorrecta 
no tiene efecto sobre las ecuaciones y podemos aceptar el valor 
final como correcto. En general, este no sera el caso si conside- 
ramos fuerzas de friccion que actuen en oposicion a la direccion 
del movimiento. 

Para la tension en la cuerda, hallamos que 

T- ^'^ 2 'V^ \9.S0 m/s 2 )(l + sen 34°) = 31 N. 

9.5 kg + 2.6 kg 

Este valor es mayor que el peso de m 2 (ni 2 g = 26 N), lo cual es 
compatible con la aceleracion de m 2 , que es hacia arriba. 


PREGUNTAS 

1. /Por que caemos hacia adelante cuando un autobus en 
movimiento desacelera hasta detenerse y sentimos un 
impulso hacia atras cuando acelera desde el reposo? Las 
personas que viajan de pie en el metro hallan a menudo 
conveniente situarse de frente al costado del carro cuando 
el tren arranca o se detiene y viendo hacia el frente o la 
parte trasera cuando el tren esta corriendo a velocidad 
constante. /Por que? 

2. Un bloque de masa til esta suspendido del techo por un 
cordon C, y un cordon similar D esta atado a la base del 
bloque (Fig. 21). Explique lo siguiente: Si le damos un 
tiron subito a D, se rompera, pero si jalamos uniforme- 
mente de D, C se rompera. 



Figura 21 Pregunta 2. 


3. Rebata la afirmacion, hecha a menudo, de que la masa de 
un cuerpo es una medida de la “cantidad de materia” que 
contiene. 

4. Usando fuerza, longitud, y tiempo como cantidades fun- 
damentales, /cuales son las dimensiones de masa? 


5. /Puede ser considerada la primera ley de Newton simple- 
mente como el caso especial a - 0 de la segunda ley? De 
ser asi, /es realmente necesaria la primera ley? Discuta 
esto. 

6. /Que relacion existe, si la hay, entre la fuerza que actua 
sobre un objeto y la direccion en la que se mueve el objeto? 

7. Suponga que un cuerpo sobre el que actuen exactamente 
dos fuerzas se acelera. /Se deduce entonces que (a) el 
cuerpo no podra moverse a velocidad constante; ( b ) la 
velocidad nunca podra ser cero; (c) la suma de las dos 
fuerzas no puede ser cero; (d) las dos fuerzas deben actuar 
en la misma linea? 

8. En la figura 22 mostramos cuatro fuerzas que son de igual 
magnitud. /Que combinacion de tres de ellas, actuando 
juntas sobre la misma particula, podrfa mantener a esa 
particula en equilibrio? 



Figura 22 Pregunta 8. 


9. Un caballo es obligado a jalar una carreta. El caballo se 
niega a ello, apelando a la tercera ley de Newton como 
defensa: el jalon del caballo sobre la carreta es igual pero 
opuesto al jalon de la carreta sobre el caballo. Se pregunta 
el caballo; “Si yo no puedo nunca ejercer una fuerza mayor 
sobre la carreta de la que esta ejerce sobre mi, /como 
puedo hacer que la carreta se mueva”? /Que le contestaria 
usted? 

10. Comente si los siguientes pares de fuerzas son ejemplos 
de accion-reaccion: (a) La Tierra atrae a un ladrillo; el 


ladrillo atrae a la Tierra. ( b ) Un aeroplano a helice empuja 
el aire hacia la cola; el aire empuja al aeroplano hacia 
adelante. (c) Un caballo jala de una carreta, moviendola; 
la carreta jala contra el caballo. ( d) Un caballo jala de una 
carreta sin moverla; la carreta jala contra el caballo. (<?) 
Un caballo jala de una carreta sin moverla; la Tierra ejerce 
una fuerza igual y opuesta sobre la carreta. (/) La Tierra 
jala a la carreta hacia abajo; el suelo empuja a la carreta 
hacia arriba con una fuerza igual y opuesta. 

11 . La siguiente aseveracion es verdadera: expliquela. Dos 
equipos estan contendiendo jalando de una cuerda; el equipo 
que empuje mas duro (horizontalmente) contra el suelo 
gana. 

12. Dos estudiantes tratan de romper una cuerda. Primero 
jalan uno contra el otro y fallan. Luego atan un extremo 
a una pared y jalan juntos. /Es este procedimiento mejor 
que el primero? Explique su respuesta. 

13. ^Cual es su masa en “slugs”? / Y su peso en newtons? 

14. Un frances, al llenar un formulario, escribe “78 kg” en el 
espacio marcado Poids (peso). Sin embargo, el peso es una 
fuerza y el kilogramo es una unidad de masa. /Que tienen 
los franceses (entre otros) en cuenta cuando usan unidades 
de masa para describir su peso? /Por que no da su peso en 
newtons? /Cuantos newtons pesa el frances? /Y cuantas 
libras? 

15. Comente las aseveraciones siguientes con respecto a masa 
y peso hechas en hojas de examen. (a) La masa y el peso 
son las mismas cantidades fisicas expresadas en unidades 
diferentes. ( b ) La masa es una propiedad de un objeto 
aislado, mientras que el peso resulta de la interaccion de 
dos objetos. (c) El peso de un objeto es proporcional a su 
masa. (d) La masa de un cuerpo varia con los cambios en 
su peso local. 

16. Una fuerza horizontal actua sobre un cuerpo que puede 
moverse libremente. 4 ,Puede producir una aceleracion si 
la fuerza es menor que el peso de ese cuerpo? 

17. /Por que la aceleracion de un objeto que cae libremente 
no depende del peso del objeto? 

18. Describa varias maneras en las que usted podria, aun 
brevemente, experimentar una carencia de peso. 

19. /En que circunstancias seria cero su peso? /Depende su 
respuesta de la eleccion de un sistema de referenda? 

20. El “brazo mecanico” de un vehiculo espacial puede ma- 
nejar un satelite de 2200 kg cuando se le extiende a 12 m 
(vease la Fig. 23). Sin embargo, en la Tierra, este sistema 
manipulador remoto (RMS) no puede soportar su propio 
peso. En la “ingravidez” de un vehiculo espacial en orbita, 
/por que ese sistema manipulador remoto tiene que poder 
ejercer una fuerza? 

21. El manual del propietario de un automovil sugiere que el 
cinturon de seguridad se ajuste perfectamente y que la 
almohadilla del asiento frontal no sea acomodada sobre la 
nuca sino de modo tal que “la parte superior de la almo¬ 
hadilla este a nivel con la parte superior de las orejas”. 
/Como apoyan las leyes de Newton a estas buenas reco- 
mendaciones? 

22 . Usted dispara una flecha al aire y la sigue con la vista a lo 
largo de una trayectoria parabolica hasta el suelo. Se da 



Figura 23 Preguntas 20 y 26. 


cuenta de que la flecha viaja de modo que siempre es 
tangente a su trayectoria. /Que es lo que lo causa? 

23. En una contienda para jalar de una cuerda tres hombres 
jalan de ella a la izquierda A y otros tres jalan a la derecha 
B con fuerzas de igual magnitud. Ahora se cuelga una pesa 
de 5 lb verticalmente en el centro de la cuerda. (a) /Pueden 
los hombres hacer que AB sea una horizontal? ( b ) De no 
ser asi, explique. Si pueden hacerlo, determine la magni¬ 
tud de las fuerzas requeridas en A y en B para ello. 

24. Un pajaro se posa sobre un alambre de telegrafo estirado. 
/Cambia por ello la tension del alambre? De ser asi, /en 
que cantidad menor, igual, o mayor que el peso del pajaro? 

25. Un cable sin masa pasa por una polea carente de friccion. 
Un chango se cuelga de un lado del cable y en el otro lado 
del cable hay un espejo colgado, que tiene el mismo peso 
que el chango y esta situado a su mismo nivel. Puede el 
chango huir de su imagen en el espejo (a) trepando por 
el cable, ( b ) bajando por el cable, o (c) soltando el cable? 

26. En noviembre de 1984 los astronautas Joe Allen y Dale 
Gardner recuperaron un satelite de comunicaciones Wes- 
tar-6 de una orbita defectuosa y lo situaron dentro de la 
cabina de carga del vehiculo espacial Discovery (vease 
la Fig. 23). Al describir la experiencia, Joe Allen dijo del 
satelite, “no es pesado; es masivo”. /Que quiso decir? 

27. Usted es un astronauta que esta en el salon de descanso de 
una estacion espacial en orbita y quita la tapa de un tarro 
largo y delgado que contiene una sola aceituna. Describa 
diversas maneras (todas aprovechando la inercia ya sea de 
la aceituna o del tarro) para sacar la aceituna del tarro. 

28. En la figura 24, una aguja ha sido colocada en cada extremo 
de un palo de escoba (descansando), las puntas de las agujas 
se apoyan en los bordes de unas copas llenas de vino. La 
persona golpea el palo de escoba con una barra mediante un 
golpe rapido y vigoroso. El palo de escoba se rompe y cae 
al suelo, pero las copas de vino permanecen en su lugar y 
no se derrama ni una gota de vino. Esta impresionante 
habilidad fue popular a finales del siglo pasado. /Que 
razones fisicas estan detras de ella? (Si usted trata de hacerlo, 
practique primero con latas de refresco vacias. Pensandolo 
bien, usted podria pedir a su profesor de fisica que haga el 
experimento, ja modo de demostracion para la clase!) 
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29. Un elevador esta suspendido de un solo cable. No existe 
un contrapeso. El elevador recibe pasajeros en la planta 
baja y los lleva hasta el ultimo piso, donde ellos se bajan. 
Otro grupo de pasajeros entra y son transportados hasta la 
planta baja. Durante este viaje redondo, /.cuando es la 
tension del cable igual al peso del elevador mas los pasa¬ 
jeros? /.Cuando es mayor? /.Y cuando menor? 

30. Usted esta en la plataforma de mando del taxi espacial 
Discovery en orbita y alguien le pasa dos bolas de madera, 
aparentemente identicas. Una, sin embargo, tiene un nu- 
cleo de plomo y la otra no. Describa varias maneras de 
distinguirlas. 

31. Usted esta parado en la plataforma de una bascula grande 
de resorte y observa su peso. Despues avanza un paso 
sobre la plataforma y observa que en la bascula senala 
menos de su peso al principio del paso y mas de su peso 
al final del paso. Explique. 

32. /.Podria usted pesarse a si mismo en un bascula cuya 
lectura maxima sea menor al peso de usted? Si puede 
hacerlo, /.como? 

33. Una pesa esta colgada del techo de un elevador por un 
cordon. Partiendo de las siguientes condiciones, elija aque- 
11a en la cual la tension del cordon sea mayor . . . o menor: 
(a) el elevador esta en reposo; (b) el elevador sube a velo- 
cidad uniforme; (c) el elevador desciende a velocidad de- 
creciente; (d) el elevador desciende a velocidad creciente. 

34. Una mujer esta de pie sobre una bascula de resortes en un 
elevador. /.En cual de los siguientes casos registraria la 


PROBLEMAS 

Seccion 5-5 Segunda ley de Newton 

1. Supongamos que la fuerza de gravedad del Sol cesara 
subitamente, de modo que la Tierra resultara ser un objeto 



Figura 25 Preguntas 36 y 37. 


bascula una lectura minima ... o una lectura maxima?: (a) 
el elevador esta quieto; ( b ) el cable del elevador se rompe; 
(c) el elevador acelera liacia arriba; (d ) el elevador acelera 
hacia abajo; (e) el elevador se mueve a velocidad constante. 

35. [A que conclusion podria llegar un fisico si dentro de un 
elevador permanecen en equilibrio dos masas distintas 
desiguales que cuelgan de una polea, esto es, no existe una 
tendencia de la polea a girar? 

36. La figura 25 muestra al cometa Kohoutek tal como se le 
vio en 1973. Como todos los cometas, se mueve alrededor 
del Sol bajo la influencia de la fuerza de gravitacion que 
el Sol ejerce sobre el. El nucleo del cometa es un nucleo 
relativamente masivo en una posicion indicada por P. La 
cauda de un cometa se produce por la accion del viento 
solar, que consta de particulas cargadas que se extienden 
alejandose del Sol. Por inspection, /.que podria usted 
decir, si existe algo que lo aumente, con respecto a la 
direccion de la fuerza que actua sobre el nucleo del come¬ 
ta? /.Que nos diria acerca de la direccion en la que el nucleo 
es acelerado? /.Que acerca de la direccion en la que se esta 
moviendo el cometa? 

37. En general (vease la Fig. 25), los cometas tienen una cauda 
de polvo, que consiste en particulas de polvo impulsadas 
lejos del Sol por la presion de la luz del astro rey. /.Por que 
esta cauda tiene a menudo una forma curvada? 

38. /.Puede usted pensar en un fenomeno fisico que involucre 
a la Tierra en el cual nuestro planeta no pueda ser tratado 
como una particula? 


libre en lugar de estar confinada a la orbita del Sol. /.Cuanto 
tiempo le tomaria a la Tierra llegar a una distancia del Sol 
igual al radio orbital actual de Pluton? ( Sugerencia : En el 
apendice C el lector encontrara datos necesarios.) 
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2 Un bloque de 5.5 kg esta inicialmente en reposo sobre una 
superficie horizontal sin friccion. Es jalado con una fuerza 
horizontal constante de 3.8 N. (a) /.Cual es su aceleracion? 
(b) /.Cuanto tiempo debe ser jalado antes de que su velo¬ 
cidad sea de 5.2 m/s? (c) /Cuanto se aleja en este tiempo? 

3 Un electron viaja en linea recta desde el catodo de un tubo 
de vacio hasta su anodo, que esta a 1.5 cm de distancia. 
Comienza con velocidad cero y llega al anodo con una 
velocidad de 5.8 * 10 6 m/s. (a) Suponga constante a la 
aceleracion y calcule la fuerza sobre el electron. La masa 
del electron es de 9.11 x 10’ 31 kg. Esta fuerza es de origen 
electrico. (b) Calcule la fuerza de gravitacion sobre el 
electron. 

4. Un neutron viaja a una velocidad de 1.4 x 10 7 m/s. Las 
fuerzas nucleares son de un alcance muy corto, siendo 
esencialmente cero afuera del nucleo pero muy fuertes 
adentro. Si el neutron es capturado y traido al reposo por 
un nucleo cuyo diametro es de 1.0 * 10 14 m, /.cual es la 
magnitud minima de la fuerza, que se presume es constan¬ 
te, que actua sobre este neutron? La masa del neutron es 
de 1.67 x 10- 27 kg. 

5. En un juego de “jalar de la cuerda” modificado, dos 
personas jalan en direcciones opuestas, no de la cuerda, 
sino de un trineo de 25 kg que descansa sobre una calle 
cubierta de hielo. Si los participantes ejercen fuerzas de 
90 N y 92 N, /.Cual es la aceleracion del trineo? 

6. El haz de luz de laser en un satelite golpea un objeto 
lanzado desde un proyectil balistico disparado accidental- 
mente (vease la Fig. 26). El haz ejerce una fuerza de 
2.7 x 10' 5 N sobre el objetivo. Si el “tiempo de permanen- 
cia” del rayo sobre el objetivo es de 2.4’s, /.en cuanto se 
desplazara el objeto si este es (a) una cabeza explosiva de 
280 kg y ( b ) un senuelo de 2.1 kg? (Estos desplazamientos 
pueden medirse observando el rayo reflejado.) 



Figura 26 Problema 6. 


7. Un automovil que viaja a razon de 53 km/h choca contra 
el pilar de un puente. Un pasajero que viaja en el automovil 
se mueve hacia adelante una distancia de 65 cm (con 
respecto a la carretera) mientras es llevado al reposo por 
un cojin de aire inflado. /.Que fuerza (supuesta como 
constante) actua sobre la parte superior del torso del 
pasajero, quien tiene una masa de 39 kg? 

8. Un electron es proyectado horizontalmente a una veloci¬ 
dad de 1.2 x IQ 7 m/s dentro de un campo electrico que 


ejerce una fuerza vertical constante de 4.5 x 10' 16 N sobre 
el. La masa del electron es de 9.11 x 10 31 kg. Determine 
la distancia vertical en la que el electron es desviado 
durante el tiempo en que se ha movido hacia el frente 
33 mm horizontalmente. 

9. El yate solar Diana, disenado para navegar en el sistema 
solar usando la presion de la luz del Sol, tiene una vela 
con un area de 3.1 km 2 y una masa de 930 kg. Cerca de la 
orbita de la Tierra, el Sol puede ejercer una fuerza de 
radiation de 29 N sobre la vela, (a) /.Cual es la aceleracion 
que tal fuerza impartiria al vehiculo? (b) Una aceleracion 
pequena puede producir efectos grandes si actua continua- 
mente durante un periodo de tiempo suficientemente gran¬ 
de. Partiendo del reposo, /.que tan lejos se habria movido 
el vehiculo despues de 1 dia en estas condiciones? (c) 
/.Cual seria entonces su velocidad? (Vease “The Wind 
from the Sun”, un fascinante relato de ciencia-ficcion por 
Arthur C. Clarke, sobre una carrera de yates solares.) 

10. Un cuerpo de masa m recibe la accion de dos fuerzas F, 
y F 2 como se muestra en la figura 27. Si m = 5.2 kg, F, = 
3.7 N, y F 2 *= 4.3 N, halle el vector de aceleracion del 
cuerpo. 



Figura 27 Problema 10. 


11. Un objeto de 8.5 kg pasa a traves del origen con una 
velocidad de 42 m/s paralelo al eje x. Experimenta una 
fuerza constante de 19 N en direccion del eje y positivo. 
Calcule (a) la velocidad y (b) la posicion de la particula 
despues de haber transcurrido 15 s. 

12. Una cierta fuerza da al objeto m l una aceleracion de 
12.0 m/s 2 . La misma fuerza da al objeto m 2 una aceleracion 
de 3.30 m/s 2 . /.Que aceleracion daria la fuerza a un objeto 
cuya masa sea (a) la diferencia entre in, y m 2t y (b) la suma 
de m l y m 2 ? 

13. (a) Despreciando las fuerzas de gravitacion, /.que fuerza 
se requeriria para acelerar a una nave espacial de 1200 tons 
metricas desde el reposo hasta 1/10 de la velocidad de la 
luz en 3 dias? /,Y en 2 meses? (Una tonelada metrica 
= 1000 kg.) ( b ) Suponiendo que los motores se apaguen 
al alcanzar esa velocidad, /.cual seria el tiempo requerido 
para completar un viaje de 5 meses-luz para cada uno de 
estos casos? (Use 1 mes = 30 dias.) 

Seccion 5-6 Tercera ley de Newton 

14. Dos bloques, con masas m i = 4.6 kg y m 2 = 3.8 kg, estan 
unidos por un resorte ligero sobre una mesa horizontal sin 
friccion. En cierto instante, cuando m 2 tiene una acelera¬ 
cion a 2 = 2.6 m/s 2 , (a) /.Cual es la fuerza sobre m 2 y ( b ) 
/.cual es la aceleracion de m,? 




110 Capitulo 5 Fuerza y las leyes de Newton 


Problemas 111 


15. Una nina de 40 kg y un trineo de 8.4 kg estan sobre la 
superficie de un lago congelado, separados uno del otro 
por una distancia de 15 m. Por medio de una cuerda, la 
nina ejerce una fuerza de 5.2 N sobre el trineo, jalandolo 
hacia ella. (a) ^Cual es la aceleracion del trineo? (b) ^Cual 
es la aceleracion de la nina? (c) que distancia de la 
posicion inicial de la nina se encontraran, suponiendo que 
la fuerza permanezca constante? Suponga que no actuan 
fuerzas de friccion. 

Seccion 5-8 Peso y masa 

16. ^Cual sera el peso en newton y la masa en kilogramos 
de (a) un saquito de azucar de 5.00 lb, <Jb) un jugador de 
futbol de 240 lb, y (c) un automovil de 1.8 tons? (1 ton = 
2000 lb). 

17. ^Cuales son la masa y el peso de (a) un vehiculo para nieve 
de 1420 lb, y (b) una bomba de calor de 412 kg? 

18. Un viajero del espacio cuya masa es de 75.0 kg abandons 
la Tierra. Calcule su peso (a) en la Tierra, (b) en Marte, 
donde g = 3.72 m/s 2 , y (c) en el espacio interplanetario. (d) 
^Cual es su masa en cada uno de estos lugares? 

19. Una cierta partlcula tiene un peso de 26.0 N en un punto en 
donde la aceleracion debida a la gravedad es de 9.80 m/s 2 . 
( a ) iCuales son el peso y la masa de la partlcula en un 
punto en que la aceleracion debida a la gravedad es de 
4.60 m/s ? (b) /.Cuales son el peso y la masa de la partlcula 
si se mueve hacia un punto en el espacio donde la fuerza 
de la gravitacion es de cero? 

20. Un aeroplano de 12,000 kg esta volando a nivel con una 
velocidad de 870 km/h. ^Cual es la fuerza de sustentacion 
dirigida hacia arriba que ejerce el aire sobre el aeroplano? 

21. ^Cual es la fuerza neta que actiia sobre un automovil de 
3900 lb que acelera a razon de 13 ft/s 2 ? 

22. Un trineo-cohete experimental de 523 kg puede ser acele- 
rado desde el reposo hasta 1620 km/h en 1.82 s. /.Cual es 
la fuerza neta requerida? 

23. Un avion de propulsion a chorro parte desde el reposo 
cuando esta sobre la pista y acelera para el despegue 
a razon de 2.30 m/s 2 (= 7.55 ft/s 2 ). Tiene dos motores, 
cada uno de los cuales ejerce un empuje de 1.40 x 10 N 5 
( = 15.7 tons). /.Cual es el peso del avion? 

Seccion 5-10 Aplicaciones de las leyes de Newton 

24. (a) Dos pesas de 10 lb estan unidas a una bascula de resorte 
como se muestra en la figura 28a. /.Cuanto sefiala la bas¬ 
cula? ( b ) Una sola pesa de 10 lb esta unida a una bascula 
de resorte la que a su vez esta unida a una pared, como se 
muestra en la figura 28 b. /.Cuanto sehala la bascula? 
(Desprecie el peso de la bascula.) 

25. Una esfera cargada de 2.8 * 10 -4 kg de masa esta suspendida 
de una cuerda. Una fuerza electrica actiia horizontalmente 
sobre la esfera de modo que la cuerda forme un angulo de 
33° con la vertical cuando esta en reposo. Halle (a) la 
magnitud de la fuerza electrica, y (b) la tension en la cuerda. 

26. Un automovil que se mueve inicialmente a una velocidad 
de 50 mi/h (- 80 km/h) y que pesa 3000 lb (- 13,000 N) 
es detenido a una distancia de 200 ft (- 61 m). Halle (a) 
la fuerza de frenado y (b) el tiempo requerido para que se 


Bascula de resorte 



Figura 28 Problema 24. 


detenga. Suponiendo la misma fuerza de frenado, halle (c) 
la distancia y (d) el tiempo requerido para que se detenga 
si el automovil estuviera viajando a razon de 25 mi/h 
(" 40 km/h) inicialmente. 

27. Un meteorito de 0.25 kg de masa cae verticalmente a 
traves de la atmosfera de la Tierra con una aceleracion de 
9.2 m/s 2 . Ademas de la gravedad, una fuerza retardante 
vertical (debida a la resistencia aerodinamica de la atmos¬ 
fera) actiia sobre el meteorito. /.Cual es la magnitud de esta 
fuerza retardante? Vease la figura 29. 



Figura 29 Problema 27. 


28. Un elevador que pesa 6200 lb se eleva mediante un cable 
con una aceleracion de 3.8 ft/s 2 , (a) /.Cual es la tension en 
el cable? ( b ) /.Cual es la tension cuando el elevador esta 


acelerando hacia abajo a razon de 3.8 ft/s 2 pero se mueve 
todavia hacia arriba? 

29. Un hombre de 83 kg de masa (peso mg = 180 lb) salta a 
un patio de concreto desde el borde de una ventana situada 
a solo 0.48 m (= 1.6 ft) sobre el suelo, pero descuida doblar 
sus rodillas cuando aterriza, de modo que su movimien- 
to es detenido en una distancia de alrededor de 2.2 in 
(- 0.87 pulg). (a) /.Cual es la aceleracion promedio del 
hombre desde el momento en que sus pies tocan por 
primera vez el patio hasta el momento en que llega al 
reposo? (b) /.Con que fuerza promedio sacude a su estruc- 
tura osea este salto? 

30. Un bloque es proyectado hacia arriba sobre un piano 
inclinado sin friccion a una velocidad v 0 . El angulo de 
inclinacion es 6. (a) /.Cuanto avanza sobre el piano? (b) 
/.Cuanto tiempo le toma llegar hasta alii? (c) /.Cual es su 
velocidad cuando regresa hasta la base? Halle las respues- 
tas numericas para 6 = 35° y v 0 = 8.2 ft/s. 

31. Una lampara cuelga verticalmente de un cordon en un 
elevador en descenso. El elevador tiene una desceleracion 
de 2.4 m/s 2 (= 7.9 ft/s 2 ) antes de detenerse. (a) Si la 
tension en el cordon es de 89 N (= 20 lb), /.cual es la masa 
de la lampara? (b) /.Cual es la tension en la cuerda cuando 
el elevador asciende con una aceleracion de 2.4 m/s 2 
(= 7.9 ft/s 2 )? 

32. /Cuanta fuerza se necesita en el sedal para detener a un 
salmon de 19 lb que nada a razon de 9.2 ft/s en una 
distancia de 4.5 in? 

33. Un bloque de 5.1 kg de peso es jalado a lo largo de un piso 
sin friccion por una cuerda que ejerce una fuerza P = 12 N 
con un angulo 6 = 25° sobre la horizontal, como se muestra 
en la figura 30. (a) /.Cual es la aceleracion del bloque? ( b ) 
La fuerza P se incrementa lentamente. /.Cual es el valor 
de P en el momento antes de que el bloque sea levantado 
del piso? (c) /.Cual es la aceleracion del bloque antes de 
que sea levantado del piso? 



Figura 30 Problema 33. 


34. /.Como podria un objeto de 100 lb ser bajado de un tejado 
usando una cuerda con una resistencia a la rotura de 87 lb 
sin que se rompa la cuerda? 

35. Se deja caer un bloque desde el reposo en la parte superior 
de un piano inclinado sin friccion de 16 m de longitud. 
Llega a la base 4.2 s mas tarde. Un segundo bloque es 
lanzado hacia arriba desde el fondo del piano en el instante 
en que el primer bloque es soltado de modo tal que regresa 
al fondo simultaneamente con el primer bloque. (a) Halle 
la aceleracion de cada bloque sobre el piano inclinado. ( b ) 
/.Cual es la velocidad inicial del segundo bloque? (c) iQue 
distancia recorre hacia arriba en el piano inclinado? (d) 
/.Que angulo forma el piano con la horizontal? 


36. Un obrero arrastra una caja por el piso de una fabrica 
jalando de una cuerda atada a la caja. El obrero ejerce una 
fuerza de 450 N sobre la cuerda, la cual esta inclinada a 
38.0° sobre la horizontal. El suelo ejerce una fuerza resis- 
tiva horizontal de 125 N, como se muestra en la figura 31. 
Calcule la aceleracion de la caja (a) si su masa es de 
96.0 kg y ( b ) si su peso es de 96.0 N. 



Figura 31 Problema 36. 

37. Un elevador y su carga tienen una masa combinada de 
1600 kg. Halle la tension en el cable de sustentacion 
cuando el elevador, que originalmente se mueve hacia 
abajo a razon de 12.0 m/s, es tratdo al reposo con acelera¬ 
cion constante a una distancia de 42.0 m. 

38. Un objeto cuelga de una balanza de resortes unida al techo 
de un elevador. La balanza sefiala 65 N cuando el elevador 
esta quieto. (a) /.Cuanto marca cuando el elevador se 
mueve hacia arriba a una velocidad constante de 7.6 m/s? 
( b) /.Cuanto marca la balanza cuando el elevador se mueve 
hacia arriba a una velocidad de 7.6 m/s y desacelera a 
razon de 2.4 m/s 2 ? 

39. Una plomada, que consta de una pequeiia pesa suspendida 
por un cordon de masa despreciable, cuelga del techo de 
un vagon de ferrocarril y actiia como un acelerometro. (a) 
Demuestre que la expresion que relaciona a la aceleracion 
horizontal a del carro con el angulo 6 formado por el 
cordon con la vertical esta dada por a - g tan 9. (b) Halle 
a cuando 0 = 20°. (c) Halle 6 cuando a = 5.0 ft/s 2 . 

40. Un motor a chorro de 1400 kg esta afianzado al fuselaje 
de un avion de pasajeros por apenas tres pemos (que suele 
ser la practica usual). Suponga que cada pemo soporta un 
tercio de la carga. (a) Calcule la fuerza sobre cada pemo 
cuando el avion espera en linea para que se le permita el 
despegue. (b) Durante el vuelo, el avion encuentra turbu- 
lencia, la cual imparte siibitamente al avion una acelera¬ 
cion vertical hacia arriba de 2.60 m/s 2 . Calcule la fuerza 
sobre cada pemo ahora. /.Por que se usan solamente tres 
pemos? Vease la figura 32. 

41. Unos obreros estan cargando un equipo en un elevador de 
carga en el ultimo piso de un edificio. Sin embargo, 
sobrecargan el elevador y el cable desgastado se rompe 
violentamente. La masa del elevador cargado en el mo¬ 
mento del accidente es de 1600 kg. Cuando el elevador 
cae, los rieles de gufa ejercen una fuerza retardante cons¬ 
tante de 3700 N sobre el elevador. /.A que velocidad 
golpea el elevador el fondo del tiro situado a 72 m hacia 
abajo? 

42. Un automovil de 1200 kg esta siendo arrastrado por un 
piano inclinado a 18° por medio de un cable atado a la 
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Figura 32 Problema 40. 


parte trasera de un camion-grua. El cable forma un angulo 
de 27° con el piano inclinado. ^Cual es la mayor distancia 
que el automovil puede ser arrastrado en los primeros 7.5 s 
despues de arrancar desde el reposo si el cable tiene una 
resistencia a la rotura de 4.6 kN? Desprecie todas las 
fuerzas resistivas sobre el automovil. Vease la figura 33. 



Figura 33 Problema 42. 


43. Una caja de 110 kg esta siendo empujada a velocidad 
constante por la rampa de 34° que se muestra en la figu¬ 
ra 34. (a) ^Que fuerza horizontal F se requiere? (b) ^Cual 
es la fuerza ejercida por la rampa sobre la caja? 



Figura 34 Problema 43. 


44. Un reciente avion a chorro de 26 tons de la fuerza aerea 
de Estados Unidos (Fig. 35) requiere una velocidad en el 
aire de 280 ft/s para el despegue. Su propio motor desa- 


rrolla un empuje de 24,000 lb. El avion va a despegar 
desde un portaviones con una pista de vuelo de 300 ft. 
^Que fuerza debe ser ejercida por la catapulta del porta¬ 
viones? Suponga que la catapulta y el motor del avion 
ejercen una fuerza constante a lo largo de los 300 ft del 
despegue. 



Figura 35 Problema 44. 


45. Una nave de descenso se aproxima a la superficie de 
Calisto, uno de los satelites (lunas) del planeta Jupiter 
(Fig. 36). Si el motor de la nave proporciona un empuje 
hacia arriba de 3260 N, la nave desciende a velocidad 
constante. Calisto no tiene atmosfera. Si el empuje hacia 
arriba es de 2200 N, la nave acelera hacia abajo a razon 
de 0.390 m/s 2 , (a) ^Cual es el peso de la nave en descenso 
en la vecindad de la superficie de Calisto? ( b ) ^Cual es 



Figura 36 Problema 45. 


la masa de la nave? (c) ^Cual es la aceleracion debida a la 
gravedad cerca de la superficie de Calisto? 

46. Anos atras, las barcazas que viajaban por los canales eran 
arrastradas por caballos como se muestra en la figura 37. 
Supongamos que el caballo esta ejerciendo una fuerza de 
7900 N a un angulo de 18° con la direccion del movimiento 
de la barcaza, la cual navega en linea recta por el canal. 
La masa de la barcaza es de 9500 kg y su aceleracion es 
de 0.12 m/s 2 . Calcule la fuerza ejercida por el agua sobre 
la barcaza. 



Figura 37 Problema 46. 


47. Un cohete y su carga util tienen una masa total de 
51,000 kg. ^ Cual es el empuje del motor del cohete cuando 
(a) el cohete esta “flotando” sobre la platafonna de lanza- 
miento, justo despues del encendido, y (b) cuando el 
cohete esta acelerando hacia arriba a razon de 18 m/s 2 ? 

48. Un avion de combate a chorro despega a un angulo de 
27.0° con la horizontal, acelerando a 2.62 m/s 2 . El peso del 
avion es de 79,300 N. Halle (a) el empuje T del motor del 
avion y (b) la fuerza ascensional L ejercida por el aire 
perpendicularmente a las alas; vease la figura 38. Despre¬ 
cie la resistencia del aire. 



Figura 38 Problema 48 


49. Un globo de investigacion con una masa total M esta 
descendiendo verticalmente con una aceleracion a hacia 
abajo (Vease la Fig. 39.) ^Cuanto lastre debe ser arrojado 
de la canastilla para dar al globo una aceleracion a hacia 
arriba, suponiendo que la fuerza ascensional del aire sobre 
el globo no cambie? 

50. Un cohete con masa de 3030 kg se dispara estando en 
reposo desde el terreno con un angulo de elevacion de 
58.0°. El motor ejerce un empuje de 61.2 kN a un angulo 
constante de 58.0° con la horizontal durante 48.0 s y luego 
el motor se detiene. Desprecie la masa del combustible 
consumido y desprecie la fuerza aerodinamica de resisten- 



Figura 39 Problema 49. 


cia. Calcule (a) la altitud del cohete cuando el motor se 
detiene, y (b) la distancia total desde el punto de disparo 
hasta el impacto. 

51. Un bloque, de masa m, se desliza hacia abajo en un piano 
inclinado sin friccion que forma un angulo 6 con el piso 
de un elevador. Halle su aceleracion con relacion al piano 
en los casos siguientes. (a) El elevador desciende a velo¬ 
cidad constante v. (b ) El elevador asciende a velocidad 
constante v. (c) El elevador desciende con una aceleracion 
a. ( d ) El elevador desciende con una deceleracion a. (e) 
El cable del elevador se rompe. (/) En la parte (c) de 
arriba, cual es la fuerza ejercida sobre el bloque por el 
piano inclinado? 

Seccion 5-11 Mas aplicaciones de las leyes de Newton 

52. Refierase a la figura 18. Sea m l = 4.30 kg y m 2 = 1.80 kg. 
Halle (a) la aceleracion de los dos bloques, y ( b ) la tension 
en la cuerda. 

53. Un hombre de 110 kg desciende al suelo desde una altura 
de 12 m sujetando una cuerda que pasa por una polea sin 
friccion atada a un saco de arena de 74 kg. (a) que 
velocidad alcanza el hombre el suelo? ( b) ^Podria haber 
hecho algo para reducir la velocidad con que alcanza el 
suelo? 

54. Un chango de 11 kg esta trepando por una cuerda carente 
de masa que esta unida a un tronco de 15 kg y pasa sobre 
una rama deunarbol (;sin friccion!). ^Con que aceleracion 
minima debera trepar el chango por la cuerda de modo que 
pueda elevar al tronco de 15 kg desde el suelo? Si, despues 
de que el tronco se haya elevado, el chango deja de trepar 
y se cuelga de la cuerda, ^cual sera ahora ( b ) la aceleracion 
del chango y (c) la tension en la cuerda? 

55. Tres bloques estan unidos como se muestra en la figura 40 
sobre una mesa horizontal carente de friccion y son jalados 
hacia la derecha con una fuerza T 3 = 6.5 N. Si »i, = 1.2 kg, 
tn 2 = 2.4 kg, y m 3 = 3.1 kg, calcule (a) la aceleracion del 
sistema y ( b ) las tensiones 7’ y T r Trace una analogia de los 
cuerpos que estan siendo jalados en tandem, tal como si una 
locomotora jalara de un tren de carros acoplados. 

56. Dos bloques estan en contacto sobre una mesa carente de 
friccion. Se aplica una fuerza horizontal a un bloque, como 
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Figura 40 Problema 55. 


se muestra en la figura 41. (a) Si m, = 2.3 kg, m 2 = 1.2 kg, 
y F = 3.2 N, halle la fuerza de contacto entre los dos 
bloques. ( b ) Demuestre que si se aplica la misma fuerza F 
a m 2 en lugar de a m„ la fuerza de contacto entre los 
bloques es 2.1 N, el cual no es el mismo valor derivado en 
(a). Explique. 


m i 



Figura 41 Problema 56. 


57. La figura 42 muestra tres cajas con masas m, = 45.2 kg, 
m 2 = 22.8 kg, y/n 3 = 34.3 kg sobre una superficie horizontal 
carente de friccion. (a) iQue fuerza horizontal F se nece- 
sita para empujar las cajas hacia la derecha, como si fueran 
una sola unidad, con una aceleracion de 1.32 m/s 2 ? (b) 
Halle la fuerza ejercida por m 2 sobre m y ( c ) Y por /«, sobre 
m 2 . 



Figura 42 Problema 57. 


58. Una cadena que consta de cinco eslabones, cada uno con 
una masa de 100 g, se levanta verticalmente con una 
aceleracion constante de 2.50 m/s 2 , como se muestra en la 
figura 43. Halle (a) las fuerzas que actuan entre eslabones 
adyacentes, ( b ) la fuerza F ejercida en el eslabon superior 
por el agente que eleva la cadena, y (c) la fuerza neta en 
cada eslabon. 



59. Un bloque de masa ra, = 3.70 kg esta sobre un piano 
inclinado de angulo 8 = 28.0°, y unido por una cuerda 
sobre una polea pequena, sin friccion y sin masa, a un 
segundo bloque de masa m 2 = 1.86 kg que cuelga vertical¬ 
mente (vease la figura 44), (a) ^cual es la aceleracion de 
cada bloque? ( b ) Halle la tension en la cuerda. 



Figura 44 Problema 59. 


60. Un paracaidista de 77 kg experimenta una aceleracion 
hacia abajo de 2.5 m/s 2 poco despues de abrirse el para- 
caidas. La masa del paracaidas es de 5.2 kg. (a) Halle la 
fuerza hacia arriba ejercida en el paracaidas por el aire. (b) 
Calcule la fuerza hacia abajo ejercida por el paracaidista. 

61. Un elevador consta de una cabina ( A ), el contrapeso (B), 
el mecanismo de maniobra (C), y el cable y las poleas que 
se muestran en la figura 45. La masa de la cabina es de 
1000 kg y la masa del contrapeso es de 1400 kg. Desprecie 
la friccion y las masas del cable y de las poleas. El elevador 
acelera hacia arriba a razon de 2.30 m/s 2 y el contrapeso 
acelera hacia abajo en una cantidad igual. ^Cuales son los 
valores de las tensiones (a) T t y (b) T 2 7 ( c ) ^Cual es la 
fuerza ejercida sobre el cable por el mecanismo? 



Figura 45 Problema 61. 


62. Un helicoptero de 15,000 kg esta elevando un vehiculo de 
4500 kg con una aceleracion hacia arriba de 1.4 m/s 2 . 
Calcule (a) la fuerza vertical que el aire ejerce sobre las 
paletas del helicoptero, y (b) la tension en el cable de 
soporte superior; vease la figura 46. 


Figura 43 Problema 58. 
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Figura 46 Problema 62. 


Alguien ejerce una fuerza F directamente hacia arriba 
sobre el eje de la polea que se muestra en la figura 47. 
Considere que la polea y el cable carecen de masa y que 
el buje carece de friccion. Dos objetos, m, de 1.2 kg de 
masa y m 2 de 1.9 kg de masa, estan unidos como se muestra 
a los extremos opuestos del cable, el cual pasa sobre la 
polea. El objeto m 2 esta en contacto con el piso. (a) ^cual 
es el valor mas grande que la fuerza Fpuede tener de modo 
que m 2 permanezca en reposo sobre el piso? (b) ^Cual es 
la tension en el cable cuando la fuerza F hacia arriba sea 
de 110 N? (c) Con la tension determinada en la parte ( b ), 
^Cual es la aceleracion de m,? 



Figura 47 Problema 63. 


Dos particulas, cada una de masa m, estan unidas por un 
cordel delgado de longitud 2 L, como se muestra en la 
figura 48. Una fuerza uniforme F se aplica en el punto 
medio del cordel (r = 0) formando un angulo recto con la 
posicion inicial del cordel. Demuestre que la aceleracion 
de cada masa en direccion a 90° con F esta dada por 
F x 

x 2m (L 2 — x 2 ) xn 
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donde x es la distancia perpendicular de una de las par¬ 
ticulas desde la linea de accion de F. Discuta la situacion 
cuando x = L. 


Figura 48 Problema 64. 


65. Un bloque de masa M es jalado a lo largo de una superficie 
horizontal sin friccion por un cable de masa m como se 
muestra en la figura 49. Se aplica una fuerza horizontal P 
a un extremo del cable, (a) Demuestre que el cable debe 
combarse, aun cuando solo sea en una cantidad impercep¬ 
tible. Luego, suponiendo que la comba sea despreciable, 
halle ( b ) la aceleracion del cable y del bloque, (c) la fuerza 
que el cable ejerce sobre el bloque, y (d) la tension del 
cable en su punto medio. 
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Figura 49 Problema 65. 


La figura 50 muestra una seccion de un sistema alpino de 
vagones movidos por la traccion de un cable. La masa 
maxima permitida de cada vagon con ocupantes es de 
2800 kg. Los vagones, que viajan sobre un cable de soporte, 
son jalados por un segundo cable unido a cada tone. ^Cual 
es la diferencia de tension entre secciones adyacentes del 
cable de traccion si los vagones son acelerados hacia arriba 
con una inclinacion de 35° a razon de 0.81 m/s 2 ? 


Cable de soporte - 
Cable de traccion —— 


m 


Figura 50 Problema 66. 


a. 


67. El hombre de la figura 51 pesa 180 lb; la plataforma y la 
polea sin friccion unida a ella pesan un total de 43 lb. 
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Figura 51 Problema 67 


Desprecie el peso del cable. ^Con que fuerza debe el 
hombre jalar del cable con objeto de elevarse a si mismo 
y a la plataforma a razon de 1.2 ft/s 2 ? 



Figura 52 Problema 68. 


68. Una curia en triangulo rectangulo de masa M y angulo 6, 
que soporta un pequeno bloque de masa m sobre su lado, 
descansa sobre una mesa horizontal, como se muestra en 
la figura 52. (a) ^Que aceleracion horizontal a debera tener 
M con relation a la mesa para mantener a m estacionaria 
con respecto a la cuna, suponiendo contactos carentes de 
friction? ( b ) ^Que fuerza horizontal F debera ser aplicada 
al sistema para obtener este resultado, suponiendo que la 
cubierta de la mesa no tenga friccion? (c) Suponga que no 
se imprime fuerza alguna sobre My que ambas superficies 
carecen de friccion. Describa el movimiento resultante. 


CAPITULO 6 

dinAmica DE 

LAS PARTICULAS 


En el capitulo 5 estudiamos las leyes de Newton y dimos algunos ejemplos de sus aplicaciones. 
Estos ejemplos fueron simplificados en extremo, en forma deliberada con el fin de ilustrar la 
aplicacidn de las leyes. En el proceso de simplificacidn, tuvimos que pasar por alto algunos 
razonamientos fisicos. Por ejemplo, un problema esencial en la mecdnica, que concierne al 
diseno de sistemas mecanicos, lo constituye el tema de la friccidn. Ninguno de los ejemplos 
considerados en el capitulo 5 dejo paso a la intervencidn de la friccidn. 

En este capitulo continuaremos con mas aplicaciones de las leyes de Newton. Estudiare- 
mos ahora lasfuerzas de friccidn y sus consecuencias. Discutiremos las fuerzas no constantes 
mostrando cdmo resolver las ecuaciones del movimiento para tales fuerzas. Finalmente, 
demostraremos cdmo el uso de un marco de referenda no inercial produce efectos que pueden 
ser analizados con la introduccion de fuerzas inerciales o seudofuerzas que, en contraste con 
lasfuerzas que discutimos en el capitulo 5, no son causadaspor objetos especificos del entorno. 


6-1 LEYES DE LA FUERZA 

Antes de regresar a las aplicaciones de las leyes de New¬ 
ton, debemos tratar brevemente la naturaleza de las fuer¬ 
zas en si mismas. Hemos empleado las ecuaciones de 
movimiento para analizar y calcular los efectos de las 
fuerzas, pero estas no nos dicen nada acerca de las causas 
de las fuerzas. Para entender que produce una fuerza de¬ 
bemos tener una comprension microscopica detallada 
de las interacciones mutuas de los objetos con su entorno. 
Al nivel mas fundamental, la naturaleza parece actuar a 
traves de un pequeno numero de fuerzas fundamentales. 
Los fisicos han identificado tradicionalmente cuatro fuer¬ 
zas basicas: (1) la fuerza de gravitacion, que se origina 
con la presencia de la materia (o, mas en linea con la teoria 
general de la relatividad, la materia y la energia); (2) la 
fuerza electromagnetica, que incluye las interacciones 
electricas y magneticas basicas, y es responsable del en¬ 
lace de los atomos y de la estructura de los solidos; (3) la 
fuerza nuclear debil, que genera determinados procesos 
de desintegracion radiactiva y ciertas reacciones entre las 
particulas mas fundamentales, y (4) la fuerza fuerte, que 
opera entre las particulas fundamentales y es responsable 
de la estabilidad del nucleo. 


En la escala mas microscopica, por ejemplo, dos proto¬ 
nes que apenas se toquen en sus superficies, estas fuer¬ 
zas tendrian las intensidades relativas siguientes: fuerte 
(intensidad relativa = 1); electromagnetica (10 -2 ); debil 
(10 2 ); gravitatoria (10" 38 ). En la escala fundamental, la 
gravedad es sumamente debil y tiene efectos desprecia- 
bles. Podemos tener cierta apreciacion de la debilidad 
de la gravedad por algunos experimentos comunes, por 
ejemplo, levantar unos cuantos trozos de papel con un 
peine cargado electrostaticamente, o levantar unos cuan¬ 
tos clavos o clips de papeleria con un iman. jLa fuerza 
magnetica de un iman pequeno es suficiente para superar 
la fuerza de gravitacion ejercida por toda la Tierra sobre 
estos objetos! 

La busqueda de una simplificacion mayor ha conducido 
a los fisicos a tratar de reducir el numero de fuerzas a 
menos, incluso, de cuatro. En 1967 se propuso una teoria 
segun la cual las fuerzas debiles y las electromagneticas 
podrian ser vistas como partes de una sola fuerza, llamada 
fuerza electrodebil. La combinacion o unificacion de es¬ 
tas dos fuerzas es similar a la unificacion en el siglo XIX 
de la fuerza electrica y la fuerza magnetica aisladas en una 
sola fuerza electromagnetica. Han sido propuestas recien- 
temente otras teorias, llamadas teorias de la gran unifica¬ 
cion, que combinan a la fuerza fuerte y a la electrodebil 
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en un solo sistema, e incluso existen “teorias de todo” que 
intentan incluir tambien a la gravedad. 

Una prediccion de estas teorias es que el proton (la 
particula nuclear cargada positivamente) no es estable 
sino que se desintegra en un periodo prolongado, de quiza 
10 33 anos (realmente un tiempo muy largo, en compara- 
cion con la edad del Universo, 10 10 anos). Una manera de 
probar esta teoria es observar un conjunto de 10 33 protones 
(equivalente a un cubo de agua de 50 pies de lado) durante 
un ano para ver si uno de los protones se desintegra. Se 
necesitan de experimentos iguales a los de buscar una 
aguja en un pajar para probar estas exoticas teorias. En el 
capitulo 56 de la version ampliada de este texto conside- 
raremos otras especulaciones de este tipo. 

Por fortuna, nuestro analisis de los sistemas mecanicos 
no necesita invocar tales teorias. De hecho, en todo lo que 
estudiamos sobre sistemas mecanicos ordinarios intervie- 
nen solo dos fuerzas: la gravedad y el electromagnetismo. 
La fuerza gravitatoria es aparente en la atraccion de los 
objetos por la Tierra, la cual les da su peso. La atraccion 
gravitatoria mucho mas debil de un objeto de laboratorio 
sobre otro es casi siempre despreciable. 

Todas las demas fuerzas que consideramos de manera 
normal son esencialmente de origen electromagnetico: las 
fuerzas de contacto, tal como la fuerza normal ejercida 
cuando un objeto empuja a otro, y la fuerza de fric¬ 
cion producida cuando una superficie frota contra otra; 
las fuerzas viscosas, tales como la resistencia del aire; las 
fuerzas de tension, como la de un cable o una cuerda 
estirados; las fuerzas elasticas, como las de un resorte, y 
muchas otras. Microscopicamente, estas fuerzas se origi- 
nan de las fuerzas entre los atomos. Por fortuna, cuando 
tratamos con sistemas mecanicos ordinarios podemos no 
tomar en cuenta la base microscopica y reemplazar la 
complicada subestructura con una sola fuerza efectiva de 
magnitud y direccion especificas. 


6-2 FUERZAS DE FRICCION* 


Si lanzamos un bloque de masa m a una velocidad inicial 
v 0 a lo largo de una mesa horizontal larga, al final llegara 
al reposo. Esto significa que, mientras se esta moviendo, 
experimenta una aceleracion promedio a que apunta en 
direccion opuesta a su movimiento. Si (en un marco 
inercial) vemos que un cuerpo es acelerado, siempre aso- 
ciamos a una fuerza, definida por la segunda ley de 
Newton, con el movimiento. En este caso afirmamos que 
la mesa ejerce una fuerza d e friccion sobre el bloque, cuyo 


* Para una buena referencia general sobre friccion, vease el 
articulo sobre este tema en la Encyclopaedia Britannica, 14a. 
edicion. 


valor promedio es ma. Generalmente aceptamos que la 
friccion significa una interaction de contacto entre soli- 
dos. Los efectos de la friccion en los liquidos y los gases 
se describen en otros terminos (vease la section 6-7). 

En realidad, cuando la superficie de un cuerpo se des- 
liza sobre la de otro, los dos cuerpos ejercen una fuerza 
de friccion entre ellos. La fuerza de friccion de cada 
cuerpo es de direccion opuesta a su movimiento relativo 
al otro cuerpo. Las fuerzas de friccion se oponen automa- 
ticamente a este movimiento relativo y nunca contribuyen 
a el. Aun cuando no exista un movimiento relativo, pue- 
den existir fuerzas de friccion entre superficies. 

Aunque hasta ahora no hemos tenido en cuenta estos 
efectos, la friccion es muy importante en nuestras vidas 
cotidianas. Si se la dejara actuar sola, todas las flechas 
(ejes) dejarian de girar. En un automovil se usa alrededor 
del 20 % de la potencia del motor para contrarrestar las 
fuerzas de friccion. La friccion causa el desgaste y agarre 
de partes en movimiento, y se lleva a cabo un gran 
esfuerzo de ingenieria para reducirlas. Por otra parte, 
sin friccion no podriamos caminar; no podriamos sujetar 
un lapiz y si pudiesemos hacerlo, no podriamos escribir; 
el transporte sobre ruedas, tal como lo conocemos, no 
seria posible. 

Queremos conocer como expresar las fuerzas de fric¬ 
cion en funcion de las propiedades del cuerpo y de su 
entomo; esto es, queremos conocer la ley de la fuerza para 
las fuerzas de friccion. En lo que sigue, consideraremos 
el deslizamiento (no el rodamiento) de una superficie seca 
(no lubricada) sobre otra. Como veremos mas adelante, la 
friccion, vista a nivel microscopico, es un fenomeno muy 
complicado. Las leyes de la fuerza para una friccion seca, 
deslizante, son de caracter empirico y aproximadas en sus 
predicciones. No tienen la sencillez elegante y la precision 
que encontramos en la ley de la fuerza de la gravita¬ 
tion (capitulo 16) o de la fuerza electrostatica (capitulo 
27). Sin embargo, es notable, considerando la enorme 
diversidad de superficies que uno encuentra, que muchos 
aspectos del comportamiento de la friccion puedan ser 
entendidos cualitativamente sobre la base de unos cuantos 
mecanismos simples. 

Consideremos un bloque en reposo sobre una mesa 
horizontal, como en la figura 1 a. Unamosle un resorte para 
medir la fuerza horizontal F requerida para poner al blo¬ 
que en movimiento. Encontramos que el bloque no se 
mueve todavia cuando aplicamos una fuerza pequena 
(Fig. lb). Decimos que la fuerza que aplicamos esta 
equilibrada por una fuerza de friccion f opuesta, ejercida 
sobre el bloque por la mesa, que actua a lo largo de 
la superficie de contacto. Al aumentar la fuerza aplica- 
da (Fig. lc, d ), hallamos alguna fuerza definida mediante 
la cual el bloque se “desprende” de la superficie y comien- 
za a acelerar (Fig. le). Al reducir la fuerza una vez que se 
ha iniciado el movimiento, encontramos que es posible 
mantener al bloque en movimiento uniforme sin acelera¬ 


cion (Fig. 1/)- La figura lg muestra los resultados de 
un experimento para medir la fuerza de friccion. Se apli- 
ca una fuerza F creciente en, aproximadamente, t = 2 s, 
despues de lo cual la fuerza de friccion aumenta con 
la fuerza aplicada y el objeto permanece en reposo. En 
t = 4 s el objeto comienza subitamente a moverse y la 
fuerza de friccion se vuelve constante, independiente- 
mente de la fuerza aplicada. 

Las fuerzas de friccion que actuan entre superficies en 
reposo una respecto a la otra se llaman fuerzas de friccion 
estatica. La fuerza maxima de friccion estatica (corres- 
pondiente al pico en t = 4 s en la Fig. lg) sera la misma 
que la fuerza aplicada mas pequena necesaria para iniciar 
el movimiento. Una vez que se ha iniciado el movimiento, 
las fuerzas de friccion que actuan entre las superficies 
usualmente disminuyen de manera que solo es necesa¬ 
ria una fuerza mas pequena para mantener un movimien¬ 
to uniforme (correspondiente a la fuerza casi constante en 
t > 4 s en la Fig. lg). Las fuerzas que actuan entre 
superficies en movimiento relativo se llaman fuerzas de 
friccion cinetica. 

La fuerza maxima de friccion estatica entre cualquier 
par de superficies no lubricadas responde a estas dos leyes 
empiricas: (1) Es aproximadamente independiente del 
area de contacto dentro de limites amplios, y ( 2 ) es pro- 
porcional a la fuerza normal.* La fuerza normal se debe 
a las propiedades elasticas de los cuerpos en contacto 
(vease el capitulo 14). Estos cuerpos nunca son entera- 
mente rigidos, y cuando se ejerce una fuerza sobre un 
cuerpo que no puede moverse en direccion de la fuerza, 
el cuerpo empuja en contra para evitar ser estirado o 
deformado. En un bloque que esta en reposo sobre una 
mesa horizontal o se desliza sobre ella, la fuerza normal 
es igual en magnitud al peso del bloque. Ya que el bloque 
no tiene aceleracion vertical, la mesa debe ejercer una 
fuerza sobre el bloque dirigida hacia arriba, que es igual 
en magnitud al jalon hacia abajo de la Tierra sobre el 
bloque, esto es, igual al peso del bloque. 

La razon entre la magnitud de la fuerza maxima de 
friccion estatica y la magnitud de la fuerza normal se lla¬ 
ma coeficiente de friccion estatica de las superficies im- 
plicadas. Si f representa la magnitud de la fuerza de 
friccion estatica, podemos escribir que 

( 1 ) 


* Las dos leyes de la friccion fueron descubiertas experimen- 
talmente por Leonardo da Vinci (1452-1519). El enunciado de 
las dos leyes de Leonardo fue notable, teniendo en cuenta que 
llego a su descubrimiento dos siglos antes de que Newton 
desarrollara los conceptos de fuerza. Las expresiones matema- 
ticas de las leyes de la friccion y el concepto del coeficiente de 
friccion fueron desarrollados por Charles Augustin Coulomb 
(1736-1806), que es mejor conocido por sus estudios de elec¬ 
trostatica (vease el capitulo 27). 


nA 

Sin 

movimiento 

(a) mg 

(b) ' < ^^jg > 

N A 

F<>—I*!—0 f s 

(C) mg 

N A 

F <1 pSpI fs 

(d) mg 

<] -<- 

(e) ''Kg 

Movimiento' 

acelerado 

F< ^, 1 

Movimiento 

uniforme 

(/) ^mg 

g 2i— 

O 5 

1 Q J\ 1 1 1 1 1 1 1 i 

0 4 8 12 16 20 

(g) Tiempo (s) 

L — __-. -----. 


Figura 1 (a - d) Una fuerza externa F, aplicada a un 
bloque en reposo, es contrarrestada por una fuerza de friccion 
f igual y opuesta. Al aumentar F, tambien aumenta f, hasta 
que f llega a cierto valor maximo. (e) El bloque se 
“desprende” entonces, acelerandose hacia la izquierda. (f) Si 
el bloque ha de moverse a velocidad constante, la fuerza 
aplicada F debe reducirse respecto al valor maximo que tenia 
justamente antes de que el bloque comenzara a moverse. (g) 
Resultados experimentales; aqui la fuerza aplicada F se 
aumenta desde el inicio de cero, aproximadamente en t = 2 s, 
y el movimiento comienza en forma subita, 
aproximadamente en t = 4 s. Para detalles del experimento, 
vease “Undergraduate Computer-Interfacing Projects”, por 
Joseph Priest y John Snyder, The Physics Teacher, Mayo 
1987, pag. 303. 

donde /j s es el coeficiente de friccion estatica y N es la 
magnitud de la fuerza normal. El signo de igualdad se 
tiene solo cuando f alcance su valor maximo. 

La fuerza de friccion cinetica f entre superficies secas no 
lubricadas, sigue las mismas leyes que las dos de friccion 
estatica. (1) Es aproximadamente independiente del area de 
contacto dentro de limites amplios, y ( 2 ) es proporcional a 
la fuerza normal. La fuerza de friccion cinetica es tambien 
razonablemente independiente de la velocidad relativa con 
la que las superficies se mueven entre si. 
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La relacion entre la magnitud de la fuerza de friccion 
cinetica y la magnitud de la fuerza normal se llama coefi- 
ciente de friccion cinetica. Si f k representa la magnitud de 
la fuerza de friccion cinetica, entonces 

= ( 2 ) 

donde p k es el coeficiente de friccion cinetica. 

Tanto /j s como p k son constantes sin dimension, siendo 
cada una la razon de (las magnitudes de) dos fuerzas. Por 
lo general, para determinado par de superficies p s > p k . 
Los valores reales de ju s y de p k dependen de la naturaleza 
de las dos superficies en contacto. En la mayoria de los 
casos podemos considerarlas como constantes (para un 
par dado de superficies) dentro de la gama de fuerzas y 
velocidades que encontramos comunmente. Tanto p s co¬ 
mo /J k pueden exceder la unidad, aunque por lo general 
son menores de 1. La tabla 1 muestra algunos valores 
representatives de p s y de p k . 

Notese que las ecuaciones 1 y 2 son relaciones entre las 
magnitudes solamente de las fuerzas normal y de friccion. 
Estas fuerzas estan siempre dirigidas perpendicularmente 
entre si. 

La base microscopica de la friccion (Opcional) 

En la escala atomica aun la superficie mas fmamente pulida esta 
lejos de ser plana. La figura 2, por ejemplo, muestra un perfil 
real, muy aumentado, de una superficie de acero que podria ser 
considerada como muy pulida. Podriamos creer que cuando dos 
cuerpos estan en contacto, el area microscopica de contacto real 
es mucho menor que el area verdadera de la superficie; en un 
caso particular estas areas estarian facilmente en una razon 
de 1:10 4 . 

- El area (microscopica) de contacto real es proporcional a la 
fuerza normal, porque los puntos de contacto se deforman 
plasticamente bajo los grandes esfuerzos que se desarrollan en 
ellos. Muchos puntos de contacto realmente resultan “soldados 
en frio”. Este fenomeno, llamado adhesion superficial, ocurre 
a causa de que los puntos de contacto de las moleculas en lados 
opuestos de la superficie estan tan proximos entre si que ejercen 
fuerzas intermoleculares fuertes entre ellas. 


TABLA 1 COEFICIENTES DE FRICCION’ 


Superficies 

F. 

Fk 

Madera contra madera 

0.25-0.5 

0.2 

Vidrio contra vidrio 

0.9-1.0 

0.4 

Acero contra acero, superficies limpias 

0.6 

0.6 

Acero contra acero, superficies lubricadas 

0.09 

0.05 

Hule contra concreto seco 

1.0 

0.8 

Madera encerada de un esqui 
contra nieve seca 

0.04 

0.04 

Teflon contra Teflon 

0.04 

0.04 


’ Los valores son aproximados y se dan solo como estimaciones. Los 
coeficientes de friccion reales para cualquier par de superficies depen¬ 
den de condiciones tales como la limpieza de las superficies, la tempe¬ 
rature, y la humedad. 



Figura 2 Una seccion aumentada de una superficie de acero 
muy pulida. La escala vertical de las irregularidades de la 
superficie es de varios miles de diametros atomicos. La 
seccion ha sido cortada a un angulo tal que la escala vertical 
resulta exagerada con respecto a la escala horizontal en un 
factor de 10. 


Cuando un cuerpo (digamos, un metal) es arrastrado por 
encima de otro, la resistencia por friccion se asocia con la rotura 
de estos miles de pequeni'simas soldaduras, las cuales se vuel ven 
a formar continuamente segun va habiendo ocasion de nuevos 
contactos (vease la Fig. 3). Los experimentos de indicadores 
radiactivos han demostrado que, en el proceso de rotura, peque- 
nos fragmentos de una superficie metalica pueden ser cortados 
y adherirse a la otra superficie. Si la velocidad relativa de las 
dos superficies es suficientemente grande, puede haber fusion 
local en ciertas areas de contacto aun cuando la superficie, como 
un total, pueda sentirse solo moderadamente tibia. El fenomeno 
de “pegarse y resbalar” es el causante de los ruidos que hacen 
las superficies secas cuando se deslizan una contra la otra como, 
por ejemplo, el chirrido de la tiza contra el pizarron.* 

El coeficiente de friccion depende de muchas variables, tales 
como la naturaleza de los materiales, el acabado de la superficie, 
las pelfculas sobre la superficie, la temperatura y la cantidad de 
contaminacion. Por ejemplo, si dos superficies de metal cuida- 
dosamente limpias se situan en una camara al alto vacio de modo 
que no se formen pelfculas de oxido en ellas, el coeficiente de 
friccion se eleva a valores enormes y las superficies realmente 
se “sueldan” entre sf con firmeza. La admision de una pequeiia 
cantidad de aire a la camara de modo que se puedan formar 
pelfculas de oxido sobre las superficies opuestas reduce el 
coeficiente de friccion a su valor “normal”. 

La fuerza de friccion que se opone a un cuerpo que rueda 
sobre otro es mucho menor que en el movimiento deslizante; 
esto le da la ventaja a la rueda, que gira, sobre el trineo, que se 
desliza. Esta friccion reducida se debe en gran parte al hecho de 
que, al rodar, las soldaduras microscopicas de contacto se des- 
cascarillan en lugar de cortarse como en el caso de la friccion 
deslizante. Esto reduce la fuerza de friccion en un factor grande. 

La resistencia al rozamiento en la friccion seca, delizante, 
puede reducirse considerablemente por medio de la lubricacion. 
En una gruta en Egipto, un mural que data de 1900 A.C. muestra 
una gran estatua de piedra que es arrastrada sobre un vehfculo 
a modo de trineo mientras el hombre enfrentedel vehfculo vierte 
aceite lubricante a su paso. Una tecnica aun mas eficaz consis- 
te en introducir una capa de gas entre las superficies que se 
deslizan; dos ejemplos de ello son la mesa de aire del laboratorio 
y la chumacera soportada por gas. La friccion puede ser redu¬ 
cida aun mas suspendiendo un objeto por medio de fuerzas 
magneticas. Los trenes magneticamente levitados que actual- 
mente se hallan en desarrollo, tienen el potencial de viajar a alta 
velocidad, casi sin friccion. ■ 


* Vease, por ejemplo, “Stick and Slip”, por Ernest Rabinowicz 
en Scientific American, Mayo 1956, pag. 109. 



(« 


(«) 


Figura 3 El mecanismo de la friccion 
deslizante. (a) En esta vista aumentada, 
la superficie superior se desliza hacia la 
derecha sobre la superficie inferior, (b) 
Un detalle, mostrando dos puntos en 
donde ha ocurrido una soldadura en 
frio. La fuerza es necesaria para romper 
estas soldaduras y mantener el 
movimiento. 


Problema muestra 1 Un bloque esta en reposo sobre un piano 
inclinado que forma un angulo 0 con la horizontal, como en la 
figura 4a. Cuando el angulo de inclinacion se eleva, se halla 
que el deslizamiento apenas comienza a un angulo de inclina¬ 
cion 6, = 15°. iCual es el coeficiente de friccion estatica entre 
el bloque y el piano? 

Solucion En la figura 4b se muestran las fuerzas que actuan 
sobre el bloque, considerado como una partfcula. El peso del 
bloque es mg, la fuerza normal ejercida sobre el bloque por la 
superficie inclinada es N, y la fuerza de friccion ejercida por 
la superficie inclinada sobre el bloque es f,. Notese que la fuerza 
resultante ejercida por la superficie inclinada sobre el bloque, 
N + f„ ya no es perpendicular a la superficie de contacto, como 
lo serfa en superficies carentes de friccion (f, = 0). El bloque 
esta en reposo, de modo que la segunda ley de Newton da £F = 
0. Resolviendo las fuerzas en sus componentes x y y (a lo largo 
del piano y normal al piano, respectivamente), obtenemos que 

componente *: % F x =fi - mg sen 0 = 0 6 f = mg sen 0, 

componente y: 2 F y - N - mg cos 0 = 0 6 N = mg cos 0. 

En el angulo 0 S , cuando el deslizamiento apenas comienza, f 
tiene su valor maximo y es igual a pfil. Evaluando estas expre- 
siones para 0, y dividiendo una entre otra, obtenemos 

A_mgs S £_ UB 
N mg cos 0, 

o sea 

p % = tan 0, = tan 15° = 0.27. 

De aquf que la medicion del angulo de inclinacion cuando el 
deslizamiento apenas comienza proporciona un metodo experi- 



Figura 4 Problema muestra 1. (a) Un bloque en reposo 
sobre un piano inclinado rugoso. (b) Un diagrama de cuerpo 
libre del bloque. 


mental sencillo para determinar el coeficiente de friccion esta¬ 
tica entre dos superficies. Notese que esta determinacion es 
independiente del peso del objeto. 

Podemos emplear argumentos similares para demostrar que 
el angulo de inclinacion 0 k requerido para mantener una ve¬ 
locidad constante del bloque al deslizarse por el piano, una 
vez que ha arrancado a causa de un golpecillo suave, esta 
dado por 

fi k — tan 0 k , 

donde 0 k < 0,. Con la ayuda de una regia para medir la tangente 
del angulo de inclinacion, podemos ahora determinar p, y p k 
para una moneda que se deslice a lo largo del libro de texto. 


Problema muestra 2 Consideremos un automovil que se 
mueve a lo largo de una carretera recta horizontal a una veloci¬ 
dad v 0 . Si el coeficiente de friccion estatica entre las llantas y 
la carretera es p s , ^cual es la distancia mas corta en que puede 
ser detenido el automovil? 

Solucion En la figura 5 se muestran las fuerzas que actuan so¬ 
bre el automovil. Se supone que el automovil se esta moviendo 
en direccion x positiva. Si suponemos que/ es una fuerza cons¬ 
tante, tendremos un movimiento de deceleration uniforme. 

De la relacion 

v 2 = vl+ 2 a(x — Xo), 

con la position inicial elegida, de modo que x 0 = 0 y a una 
velocidad final de u = 0, obtenemos 



donde x es la distancia de alto o parada en la que la velocidad 
cambia desde v 0 hasta 0. A causa de que a es negativa, x es 
positiva, tal como lo esperabamos. 

Para determinar a, aplicamos la segunda ley de Newton con 
sus componentes asignadas de acuerdo a la figura 5b: 

componente x: ^ = —f — ma 0 a — —fi/m, 

componente y: ^ F y = V — mg = 0 0 N = mg, 

de modo que 

f t =p,N = p,mg. 

Sustituyendo esta cantidad en la expresion para a, hallamos que 

a = “ “ 
m 
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Figura 5 Problema muestra 2. (a) Un automovil 
decelerando. (b) Un diagrama de cuerpo libre del automovil 
decelerando, considerado este como una partfcula. Por 
conveniencia, hacemos que todas las fuerzas actuen en un 
punto comun. En realidad, las tres fuerzas mostradas son 
sumas de las fuerzas individuales que actuan sobre cada una 
de las cuatro llantas. 


Entonces la distancia de parada es 

y — pS_ go 

2 ^ 2tw- 

Cuanto mayor sea la velocidad inicial, mayor sera la distancia 
requerida para llevar al automovil al reposo; de hecho, esta 
distancia varia con el cuadrado de la velocidad inicial. Tambien, 
cuanto mas grande sea el coeficiente de friccion estatica entre 
las superficies, menor sera la distancia requerida para llegar a 
detener el automovil. 

En este problema hemos empleado el coeficiente de friccion 
estatica, en lugar del coeficiente de friccion cinetica, porque 
suponemos que no existe deslizamiento entre las llantas y la 
carretera. Ademas, hemos supuesto que opera la fuerza de 
friccion estatica maxima (f t = p s N) porque el problema busca la 
distancia mas corta para detener al automovil. Con una fuerza 
de friccion estatica mas pequena la distancia para que se deten- 
ga seria obviamente mayor. La tecnica de frenado correcta 
requerida aqui es mantener al automovil justo a punto del 
patinaje. (Los automoviles equipados con sistemas de frenado 
anti-trabadura mantienen esta condition automaticamente.) Si 
la superficie es lisa y los frenos se accionan con fuerza, el 
automovil puede patinar. En este caso p k reemplaza a p„ y la 
distancia requerida para detenerse aumentaria porque p k es mas 
pequena que p,. 

Como un ejemplo especifico, si v 0 = 60 mi/h = 27 m/s, y p s = 
0.60 (un valor tipico), obtencmos que 

v _ v o _ (27 m/s ) 2 

2 p,g 2(0.60) (9.8 m/s 2 ) 

Notese que este resultado es independiente de la masa del 
automovil. En los automoviles con la propulsion en las ruedas 
traseras y con el motor en el frente, es una practica comun 




Figura 6 Problema muestra 3. Los diagramas de cuerpo 
libre de la figura 20 del capitulo 5, en el caso de friccion a lo 
largo del piano. 


“cargar el baul” con objeto de aumentar la seguridad cuando se 
conduce sobre carreteras heladas. ^Como puede ser esta practi¬ 
ca consistente con nuestro resultado de que la distancia de 
parada es independiente de la masa del automovil? ( Sugerencia : 
vease el problema 2 .) 


Problema muestra 3 Repita el problema muestra 10 del 
capltulo 5, teniendo en cuenta una fuerza de friccion entre el 
bloque 1 y el piano. Use los valores p, = 0.24 y p k - 0.15. 

Solucion Si suponemos, como lo aprendimos en la solucion 
al problema muestra 10 del capltulo 5, que el bloque 1 se mueve 
hacia abajo por el piano, entonces la fuerza de friccion actua 
sobre el piano. En la figura 6 se muestra el diagrama de cuerpo 
libre de in,. Las ecuaciones de las componentes de m, segun la 
segunda ley de Newton son ahora las siguientes: 

componente x\^F x =T +/- m x g sen 6 = m x a lx = -m x a, 

componente y : F y = N — m x g cos 6 = m x a ly = 0. 

Aqul hemos puesto expllcitamente que a, este en la direccion x 
negativa (esto es, a u = -a). Hacemos un cambio similar en la 
ecuacion para m 2 : 

2 p y = m 2 i ~ T= m 2 a 2y = —m 2 a, 

donde usamos que a 2y = -a, porque esperamos que el bloque 2 
se mueva en la direccion y negativa. 

Poniendo/ = pJV = p k m t g cos 6, tenemos, de la ecuacion de 
la componente x de in,, 

T + p k m t gcos 6 — m x g sen 6— —m x a. 

Resolviendo estas dos ultimas ecuaciones simultaneamente pa¬ 
ra las dos incognitas ay T, obtenemos 


a = -g 


m 2 — m i (sen G — p k co s 8) 
m, + m 2 


m x m 2 g 
m, + m 2 


(Id- 


sen 6 — p k cos 6). 


(4) 


Notese que, en el limite de p k ->0, las ecuaciones 3 y 4 se 
reducen a las eccuaciones 9 y 10 del problema muestra 10 en el 
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capltulo 5 (excepto por el signo de a, el cual hemos querido que 
este en direccion opuesta en la solucion de este problema). 
Hallemos ahora los valores numericos de a y de T: 


„ 2.6 kg - 9.5 kg ( sen 34° - 0.15 cos 34°) 
« = <- 9 - 80 m/S > —- 2.6 kg + 9.5 kg -^ 


(9 -5 kg)( 2^6 kg)(9.80 m/s 2 ) sen 34 o _ 015 340 ) 

1 9.5 kg+ 2.6 kg ’ 


= 29 N. 


El valor positivo de a es consistente con la manera en que 
establecimos nuestras ecuaciones; el bloque se mueve hacia 
abajo por el piano, como lo hizoen el problema muestra 10 del 
capitulo 5, pero con menos aceleracion que lo hizo en el caso 
sin friccion ( 2.2 m/s 2 ). 

La tension en la cuerda es menor de lo que era en el caso sin 
friccion (31 N). El bloque 1 acelera menos rapidamente hacia 
abajo por el piano cuando existe friccion, de modo que no jala 
tan fuertemente de la cuerda amarrada al bloque 2 . 

Una pregunta adicional que merece ser contestada es si el 
sistema llegara a moverse. Esto es, ^existe suficiente fuerza 
hacia abajo del piano para exceder la friccion estatica e iniciar 
el movimiento? Cuando el sistema esta inicialmente en reposo, 
la tension en la cuerda es igual al peso de m, o sea ( 2.6 kg) 
(9.8 m/s 2 ) = 26 N. La friccion estatica maxima, que se opone a 
la tendencia a moverse hacia abajo por el piano, es de pfl = 
p,m x g cos 6 = 19 N. La componente del peso de in, que actua 
hacia abajo por el piano es m x g sen 8 = 52 N. Asi, existe peso 
mas que suficiente actuando hacia abajo por el piano (52 N) 
para superar el total de la tension y de la fuerza estatica de 
friccion (26 N + 19 N = 45 N), y el sistema realmente se 
movera. Usted deberia poder demostrar que si el coeficiente 
estatico de la friccion es mayor de 0.34 entonces no existira 
movimiento. 


6-3 LA DINAMICA DEL MOVIMIENTO 
CIRCULAR UNIFORME _ 

En la seccion 4-4 hicimos notar que si un cuerpo se mueve 
a velocidad uniforme v en un circulo o en un arco circular 
de radio r, experimenta una aceleracion centripeta a cuya 
magnitud es v 2 //-. La direccion de a es siempre hacia el 
centro del circulo. Asi pues, a es un vector variable 
porque, aun cuando su magnitud permanezea constante, 
su direccion cambia continuamente segun progresa el 
movimiento. Quiza el lector desee revisar la figura 11 del 
capitulo 4, la cual muestra la relation vectorial entre v y 
a en el movimiento circular a velocidad constante. 

Cada cuerpo acelerado debe tener una fuerza neta que 
actua sobre el, de acuerdo con la segunda ley de Newton 
F = nia. Entonces (suponiendo que estamos en un 
marco inercial), si vemos un cuerpo que experimente 
un movimiento circular uniforme, podemos estar seguros 
de que la magnitud de la fuerza neta E F que actua sobre 
el cuerpo debe estar dada por 



Figura 7 Un disco de masa m se mueve con velocidad 
constante en una trayectoria circular sobre una superficie 
horizontal sin friccion. La unica fuerza horizontal que actua 
sobre el disco es la tension T con la que la cuerda jala al 
disco; T proporciona la fuerza centripeta necesaria para 
el movimiento circular. No se muestran las fuerzas 
verticales (N y mg). 

|Z*|(5) 

El cuerpo no esta en equilibrio porque la fuerza neta no 
es cero. La direccion de la fuerza neta E F en cualquier 
instante debe ser la direccion de a en ese instante, es decir, 
radialmente hacia dentro. Esta fuerza es proporcionada 
por un agente (o agentes) extemo en el ambiente de la 
masa m en aceleracion. 

Si el cuerpo en movimiento circular uniforme es un 
disco que se gira amarrado al extremo de una cuerda sobre 
una mesa horizontal sin friccion como en la figura 7, la 
fuerza neta sobre el disco es proporcionada por la tension 
T en el cordel. Acelera al disco cambiando constantemen- 
te la direccion de su velocidad de modo que el disco se 
mueve en circulo. La direccion de T es siempre hacia el 
alfiler del centro, y su magnitud debe ser igual a mv 2 /R. 

Si la cuerda fuese cortada donde se une al disco, no 
existiria ninguna fuerza neta ejercida sobre este. El disco 
entonces se moveria a velocidad constante en linea recta 
a lo largo de la direccion de la tangente al circulo en el 
punto en el que se corto la cuerda. El disco no volara 
radialmente hacia afuera o en una trayectoria curva, sino 
que seguira exactamente la direccion de v en linea recta 
en el instante en que la cuerda se rompe. 

Por lo tanto, para mantener al disco moviendose en 
circulo, debe ser proporcionada una fuerza que jale de el 
hacia el centro. Las fuerzas responsables del movimiento 
circular uniforme se llaman fuerzas centripetas porque 
estan dirigidas “hacia el centro” del movimiento circular. 
Sin embargo, el hecho de catalogar a una fuerza como 
“centripeta” significa simplemente que siempre apunta 
radialmente hacia adentro; el nombre no nos dice nada 
sobre la naturaleza de la fuerza o sobre el cuerpo que la 
ejerce. Asi pues, en el disco giratorio de la figura 7, 
la fuerza centripeta es una fuerza de tension proporciona¬ 
da por la cuerda; para la Luna que gira alrededor de la 
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Tierra la fuerza centripeta es la atraccion gravitatoria de 
la Tierra sobre la Luna; para un electron que gira alrededor 
de un nucleo atomico la fuerza centripeta es electrostatica. 
La fuerza centripeta no es una nueva clase de fuerza sino 
simplemente una manera de describir el comportamiento 
en el tiempo de las fuerzas que son atribuibles a cuerpos 
especificos en el mismo ambiente. Asi, una fuerza puede 
ser centripeta y elastica, centripeta y gravitatoria, o centri¬ 
peta y electrostatica, entre otras posibilidades. 

Consideremos algunos ejemplos de fuerzas que actuan 
centripetamente. 

El pendulo conico 

La figura 8 muestra un cuerpo pequeno de masa m que 
gira en un circulo horizontal a velocidad constante v en 
el extremo de una cuerda de Iongitud L. A1 moverse el 
cuerpo alrededor, el cordon barre la superficie de un cono 
imaginario. Este dispositivo se llama pendulo conico. 
Hallemos el tiempo requerido para una revolucion com- 
pleta del cuerpo. 

Si el cordon forma un angulo 6 con la vertical, el radio 
de la trayectoria circular es R = L sen d. Las fuerzas que 
actuan sobre el cuerpo de masa m son su peso mg y la 
tension T de la cuerda, como se muestra en la figura 8 b. 
En este caso la segunda ley de Newton da 

2 F = T + mg — rm. 

Claramente, la fuerza neta que actua sobre el cuerpo no es 
cero, lo cual es como deberia de ser porque se requiere 
una fuerza para mantener al cuerpo moviendose en circulo 
a velocidad constante. 

Podemos descomponer T en cualquier instante en una 
componente radial y otra vertical: 

T r = —T sen 8 y T z — T cos 8. 

La componente radial es negativa si definimos que la 
direccion positiva es hacia afuera del eje. 

Puesto que el cuerpo no tiene aceleracion vertical, 
podemos escribir que la componente z es, segun la segun¬ 
da ley de Newton, 

T z -mg = 0, 

o sea 

T cos 6 = mg. 

La aceleracion radial es a r = -v 2 /R, negativa porque 
actua radialmente hacia adentro (opuesta a la direccion 
de r, la cual tomamos como la direccion radial positiva). 
Esta aceleracion es proporcionada por T r , la componente 



Figura 8 El pendulo conico. (a) Un cuerpo de masa m 
suspendido de un cordon de Iongitud L se mueve en circulo; 
el cordon describe un cono circular recto de semiangulo 6. 

( b ) Un diagrama de cuerpo libre del cuerpo. 


radial de T, la cual proporciona la fuerza centripeta que 
actua sobre m. Por lo tanto, de la componente radial de la 
segunda ley de Newton, 

'£F,= T r = ma r , 

o sea 

— T sen 9 = — mv 2 /R. 

Al dividir las ecuaciones de la componente radial y de la 
componente z, obtenemos 

— Tsend _ —mv 2 /R 
T cos 8 mg 

o bien, resolviendo para v, 

v = 'JRg tan 6, 

la cual da la velocidad constante del cuerpo. Si t es el 
tiempo para una revolucion completa del cuerpo, entonces 

2nR 

v =- 

t 

o sea 

2nR 2nR „ / R 

t =-= . — = 2%\j --. 

v fRg tan 9 Vgtan9 

Pero R = L sen 6, de modo que 

. IL cos 9 

( 6 ) 

Esta ecuacion da la razon entre t, L, y 6. Notese que t, 
llamada periodo del movimiento, no depende de m. 


Si L ~ 1-2 m y 6 = 25°, ^cual es el periodo del movi- 
miento? Tenemos que 


t = 2n 


/ (1.2 m)( cos 25°) _ ^ j 
V 9.8 m/s 2 


s. 


El rotor 

En muchos parques de diversion* podemos encontrar 
un aparato llamado rotor. Es un espacio cilindrico hueco 
que gira con respecto al eje vertical central del cilindro. 
La persona que utiliza el juego, entra al aparato, cierra la 
puerta, y se pone de pie contra la pared. El aparato 
aumenta gradualmente su velocidad rotatoria desde el 
reposo hasta que, a una velocidad predeterminada, el piso 
se abre hacia abajo, quedando al descubierto un hondo 
agujero. La persona no cae sino que permanece “adheri- 
da” contra la pared del rotor. ^Que velocidad rotatoria 
minima es necesaria para impedir la caida? 

En la figura 9 se muestran las fuerzas que actuan sobre 
la persona. El peso de la persona es mg, la fuerza de 
friccion estatica entre la persona y la pared del aparato es 
f„ y N es la fuerza normal ejercida por la pared sobre la 
persona (la cual, como veremos, proporciona la fuerza 
centripeta necesaria). Como lo hicimos en el calculo an¬ 
terior, descomponemos las fuerzas en sus componentes 
radial y vertical. Definimos al eje z como positivo hacia 
arriba y, para que la persona no caiga, no debe haber 
aceleracion en la direccion z. La componente z de la 
segunda ley de Newton da 


2 F z =f — mg = ma z = °. 


Sea R el radio del rotor y v la velocidad tangencial de la 
persona. El pasajero experimenta una aceleracion radial 
- 1 > 2 //?,y la componente radial de la segunda ley de Newton 
puede ser escrita entonces asi: 


2 F r = —N= ma r 


—mv 2 

R 


Notese que N proporciona la fuerza centripeta en este 
caso. Si p s es el coeficiente de la friccion estatica entre la 
persona y la pared necesaria para impedir el deslizamien- 
to, entonces/ s = pjf y hallamos que 


/, = mg = p t N = 


p,mv 2 

R 


osea 


v = 



(7) 


* Vease “Fear and Trembling at the Amusement Park”, por John 
Roeder y Jearl Walker, en Fundamentals of Physics, 3a. ed., por 
David Halliday y Robert Resnick (Wiley, 1988). 



Figura 9 El rotor. Se muestran las fuerzas que actuan sobre 
la persona. 


Esta ecuacion relaciona al coeficiente de friccion necesa- 
rio para impedir el deslizamiento con la velocidad tangen¬ 
cial de un objeto sobre la pared. Notese que el resultado 
no depende del peso de la persona. 

Como practica, el coeficiente de friccion entre el mate¬ 
rial textil de la ropa que viste el pasajero y la pared tipica 
de un rotor (Iona) es de alrededor de 0.40. Para un rotor 
tipico el radio es de 2.0 m, de modo que v debe ser 
alrededor de 7.0 m/s o mas. La circunferencia de la 
trayectoria circular es 2 nR = 12.6 m, y a 7.0 m/s le toma 
un tiempo de t = 12.6 m/(7.0 m/s) = 1.80 s completar cada 
revolucion. El aparato debe, por lo tanto, girar a razon de 
cuando menos 1/1.80 s = 0.56 revoluciones/s o alrededor 
de 33 rpm, la misma tasa de rotacion que el plato de un 
fonografo. 

La curva peraltada 

Hagamos que el bloque de la figura 10u represente a un 
automovil o a un carro de ferrocarril que se mueve a 
velocidad constante v sobre una via a nivel en una curva 
que tenga un radio de curvatura R. En adicion a las dos 
fuerzas verticales, es decir, el peso mg y la fuerza nor¬ 
mal N, debe actuar sobre el carro una fuerza horizontal P. 
La fuerza P proporciona la fuerza centripeta necesaria 
para el movimiento en circulo. En el caso del automovil 
esta fuerza es proporcionada por la fuerza lateral de fric¬ 
cion que ejerce la carretera sobre las llantas; en el caso del 
carro de ferrocarril la fuerza es proporcionada por los 
rieles al ejercer una fuerza lateral sobre el borde interior 
de las ruedas del carro. En aras de la seguridad, no 
podemos confiar en que cualquiera de estas fuerzas late¬ 
rals sea lo suficientemente grande en todo momento, y 
ambas causan un desgaste innecesario. Por lo tanto, la 
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tan 6 = t> 2 /Rg. 


Figura 10 (a) Una via a nivel. Se muestra a la izquierda el 
diagrama de cuerpo libre del cuerpo en movimiento. La 
fuerza centripeta debe ser proporcionada por la friccion entre 
las llantas y la via. ( 6 ) Una via peraltada. No es necesaria la 
friccion para tomar la curva con seguridad. 


via esta peraltada en las curvas, como se muestra en la 
figura 106. En este caso, la fuerza normal N no solamente 
tiene una componente vertical, como antes, sino tambien 
una componente horizontal que proporciona la fuerza 
centripeta necesaria para un movimiento circular unifor- 
me. Por lo tanto, no se necesita ninguna fuerza lateral 
adicional en una via que este apropiadamente peraltada 
para vehiculos de determinada velocidad. 

En ausencia de la friccion, el angulo 6 correcto de 
peralte puede obtenerse como sigue. Comenzamos, como 
es usual, con la segunda ley de Newton, y nos referimos 
al diagrama de cuerpo libre que se muestra en la figu¬ 
ra 106. No existe una aceleracion vertical, de modo que 
la componente vertical da 

^ F z = N cos 6 — mg = ma 2 = 0. 

La componente radial de la fuerza normal es -N cos 6, 
y la aceleracion radial es -v 2 /R. La componente radial de 
la segunda ley de Newton nos da, por lo tanto, 

5) F r = —N sen 6 — ma r = —mv 2 /R. 
Dividiendo estas dos ecuaciones, obtenemos 


Notese que el angulo de peralte apropiado depende de 
la velocidad del carro y de la curvatura del camino. No 
depende de la masa del carro; para un angulo de peral¬ 
te determinado, todos los carros podran viajar con segu¬ 
ridad. Para una curvatura determinada, el camino esta 
peraltado a un angulo correspondiente a una velocidad 
promedio esperada. A menudo las curvas se marcan con 
senales que anuncian la velocidad apropiada para la que 
el camino ha sido peraltado. Si los vehiculos exceden esa 
velocidad, la friccion entre las llantas y el camino debe 
proporcionar la fuerza centripeta adicional necesaria para 
tomar la curva con seguridad. 

Compruebe la formula de peraltado para los casos 
limite v = 0, R -*■ °°, v grande, y R pequeno. Tambien, 
notese que la ecuacion 8 , si se resuelve para v, da el mismo 
resultado que la que derivamos para la velocidad de la 
pesa de un pendulo conico. Compare las figuras 8 y 10, 
observando sus semejanzas. 


6-4 ECUACIONES DEL MOVIMIENTO: 
FUERZAS CONSTANTES Y 
NO CONSTANTES* __ 

Revisemos brevemente nuestro progreso en el estudio de 
la dinamica y de la cinematica. Nuestro objetivo final es 
describir como se mueve una particula cuando actuan 
sobre ella un grupo de fuerzas. Esquematicamente, el 
analisis (en una dimension) puede ser representado como 
sigue: 

^F^a^x(t), v(t). 

Esto es, las leyes de Newton (como se describieron en el 
capitulo 5) nos proporcionan los medios para calcular la 
aceleracion de una particula a partir de la fuerza neta que 
actua sobre ella. El siguiente paso es el matematico para 
obtener la posicion y la velocidad (en todo tiempo t) a 
partir de la aceleracion y la posicion y velocidad iniciales. 

Con exception de la seccion anterior sobre el movi¬ 
miento circular, hasta ahora hemos considerado solamen¬ 
te fuerzas constantes (es decir, fuerzas que no dependen 
del tiempo, la velocidad, o la posicion). Si la fuerza es 
constante, entonces la aceleracion es constante, y para una 
aceleracion constante las soluciones para v(t) y x(t) en 
una dimension se obtienen facilmente, como lo hicimos 


* Las secciones 6-4 a 6-7 implican aspectos elementales del 
calculo integral. El material de estas secciones puede omitirse 
o posponerse hasta que el estudiante este mas familiarizado con 
los metodos de la integracion. 
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en la seccion 2-6. Entonces nuestro analisis de las fuerzas 
constantes esta completo. 

Cuando las fuerzas no son constantes, todavia podemos 
usar las leyes de Newton para hallar la aceleracion, pero 
ciertamente no podemos usar las formulas para la acele¬ 
racion constante de la seccion 2-6 para hallar v(t) y x(t). 
En su lugar, debemos remitimos a los metodos que impli¬ 
can al calculo integral. 

Antes de aplicar nuestro analisis al caso de fuerzas no 
constantes, apliquemos el calculo integral en el caso de 
fuerzas constantes y veamos como se obtienen los resul- 
tados de la seccion 2-6. Supongamos que hemos hallado 
la aceleracion a (de las leyes de Newton) y que deseamos 
obtener v(t ) y x(r). Comencemos con a = d ujdt, y asi 

dv — a dt. (9) 

Integramos ahora ambos lados. En el lado izquierdo, la 
velocidad es la variable de integracion, con los limites de 
u 0 para el tiempo 0 y v para el tiempo t. En la derecha, 
integramos sobre el tiempo entre 0 y t. 



En el caso de la aceleracion constante, a sale de la integral 
de la derecha y obtenemos 

v — v 0 = a j dt ( 11 ) 

o sea 

v(t) = v 0 + at ( 12 ) 

la cual es justamente la ecuacion 15 del capitulo 2. 

Continuando, hallamos x(t) usando v = dx/dt para tener 
otra integral: 

dx = v dt = (v 0 + at)dt = v 0 dt + at dt. (13) 

Integramos de la posicion x 0 en el tiempo 0 a la posicion 
x en el tiempo t: 

[ dx= I v 0 dt + I at dt, (14) 

Jxo Jo Jo 

y si a es constante podemos de nuevo sacarla de la integral: 

x — x 0 — v 0 J dt + a J t dt 

= v 0 t + a({t 2 ) 

x(t) = x 0 + v 0 t + {at 2 . (15) 

Esta ecuacion es identica a la ecuacion 19 del capitulo 2 . 

Si la aceleracion no es constante, es mas complicado 
evaluar las integrales. El hecho de que las integrales de las 


ecuaciones 10 y 14 obtengan funciones explicitas para v{t) 
y x(t) se llama enfoque anaUtico para resolver el problema. 
Una altemativa es el metodo numerico, mediante el cual 
podemos usar una computadora para evaluar las integrales, 
obteniendo no las funciones analiticas v(t) y x(t), sino los 
valores numericos de u y de x para cualquier tiempo t. Esto 
puede hacerse a cualquier nivel de precision deseado. 

Las fuerzas constantes demuestran las aplicaciones de 
las leyes de Newton, y son ciertamente mas faciles de tra- 
bajar que las fuerzas no constantes. Es una fortuna que los 
problemas practicos incluyan a menudo fuerzas que pue- 
den ser consideradas bajo muchas circunstancias como 
aproximadamente constantes: la gravedad cerca de la 
superficie de la Tierra, las fuerzas de friccion, las fuerzas 
de tension en cables, y tantas otras. Sin embargo, muchas 
situaciones fisicas no quedan bien descritas por las fuerzas 
constantes, en cuyos casos debemos usar tecnicas analiti¬ 
cas o numericas para resolver el problema. He aqui algu- 
nos ejemplos de estas fuerzas: 

1. Fuerzas que dependen del tiempo. En el capitulo 2 
analizamos el frenado de un automovil suponiendo que la 
aceleracion era constante. En la practica, rara vez es este 
el caso. Bajo muchas circunstancias, especialmente a alta 
velocidad, solemos, por lo general, accionan los frenos 
lentamente al principio y luego con mas fuerza cuando el 
auto se va deteniendo. La fuerza de frenado depende, por 
tanto, del tiempo durante el intervalo en que se detiene el 
automovil; la funcion a(t) dependent de los detalles de 
como apliquemos los frenos. 

Otro ejemplo de una fuerza que depende del tiempo 
ocurre en el caso de una onda que viaja a traves de un 
medio. Consideremos una onda sonora en el aire, donde, 
para cualquier posicion dada, la onda varia sinusoidal- 
mente con el tiempo. La fuerza que actua sobre cada una 
de las moleculas de aire por separado variara tambien 
sinusoidalmente con el tiempo, con la misma frecuencia 
que la onda. La aceleracion de la particula tendra la misma 
dependencia del tiempo que la fuerza. 

2. Fuerzas que dependen de la velocidad. Un ejemplo 
conocido de una fuerza dependiente de la velocidad es la 
fuerza de arrastre que experimenta un cuerpo que se 
mueve en un medio fluido tal como el aire o el agua. Esta 
fuerza de friccion aumenta con la velocidad. Usted habra 
encontrado este efecto cuando trata de caminar en una 
alberca. Si camina lentamente, siente solo una fuerza 
resistiva pequena, pero si trata de caminar rapidamente, 
las fuerzas resistivas sobre sus piemas pueden ser bastante 
grandes. Cuanto mas rapido trate de moverse, mayor sera 
la fuerza de arrastre. 

El movimiento de los proyectiles se ve extraordinaria- 
mente afectado por las fuerzas de arrastre, aun cuando en 
los capitulos 2 y 4 los tuvimos en cuenta en nuestro 
analisis de cuerpos en caida y proyectiles. Para una velo- 
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cidad inicial determinada, un proyectil tal como una bola 
de beisbol tiene un alcance en el aire de la mitad o menos 
del que se esperaria si nos basaramos en el analisis de la 
seccion 4-3. Un cuerpo lanzado a una distancia grande no 
respondera a las ecuaciones de la caida libre de la sec¬ 
cion 2-7, las cuales parecen permitir que su velocidad 
aumente sin limite. En su lugar, a medida que la veloci¬ 
dad aumenta Io hara tambien la fuerza de arrastre, la cual 
tiende a reducir o incluso impedir incrementos adiciona- 
les de la velocidad. De hecho, como veremos en la sec¬ 
cion 6-7, la velocidad tiende a un limite (la velocidad 
terminal) mas alia del cual no habra una aceleracion. (Para 
muchos objetos, este efecto ocurre solo a una velocidad 
considerablemente alta, siguiendo luego caidas a traves 
de distancias del orden de 100 m o mas. Para una caida de 
16 2 metros en nuestros experimentos de laboratorio, el 
efecto es despreciable y podemos usar las ecuaciones 
de la seccion 2-7 con confianza.) 

3. Fuerzas que dependen de la posicion. Un ejemplo 
familiar de una fuerza dependiente de la posicion es la 
fuerza de restitucion ejercida por un resorte estirado a una 
distancia x de su longitud de equilibrio: F = -kx. La 
aceleracion experimentada por un cuerpo de masa m unido 
al resorte es, entonces, a = F/m = -kx/m. Si desplazamos al 
cuerpo una distancia x, experimenta una fuerza que tiende 
a regresarlo hacia su posicion de equilibrio. Si soltamos 
el cuerpo, se mueve hacia la posicion de equilibrio; al 
hacerlo, el desplazamiento x disminuye, asi como tambien 
la aceleracion. Mientras pasa por la posicion de equilibrio, 
su aceleracion es instantaneamente cero, pero la acelera¬ 
cion aumenta en magnitud de nuevo mientras se mueve 
mas alia de x = 0 . 

Las fuerzas dependientes de la posicion se analizan 
con mas facilidad usando tecnicas de trabajo y energia, 
las cuales discutiremos en los capitulos 7 y 8 . En las 
secciones proximas demostraremos algunos metodos que 
emplean las leyes de Newton para analizar situaciones 
donde aparecen fuerzas que dependen del tiempo y de la 
velocidad. 


6-5 FUERZAS DEPENDIENTES DEL 
TIEMPO: METODOS ANALITICOS 


Usando las leyes de Newton de la manera usual, con 
algunas de las fuerzas dependiendo del tiempo, obtene- 
mos una aceleracion a(t) que depende del tiempo. En este 
caso podemos proceder exactamente como lo hicimos en 
la seccion 6-4 para hallar la velocidad por integration 
directa. Recordando que a = dv/dt, escribimos que dv = 
a(t) dt e integramos desde el tiempo t — 0 , cuando la 
velocidad inicial es v 0 , hasta el tiempo t, cuando la velo¬ 
cidad es v. Para simplificar suponemos que el movimiento 


esta confinado a una dimension, pero la extension a tres 
dimensiones es facil. Procedemos como sigue: 


/'*- [' 
V ~ V ° = jo ‘ 


a(t) dt, 
a(t) dt, 

v(t) = v 0 + [ a(t) dt. 


(16) 


Comparemos el grupo de ecuaciones de arriba con las 
ecuaciones 10 a 12 ; la unica diferencia es que a permanece 
dentro de la integral. 

Una vez que tengamos a v(t), podemos repetir el pro- 
cedimiento para hallar a x(t). Con u ~ dx/dt, tenemos que 
dx = v(t) dt, y llevando a cabo una integral similar des¬ 
de el tiempo t = 0 , cuando la particula se localiza en x 0 , 
hasta el tiempo t, cuando la posicion es jc, tendremos lo 
siguiente: 



v(t) dt, 


x~x 0 


/: 


v(t) dt. 


X(t) = Xq + 


/: 


v(t) dt. 


(17) 


Una vez mas, comparemos con las ecuaciones 14 y 15 y 
notemos como la ecuacion 17 se reduce a la ecuacion 15 
cuando a sea constante. 


Problema muestra 4 Un automovil se mueve a 105 km/h 
(unas 65 mi/h 6 29.2 m/s). El conductor comienza a accionar 
subitamente los frenos, pero lo hace con fuerza creciente de 
modo que la deceleration aumenta con el tiempo de acuerdo 
con a(t) = ct, donde c = -2.67 m/s 3 , (a) ^Cuanto tiempo trans- 
currira antes de que el automovil llegue al reposo? ( b) iQue 
distancia recorre en el proceso? 


Solution (a) Necesitamos una expresion para v(t), de modo 
que podamos hallar el tiempo para el cual v = 0. Usando la 
ecuacion 16 con a(t) = ct, tenemos que 


v(t) = v 0 + 


/; 


ct dt = v 0 + \ct 2 . 


Haciendo que v(t) sea igual a cero, podemos resolver para el 
tiempo t, en el cual el automovil llega al reposo: 


0 = v Q + ±ct 2 t , 

FE. F^M.4. 68 , 

1 V c \ -2.67 m/s 3 
Al automovil le toma 4.68 s llegar al reposo. 


(b) Para hallar que distancia recorre el automovil, necesita- 
mos una expresion para x(t), para lo cual debemos integrar a v(t) 
de acuerdo con la ecuacion 17. 

x <0 = x 0 + £ (vo + let 2 ) dt = x 0 + v 0 t + *cr 3 . 

Con t - h = 4 68 s > la distancia recorrida es (haciendo a x 0 igual 
a cero) 

jc(t,) = 0 + (29.2 m/s)(4.68 s) +1(-2.67 m/s 3 )(4.68 s) 3 
= 91.0 m. 

La figura 11 muestra la dependencia del tiempo de x, v, y a. En 
contraste con el caso de la aceleracion constante, v(t) no es una 
llnea recta. 

Con este metodo de frenar, la mayoria del cambio de veloci¬ 
dad ocurre cerca del final del movimiento. El cambio de velo¬ 
cidad en el primer segundo despues de haber aplicado los frenos 
es solo de 1.3 m/s (unas 3 mi/h); en el ultimo segundo, sin 
embargo, el cambio es de 11.2 m/s (unas 25 mi/h). (Recordemos 
que en el caso de la aceleracion constante, el cambio de veloci¬ 
dad es el mismo en intervalos de tiempo iguales.) ^Puede usted 
pensar en las ventajas de frenar de esta manera? ^Existen 
tambien desventajas?__ 


6-6 FUERZAS DEPENDIENTES 
DEL TIEMPO: METODOS 
NUMERICOS (Opcional) 

El procedimiento analitico descrito en la seccion anterior nos | 
permite en principio calcularx(r) y v{t) para cualquier a(t) dada. 
Sin embargo, a menudo este metodo no es practico ni deseable. 
Por ejemplo, puede no existir una forma analitica para las 
integrales, o quiza la forma es tan complicada que las soluciones 
no contribuyen a nuestra vision fisica del problema. Las tecnicas 
numericas ofrecen una alternativa conveniente a los metodos 
analiticos, y son, por supuesto, particularmente utiles en ejem- 
plos en que no pueda usarse el metodo analitico. 

En el metodo numerico, aproximamos ei problema dividien- 
do el intervalo, sobre el que deseamos hallar la solucion, en un 
numero grande de intervalos pequenos. En cada intervalo apli- 
camos las ecuaciones de la aceleracion constante, pero esa 
“constante" cambia de un intervalo al otro. Una election con¬ 
veniente para la aceleracion constante en cada intervalo es la 
aceleracion promedio en el intervalo. 

Este metodo trabaja mejor, y da los resultados mas precisos, 
si hacemos los intervalos tan pequenos como sea posible; cuanto 
mas pequeno sea el intervalo, mejor se aproximara la acelera¬ 
cion promedio (constante) a la aceleracion real. Por otra parte, 
cuando disminuimos el tamano de los intervalos, debemos 
aumentar correspondientemente su numero, y podemos por 
tanto necesitar hacer muchos calculos repetitivos. Esta es jus- 
tamente la tarea que las computadoras hacen muy bien, y asi 
este metodo de solucion puede hacerse en una computadora a 
cualquier nivel de precision deseado. 

La figura 12 muestra graficamente como se lleva a cabo este 
procedimiento en el caso del problema con aceleracion variable 
que resolvimos en el problema muestra 4. La region entre t = 0 
y t = 5 se divide en 10 intervalos pequenos, cada uno de anchura 
St - 0.5 s. La funcion a(t) es aproximada en cada intervalo por 
una constante diferente (la aceleracion promedio, que en este 


100 



Figura 11 Problema muestra 4. La posicion x(t) y la 
velocidad v(t) deducidas se muestran correspondiendo con 
a(t), la cual varia linealmente con el tiempo. 


caso lineal es tambien el valor de a en el punto medio del 
intervalo). En el primer intervalo, la aceleracion promedio se 
determina de los valores de a en r = 0 y f = 0.5 s: 

d, = }[a(0) + a(0.5 s)] = *[0 + (“2.67 m/s 3 )(0.5 s)] 

= —0.67 m/s 2 . 

El cambio de la velocidad en el primer intervalo, 5v„ es apro- 
ximadamente 

Sv, = d,dt = (-0.67 m/s 2 )(0.5 s) = -0.34 m/s, 

y la velocidad en t = 0.5 s es, por lo tanto, 

v, = v 0 4- dv, = 29.2 m/s — 0.34 m/s = 28.9 m/s. 

Para hallar el desplazamiento durante el primer intervalo, pri- 
mero hallamos la velocidad promedio durante ese intervalo: 

v, = i( w o + v \) = i(29.2 m/s + 28.9 m/s) = 29.1 m/s, 
y el desplazamiento 8x, en ese intervalo es aproximadamente 

<5x, = v,St~ (29.1 m/s)(0.5 s) = 14.6 m. 

Si asignamos el punto de partida como x Q = 0, entonces la 
posicion al final del primer intervalo es la siguiente: 

*1 = *o + <5*i = 0 4- 14.6 m = 14.6 m. 

Los valores de v, y de x, estan trazados para t - 0.5 s en la 
figura 12. 
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t( s) 



Figura 12 Solucion numerica (mostrada como puntos) al 
problema muestra 4; compare con la solucion anah'tica (Fig. 
1 1 y curvas con lineas entrecortadas). Se supone que la 
aceleracion es constante para cada imo de los intervalc&de 
0.5 s, y que la posicion y la velocidad pueden calcularse al 
final del intervalo, dando los puntos trazados. Tomando mas 
intervalos (y mas pequenos) nos daria mas puntos y curvas 
menos pronunciadas para x(t) y v(t). 


Nos movemos ahora al segundo intervalo y repetimos el 
procedimiento. Aqui la aceleracion promedio es 

a 2 = i[a(0-5 s) + a( 1.0 s)] 

= *[(-2.67 m/s 3 )(0.5 s) + (-2.67 m/s 3 )(1.0 s)] 

= — 2.00 m/s 2 . 

Continuando como lo hicitnos para el primer intervalo, en el 
segundo intervalo 

Sv 2 — a 2 St = (—2.00 m/s 2 )(0.5 s) = —1.0 m/s, 
v 2 — v t + Sv 2 — 28.9 m/s — 1.0 m/s = 27.9 m/s, 


y 


v 2 = *(r, + v 2 ) ~ i(28.9 m/s + 27.9 m/s) = 28.4 m/s, 

Sx 2 = v 2 St = (28.4 m/s)(0.5 s) = 14.2 m, 
x 2 = x t + Sx 2 = 14.6 m + 14.2 m = 28.8 m. 

Los valores de v 2 y de x 2 dan la velocidad y la posicion al final 
del segundo intervalo, y estan trazados para t = 1.0 s en la 
figura 12 . 

Continuando igual para los 10 intervalos, hallamos los puntos 
restantes trazados en la figura 12 . 


Al comparar las figuras 11 y 12, podemos ver lo bien que la 
solucion numerica concuerda con la analitica, aun para tan 
pocos como 10 intervalos. Una computadora podria hacer facil- 
mente este calculo para 100 o para 1000 intervalos, de modo 
que los puntos trazados para x y para v aparecerian casi como 
curvas lisas. 

Interpolando entre los puntos finales de la velocidad del 
ultimo intervalo, vemos que el automovil se detiene en 4.7 s 
aproximadamente, tal como lo hallamos en la solucion anah'tica. 
Al calcular la distancia viajada de la figura 12, hallamos alre- 
dedor de 91 m, nuevamente de acuerdo con el valor analitico. 

El valor negativo hallado para v al final del decimo intervalo 
no es, por supuesto, significative en este problema: la situacion 
dinamica original no permite valores negativos, porque al ac- 
cionar los frenos no provoca que el automovil se mueva hacia 
atras. Es conveniente para nosotros continuar con el calculo 
numerico hasta ese punto, para ayudamos a analizar el ultimo 
intervalo. 

En el apendice I, el lector encontrara un programa de compu¬ 
tadora (en lenguaje BASIC), que puede hacer este calculo. Me- 
diante unos pequenos cambios en el programa, el lector puede 
hacer este tipo de calculo para cualquier forma de a(t). ■ 


6-7 FUERZAS DE ARRASTRE Y EL 
MOVIMIENTO DE PROYECTILES 


La lluvia cae de las nubes cuya altura h sobre el nivel 
del suelo es de unos 2 km. Utilizando nuestra ecuacion 
para los cuerpos en caida libre (Ec. 25 del capitulo 2), 
sabre mos q ue la lluvia caera al suelo a una velocidad de 
v = 7 2gh ~ 200 m/s, o de alrededor de 440 mi/h. El 
impacto de un proyectil, incluso de las gotas de lluvia, 
a esta velocidad seria mortal; puesto que las gotas de 
lluvia se mueven a velocidades mucho mas bajas, es obvio 
que hemos cometido un error en algun paso de nuestro 
calculo. 

El error acontece si no tomamos en cuenta el efecto que 
ejerce la fuerza de friccion del aire en las gotas de lluvia 
al caer. Esta fuerza de friccion es un ejemplo de la fuerza 
de arrastre que experimenta todo objeto que se mueve en 
un medio fluido. Las fuerzas de arrastre tienen efectos 
importantes en una gran cantidad de objetos, como las 
pelotas de beisbol, que se desvian en forma considerable 
de la trayectoria ideal de libre arrastre, o los esquiadores 
al descender por una ladera, quienes tratan de dar al 
cuerpo una posicion aerodinamica con el fin de reducir la 
fuerza de arrastre. Estas fuerzas deben tomarse en cuenta 
en el diseiio de aeronaves y embarcaciones. Desde el 
punto de vista de los cuerpos en caida, desde las gotas de 
lluvia hasta los paracaidistas las fuerzas de arrastre impi- 
den que la velocidad crezca sin limite e imponen una 
velocidad maxima o terminal que puede ser alcanzada por 
un cuerpo al caer. 

Una caracteristica peculiar de las fuerzas de arrastre es 
que dependen de la velocidad: cuanto mas aprisa se mueva 
el objeto, mayor sera la fuerza de arrastre. Por lo tanto. 


debemos usar metodos de calculo con integrales para 
analizar la cinematica. 

Cuando la fuerza, y por lo tanto la aceleracion, es 
una funcion de la velocidad, los metodos de la seccion 6-5 
para las fuerzas dependientes del tiempo deben modificar- 
se un tanto. Comenzamos, como lo hicimos en la ecua¬ 
cion 16, con a - dv/dt, pero ahora a es una funcion de la 
velocidad, a(v): 




Esto puede ahora ser integrado directamente: 


(18) 


El lado izquierdo de la ecuacion 18 da alguna funcion de 
v, por lo que la ecuacion 18 es en efecto t en funcion de v, 
o t( v ), en lugar de v(t). A menudo nos es posible “invertir” 
este resultado para hallar v(t), la cual es generalmente mas 
util en los calculos. 


Problema muestra 5 Supongamos que un objeto de masa m 
que cae en el aire experimenta una fuerza de arrastre D que 
aumenta linealmente con la velocidad. 


D = bv. 


y que actua siempre en direccion opuesta a la velocidad. La 
constante b depende de las propiedades del objeto (su tamano 
y forma, por ejemplo) y de las propiedades del fluido (especial- 
mente de su densidad). Halle la velocidad en funcion del tiempo, 
v(t), para un objeto de masa m que se deja caer desde el reposo. 

Solucion La figura 13 muestra el diagrama de cuerpo libre, el 
cual cambia con el tiempo porque D varfa con v . Cuando 
el objeto se deja caer, D es cero (porque v es cero), y D aumenta 
con v. En cierto punto del movimiento D = mg y el objeto no 
tiene una fuerza neta que actue sobre el y, por lo tanto, no tiene 
aceleracion, como en la figura 13c. A partir de este punto la 
velocidad permanece constante. Nuestra solucion matematica 
tnostraria esta propiedad. 

La segunda ley de Newton para este problema es 

^ F = D + mg = m&. 

Elegimos ai eje y hacia abajo, de modo que la componente 
vertical sea 

'2 i F y = mg-bv=‘ma, 

obien 


a 


= g~ 


b 

— v. 


m 


De esta expresion podemos ver que cuando v aumenta, final- 
mente llegamos a alcanzar un punto donde el lado derecho se 
convierte en cero, cuando bv/x = g. En este punto a = 0, y 


AD 


AD 


m 


m 


Cuerpo 
en cafda 


V m & V m 8 V 


(«) (b) (c) 


Figura 13 Fuerzas que actuan sobre un cuerpo que cae en 
el aire. (a) En el instante que se deja caer, v = 0 y no existe 
fuerza de arrastre. (b) La fuerza de arrastre aumenta a medida 
que el cuerpo gana velocidad. (c) Finalmente la fuerza de 
arrastre se iguala al peso; durante cualquier tiempo posterior 
permanece igual al peso y el cuerpo cae a su velocidad 
terminal constante. 


permanece cero durante el resto del movimiento, de modo que 
la velocidad permanece constante desde ese punto en adelante. 
fista es la velocidad terminal, i> T = mg/b. 

Para hallar o(t), usamos la ecuacion 18 con v 0 = 0: 


f“ dv 
l g — (b/m)v 


La integral puede ser escrita asi: 


m f ” — b dv 
b Jo mg-bv 


que es de la forma jdu/u 


= In «, donde u = mg - bv. Asi, 


m p — b dv 
b Jo mg-bv 


- ^ In (mg - bv) 


-yin (mg - bv) + y In (mg) 
b \ mg ) 


Esta expresion es una razon perfectamente aceptable entre v y 
t, pero es un tanto mas facil de usar e interpretar si la invertiinos 
para hallar v(t): 

l„/W£-fo\ fa 

\ mg J m 

mg-bv _ 
mg 

y finalmente, resolviendo para v, 

v(t) = jf(l- e-V"). (19) 

Cuando t es pequena (cerca del comienzo de la caida del 
proyectil), podemos aproximar la exponencial mediante e* - 
1 + x para una x pequena (x « 1). Entonces 

r(f)«^[ 1 -( 1 -|)]=gt (pequeno t). 
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Figura 14 Problema muestra 5. La posicion, la velocidad y 
la aceleracion de un cuerpo en caida libre sujeto a una fuerza 
de arrastre. Notese que la aceleracion comienza en g y llega a 
ser cero; la velocidad comienza en cero y se aproxima a v T . 


A1 principio del movimiento, antes de que la fuerza de arrastre 
haya aumentado significativamente, el objeto esta muy cercano 
a una caida libre con una aceleracion g. 

Para un t grande, la exponencial tiende a cero (e~ x -+ 0 
cuando x -* °°). La velocidad tiende entonces a la velocidad 
terminal v T : 



( 20 ) 


Una vez que tenemos ya una expresion general para v(t), 
podemos diferenciarla para hallar a{t) y tambien integrarla para 
hallar y(t). Se deja al estudiante hacer estos calculos como 
ejercicio y comprobar los resultados para un t pequeno y un l 
grande (vease el problema 66). La figura 14 ilustra la dependen¬ 
ce del tiempo de a, v, y y. 

Este ejemplo muestra una manera de analizar la fuerza de 
arrastre. Otro enfoque supone que D es proporcional a u ! en 
lugar de v. Se usan metodos similares para hallar las soluciones 
en ese caso, pero las matematicas son algo mas complicadas. 
En ese caso se obtiene tambien una velocidad terminal, aunque 
su expresion matematica es diferente de la derivada aqui. 

A tabla 2 muestra valores tipicos medidos de la velocidad 
terminal de diferentes objetos en el aire._ 


Movimiento de un proyectil contra la resistencia 
del aire (Opcional) 

Los calculos con arrastre son tambien importantes en el movi¬ 
miento bidimensional de los proyectiles. Una bola de beisbol, 
por ejemplo, deja el bate a una velocidad del orden de 100 mi/h 


TABLA 2 ALGUNAS VELOCDDADES 
TERMINALES EN EL AIRE 


Objeto 

Velocidad 

terminal 

(m/s) 

95% de la 
distancia T 
(m) 

Obus de 16 lb 

145 

2500 

Paracaidista en caida libre (tipico) 

60 

430 

Bola de beisbol 

42 

210 

Pelota de tenis 

31 

115 

Pelota de baloncesto 

20 

47 

Pelota de ping-pong 

9 

10 

Gota de lluvia (radio = 1.5 mm) 

7 

6 

Paracaidista (tipico) 

5 

3 


f Esta es la distancia a la que debe caer el cuerpo desde el reposo hasta 
llegar al 95% de su velocidad terminal. 

Fuente: Adaptada de Sport Science, por Peter J. Brancazio, Simon & 
Schuster Inc., Nueva York, © 1984. 


6 45 m/s. Esta es realmente mas grande que su velocidad 
terminal en el aire cuando se la deja caer desde el reposo (tabla 
2). La fuerza de arrastre D - bv puede calcularse de nuestra 
solucion al problema muestra 5. De la ecuacion 20 se desprende 
que la constante b es el peso mg de la bola de beisbol (alrededor 
de 1.4 N, correpondiente a una masa de 0.14 kg) dividida entre 
su velocidad terminal, 42 m/s. Entonces b = 0.033 N/(m/s). Si 
la bola viaja a razon de 45 m/s, experimenta una fuerza de 
arrastre bv de 1.5 N aproximadamente, que es mayor que su 
peso y, por lo tanto, tiene un efecto sustancial en su movimiento. 

La figura 15 muestra el diagrams de cuerpo libre en un punto 
particular de la trayectoria de la bola de beisbol. Como todas las 
fuerzas de friccion, D esta en direccion opuesta a v, y supone- 
mos que no esta soplando el viento. Si tomamos que D = -b\, 
podemos usar las leyes de Newton para hallar una solucion 
analitica para la trayectoria, un ejemplo de lo cual se ilustra en 
la figura 16. Cuando la resistencia del aire es tenida en cuenta, 
el alcance se reduce de 179 m a 72 m y la altura maxima de 78 
m a 48 m. Notese tambien que la trayectoria ya no es simetrica 
respecto al maximo; el movimiendo descendente es mucho mas 
empinado que el movimiento ascendente. Para = 60°, el 


y 



Figura 15 Un proyectil en movimiento. El proyectil es 
lanzado a una velocidad v 0 y un angulo </> 0 con la horizontal. 
Cierto tiempo mas tarde su velocidad es v con el angulo </>. Se 
muestran el peso y la fuerza de arrastre (que siempre apunta 
en direccion opuesta a v) para ese momento. 



Figura 16 Movimiento de proyectiles 
con y sin fuerza de arrastre, calculado 
para v 0 - 45 m/s y fa = 60°. 


proyectil choca contra el suelo con un angulo de -79°, mientras 
que en ausencia del arrastre chocaria con el terreno con un 
angulo igual a 

La fuerza de arrastre depende de la velocidad del proyectil en 
aire en calma. Si sopla el viento, el calculo debe cambiarse 
en consonancia, y el resultado sera diferente. 

Para otras elecciones (mas realistas) de la fuerza de arras¬ 
tre D, el calculo debe hacerse numericamente.* ■ 


6-8 MARCOS NO INERCIALES 
Y SEUDOFUERZAS (Opcional) 

Hasta ahora hemos supuesto, en nuestro tratamiento de la me¬ 
canica clasica, que las mediciones y las observaciones se reali- 
zaron desde un marco de referencia inercial. Este es uno del 
conjunto de marcos de referencia definidos por la primera ley 
de Newton, es decir, ese conjunto de marcos en que un cuerpo 
no esta acelerado (a = 0) si no existen cuerpos identificables en 
su entomo que produzcan la fuerza (E F = 0). La eleccion de un 
marco de referencia la hacemos siempre nosotros, de modo que 
si elegimos marcos inerciales solamente, no restringimos en 
modo alguno nuestra posibilidad de aplicar la mecanica clasica 
a los fenomenos naturales. 

Sin embargo, podemos, si lo hallamos conveniente, aplicar 
la mecanica clasica desde el punto de vista de un observador en 
un marco no inercial, esto es, un marco unido a un cuerpo que 
esta acelerando tal como se ve desde un marco inercial. Los 
marcos definidos por un automovil acelerando o un tiovivo de 
feria que gira son ejemplos de marcos no inerciales. 

Para aplicar la mecanica clasica a marcos no inerciales debe- 
mos introducir fuerzas adicionales, conocidas como seudofuer- 
zas (a veces llamadas fuerzas inerciales). Al contrario de las 
fuerzas que hemos examinado hasta ahora, no podemos asociar 
a las seudofuerzas con ningun objeto particular en el entomo 


* Se puede hallar mas information sobre este calculo en “Tra¬ 
jectory of a Fly Ball”, de Peter J. Brancazio. The Physics 
Teacher, Enero 1985, pag. 20, y en su libro SportScience 
(Simon & Schuster Inc., 1984), que contiene muchas aplicacio- 
nes fascinantes de los principios de la fisica en los deportes. 
Vease tambien “Physics and Sports: the Aerodynamics of Pro¬ 
jectiles”, por Peter Brancazio, en Fundamentals of Physics, 3a. 
ed., por David Halliday y Robert Resnick (Wiley, 1988). 


del cuerpo sobre el cual actuen, y no podemos clasificarlas en 
ninguna de las categories listadas en la section 6-1. Mas aun, si 
vemos al cuerpo desde un marco inercial, las seudofuerzas 
desaparecen. Las seudofuerzas son simplemente recursos que 
nos permiten aplicar la mecanica clasica de la manera normal a 
acontecimientos, si insistimos en ver estos acontecimientos 
desde un marco de referencia no inercial. 

Como ejemplo, consideremos a un observador S' que viaja 
en una vagoneta que se mueve a velocidad constante. La vago- 
neta contiene una pista aerea larga con un planeador de 0.25 kg 
carente de friccion que descansa en un extremo (Fig. 17a). 
El conductor de la vagoneta aplica los frenos, y la vagoneta 
comienza a decelerar. Un observador S en tierra mide la ace¬ 
leracion constante de la vagoneta en -2.8 m/s 2 . El observador 
S' que viaja en la vagoneta esta, por lo tanto, en un marco 
de referencia no inercial cuando la vagoneta comienza a dece¬ 
lerar. S' observa que el planeador se mueve por la pista a una 
aceleracion de +2.8 m/s 2 . ^Como podria cada observador usar 
la segunda ley de Newton para apreciar el movimiento del 
planeador? 

Para el observador S en tierra, el cual esta en un marco de 
referencia inercial, el analisis es sencillo. El planeador, que se 
ha estado moviendo hacia adelante a velocidad constante antes 
de que la vagoneta comenzara a frenar, simplemente continua 
haciendolo. De acuerdo con S, el planeador no tiene aceleracion 
y, por lo tanto, no necesita ninguna fuerza horizontal que actue 
sobre el. 

Sin embargo, el observador S' ve que el planeador acelera y 
no puede hallar un objeto del entomo del planeador que ejerza 
una fuerza sobre el y le proporcione la aceleracion hacia el 
frente observada. Para preservar la aplicabilidad de la segunda 
ley de Newton, S' debe suponer que sobre el planeador actua 
una seudofuerza. De acuerdo con S', esta fuerza F' debe ser igual 
a ma', donde a' (- -a) es la aceleracion del planeador medida 
por S’. La magnitud de esta seudofuerza es 

F‘ = ma' = (0.25 kg)(2.8 m/s 2 ) = 0.70 N, 

y su direccion es la misma que la de a', esto es, hacia el fren¬ 
te de la vagoneta. Esta fuerza, que es muy real desde el punto 
de vista de S', no es aparente para el observador S en tierra, quien 
no necesita introducirla para explicar el movimiento del planea¬ 
dor. 

Una indication de que las seudofuerzas son no newtonianas 
es que violan la tercera ley de Newton. Para aplicar esta ley. S' 
debe hallar una fuerza de reaccion ejercida por el planeador 
sobre algiin otro cuerpo. No puede ser hallada tal fuerza de 
reaccion y, por lo tanto, se viola la tercera ley de Newton. 
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Figura 17 (a) Un observador S en tierra ve al observador S' que viaja en una vagoneta 
a velocidad constante. Ambos observadores estan en marcos de referenda inerciales. ( b ) 
La vagoneta frena con aceleracion constante a segun el observador S. El observador S', 
ahora en un marco de referenda no inercial, ve al planeador que se mueve hacia 
adelante en su pista con aceleracion constante a' = -a. El observador S' aprecia este 
movimiento en funcion de una seudofuerza. 


Las seudofuerzas son muy reales para aquellos que las expe- 
rimentan. Imaginese que usted viaja en un automovil que avanza 
por una curva a la izquierda. Para un observador en tierra, el 
automovil esta experimentando una aceleracion centrfpeta y, 
por lo tanto, constituye un marco de referencia no inercial. Si el 
automovil tiene asientos de vinilo lisos, usted advertira que 
resbala en el asiento hacia la derecha. Para el observador en 
tierra, que esta en un marco inercial, esto es bastante natural: 
su cuerpo esta simplemente tratando de obedecer a la primera 
ley de Newton y se mueve en lfnea recta, y es el automovil el 
que se desliza hacia la izquierda por debajo de usted. Desde su 
punto de vista en el marco de referencia no inercial del automo¬ 
vil, usted debe atribuir su movimiento de deslizamiento a una 
seudofuerza que jala de usted hacia la derecha. Este tipo de 
seudofuerza se llama fuerza centrifuga, o sea una fuerza dirigida 
hacia fnera desde el centro. 

Si usted se sube a un tiovivo, estara nuevamente en un marco 
de referencia acelerado y, por lo tanto, no inercial, en el cual los 
objetos se moveran aparentemente hacia afuera del eje de rota- 
cion bajo la influencia de la fuerza centrifuga. Si usted sujeta 
una pelota en su mano, le parecera que esta en equilibrio, por 
estar la fuerza centrifuga hacia afuera equilibrada por la fuerza 
hacia adentro ejercida sobre la pelota por su mano. Para un 
observador en tierra, el cual esta en un marco de referencia 
inercial, la pelota se esta moviendo en un circulo, acelerando 
hacia el centro bajo la influencia de la fuerza centripeta que 
usted ejerce sobre ella con su mano. Para el observador en tierra, 
no existe una fuerza centrifuga porque la pelota no esta en 
equilibrio: esta acelerada radialmente hacia adentro. 

Las seudofuerzas pueden ser usadas como base de aparatos 
practicos. Consideremos la centrifugadora, uno de los instru- 
mentos de laboratorio mas utiles. Al moverse rapidamente una 
mezcla de sustancias en circulo, las sustancias con mayor can- 
tidad de masa experimentan una mayor fuerza centrifuga mv 2 /r 
y se mueven alejandose del eje de rotacion. La centrifugadora 
usa entonces una seudofuerza para separar sustancias por su 
masa, precisamente como el espectrometro de masas (secciones 
1-5 y 5-4) usa una fuerza electromagnetica para separar a los 
atomos por sus masas. 

Otra seudofuerza es la llamada fuerza Coriolis. Supongamos 
que usted hace rodar a una pelota hacia adentro a velocidad 
constante siguiendo una linea radial pintada en el piso de un 
tiovivo que esta girando. En el instante en que usted la suelta 
en el radio r, tiene precisamente la velocidad tangencial correcta 
(la misma que la de usted) del movimiento circular. A medida 


que se mueve hacia adentro tomara una velocidad tangencial 
mas pequena que mantenga su movimiento circular en la misma 
cantidad que su entomo inmediato. A causa de que no hay 
manera de que pierda su velocidad tangencial (suponemos poca 
friccion entre la pelota y el piso), se mueve un poco hacia 
adelante de la linea pintada que representa una velocidad rota- 
cional uniforme. Esto es, en su marco de referencia no inercial 
en giro usted sugeriria que hay una seudofuerza lateral (una 
fuerza Coriolis) que hace que la pelota se desvie poco a poco 
de la linea cuando rueda hacia adentro. Para un observador en 
tierra, en un marco inercial, no existe fuerza Coriolis alguna: la 
pelota se mueve en linea recta a una velocidad que es determi- 
nada por las componentes de su velocidad en el instante en que 
la solto. 

Quiza el ejemplo mas conocido de los efectos de la fuerza 
Coriolis esta en el movimiento de la atmosfera alrededor de 
centros de baja o de alta presion. La figura 18 muestra un 
diagrama de un centro de baja presion en el hemisferio norte. A 
causa de que la presion es mas baja que la del entomo, el aire 
fluye radialmente hacia adentro en todas las direcciones. Al 
girar la Tierra (formando un marco no inercial), el efecto es 
similar al de la pelota en el tiovivo: el aire que viene desde el 
sur se mueve un tanto adelante de una linea imaginaria trazada 
sobre la Tierra que esta girando, mientras que el aire del norte 
(como una pelota que rodara hacia afuera en el tiovivo) se atrasa 
un tanto con respecto a la misma linea. El efecto total es que el 
aire gira en direccion contraria a las manecillas del reloj alrede¬ 
dor del centro de baja presion. Este efecto Coriolis es, pues, el 
causante de la circulacion de los vientos en un ciclon o en un 
huracan. En el hemisferio sur los efectos se invierten. 

En el movimiento de obuses de artilleria de largo alcance es 
necesario hacer correcciones por el efecto Coriolis de la rota¬ 
cion de la Tierra. Para un obus tipico de 10 km de alcance, el 
efecto Coriolis puede causa una desviacion de hasta 20 m. Tales 
correcciones se introducen en los programas de computation 
usados para controlar la punteria y el disparo de armas de largo 
alcance. Sin embargo, las cosas pueden fallar, segun lo descu- 
brio la Marina britanica en una batalla de la Primera Guerra 
Mundial cerca de las islas Malvinas o Falkland. Sus manuales 
para el control del disparo fueron escritos para el hemisferio 
norte, y las islas Falkland estan en el hemisferio sur, donde la 
correccion Coriolis debe hacerse en direccion opuesta. Los 
obuses britanicos aterrizaban a unos 100 m de sus blancos, 
jporque la correccion por el efecto Coriolis se habia hecho en 
la direccion contraria! 



Figura 18 Un centro de baja presion en la Tierra en rotacion. Cuando el aire fluye hacia adentro, los observadores no inerciales 
situados en el hemisferio norte apreciarian un giro en sentido contrario a las manecillas del reloj. Un huracan (en la foto) es un 
centro de baja presion con tales caracteristicas. 


Asi pues, en problemas mecanicos tenemos dos disyuntivas: 
(1) escoger un marco de referencia inercial y considerar fuerzas 
“reales” solamente, esto es, fuerzas que puedan ser asociadas 
con cuerpos definidos del entomo, o (2) escoger un marco de 
referencia no inercial y considerar no solo las fuerzas “reales” 
sino tambien las seudofuerzas definidas apropiadamente. Aun- 
que por lo general elegimos la primera altematjva, a veces 
elegimos la segunda; ambas son completamente equivalentes y 
la election es solo un asunto de conveniencia. ■ 


6-9 LIMITACIONES DE LAS LEYES 
DE NEWTON (Opcional) 

En los primeros seis capi'tulos hemos descrito un sistema para 
analizar el comportamiento mecanico con una gama de aplica- 
ciones aparentemente vasta. Con poco mas que las ecuaciones 
de las leyes de Newton podemos disehar grandes rascacielos 
y puentes colgantes, o incluso planear la trayectoria de un 
vehiculo espacial interplanetario (Fig. 19). La mecanica new- 
toniana, que proporciono estas herramientas do calculo, consti- 
tuyo el primer desarrollo verdaderamente revolucionario de la 
fi'sica teorica. 

He aqui un ejemplo de nuestra fe en las leyes de Newton. A 
menudo se observa que las galaxias y los agrupamientos de 
galaxias giran, y a partir de la observation podemos deducir la 
velocidad de la rotacion. A partir de ello podemos calcular 
la cantidad de materia que debe estar presente en la galaxia o 
en el cumulo de galaxias para que la gTavedad proporcione la 
fuerza centripeta que corresponde a la rotacion observada. 
Empero, la cantidad de materia que observamos realmente con 
los telescopios es mucho menor de lo que seria de esperarse. 
Por lo tanto, ha sido propuesta la existencia de una “materia 
oscura” adicional que no puede ser vista con los telescopios pero 


que debe estar presente para proporcionar la fuerza de gravita¬ 
tion necesaria. Hasta ahora, no existe un candidato convincente 
para el tipo o naturaleza de esta materia oscura y, por lo tanto, 
han sido propuestas otras explicaciones para la aparente incon¬ 
sistency entre la cantidad de materia realmente observada en 
las galaxias y la cantidad que pensamos se necesita para satis- 
facer las leyes de Newton. Una explication propuesta es que 
nuestros calculos son incorrectos porque las leyes de Newton no 
son validas a escala muy grande, esto es, cuando las aceleracio- 
nes son muy pequenas (menos de unas cuantas veces 10" 10 m/s 2 ). 
En particular, se ha propuesto que, para estas aceleraciones muy 
pequenas, la fuerza sea proporcional a a 2 en lugar de a. 

La figura 20 muestra los resultados de un experimento repor- 
tado recientemente y que prueba esta hipotesis. Si la fuerza 
dependiese de la aceleracion con una potencia distinta a 1, los 
datos no caerian sobre una linea recta. De este experimento 
extremadamente preciso concluimos que para aceleraciones tan 
pequenas como 10 m/s" 10 m/s 2 , la fuerza es propocional a la 
aceleracion y la segunda ley de Newton se cumple. 

En nuestro siglo, hemos conocido otros tres desarrollos revo- 
lucionarios: la teoria especial de la relatividad de Einstein 
(1905), su teoria general de la relatividad (1915), y la mecanica 
cuantica (alrededor de 1925). La relatividad especial nos ensena 
que no podemos extrapolar el uso de las leyes de Newton a 
particulas que se mueven a una velocidad comparable a la 
velocidad de la luz. La teoria general de la relatividad demuestra 
que no podemos usar las leyes de Newton en la vecindad de una 
fuerza de gravitation muy fuerte. La mecanica cuantica nos 
ensena que no podemos extrapolar las leyes de Newton a 
elementos tan pequenos como los atomos. 

La relatividad especial, que implica una vision notoriamente 
no newtoniana del espacio y el tiempo, puede aplicarse en todas 
las circunstancias, tanto para altas como para bajas velocidades. 
En el limite de las velocidades bajas, puede demostrarse que la 
dinamica de la relatividad especial se reduce directamente a las 
leyes de Newton. De manera similar, la relatividad general 
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Figura 19 Un triunfo de la mecanica newtoniana. Lanzado en 1978, el vehiculo espacial International 
Planetary Explorer (Explorador planetario intemacional) estuvo girando durante 4 ahos alrededor del 
punto L lt analizando el viento solar. Luego exploro la cauda magnetica de la Tierra desde una orbita 
situada en el lado de la noche; luego encontro la cauda del cometa Giacobini-Zinner en 1985 y paso por el 
cometa Halley en 1986. Ahora en crucero interplanetario, retomara a la vecindad de la Tierra en el afio 
2012. Su viaje ha implicado hasta ahora 37 encendidos de sus motores y 5 vuelos en las cercanias de la 
Luna. 


puede ser aplicada lo mismo a fuerzas de gravitacion debiles 
que fuertes, pero sus ecuaciones se reducen a las leyes de 
Newton para las fuerzas debiles. La mecanica cuantica puede 
aplicarse a los atomos individuales, donde se predice un cierto 
comportamiento al azar, o a objetos ordinarios que contengan 
un mimero enorme de atomos, en cuyo caso el azar se promedia 
para dar nuevamente las leyes de Newton. 

En la pasada decada ha surgido otro desarrollo aparentemente 
revolucionario. Este nuevo desarrollo concieme a los sistemas 


20 



Figura 20 Resultados de un experimento reciente para 
probar si la segunda ley de Newton es valida para 
aceleraciones pequenas, menores de 10' 9 m/s 2 . La linea recta 
demuestra que la aceleracion es proporcional a la fuerza 
aplicada hasta 10 " 10 m/s 2 y, por tanto, la ley de Newton es 
valida aun para esas pequenisimas aceleraciones. 


mecanicos cuyo comportamiento se describe como cadtico. 
Uno de los pilares de las leyes de Newton es su posibilidad de 
predecir el comportamiento futuro de un sistema, si conocemos 
las fuerzas que actuan y el movimiento inicial. Por ejemplo, a 
partir de la posicion y la velocidad iniciales de una sonda 
espacial que experimente fuerzas conocidas de gravitacion des¬ 
de el Sol y los planetas, podemos calcular su trayectoria exacta. 
Por otra parte, consideremos una ramita flotando en una corrien- 
te turbulenta. Aun cuando en todo momento actuan sobre ella 
fuerzas regidas por la mecanica newtoniana, su trayectoria 
corriente abajo es totalmente impredecible. Si se sueltan dos 
ramitas juntas en la corriente, pueden ser encontradas corriente 
abajo muy apartadas entre si. Un tema particular de la dinamica 
caotica es que pequenos cambios en las condiciones iniciales de 
un problema pueden amplificarse extraordinariamente y causar 
diferencias sustanciales en las predicciones. La dinamica caoti¬ 
ca es a menudo invocada en la prediccion del tiempo, y se ha 
llegado a decir que el revoloteo de una mariposa en Japon puede 
estar relacionado con el desarrollo posterior de un huracan sobre 
el Golfo de Mexico. 

Tales movimientos caoticos ocurren no solo en sistemas 
complejos como la corriente turbulenta sino tambien en siste¬ 
mas fisicos sencillos, como un pendulo, la Have o grifo del agua 
que gotea lentamente, o un circuito electrico oscilante. En la 
decada de 1960 se descubrio que el comportamiento aparente¬ 
mente caotico de estos sistemas encierra un orden y regularidad 
ocultQs, cuyo estudio ha constituido el nucleo de una nueva 
rama de la ciencia, el caos* Se han hallado aplicaciones de las 


* Vease Chaos—Making a New Science, por James Gleick 
(Penguin Books, 1987). 


leyes del caos no solo en sistemas fisicos sino tambien en 
sistemas biologicos. Aun areas de la ciencia social, tales como 
la economia y la dinamica de la poblacion, muestran un com¬ 
portamiento caotico. 

Los calculos que combinan la mecanica newtoniana de las 
particulas con la teoria del caos han demostrado que la orbita 
del planeta Pluton es caotica en una escala de tiempo de dece- 
nas de millones de aiios (un tiempo corto comparado con la edad 
del sistema solar, de alrededor de 4500 millones de aiios, pero 
un tiempo largo comparado con el periodo orbital de Pluton 
alrededor del Sol, de alrededor de 250 aiios). La teoria del caos 
ha sido tambien empleada para explicar dos propiedades del 
cinturon de asteroides (situado entre las orbitas de Marte y de 


Jupiter) que no podrian ser explicadas dentro del marco de la 
mecanica newtoniana convencional: ( 1 ) muchos asteroides se 
desvian de lo que deberian ser orbitas estables, algunos de ellos 
se vuelven meteoritos que llueven continuamente sobre la Tie¬ 
rra, y ( 2 ) dentro del cinturon de asteroides hay varios huecos 
vacios donde el niimero de asteroides en orbita es pequeiio o 
cero. Hace apenas una decada que las computadoras de alta 
velocidad han permitido el seguimiento mediante calculos de- 
tallados de la dinamica de tales sistemas, debido a las escalas 
de tiempo necesarias para observar este comportamiento in¬ 
usual, y conforme se van haciendo calculos adicionales conti- 
nuan descubriendose nuevas aplicaciones de este emocionante 
campo. ■ 


PREGUNTAS 

1. Existe un limite mas alia del cual, al seguir puliendo una 
superficie, aumenta la resistencia por friccidn en lugar de 
disminuir. Explique por que. 

2. Una caja, con un peso mayor que usted, descansa sobre un 
suelo rugoso. El coeficiente de friccion estatica entre la 
caja y el suelo es el mismo que entre las suelas de sus 
zapatos y el suelo. £ Puede usted empujar la caja a traves 
del suelo? Vease la figura 21. 



Figura 21 Pregunta 2. 


3. En el beisbol, un corredor puede por lo general llegar 
a una base mas rapidamente corriendo que deshzando- 
se. Explique por que esto es asi. ^Por que se deslizan, 
entonces? 

4. ^Como podria llegar una persona, que esta en reposo sobre 
el hielo que cubre un estanque, completamente sin fric¬ 
cidn, llegar a la orilla? ^Podria hacerlo caminando, rodan- 
do, balanceando sus brazos, o pataleando? ^Como podria 
colocarse una persona, en tal posicion? 

5. ^Por que las llantas de un automovil se “agarran” a la 
carretera mejor sobre un terreno a nivel que cuando se 
sube o se baja una pendiente? 

6 . iCual es el proposito de las superficies curvas (llamadas 
spoilers), que se colocan en la parte trasera de los automo- 
viles deportivos? Estan disenadas para que el flujo del aire, 
al pasar por ellas, ejerza una fuerza hacia abajo. 


7. Dos superficies estan en contacto, pero en reposo una 
respecto a la otra. Sin embargo, cada una ejerce una fuerza 
de friccidn sobre la otra. Expliquelo. 

8. Su automovil patina en una carretera helada, cruzando la 
linea central. ^Deberia usted girar las ruedas ffontales en 
direccion del resbalon o en la direccion opuesta (a) cuan¬ 
do quiere evitar un choque con otro automovil que avanza 
en sentido opuesto y (b ) cuando ningun otro automovil 
esta cerca pero usted quiere recuperar el control del vo- 
lante? Suponga primero el impulso en las ruedas traseras 
y despues en las delateras. 

9. ^Por que los corredores de autos aumentan su velocidad 
al dar una curva? 

10. Esta usted piloteando un aeroplano a una altitud constante 
cuando desea hacer un giro de 90°. /,Por que se ladea para 
ello? 

11. Cuando un perro mojado se sacude, salpica y moja a quien 
esta cerca de el. ^Por que salpica el agua en esa direccion? 

12. Habra usted notado (Einstein asi lo hizo) que cuando usted 
revuelve el te dentro de la taza, las hojas de te que flotan 
se acumulan en el centro de la taza en lugar de hacerlo en 
el borde exterior. ^Puede usted explicar por que? (Einstein 
pudo.) 

13. Supongamos que usted necesita medir si la cubierta de 
una mesa en un tren es realmente horizontal. Si emplea un 
nivel de burbuja, ^puede usted comprobarlo cuando el 
tren sube o baja una pendiente? ^Cuando el tren recorre 
una curva? ( Sugerencia: Existen dos componentes hori- 
zontales.) 

14. En el pendulo conico, ^que le pasa al periodo y a la 
velocidad cuando 6 - 90°? ^Por que no puede alcanzarse 
este angulo fisicamente? Explique el caso para 6 - 0°. 

15. Se coloca una moneda sobre la tomamesa de un tocadis- 
cos. El motor se pone en marcha pero, antes de que se 
alcance la velocidad de rotacion final, la moneda sale 
despedida. Explique por que. 

16. Un auto esta marchando sobre un camino rural que se 
parece a una montaha rasa. Si el auto viaja a velocidad 
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uniforme, compare la fuerza que ejerce sobre una seccion 
horizontal del camino con la fuerza que ejerce sobre el 
camino en la cima de una colina y en la parte baja de la 
colina. Explique. 

17. Usted conduce una vagoneta a velocidad uniforme a lo 
largo de una carretera recta. Un balon de playa descansa 
en el centro de la plataforma de la vagoneta y un globo 
lleno de helio flota sobre el, tocando el techo de la vago¬ 
neta. iQue le sucede a cada uno si usted (a) toma una curva 
a velocidad constante o ( b ) acciona los frenos? 

18. Explique como debe hacerse la eleccion del angulo de tiro 
de un proyectil en funcion de la resistencia del aire para 
obtener el maximo alcance. 

19. iQue gotas de lluvia caen mas aprisa: las pequenas o las 
grandes? 

20. La velocidad terminal de una bola de beisbol es de 95 mi/h. 
Sin embargo, las mediciones de la velocidad de las bolas 
lanzadas suelen superar esa velocidad, llegando a ser de 
mas de 100 mi/h. ^Como puede ser esto? 

21. Describa el movimiento de un objeto disparado vertical- 
mente hacia abajo a una velocidad inicial mayor que su 
velocidad terminal. 

22. Un leno esta flotando corriente abajo. ^Cotno podria usted 
calcular la fuerza de arrastre que actua sobre el? 

23. Usted deja caer dos objetos de masas diferentes simultanea- 
mente desde lo alto de una torre. Demuestre que, si usted 
supone que la resistencia del aire tiene el mismo valor 
constante para cada objeto, el que tiene una masa mas grande 
llegara al suelo primero. ^Que tan buena es esta hipotesis? 

24. ^,Por que en la tabla 2 se lee “95% de la distancia” y no 
“100% de la distancia”? 

25. ^Como afecta la rotacion de la Tierra al peso aparente de 
un objeto en el ecuador? 

26. Explique por que una plomada no cuelga exactamente en 
direccion de la atraccion gravitatoria de la Tierra en la 
mayoria de las latitudes. 

27. Los astronautas que se hallan en un taxi espacial en orbita 
quieren llevan un registro diario de su peso. ^Puede usted 
imaginar como podrian hacerlo, considerando que “no 
tienen peso”? 

28. Explique por que la pregunta “^Cual es la velocidad lineal 
de un punto en el ecuador?” requiere hacerse teniendo en 
cuenta el marco de referencia empleado. Demuestre como 
cambia la respuesta si los marcos de referencia cambian 
tambien. 


PROBLEMAS 

Seccion 6-2 Fuerzas de friccion 

1. El coeficiente de friccion estatica entre el tefldn y los 
huevos revueltos es de alrededor de 0.04. ^Cual es el 
angulo mas pequeno desde la horizontal que provocara 
que los huevos resbalen en el fondo de una sarten recu- 
bierta con teflon? 


29. ^Cual es la diferencia entre los marcos de referencia 
inerciales y los que difieren solamente por una traslacion 
o una rotacion de los ejes? 

30. Un pasajero situado en el asiento frontal de un automo- 
vil se da cuenta de que se desliza hacia la puerta cuando 
el conductor toma subitamente una curva hacia la izquier- 
da. Describa las fuerzas sobre el pasajero y sobre el 
automovil en ese instante si el movimiento es visto desde 
un marco de referencia (a) fijo en la Tierra y (b) fijo en el 
automovil. 

31. ^Tiene usted que preocuparse del efecto Coriolis cuando 
juega tenis o golf? Si no, £por que? 

32. Supongamos que usted esta parado en el balcon de una 
torre alta, mirando hacia el este. Deja caer un objeto de 
modo que llegue al suelo; vease la figura 22. Supongamos 
tambien que usted puede localizar el punto de impacto con 
mucha precision. ^Golpeara el objeto al suelo en a, verti- 
calmente abajo del punto en que lo solto, en b hacia el este, 
o en c hacia el oeste? El objeto se dejo caer desde el reposo; 
la Tierra gira de oeste a este. 



Figura 22 Pregunta 32. 

33. Demuestre con un argumento cualitativo que, a causa de 
la rotacion de la Tierra, un viento en el hemisferio norte 
que sopla de norte a sur se desviara hacia la derecha. Que 
pasa con un viento que este soplando de sur a norte? ^Cual 
es la situacion en el hemisferio sur? 


2. Suponga que solo las ruedas traseras de un automovil 
pueden acelerarlo, y que la mitad del peso total del auto¬ 
movil lo soportan esas ruedas. (a) ^Cual es la aceleracion 
maxima posible si el coeficiente de friccion estatica entre 
las llantas y la carretera es /i,? (b) Tome p, - 0.56 y obtenga 
un valor numerico para esta aceleracion. 


Cual es la mayor aceleracion a la que puede llegar un 
3 ‘ corredor si el coeficiente de friccion estatica entre los 
zapatos y el camino es de 0.95? 

A Un iugador de beisbol (Fig. 23) con una masa de 79 kg, 
U e se desliza hacia una base, es retenido por una fuerza 
de friccion de 470 N. ^Cual es el coeficiente de friccion 
cinetica entre el jugador y el terreno? 



Figura 23 Problema 4. 


5. Se usa una barra horizontal para sostener un objeto de 
75 kg entre dos muros, como se muestra en la figura 24. 
Las fuerzas iguales F ejercidas por la barra contra los 
muros pueden cambiarse ajustando la longitud de la barra. 
Al sistema lo sostiene solamente la friccion entre los 
extremos de la barra y los muros. El coeficiente de friccion 
estatica entre la barra y los muros es de 0.41. Halle el valor 
minimo de las fuerzas F para obtener el equilibrio. 



Figura 24 Problema 5. 

6. Un baul de 53 lb (= 240 N) descansa sobre el suelo. El 
coeficiente de friccion estatica entre el baul y el suelo es 


de 0.41, mientras que el coeficiente de friccion cinetica 
es de 0.32. (a) ^Cual es la fuerza horizontal minima con 
la que una persona debe empujar al baul para que comien- 
ce a moverse? (b) Una vez que se esta moviendo, £que 
fuerza horizontal debe aplicar la persona para que el baul 
siga moviendose a velocidad constante? (c) Si, en su lugar, 
la persona continuara empujando con la fuerza empleada 
para iniciar el movimiento, icual serla la aceleracion 
del baul? 

7. El coeficiente de friccion estatica entre las llantas de 
un automovil y una carretera seca es de 0.62. La masa 
del automovil es de 1500 kg. ^Cual es la fuerza de frena- 
do maxima obtenible (a) sobre una carretera a nivel y 
( b ) sobre una bajada de 8.6°? 

8. Una casa esta construida en la cima de una colina que tiene 
un talud de 42°. Un desplome posterior del material de la 
superficie del talud indica que su gradiente deberia ser 
reducido. Si el coeficiente de friccion de suelo contra suelo 
es de 0.55, <,en que angulo <p adicional (vease la Fig. 25) 
deberia ser corregida la superficie del talud? 



9. Una fuerza horizontal F de 12 lb empuja a un bloque que 
pesa 5.0 lb contra una pared vertical (Fig. 26). El coefi¬ 
ciente de friccion estatica entre la pared y el bloque es de 
0.60 y el coeficiente de friccion cinetica es de 0.40. 
Suponga que el bloque no se esta moviendo inicialmente. 
(a) (.Comenzara a moverse el bloque? (b) ^Cual es la 
fuerza ejercida sobre el bloque por la pared? 



Figura 26 Problema 9. 


10. Una caja de 136 kg esta en reposo sobre el suelo. Un hombre 
intenta empujarla por el suelo aplicando una fuerza de 412 
N horizontalmente. (a) Tome el coeficiente de friccion 
estatica entre la caja y el piso como de 0.37 y demuestre que 
la caja no se mueve. (b) Un segundo hombre ayuda a jalar 
de la caja. ^Cual es la fuerza vertical minima que debera 
aplicar para que la caja pueda moverse? (c) Si el segundo 
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hombre aplica una fuerza horizontal en Iugar de vertical, 
ique fuerza minima, adicional a la fuerza de 412 N del 
primer hombre, debera ejercer para hacer que se mueva la 
caja? 

11. Un bloque de 7.96 kg descansa sobre un piano in clined? 
a 22° respecto a la horizontal, como lo muestra la figu- 
ra 27. El coeficiente de friccion estatica es de 0.25, mien- 
tras que el coeficiente de friccion cinetica es de 0.15. (a) 
iCual es la fuerza F minima, paralela al piano, que impe- 
dira que el bloque se deslice por el piano hacia abajo? (b) 
^Cual es la fuerza Fnecesaria para mover al bloque hacia 
arriba a velocidad constante? 



Figura 27 Problema 11. 

12. Un estudiante desea determinar los coeficientes de fric¬ 
cion estatica y cinetica entre una caja y un tablon. Coloca 
la caja sobre el tablon y gradualmente eleva un extremo 
del tablon. Cuando el angulo de inclinacion respecto a la 
horizontal alcanza 28.0°, la caja comienza a deslizarse y 
desciende 2.53 m por el tablon en 3.92 s. Halle los coefi¬ 
cientes de friccion. 

13. Una persona desea apilar arena sobre un area circular en 
su patio. El radio del circulo es R. No debe apilarse arena 
en la parte de alrededor del circulo; vease la figura 28. 
Demuestre que el mayor volumen de arena que puede ser 
apilado de esta manera es np^/ 3, donde ju. es el coefi¬ 
ciente de friccion estatica de arena contra arena. (El volu¬ 
men de un cono es Ah/3, donde A es el area de la base y h 
es la altura.) 



Figura 28 Problema 13. 


14. El calor de friccion generado por el esqui al moverse es el 
principal factor que promueve el deslizamiento al esquiar. 
El esqui se pega en el arranque, pero una vez en movi- 
miento fundira la nieve bajo el. El hecho de encerar el 
esqui lo hace repelente al agua y reduce la friccion con la 
pelicula de agua. Una revista reporta que un nuevo tipo de 
esqui de plastico es aun mas repelente al agua y que, en 


una pendiente suave de 230 m en los Alpes, un esquiado. 
redujo su tiempo de 61 a 42 s con los nuevos esquies 
Suponiendo una pendiente de 3.0°, calcule el coeficiente 
de friccion cinetica para cada caso. 

15. Un bloque se desliza por un piano inclinado con un angulo 
de pendiente 6 a velocidad constante. Luego es lanzado 
hacia arriba por el mismo piano con una velocidad inicial 
v o- fa) iA que distancia subira por el piano antes de llegar 
al reposo? (b) iSe deslizara de nuevo hacia abajo? 

16. Un trozo de hielo se desliza desde el reposo por un piano 
inclinado rugoso de 33.0° en el doble del tiempo que l e 
toma deslizarse por otro piano igual, pero sin friccion, de 
la misma longitud. Halle el coeficiente de friccion cinetica 
entre el hielo y el piano inclinado rugoso. 

17. En la figura 29, A es un bloque de 4.4 kg y B es un bloque 
de 2.6 kg. Los coeficientes de friccion estatica y cinetica 
entre A y la mesa son de 0.18 y 0.15. ( a ) Determine la masa 
minima del bloque C que debe colocarse sobre A para 
evitar que se deslice. ( b) El bloque C es levantado subita- 
mente de A. ^Cual es la aceleracion del bloque A? 



18. Un bloque de 4.8 kg que esta sobre un piano inclinado a 
39° recibe la accion de una fuerza horizontal de 46 N 
(vease la Fig. 30). El coeficiente de friccion cinetica entre 
el bloque y el piano es de 0.33. (a) ^Cual es la aceleracion 
del bloque cuando se mueve hacia arriba por el piano? ( b ) 
Con la fuerza horizontal aplicada todavia, ^que tanto 
subira el bloque por el piano si tiene una velocidad inicial 
hacia arriba de 4.3 m/s? (c) iQue le sucede al bloque 
despues de que ha llegado al punto mas alto? 



Figura 30 Problema 18. 


19. Un bloque de acero de 12 kg esta en reposo sobre una mesa 
horizontal. El coeficiente de friccion estatica entre el 
bloque y la mesa es de 0.52. (a) ^Cual es la magnitud de 


la fuerza horizontal que harta que el bloque empezara a 
moverse? (b) <Cual es la magnitud de una fuerza que 
actuase hacia arriba formando 62° con la horizontal que 
hiciera que el bloque inicie su movimiento? (c) Si la fuerza 
adua hacia abajo formando un angulo de 62° con la 
horizontal, £a que magnitud puede llegar sin que haga que 
el bloque se mueva? 

20 El mango de un trapeador de masa m forma un angulo 6 
con la direccion vertical; vease la figura 31. Sea /r k el 
coeficiente de friccion cinetica entre el trapeador y el piso 
y p el coeficiente de friccion estatica. Desprecie la masa 
del mango, (fl) Halle la magnitud de la fuerza F dirigida a 
lo largo del mango necesaria para deslizar al trapeador a 
velocidad uniforme por el piso. ( b) Demuestre que si 0 es 
mas pequeiio que cierto angulo 6 0 , no puede hacerse que 
el trapeador se deslice por el piso, no importa que tan 
grande sea la fuerza ejercida a lo largo del mango. ^Cual 
es el angulo 0 O ? 



Figura 31 Problema 20. 

21. Un obrero arrastra una caja de 150 lb por un piso jalando 
de ella por medio de una cuerda inclinada a 17° con 
respecto a la horizontal. El coeficiente de friccion estatica 
es de 0.52 y el coeficiente de friccion cinetica es de 0.35. 
(a) i,Que tension se requiere en la cuerda para hacer que 
la caja comience a moverse? (b) ^Cual es la aceleracion 
inicial de la caja? 

22. Un alambre se rompera cuando la tension exceda de 
1.22 kN. Si el alambre, no necesariamente horizontal, se 
emplea para arrastrar una caja por el piso, ^cual es el peso 
mas grande que puede ser movido si el coeficiente de 
friccion estatica es de 0.357 

23. La figura 32 muestra la seccion ttransversal de un camino 
cortado en la ladera de una montana. La linea llena AA' 
representa un piano de estratificacion debil en el cual es 
posible un deslizamiento. El bloque B directamente arriba 
del camino esta separado de la roca ladera arriba por una 
grieta grande (llamada juntura), de manera tal que solo la 
fuerza de friccion entre el bloque y la probable superficie 
de falla impide el deslizamiento. La masa del bloque es de 
1.8 x 10 7 kg, el angulo de inclinacion del piano de la falla 
es de 24°, y el coeficiente de friccion estatica entre el bloque 
y el piano es de 0.63. (a) Demuestre que el bloque no se 
deslizara. ( b ) En la juntura se filtra el agua, ejerciendo una 
fuerza hidrostatica F paralela a la inclinacion del bloque. 
(,Que valor mfnimo de F provocaria un deslizamiento? 

24. El bloque B de la figura 33 pesa 712 N. El coeficiente de 
friccion estatica entre el bloque B y la mesa es de 0.25. 



Figura 32 Problema 23. 



Figura 33 Problema 24. 


Halle el peso maximo del bloque A con el que el sistema 
se mantendra en equilibrio. 

25. El bloque rn , de la figura 34 tiene una masa de 4.20 kg y el 
bloque m 1 tiene una masa de 2.30 kg. El coeficiente de 
friccion cinetica entre m 2 y el piano horizontal es de 0.47. 
El piano inclinado carece de friccion. Halle ( a ) la acelera¬ 
cion de los bloques y ( b) la tension en la cuerda. 


m2 



Figura 34 Problema 25. 


26. En la figura 35, el objeto B pesa 94.0 lb y el objeto A pesa 
29.0 lb. Entre el objeto B y el piano el coeficiente de 
friccion estatica es de 0.56 y el coeficiente de friccion 
cinetica es de 0.25. (a) Halle la aceleracion del sistema si 
B esta inicialmente en reposo. (b) Halle la aceleracion si B 
se mueve por el piano hacia arriba. (c) ^Cual es la acele¬ 
racion si B se mueve por el piano hacia abajo? El piano 
tiene una inclinacion de 42.0°. 

27. Una caja se desliza hacia abajo por una canal inclinada y en 
angulo recto como se muestra en la figura 36. El coeficiente 
de friccion cinetica entre el bloque y el material que com- 
ponen la canal es /J k . Halle la aceleracion de la caja. 
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Figura 35 Problema 26. 



Figura 36 Problema 27. 


28. Los dos bloques, m= 16 kg y M = 88 kg, mostrados en la 
figura 37 pueden moverse libremente. El coeficiente de 
friccion estatica entre los bloques es p, - 0.38, pero la 
superficie bajo M carece de friccion. ^Cual es la fuerza 
horizontal minima F necesaria para mantener a m contra Ml 


M 



Sin friccion —) 


Figura 37 Problema 28. 


29. En la figura 38 se muestran dos objetos, con masas rn l = 
1.65 kg y m 2 = 3.22 kg, unidos por una varilla carente de 
masa paralela al piano inclinado por el que ambos se 
deslizan hacia abajo arrastrando m 2 a /«,. El angulo del 
piano inclinado es 6 = 29.5°. El coeficiente de friccion 
cinetica entre ?n 1 y el piano inclinado es p, = 0.226; entre 
m 2 y el piano inclinado el coeficiente correspondiente es 
p 2 = 0.127. Calcule ( a ) la aceleracion comun de los dos 
objetos y (b) la tension en la varilla. (c) ^Cuales seran las 
respuestas a (a) y (b) cuando m 2 arrastra a m,? 



Figura 38 Problema 29. 
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30. Un bloque de 4.40 kg esta colocado sobre otro bloque de 
5.50 kg. Con objeto de hacer que el bloque de arriba se 
deslice sobre el de abajo, que se mantiene fijo, debe 
aplicarse sobre el bloque de arriba una fuerza horizontal 
de 12.0 N. El conjunto de bloques es ahora situado sobre 
una mesa horizontal carente de friccion; vease la figu¬ 
ra 39. Halle (a) la fuerza horizontal maxima F que puede 
ser aplicada al bloque inferior de modo que ambos bloques 
se muevan juntos, (b) la aceleracion resultante de los 
bloques, y (c) el coeficiente de friccion estatica entre 
los bloques. 



40 kg 
5.50 kg 


- Sin friccion 


Figura 39 Problema 30 


31. Una losa de 42 kg descansa sobre un piso sin friccion. Un 
bloque de 9.7 kg descansa a su vez sobre la losa, como 
en la figura 40. El coeficiente de friccion estatica entre 
el bloque y la losa es de 0.53, mientras que el coeficien¬ 
te de friccion cinetica es de 0.38. El bloque de 9.7 kg 
recibe la accion de una fuerza horizontal de 110 N. ^Cua- 
les son las aceleraciones resultantes de (a) el bloque y ( b) 
la losa? 



110 N 


□ 


9.7 kg 
42 kg 


Sin friccion 


Figura 40 Problema 31. 


Section 6.3 La dinamica del movimiento circular uniforme 

32. Durante una carrera olimpica de trineos, un equipo euro- 
peo toma una curva de 25 ft de radio a una velocidad de 
60 mi/h. ^Que aceleracion experimentan los contendientes 
(a) en ft/s 2 y (b) en unidades de g? 

33. Un auto de 2400 lb (= 10.7kN)queviajaa30mi/h(= 13.4 
m/s) intenta tomar una curva no peraltada con un radio de 
200 ft (= 61.0 m). (a) ^Que fuerza de friccion se requiere 
para mantener al auto en su trayectoria circular? (b) iQue 
coeficiente de friccion estatica minimo se requiere entre 
las llantas y la carretera? 

34. Una curva circular de una carretera esta disenada para un 
trafico que transita a 60 km/h ( = 37 mi/h). (a) Si el radio 
de la curva es de 150 m (= 490 ft), ^cual es el angulo 
correcto de peralte de la carretera? (b) Si la curva no 
estuviera peraltada, ^cual seria el coeficiente de friccion 
minimo entre las llantas y la carretera que evitaria que el 
trafico patine a esta velocidad? 


35 Usted conduce un auto a una velocidad de 85 km/h cuan¬ 
do nota una barrera a traves de la carretera a 62 m adelante. 
(a) iCual es el coeficiente minimo de friccion estatica 
entre las llantas y la carretera que le permitiria detener- 
se sin llegar a la barrera? ( b ) Suponga que conduce a 
85 km/h en un gran estacionamiento vacio. ^Cual es el 
coeficiente de friccion estatica minimo que le permitiria 
hacer girar el auto en un circulo de 62 m de radio y, de 
esta manera, evitar el choque con un muro situado a 62 m 
mas adelante? 

36. Un pendulo conico consta de un guijarro de 53 g atado 
a un cordel de 1.4 m. El guijarro oscila en un circulo de 
25 cm de radio, (a) ^Cual es la velocidad del guijarro? ( b ) 
^Cual es su aceleracion? (c) ^Cual es la tension en la 
cuerda? 

37. Un ciclista (Fig. 41) viaja en un circulo de 25 m de radio 
a una velocidad constante de 8.7 m/s. La masa combinada 
de la bicicleta y el tripulante es de 85 kg. Calcule la fuerza 
(magnitud y angulo con la vertical) ejercida por la pista 
sobre la bicicleta. 



Figura 41 Problema 37. 


38. En el modelo de Bohr del atomo de hidrogeno, el electron 
gira en una orbita circular alrededor del nucleo. Si el radio 
es 5.3 x 10 " m y el electron da 6.6 x 10 15 rev/s, Halle (a) 
la velocidad del electron, ( b ) la aceleracion del electron, 
y (c) la fuerza que actua sobre el electron. (Esta fuerza es 
el resultado de la atraccion entre el nucleo, cargado posi- 
tivamente, y el electron, cargado negativamente.) 

39. Un nino coloca una canasta de merienda en el borde 
exterior de un tiovivo que tiene un radio de 4.6 m y gira 
una vez cada 24 s. iQue tan grande debera ser el coefi¬ 


ciente de friccion estatica para que la canasta permanezca 
sobre el tiovivo? 

40. Un disco de masa m que esta sobre una mesa sin friccion 
esta atado a un cilindro colgante de masa M por medio de 
un cordon que pasa por un orificio de la mesa (vease la 
Fig. 42). Halle la velocidad con que debe moverse el disco 
en un circulo de radio r para que el cilindro permanezca 
en reposo. 




Figura 42 Problema 40. 


41. El manual del conductor afirma que un conductor que 
viaje a 48 km/h y quiera detenerse tan rapidamente como 
sea posible viajara 10 m antes de que ponga el pie sobre 
el freno. El auto viaja 21m mas antes de llegar al reposo. 

(a) iQue coeficiente de friccion es supuesto en estos 
calculos? ( b ) ^Cual es el radio minimo para tomar una 
curva a 48 km/h sin patinar? 

42. Una curva peraltada de una carretera circular esta disenada 
para que el trafico se mueva a razon de 95 km/h. El radio 
de la curva es de 210 m. El trafico se mueve a lo largo de 
la carretera a razon de 52 km/h en un dia tormentoso. (a) 
^Cual es el coeficiente de friccion minimo entre las llantas 
y la carretera que permita que los automoviles tomen la 
curva sin patinar? ( b ) Con este valor del coeficiente de 
friccion, ^cual es la velocidad mayor a la que puede ser 
tomada la curva sin que haya un patinaje? 

43. Un estudiante de 150 lb que viaja en una rueda Ferris que 
gira uniformemente tiene un peso aparente de 125 lb en el 
punto mas alto, (a) ^Cual es el peso aparente del estudiante 
en el punto mas bajo? ( b ) ^Cual seria el peso aparente del 
estudiante en el punto mas alto si la velocidad de la rueda 
Ferris se duplicara? 

44. Un auto se mueve a velocidad constante sobre una carre¬ 
tera recta pero montaiiosa. Una seccion tiene una cresta y 
un valle del mismo radio de 250 m; vease la figura 43. (a) 
Cuando el auto pasa sobre la cresta, la fuerza normal sobre 
el auto es un medio del peso de 16 kN del auto. ^Cual sera 
la fuerza normal sobre el auto al pasar por el fondo del 
valle? ( b ) ^Cual es la velocidad maxima a que el auto 
puede moverse sin abandonar la carretera en la parte mas 
alta de la cresta? (c) Moviendose a la velocidad hallada en 

(b) , ^cual seria la fuerza normal sobre el auto cuando se 
mueve por el fondo del valle? 
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Figura 43 Problema 44. 


45. Sobre una tomamesa horizontal y plana colocamos una 
pequena moneda. Segun se observa, la tomamesa da exac- 
tamente tres revoluciones en 3.3 s. (a) /Cual es la veloci- 
dad de la moneda cuando gira sin deslizamiento a una 
distancia de 5.2 cm del centro de la tomamesa? (b) /Cual 
es la aceleracion (magnitud y direccion) de la moneda en 
la parte (a)? (c) /Cual es la fuerza de friccion que actiia 
sobre la moneda en la parte ( a ) si la moneda tiene una masa 
de 1.7 g? ( d) /Cual es el coeficiente de friccion estatica 
entre la moneda y la tomamesa si se observa que la 
moneda se desliza fuera de la tomamesa cuando esta a mas 
de 12 cm del centro de la tomamesa? 

46. Un objeto pequeno se coloca a 13.0 cm del centro de una 
tomamesa de fonografo. Se observa que permanece sobre 
la tomamesa cuando gira a razon de 33f rev/min pero se 
desliza hacia afuera cuando gira a razon de 45.0 rev/min. 
iEntre que hmites debera estar el coeficiente de friccion 
estatica entre el objeto y la superficie de la tomamesa? 

47. Un aeroplano esta volando en un cfrculo horizontal a una 
velocidad de 482 km/h. Las alas del aeroplano estan incli- 
nadas a 38.2° respecto a la horizontal; vease la figura 44. 
Halle el radio del cfrculo en el cual esta volando el 
aeroplano. Suponga que la fuerza centrfpeta es proporcio- 
nada enteramente por la fuerza de ascenso perpendicular 
a la superficie de las alas. 



Figura 44 Problema 47 . 


48. Un rabihorcado vuela remontandose en una trayectoria 
circular horizontal. Se estima que su angulo de inclina- 
cion es de 25° y el pajaro emplea 13 s en completar un 
cfrculo. (a) /A que velocidad esta volando el pajaro? (b) 
/Cual es el radio del cfrculo? (Vease “The Amateur Scien¬ 
tist , por Jearl Walker, Scientific American, Marzo 1985 
Pag. 122 .) 

49. Cierto cordon puede soportar una tension maxima de 9.2 
lb sin romperse. Un nino ata una piedra de 0.82 lb a un 
extremo y, manteniendo el otro extremo, hace girar a la 
piedra en un cfrculo vertical de 2.9 ft de radio, aumentando 
lentamente la velocidad hasta que el cordon se rompe. (a) 


/En que lugar de su trayectoria esta la piedra cuando se 
rompe el cordon? ( b ) /Cual es la velocidad de la piedra al 
romperse el cordon? 

50. Un modelo de aeroplano de 0.75 kg de masa, vuela a 
velocidad constante en un cfrculo horizontal en el extremo 
de un cordel de 33 m y a una altura de 18 m. El otro 
extremo del cordel esta amarrado al suelo. El aeroplano 
da 4.4 rev/min y la fuerza ascensional es perpendicular a 
las alas sin peralte. (a) /Cual es la aceleracion del aero¬ 
plano? (b) /Cual es la tension en la cuerda? (c) /Cual es 
la fuerza ascensional producida por las alas del aeroplano? 

51. Supongamos que el kilogramo patron pesarfa exactamente 
9.80 N al nivel del mar en el ecuador si la Tierra no girase. 
Entonces, tenga en cuenta el hecho de que la Tierra gira, 
de modo que este objeto se mueve en un cfrculo de 
6370 km de radio (el radio de la Tierra) en un dfa. (a) 
Determine la fuerza centrfpeta necesaria para mantener al 
kilogramo patron en movimiento en su trayectoria circu¬ 
lar. (b) Halle la fuerza ejercida por el kilogranlo patron 
sobre una bascula de resorte de la cual este suspendido en 
el ecuador (su peso aparente). 

52. Una bola de 1.34 kg esta unida a una varilla vertical rigida 
por medio de dos cordones sin masa, cada uno de 1.70 m 
de longitud. Los cordones estan unidos a la varilla con una 
separacion entre sf de 1.7 m (aparte). El sistema esta 
girando con respecto al eje de la varilla, quedando ambos 
cordones tirantes y formando un triangulo equilatero con 
la varilla, como se muestra en la figura 45. La tension en 
el cordon superior es de 35.0 N. (a) Halle la tension en el 
cordon inferior, (b) Calcule la fuerza neta sobre la bola en 
el instante mostrado en la figura. (c) /Cual es la velocidad 
de la bola? 



Figura 45 Problema 52. 


53. Un pequenfsimo cubo de masa m se halla en el interior de 
un embudo (vease la Fig. 46) que gira alrededor de un 
eje vertical a una razon constante de v revoluciones por 
segundo. La pared del embudo forma un angulo 6 con la 
horizontal. El coeficiente de friccion estatica entre el cubo 
y el embudo es p, y el centro del cubo esta a una distancia 
r del eje de rotacion. Halle (a) los valores mayor y (b) 
menor de v para los cuales el cubo no se movera con 
respecto al embudo. 

54. A causa de la rotacion de la Tierra, una plomada pue¬ 
de no colgar exactamente en la direccion de la fuerza de 
gravedad de la Tierra sobre la plomada, sino que se 



Figura 46 Problema 53. 

desvfa ligeramente de esa direccion. (a) Demuestre que 
la desviacion 0 en radianes en un punto con latitud L esta 
dado por 


donde R es el radio de la Tierra y T es el periodo de 
la rotacion de la Tierra. ( b) /En que latitud adquiere la 
desviacion un maximo? /De cuanto es esta desviacion? 
(c) /Cual es la desviacion en los polos? /Y en el ecuador? 

Seccion 6-5 Fuerzas dependientes del tiempo: 
metodos analiticos 

55. La posicion de una partfcula de 2.17 kg de masa que viaje 
en lfnea recta esta dada por 

x = 0.179/ 4 - 2.08f + 17.1. 

donde * esta en metros y t esta en segundos. Halle ( a ) la 
velocidad, ( b ) la aceleracion, y (c) la fuerza sobre la 
partfcula en el tiempo t = 7.18 s. 

56. Una partfcula de masa m esta sujeta a una fuerza neta F(f) 
dada por 

F(0 = F 0 i 

esto es, F(t) es igual a F 0 en t = 0 y disminuye linealmente 
hasta cero en el tiempo T. La partfcula pasa por el origen 
x = 0 con una velocidad u 0 i. Demuestre que en el instante 
t = T en que F(t) se anula, la velocidad v y la distancia x 
recorrida estan dadas por 

v(T) = v 0 + ia 0 T, 

x(T)=v 0 T+faT* 


donde a 0 = FJm es la aceleracion inicial. Compare estos 
resultados con las ecuaciones 15 y 19 del capitulo 2. 

57. Una partfcula de masa m esta en reposo en x = 0. Al tiempo 
t = 0 se aplica una fuerza dada por F = FoC^en la direccion 
+x; F 0 y T son constantes. Cuando t=T se retira la fuerza. 
En este instante en que la fuerza se retira, ( a ) /cual es la 
velocidad de la partfcula, y (d) donde esta? 

Seccion 6-7 Fuerzas de arrastre y el movimiento 
de proyectiles 

58. Un pequeno guijarro de 150 g esta a 3.4 km de profundi- 
dad en el oceano y cae a una velocidad terminal constan¬ 
te de 25 m/s. /Que fuerza ejerce el agua sobre el guijarro 
al caer? 

59. Un objeto se deja caer desde el reposo. Halle la velocidad 
terminal suponiendo que la fuerza de arrastre esta dada por 
D = bv\ 

60. /Cuanto tiempo le toma al objeto del problema muestra 5 
llegar a la mitad de su velocidad terminal? 

61. A partir de la tabla 2, calcule el valor de b para la gota de 
agua, suponiendo que la fuerza de arrastre esta dada por 
D = bv. La densidad del agua es de 1.0 g/cm\ 

62. Una locomotora acelera a un tren de 23 vagones a lo largo 
de una via a nivel. Cada vagon tiene una masa de 48.6 tons 
metricas y esta sujeto a una fuerza de arrastre / = 243 v, 
donde v es la velocidad en m/s y la fuerza/esta en N. En 
el instante en que la velocidad del tren es de 34.5 km/h, la 
aceleracion es de 0.182 m/s 2 , (a) Calcule la tension en el 
cople situado entre el primer vagon y la locomotora. (b) 
Suponga que esta tension es la fuerza mayor que la loco¬ 
motora puede ejercer sobre el tren. /Cual, entonces, es la 
mayor pendiente en la que la locomotora pueda jalar al 
tren a razon de 34.5 km/h? (1 ton metrica = 1000 kg.) 

63. Un globo aerostatico desciende en aire tranquilo a una 
velocidad constante de 1.88 m/s. El peso total del globo, 
incluyendo la carga util, es de 10.8 kN. Se ejerce sobre el 
globo una fuerza ascensional constante de 10.3 kN. El aire 
ejerce tambien una fuerza de arrastre dada por D = bv 2 , 
donde v es la velocidad del globo y b es una constante. La 
tripulacion arroja 26.5 kg del lastre. /Cual sera la veloci¬ 
dad constante de descenso del globo? 

64. Repita el problema 63, pero esta vez suponga que la fuerza 
de arrastre esta dada por D = bv. Notese que la constante 
b debera ser reevaluada. 

65. Una barcaza de masa m esta navegando por un canal a 
velocidad v, cuando sus motores se detienen. La fuerza de 
arrastre D en el agua esta dada por D = bv. (a) Halle la 
expresion del tiempo requerido para que la barcaza reduz- 
ca su velocidad a v f . ( b ) Evalue numericamente el tiempo 
para que una barcaza de 970 kg, que navega inicialmente 
a razon de 32 km/h, reduzca su velocidad a 8.3 km/h; el 
valor de b es de 68 N • s/m. 

66. Consideremos la cafda del objeto del problema muestra 5. 
(a) Halle la aceleracion en funcion del tiempo. /Cual es la 
aceleracion en un t pequeno; en un / grande? ( b ) Halle 
la distancia recorrida por el objeto en su cafda, en funcion 
del tiempo. 
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67. Suponiendo que la fuerza de arrastre D este dada por D = 
bv. (a) Demuestre que la distancia y 9S a traves de la cual 
debe caer un objeto desde el reposo hasta alcanzar el 95% 
de su velocidad terminal esta dada por 

>«-(«*? /g)(ln 20 - $ 

donde v r es la velocidad terminal. ( Sugerencia: Use el 
resultado dey(?) ob .nido en el problema 66.) (b) Usandola 
velocidad terminal de 42 in/s para la bola de beisbol dada 
en la tabla 2, calcule la distancia al 95%. ^Por que no 
concuerda este resultado con el valor listado en la tabla 2? 

Proyectos para la computadora 

68. La seccion 6-6 describe una tecnica numerica para integrar 
la segunda ley de Newton y obtener una tabla que de la 
posicion y la velocidad de un objeto en una secuencia de 
tiempos. Divida el periodo desde algiin tiempo inicial ?„ a 
algun tiempo final t f en N intervalos pequenos At. Si x b , v b , 
y F b son la coordenada, la velocidad, y la fuerza del inicio 
de un intervalo, entonces x t = x b + u^At y v e = v b + (FJm)At 
dan las estimaciones de la coordenada y la velocidad al 
final. Estos valores se usan despues como la coordenada 
y la velocidad al inicio del intervalo siguiente. Cuanto mas 
pequeno sea At, mejor sera la estimacion, pero At no podra 
ser demasiado pequeno o, de lo contrario, se perderan 
cifras significativas durante el calculo. La fuerza puede 
ser una funcion de la posicion, de la velocidad y del 
tiempo. La funcion exph'cita se determina por la situacion 
fisica, y una vez que es conocida se usan los valores de x b , 
v b , y t b para evaluar F b . Escriba un programa para la 
computadora o disene una lioja de calculo para llevar a 
cabo la integracion. Usted alimentara con x 0 , u 0 , f 0 , At, y 
N. He aqui un ejemplo a tratar. 

Una persona, comenzando desde el reposo, empuja una 
caja a lo largo de un piso rugoso con una fuerza dada por 
F = 200<? 015 ', donde F esta en newton y t en segundos. La 
fuerza disminuye exponencialmente porque la persona se 
cansa. En tanto que la caja se mueve, una fuerza de friccion 
constante de 80 N se opone a] movimiento. ( a ) ^Cuanto 
tarda, despues de haber arrancado, en detenerse la caja? 
(ft) iA que distancia llega? Obtenga una precision de 2 
cifras significativas. 

Para propositos de integracion divida el tiempo entre 
t = Oy t = 15sen 1500 intervalos de 0.01 s de duracion 
cada uno. No es necesario exhibir o imprimir la coorde¬ 
nada y la velocidad al final de cada intervalo. En la primera 
corrida, exliiba los resultados al final de cada 100 interva¬ 
los. En corridas posteriores quiza desee usted exhibir los 
resultados para intervalos mas pequenos dentro de un 
margen limitado. Una vez que se ha generado la tabla de 
resultados, busque los dos valores de la velocidad que 
encierran a v e = 0. Si los valores dear son iguales a 2 cifras 
significativas, habra usted terminado. Si no lo son, repita 
el calculo con un intervalo de exhibicion menor, o quiza 
con un intervalo de integracion menor. 

69. Una pelota de 150 g se lanza directamente liacia arriba 
desde el borde de un acantilado a una velocidad inicial de 
25 m/s. En el trayecto liacia abajo no toca el borde del 



acantilado y contimia cayendo al terreno que se encuentra 
300 m tnas abajo. Ademas de estar sujeta a la fuerza de la 
gravedad, lo esta a una fuerza de resistencia del aire dada 
por F d = -0.0150 v, donde F 0 esta en newton y u esta en 
m/s. (a) ^Cuanto tiempo esta la pelota en el aire? (b) ^Cual 
es su velocidad justamente antes deque alcance el terreno? 
(c) ^Cual es la razon de esta velocidad y su velocidad 
terminal? 

Use un programa de computacion o una hoja de calculo 
para integrar la segunda ley de Newton (para sugerencias, 
vease la seccion 6-6 y el problema anterior). Use un 
intervalo de integracion de 0.001 s y exhiba la coordenada 
y la velocidad para cada 0. 1 s desde t = 0 hasta t = 12 s. 
Esto daria una precision de 2 cifras significativas. 

70. Un proyectil de 2.5 kg se dispara desde el suelo a una 
velocidad inicial de 150 m/s, y un angulo de 40° sobre la 
horizontal. Ademas de la fuerza de la gravedad esta sujeto 
a una fuerza de resistencia del aire F„ = -0.30v, donde F 0 
esta en newton y v en m/s. Integre numericamente la 
segunda ley de Newton desde t = 0 (el momento del 
disparo) hasta t = 20 s. Tome un intervalo de integra¬ 
cion de 0.001 s pero muestre resultados para cada 0.5 s. 
Debera considerar tanto las coordenadas x y y como las 
componentes de la velocidad. Use a x - -{b/m)v x y a y - 
-g-(b/in) v y , donde b es el coeficiente de arrastre. Vea los 
proyectos de computacion anteriores. ( a ) Trace la trayec- 
toria y contra x desde el disparo hasta el tiempo en que el 
proyectil cae al suelo. Notese que la trayectoria no es 
simetrica con respecto al punto mas alto como lo serfa si 
la resistencia del aire no existiera. Use la grafica o lista de 
valores para calcular: (i>) el tiempo en que el proyectil 
alcanza el punto mas alto de su trayectoria y las coorde¬ 
nadas de ese punto; (c) el tiempo en que aterriza, su 
alcance, y su velocidad justo antes de aterrizar. (d) Com¬ 
pare estas cantidades con los valores que tendria si no 
hubiese una resistencia del aire. ^Como influye la resis¬ 
tencia del aire en la altura del punto mas alto? ^Como 
influye en el alcance? Como influye en la velocidad del 
momento del impacto? 

71. La resistencia del aire puede influir significativamente en 
el angulo de disparo para el cual un proyectil tenga el 
alcance maximo. Para ver esta influencia considere un 
proyectil de 2.5 kg disparado desde el suelo con una 
velocidad inicial de 150 m/s y suponga que la fuerza del 
aire esta dada por F ; , = -0.30v, donde F e esta en newton 
y v esta en m/s. Para cada uno de los angulos de disparo 
25°, 30°, 35°, y 40°, integre numericamente la seguiida ley 
de Newton con un intervalo de integracion de 0.001 s. 
Muestre los resultados para cada 0.5 s desde t = 0 (el 
momento del disparo) hasta t = 25 s. Veanse los proyectos 
de computacion anteriores. Use los resultados para calcu¬ 
lar el alcance. ^,Para cual de estos angulos de disparo es 
mas grande el alcance? 

72. La velocidad de un proyectil sujeto a la resistencia del aire 
se acerca a su velocidad terminal. Suponga que la fuerza 
neta esta dada por -mg]-b\, donde b es el coeficiente de 
arrastre y se elige que el eje y sea positivo en direccion 
liacia arriba. A la velocidad terminal v T la fuerza neta se 
anula, de modoque v T = -(liig/b) j. Notese que no tiene una 


componente horizontal. El proyectil cae finalmente direc- 
to liacia abajo. 

Para “observar” a un proyectil que se acerca a su velocidad 
terminal puede usarse un programa de computadora o una 
hoja de calculo. Considere un proyectil de 2.5 kg dispara¬ 
do a una velocidad inicial de 150 m/s, a un angulo de 40° 
sobre la horizontal. Sea b = 0.50 kg/s el coeficiente de 
arrastre. Integre numericamente la segunda ley de Newton 
y muestre los resultados para cada 0.5 s desde t = 0 (el 
momento del disparo) hasta el tiempo en que la compo¬ 
nente y de la velocidad sea un 90% de u T . Trace v x {t) y 
v (?) en la misma grafica. Notese que v x tiende a 0 cuando 
u se aproxima a u T . 

73. Cuando el efecto del aire sobre un proyectil se toma en 
cuenta, las coordenadas estan dadas por 

x(t) = (v 0 x /b)( l-e~ bt ) 

y(t) = (1 /b 2 )(g + bv 0y ){\ - e- b ‘) - (g/b)t , 

donde se elige que la direccion de y positiva sea liacia arriba 
y el origen sea el punto de disparo. El coeficiente de arrastre 
b nos habla de la fuerza de interaccion entre el aire y el 
proyectil. Diferencie las expresiones de las coordenadas 
para demostrar que las componentes de la velocidad es¬ 
tan dadas por v, = v (u e * yu, = (1 /b)(g + bvje 1 * - g/b y que 
las componentes de la aceleracion estan dadas por a„ = 
-bv <Jx e lH y a, = ~{g + bu^)e Escriba un programa de 
computacion o una hoja de calculo para calcular las coorde¬ 
nadas, las componentes de la velocidad, y las componentes 


de la aceleracion al final de cada intervalo de tiempo de 
duracion At desde el tiempo ?, hasta el tiempo t 2 . 

Use ahora el programa para investigar la influencia del 
aire sobre un proyectil disparado desde el suelo con una 
velocidad inicial de 50 tn/s, y un angulo de elevacion de 25° 
sobre la horizontal, (a) Sea b = 0.10 s' 1 y use el programa 
para hallar las coordenadas del punto mas elevado, la velo¬ 
cidad, y la aceleracion cuando el proyectil esta alii. Comien- 
ce usando el programa para evaluar las coordenadas, la 
velocidad, y la aceleracion al final de cada 0.1 s desde t = 0 
hasta t = 4.5 s. Para obtener una precision de 2 cifras 
significativas puede hacerse mas corto el intervalo en las 
series posteriores. Una vez que se haya obtenido una res- 
puesta notese que el punto mas elevado se alcanza en menos 
tiempo que en ausencia de resistencia del aire, que el punto 
mas elevado es mas bajo y mas cercano al punto de disparo, 
y que la velocidad es menor. (b) Para ver si la tendencia 
contimia, repita el calculo con b = 0.20 s' 1 , (c) ^Como es 
afectado por el aire el alcance del proyectil? Sea b = 0.10 s' 1 
y use el programa para hallar el alcance (el valor de x 
cuando y = 0). Repita con b = 0.20 s" 1 . (d) ^Como afecta el 
aire a la velocidad, justo antes del aterrizaje? Use el progra¬ 
ma con b = 0.10 s' 1 , luego con 0.20 s' 1 . Recuerdese que, 
en ausencia de arrastre, cada componente de la velocidad 
tiene el mismo valor que en el momento del disparo. (e) 
Notese que las ecuaciones predicen que a x = -bv x y a y = 
-g-bv y . Use estas relaciones para explicar por que a y = -g 
en el punto mas elevado; por que a, no es cero en ningiin 
momento, y por que a y disminuye de magnitud, justo antes 
del aterrizaje, si b aumenta. 




CAPITULO 7 


TRABAJO 
Y ENERGIA 


Un problema fundamental de la dindmica de las particulas es hallar cdmo se mueve una 
particula, dadas las fuerzas que actuan sobre ella. Por “como se mueve una particula ” 
queremos referirnos a cdmo varia su posicidn con el tiempo. En los dos capitulos anteriores 
hemos resuelto este problema para el caso especial de una fuerza constante, en que pueden 
usarse las fdrmulas de la aceleracion constante para hallar r(f), completando la solucidn del 
problema. 

Sin embargo, el problema es, mds diflcil cuatido la fuerza que actua sobre una particula y, 
por lo tanto, su aceleracidn, no son constantes. Podemos resolver estosproblemas por mitodos 
de integracidn, como se ilustrd en las secciones 6-5 y 6-7, respectivamente, para fuerzas que 
dependen del tiempo y de la velocidad. En este capitulo extendemos el andlisis a fuerzas 
que dependen de la posicidn de la particula, como la fuerza de gravitacidn ejercida por la 
Tierra sobre cualquier objeto cercano y la fuerza ejercida por un resorte estirado sobre un 
cuerpo al cual este unido. Este andlisis nos conduce a los conceptos de trabajo y energia cinetica 
y al desarrollo del teorema trabajo-energia, que es el terna central de este capitulo. En el 
capitulo 8 consideraremos una visidn mds amplia de la energia, incorporada a la ley de con- 
servacidn de la energia, concepto este que ha desempehado un papel importante en el 
desarrollo de la fisica. 


7-1 TRABAJO EFECTUADO POR 
UNA FUERZA CONSTANTE 


Consideremos una particula sobre la que actue una fuerza 
constante F, y supongamos el caso mas sencillo en el que 
el movimiento tiene lugar en linea recta en direccion de 
la fuerza. En tal situacion definimos al trabajo Wefectua- 
do por la fuerza sobre la particula como el producto de 
la magnitud de la fuerza F y la magnitud del desplaza- 
miento s a traves del cual actua la fuerza. Escribiremos 
esto asi: 

W=Fs. (1) 

En un caso mas general, la fuerza constante que actua 
sobre una particula puede no actuar en la direccion en que 
se mueve la particula. En este caso definimos al trabajo 
efectuado por la fuerza sobre la particula como el produc¬ 


to de la componente de la fuerza a lo largo de la linea 
del movimiento y la magnitud del desplazamiento s. En 
la figura 1, una particula experimenta una fuerza constante 
F que forma un angulo (j> con la direccion del desplaza¬ 
miento s de la particula. El trabajo W efectuado por F 
durante este desplazamiento es, de acuerdo con nuestra 
definicion, 

W= (F cos (f))s. (2) 

Por supuesto, pueden tambien actuar otras fuerzas so¬ 
bre la particula. La ecuacion 2 se refiere solamente al 
trabajo efectuado sobre la particula por una fuerza F 
determinada. El trabajo efectuado sobre la particula por 
otras fuerzas debe calcularse por separado. Para hallar el 
trabajo total efectuado sobre la particula, sumamos los 
valores del trabajo efectuado por todas las fuerzas por 
separado. (Altemativamente, como discutiremos en la 
seccion 7-4, podemos primero hallar la fuerza neta sobre 
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, .,, iMusruuii mail 

(posicion inicial) 

Figura 1 Una fuerza F actiia sobre una particula cuando 
experimenta un desplazamiento s. La componente de F que 
efectua el trabajo sobre la particula es Fc os . El trabajo 
efectuado por la fuerza F sobre la particula es Fs cos 0, lo 
cual puede tambien escribirse como F • s. 


la particula y luego calcular el trabajo que efectuaria una 
sola fuerza igual a la fuerza neta. Los dos metodos de 
hallar el trabajo efectuado sobre una particula son equiva- 
lentes, y siempre arrojan el mismo resultado para el tra¬ 
bajo efectuado sobre la particula.) 

Cuando 0 es cero, el trabajo efectuado por F es, sim- 
plemente, Fs, de acuerdo con la ecuacion 1. Entonces, 
cuando una fuerza horizontal mueve a un cuerpo horizon- 
talmente, o cuando una fuerza vertical levante a un cuer¬ 
po verticalmente, el trabajo efectuado por la fuerza es el 
producto de la magnitud de la fuerza por la distancia que 
recorrio. Cuando 0 es 90°, la fuerza no tiene componente 
en la direccion del movimiento. Esa fuerza no efectua, 
entonces, ningun trabajo sobre el cuerpo. Por ejemplo, 
un levantador de pesas (Fig. 2) efectua un trabajo para le- 
vantar las pesas desde el suelo, pero no efectua ningun 
trabajo cuando las mantiene en alto (porque no existe 
desplazamiento). Si transportara las pesas sobre su cabe- 
za cuando camina, nuevamente no efectuaria ningun 
trabajo sobre ellas conforme a nuestra definicion de 
trabajo, suponiendo que no exista un desplazamiento 



Figura 2 El levantador de pesas ejerce una gran fuerza 
sobre las pesas, pero en el instante mostrado no esta 
efectuando ningun trabajo porque las esta manteniendo fijas. 
Existe una fuerza pero no un desplazamiento. Por supuesto, 
el ha efectuado ya cierto trabajo para haberlas levantado 
desde el suelo hasta esa altura. 



Figura 3 No todas las fuerzas aplicadas a un cuerpo 
efectuan necesariamente un trabajo, aun cuando el cuerpo 
este en movimiento. En (a), el peso y la fuerza normal no 
trabajan, porque son perpendiculares al desplazamiento (que 
esta en la direccion de la velocidad v). El trabajo lo efectua la 
fuerza de friccion. En (b), donde se muestra un cuerpo unido 
a un cordon mientras gira en un circulo horizontal, la tension 
T en el cordon no efectua ningun trabajo sobre el cuerpo, 
porque no tiene una componente en la direccion del 
desplazamiento. 


vertical, porque la fuerza vertical que ejerce seria perpen¬ 
dicular al desplazamiento horizontal. La figura 3 muestra 
otros ejemplos de fuerzas aplicadas a un cuerpo y que 
realizan trabajo sobre el. 

Notese que podemos escribir la ecuacion 2 ya sea como 
(F cos <p)s o como F(s cos 0). Esto sugiere que el trabajo 
puede calcularse de dos maneras diferentes, que dan el 
mismo resultado: ya sea que multipliquemos la magnitud 
del desplazamiento por la componente de la fuerza en 
direccion del desplazamiento, o que multipliquemos la 
magnitud de la fuerza por la componente del desplaza¬ 
miento en la direccion de la fuerza. Cualquiera de las 
formas nos recuerda una parte importante de la definicion 
de trabajo: debe existir una componente de s en la direc¬ 
cion de F, y debe existir una componente de F en la 
direccion de s (Fig. 4). 

El trabajo es una cantidad escalar, aunque las dos 
cantidades involucradas en su definicion, fuerza y despla¬ 
zamiento, sean vectores. En la seccion 3-5 definimos al 
produoto escalar de dos vectores como la cantidad escalar 
que hallamos cuando multiplicamos la magnitud de un 
vector por la componente de un segundo vector a lo largo 
de la direccion del primero. La ecuacion 2 muestra que el 
trabajo se calcula exactamente de esta manera, de modo 
que el trabajo debe de ser expresable como un producto 
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Particula 

(a) 

s cos 0 


Particula 


(b) 

Figura 4 ( a ) El trabajo W interpretado como W = (s) 

(Fcos 0). (b) El trabajo IFinterpretado como W= ( F)(s cos 0). 

escalar. Comparando la ecuacion 2 con la ecuacion 13 del 
capitulo 3, hallamos que podemos expresar el trabajo 
como 

W—F m s, (3) 

donde el punto indica un producto escalar (o producto 
punto). 

El trabajo puede ser positivo o negativo. Si una fuerza 
tiene una componente opuesta a la direccion del movi¬ 
miento, el trabajo efectuado por esa fuerza es negativo. 
Esto corresponde a un angulo obtuso entre los vectores de 
fuerza y de desplazamiento. Por ejemplo, cuando bajamos 
un objeto al suelo, el trabajo efectuado sobre el objeto por 
la fuerza que la mano ejerce hacia arriba al sostener al 
objeto, es negativo. En este caso 0 es 180°, ya que F 
apunta hacia arriba y s apunta hacia abajo. (La fuerza 
gravitatoria, en este caso, efectua un trabajo positivo 
cuando el objeto se mueve hacia abajo.) 

Aun cuando la fuerza F es una invariante, indepen- 
diente tanto en magnitud como en direccion de nuestra 
eleccion de marcos inerciales, el desplazamiento s no lo 
es. Dependiendo del marco inercial desde el que se efectvie 
la medicion, un observador podria medir en esencia cual- 
quier magnitud y direccion para el desplazamiento s. 
Entonces, observadores en marcos inerciales diferentes, 
que estuvieran de acuerdo sobre las fuerzas que actuan 
sobre un cuerpo, no lo estarian en la evaluacion del trabajo 
efectuado por esas mismas fuerzas. Diferentes observa¬ 
dores podrian encontrar que el trabajo es positivo, nega¬ 
tivo, e incluso cero. Exploramos este punto mas adelante, 
en la seccion 7-6. 

El trabajo, como lo hemos definido por la ecuacion 3, 
prueba ser un concepto muy util en fisica. Nuestra defini¬ 
cion especial de la palabra “trabajo” no corresponde al uso 
coloquial del termino. Esto puede prestarse a confusion. 




Una persona que sostiene una pesa pesada en reposo en el 
aire puede estar trabajando arduamente en el sentido 
fisiologico, pero desde el punto de vista de la fisica esa 
persona no esta realizando trabajo alguno sobre las pesas. 
Y decimos asi porque la fuerza aplicada no causa ningun 
desplazamiento de las pesas. 

Si, por otra parte, consideramos que el levantador de 
pesas es un sistema de particulas (lo cual trataremos en el 
capitulo 9), hallamos que, microscopicamente, se esta 
efectuando en verdad un trabajo. Un musculo no es un 
soporte solido y no puede sostener una carga de manera 
estatica. Cada una de las fibras musculares se relajan y 
contraen repetidamente y, si analizamos la situacion de 
esta manera, hallamos que realmente se esta efectuando 
un trabajo en cada contraccion. Elio se debe a que el 
levantador de pesas se llega a cansar al soportar las pesas. 
En este capitulo no consideraremos este trabajo “intemo”. 
La palabra trabajo es usada solo en el sentido estricto de la 
ecuacion 3, de modo que verdaderamente se anula en el 
caso de que no exista un desplazamiento de la particula 
sobre la que actua la fuerza. 

La unidad de trabajo se determina a partir del trabajo 
efectuado por una fuerza unitaria al mover a un cuerpo a 
traves de una distancia unitaria en direccion de la fuerza. 
La unidad de trabajo en el SI es 1 newton-metro, llamado 
tambien 1 joule (abreviado J). En el sistema ingles la uni¬ 
dad de trabajo es la libra-pie. En el sistema cgs la unidad 
de trabajo es 1 dina-centimetro, llamada tambien 1 erg. 
Usando las relaciones entre el newton, la dina y la libra, 
y entre el metro, el centimetre, y el pie, obtenemos que 1 
joule = 10 7 ergs = 0.7376 ft • lb. 

Una unidad de trabajo conveniente al tratar con parti¬ 
culas atomicas o subatomicas es el electronvolt { abrevia¬ 
do eV), donde 1 eV = 1.60 * 10’ 19 J. El trabajo necesario 
para retirar un electron exterior de un atomo tiene una 
magnitud tipica de varios eV. El trabajo necesario para 
remover un proton o un neutron de un nucleo tiene una 
magnitud tipica de varios MeV (10 6 eV). 


Problema muestra 1 Un bloque de masa m = 11.7 kg va a ser 
empujado una distancia s - 4.65 m a lo largo de un piano 
inclinado de modo tal que en el proceso se eleva una distancia 
h = 2.86 m (Fig. 5a). Suponiendo superficies sin friccion, 
calcule cuanto trabajo tendria que llevarse a cabo si se aplica 
una fuerza paralela al piano inclinado para empujar al bloque 
hacia arriba a velocidad constante. 

Solucion En la figura 5b se muestra un diagrama de cuerpo 
fibre del bloque. Debemos primero hallar P, la magnitud de la 
fuerza que empuja al bloque hacia arriba en el piano inclinado. 
Ya que el movimiento no es acelerado (se nos dice que la velo¬ 
cidad es constante), la fuerza neta paralela al piano debe ser 
cero. Si elegimos al eje x paralelo al piano, con la direccion po- 
sitiva hacia arriba, tendremos, segiin la segunda ley de Newton, 

componente x : P — mg sen 6 = 0, 
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Figura 5 Problema muestra 1. (a) Una fuerza P mueve a un 
bloque hacia arriba en un piano inclinado, siendo s el 

desplazamiento. (b) Un diagrama de cuerpo libre para el 
bloque. 


P = mg sen 6 = (11.7 kgX9.80 m/s 2 ) l = 70 5 N 

\ 4.65 m/ 

d tfabajo efectLla do por P, segun la ecuacion 3 
con cp u , cs 

W= Ps = Ps cos 0° = Ps = (70.5 N)(4.65 m) = 328 J. 

Notese que el angulo * (- 0°) usado en esta expresion es el 
angulo entre la fuerza aplicada y el desplazamiento del bloque 
siendo ambos paralelos al piano inclinado. El angulo <b no debe 
ser confund^o con el angulo 6 del piano inclinado. 

M fuesemos a elevar el bloque verticalmente a velocidad 
constante sin usar el piano inclinado, el trabajo que harfamos 

distocil ve«iS.t^ “ igUal 8 PO' la 

W= mgh = (11.7 kgX9.80 m/s 2 X2.86 m) = 328 J, 

'ir™ w UC ^ teS ' La T ica diferencia es que el piano incli¬ 
nado permite utilizar una fuerza mas pequeiia (P = 70 5 N) que 

la que se necesitaria sin el piano (mg = 115 N). Por otra parte 

mavTS 1 ° qU f P ? T d plano incl ‘ na do una distancia 

(2 86 m) )dC qUC lo hanamos a > elevarlo directamente 



Figura 6 Problema muestra 2. (a) Un nino desplaza un 
trineo una cantidad s jalando de el con una fuerza P por 
medio de una cuerda que forma un angulo <p con la 
horizontal. ( b ) Un diagrama de cuerpo libre para el trineo. 


Para evaluar esto debemos primero determinar P, cuyo valor no 
se nos ha dado Para obtener P nos referimos al diagrama de 
cuerpo libre de la figura 6b. 

El trineo no es acelerado, de modo que de la segunda ley de 
Newton obtendremos lo siguiente: 

componente x: P cos </> -/= 0, 

componente y: P sen <f> + N — mg = 0. 

Sabemos que/y N estan relacionadas por 

Estas tresecuacionescontienen tres incognitas: P fvN Para 
hallar P eliminamos a/y N de estas ecuaciones y resolvemos 
la ecuacion restante para P. Verifique que 


cos <j) +/x k sen <fi ' 

Con - 0.20, mg = (5.6 kg)(9.8 m/s 2 ) = 55 N, y = 45° 
obtenemos 


Problema muestra 2 Un nino arrastra un trineo de 5.6 kg una 
distancia de s- 12 m a velocidad constante a lo largo de una 
superficie horizontal. iQue trabajo hace el nino sobre el trineo 
si el coeficiente de friccion cinetica p k es 0.20 y la cuerda forma 
un angulo de <j> = 45° con la horizontal? 

fil U r^)! En V'Ta- 6a se muestra la situacion y en la 
gura 6b se muestra el diagrama de cuerpo libre con las fuerzas 

que actuan sobre el trineo. P es el jalon del nino, mg es el peso 

eferSw 1“ T™ ^ y N es la fuerza "oLal 

ejerc da por la superficie contra el trineo. El trabajo efectuado 
por el nino sobre el trineo es 

W= P-s = Ps cos <t>. 


(0.20X55 N) 

cos 45° +(0.20Xseta45°) 


= 13 N. 


Entonces con s 12 m, el trabajo efectuado por el nino sobre el 
trineo es 

W= Ps cos0 == (13 NX12 mXcos 45°) = 110 J. 

La componente vertical del jalon P no realiza trabajo sobre 
el trineo. Sin embargo, notese que reduce la fuerza normal 
entre el- trineo y la superficie (N = mg - P sen 0) y, por lo tanto, 
reduce la magmtud de la fuerza de friccion (/■*= 

_^^ a l izarfa nifio m as t raba jo, menos trabajo, o la misma 
cantidad de trabajo sobre el trineo si P se aplicara horizontal- 
mente en lugar de a 45° con la horizontal? Alguna de las demas 
tuerzas sobre el trineo efectua trabajo sobre el? 
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TP aRAJQ EFECTUADO POR 
Wr' UNA FUERZA VARIABLE: 

P CASO UNIDIMENSIONAL _ 

Consideremos ahora el trabajo efectuado por una fuerza 
que no sea constante. Hagamos que la fuerza actue sola- 
mente en una direccion, la cual tomaremos como la direc- 
cion x, y hagamos que varie su magnitud con x de acuerdo 
con la funcion F(x). Supongamos que un cuerpo que se 
mueve en la direccion x reciba la accion de esta fuerza. 
^Cual es el trabajo efectuado por esta fuerza variable si el 
cuerpo se mueve desde la posicion inicial x, a la posicion 
final * f ? 

En la figura 7 trazamos la grafica de F contra x. Divida- 
mos el desplazamiento total en un numero N de intervalos 
pequenos de anchura igual 5x (Fig. la). Consideremos el 
primer intervalo, en el cual existe un pequeiio desplazamien¬ 
to fir desde x t hasta x, + fir. Durante este pequeno desplaza¬ 
miento la fuerza F(x) tiene un valor F x casi constante, y la 
pequeha cantidad de trabajo SW, que se efectua en ese 
intervalo es, aproximadamente. 


SW l = F t Sx. 




De igual manera, durante el segundo intervalo existe un 
pequeiio desplazamiento desde .r. + fix hasta x i + 2fir, y la 
fuerza F(x) tiene un valor F 2 casi constante. El trabajo 
efectuado por la fuerza en el segundo intervalo es, apro¬ 
ximadamente, 5W 2 = F 2 5 x . El trabajo total W efectuado por 
F(x) para desplazar al cuerpo desde x i hasta x { es, aproxi¬ 
madamente, la suma de un gran numero de terminos como 
los de la ecuacion 4, donde F tiene un valor diferente para 
cada termino. De aqui que 

W= 6W 1 + SW 2 + SW 3 +■•■ 

= F { Sx + F 2 Sx + F 3 Sx + • • • 

0 sea 

(5) 

n-1 

donde la letra griega sigma (L) significa la suma de todos 
los intervalos N desde x t hasta x f . 

Para llevar a cabo una aproximacion mejor podemos 
dividir el desplazamiento total desde x t hasta x f en un 
numero mayor de intervalos, como en la figura lb, de 
modo que fix sea mas pequeha y el valor de F n en cada 
intervalo sea mas tipico de la fuerza dentro del intervalo. 
Esta claro que podemos obtener cada vez mejores aproxi- 
maciones tomando fix mas pequeno cada vez, con el fin 
de tener un mayor numero de intervalos. Podemos obtener 
un resultado exacto para el trabajo efectuado por F si 
hacemos que fix tienda a cero y el numero N de intervalos 
tienda al infinite. De aqui que el resultado exacto sea 


Figura 7 (a) El area bajo la curva de la fuerza variable 
unidimensional F(x) es aproximada al dividir la region entre 
los limites x t y x f en un numero de intervalos de anchura fix. 
La suma de las areas de las fajas rectangulares es 
aproximadamente igual al area bajo la curva. ( b ) Una 
aproximacion mejor se obtiene usando un numero mayor 
de fajas mas angostas. (c) El area real se obtiene en el limite 
fix - 0. 


N 



La relacion 

lim V F„ Sx = I F(x) dx, 

Sx ~*° Jx i 

segun lo habra usted aprendido en su curso de calculo, 
define a la integral de F con respecto a x desde x i hasta x f . 
Numericamente, esta cantidad es exactamente igual al 
area entre la curva de la fuerza y el eje x entre los limites 
Xj y x f (Fig. 7c). De aqui que una integral pueda ser 
interpretada graficamente como un area. El simbolo J* es 
una S (de suma) distorsionada y simboliza el proceso de 
la integracion. Podemos escribir el trabajo total efectuado 
por F al desplazar un cuerpo desde x, hasta x f asi: 

W= J F(x) dx. (7) 

Jx, 

Puesto que hemos eliminado la notacion vectorial de 
esta ecuacion unidimensional, debemos tener sumo cui- 
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dado al poner el signo de F, que es positivo si F esta en 
la direccion de x creciente y negativo si F esta en la 
direccion de x decreciente. 

Como un ejemplo de una fuerza variable, conside- 
remos un resorte que actue sobre una particula de masa m 
(Fig. 8). La particula se mueve en direccion horizontal, la 
cual tomamos que sea la direccion x, con el origen (x = 0) 
representando la posicion de la particula cuando el resorte 
esta relajado (Fig. 8a). Sobre la particula actua una fuerza 
externa F exl en direccion opuesta a la fuerza del resorte. 
Suponemos que la fuerza externa es siempre aproximada- 
mente igual a la fuerza del resorte, de modo que la par¬ 
ticula este en equilibrio en todo momento (a = 0). 

Sea desplazada la particula una distancia x desde su 
posicion original en x = 0 (Fig. 8b). Si el agente extemo 
ejerce una fuerza F txt sobre la particula, el resorte ejercera 
una fuerza opuesta F s . Esta fuerza esta dada con bastante 
aproximacion por 

F s = —kx, ( 8 ) 

donde k es una constante positiva, llamada la constante de 
fuerza del resorte. La constante k es una medida de la 
fuerza necesaria para producir un estiramiento determi- 
nado del resorte; los resortes mas rigidos tienen los valo- 
res de k mayores. La ecuacion 8 es la ley de la fuerza para 
los resortes, y se la conoce como ley de Hooke. El signo 
menos en la ecuacion 8 nos advierte que la direccion de 
la fuerza ejercida por el resorte se opone siempre a la 
direccion del desplazamiento de la particula. Cuando el 
resorte se estira, x > 0 y F s es negativa; cuando el resorte 
se comprime, x < 0 y F s es positiva. La fuerza ejercida por 
el resorte es una fuerza de restitucion : tiende siempre a 
restablecer a la particula a su posicion en x - 0. Los 
resortes mas reales obedecen a la ecuacion 8 razonable- 
mente bien siempre y cuando no los estiremos mas alia de 
una cantidad limite. 

Consideremos primero el trabajo efectuado sobre la 
particula por el resorte cuando la particula se mueve desde 
la posicion inicial x, hasta la posicion final x { . Usamos la 
ecuacion 7 con la fuerza F s : 

F,(x)dx = I (— kx) dx 

: i JXi 

= \kx 2 i -\kx 2 f . ( 9 ) 

El signo del trabajo efectuado por el resorte sobre la 
particula es positivo si xf > ^ (esto es, si la magnitud del 
desplazamiento inicial de la particula es mayor que la de 
su desplazamiento final). Notese que el resorte efectua 
trabajo positivo cuando actua para restablecer a la parti¬ 
cula en su posicion en x = 0. Si la magnitud del desplaza¬ 
miento inicial es mas pequena que la del desplazamiento 
final, el resorte efectua trabajo negativo sobre la particula. 

Si estamos interesados en conocer el trabajo efectuado por 
el resorte sobre la particula cuando la particula se mueve 



Figura 8 (a) Una particula de masa m esta unida a un 
resorte, el cual esta en la posicion relajada. ( b ) La particula se 
desplaza una distancia x, donde hay dos fuerzas que actuan 
sobre ella, la fuerza de restitucion del resorte y el jalon de un 
agente extemo. 


desde su posicion original en x = 0 a lo largo de un despla¬ 
zamiento x, hacemos que x, = 0 y x f = x y obtendremos 

fV s = J (-kx)dx = -jkx 2 . (10) 

Notese que el trabajo efectuado por el resorte cuando se 
halla comprimido a lo largo de un desplazamiento x es el 
mismo que el efectuado en la posicion de extendido a lo 
largo de x, porque el desplazamiento x esta elevado al 
cuadrado en la ecuacion 10; cualquier signo de x dara un 
valor positivo para x 2 y un valor negativo para W s . 

cQ ue tanto trabajo efectua el agente extemo cuando la 
particula se mueve desde x, = 0 hasta x f = x? Para mantener 
a la particula en equilibrio, la fuerza externa F cxt debe ser 
de igual magnitud que la fuerza del resorte pero de signo 
opuesto, de modo que F exl = +kx. Repitiendo el calculo 
como en la ecuacion 10 para el trabajo efectuado por el 
agente extemo nos da 

W mt = +ikx 2 . (11) 

Notese que esta es, exactamente, la negativa de la ecua¬ 
cion 10. 

Podemos tambien hallar W s y W ext calculando el area 
entre la curva fuerza-desplazamiento apropiada y el eje x 
desde x = 0 hasta un valor arbitrario de x. En la figura 9 
las dos rectas con pendiente que pasan a traves del origen 
son graficas de la fuerza externa contra el desplazamiento 
(F ext = + kx) y la fuerza del resorte contra el desplaza¬ 
miento (F s = -kx). El lado derecho de la grafica (x > 0) 
corresponde al estiramiento del resorte y el lado izquierdo 
(x < 0) a la compresion. 

Al estirar el resorte, el trabajo efectuado por la fuerza 
externa es positivo y esta representado por el triangulo 
superior de la derecha en la figura 9, marcado W nr La base 
de este triangulo es +x y su altura es +kx; por lo tanto, su 
area es 

j(+x)(+/a:) = +\kx 2 
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.Fs - -kx ' I.F F ex t = +kx. 


-kx Wext, 
1 / 


fext — +kx 


Sett's 
F s = -kx\ 


(( ^Compresion | Estiramiento ^ / 

Figura 9 El trabajo W % efectuado por la fuerza del resorte 
esta representado por las areas negativas (de sombreado 
suave), y el trabajo W e „ efectuado por la fuerza externa, que 
esta en equilibrio con la fuerza del resorte, esta representado 
por las areas positivas (de sombreado intenso). Ya sea que el 
resorte este estirado (x > 0), o comprimido (x < 0), W t es 
negativo y W eu es positivo. 


de acuerdo con la ecuacion 11. Cuando el resorte es esti¬ 
rado, el trabajo efectuado por la fuerza del resorte es 
negativo y esta representado por el triangulo inferior 
marcado W s en el lado derecho de la figura 9; puede 
demostrarse por medio de un argumento geometrico simi¬ 
lar que este triangulo tiene un area de ~'-kx?, de acuerdo 
con la ecuacion 10 

Al comprimir el resorte, como se muestra en el lado 
izquierdo de la figura 9, el trabajo W cxt efectuado por el 
agente extemo es todavia positivo, y el trabajo W s efec¬ 
tuado por el resorte es todavia negativo, justo como lo es- 
peramos de los signos de las fuerzas y del desplazamiento. 


Problema muestra 3 Un resorte cuelga verticalmente en 
equilibrio. Un bloque de masa m = 6.40 kg esta unido al resorte, 
pero el bloque-es sostenido en su lugar de modo que al principio 
el resorte no se estire. Ahora la mano que sostiene al bloque 
desciende lentamente, permitiendo que el bloque descienda a 
velocidad constante hasta que alcance el equilibrio, en cuyo 
punto se retira la mano. Una medicion demuestra que el resorte 
se ha estirado una distancia s = 0.124 m respecto a su longitud 
de equilibrio previa. Halle el trabajo efectuado sobre el bloque 
en este proceso por (a) la gravedad, (b) el resorte, y (c) la mano. 

Solucion No se nos da la constante de fuerza del resorte, pero 
podemos hallarla porque sabemos que en la posicion estirada el 
bloque esta en equilibrio por la fuerza hacia arriba del resorte y 
la fuerza hacia abajo de la gravedad: 

’£F= mg — ks = 0. 

A qui hemos elegido la direccion hacia abajo como positiva. 
Resolviendo para k hallamos que 

k = mg/s = (6.40 kgX9.80 m/s 2 )/(0.124 m) = 506 N/m. 


Para hallar el trabajo efectuado por la gravedad, W v advertimos 
que la fuerza de la gravedad es una fuerza constante, y que la 
fuerza y el desplazamiento son paralelos, de modo que podemos 
usar la ecuacion 1: 

W t = Fs = mgs = (6.40 kg)(9.80 m/s 2 )(0.124 m) = + 7.78 J. 

Este es positivo, porque la fuerza y el desplazamiento estan en 
la misma direccion. Para hallar el trabajo W t efectuado por el 
resorte, usamos la ecuacion 10 con x - s: 

W, = - ±ks 2 = -|(506 N/m)(0.124 m) 2 = -3.89 J. 

Este es negativo, porque la fuerza y el desplazamiento estan en 
direcciones opuestas. 

Una manera de hallar el trabajo W b efectuado por la mano es 
hallar la fuerza ejercida por la mano cuando el bloque descien¬ 
de. Si el bloque esta en equilibrio durante todo el proceso, 
entonces puede hallarse la fuerza F h hacia arriba ejercida por la 
mano a partir de la segunda ley de Newton con a = 0: 

^F=-kx~F b + mg = 0, 

o sea 

F h = mg- kx. 

El trabajo puede ser hallado a partir de una integral de la forma 
de la ecuacion 7, con un signo negativo introducido para indicar 
que la fuerza se opone al desplazamiento: 

fV h = - J F h dx = — J (mg — kx) dx = — mgs + \ks 2 

= - mgs + ^ s 2 = — i mgs = — 3.89 J. 

Una manera mas sencilla de obtener este resultado es reconocer 
que si el bloque (al que tratamos como particula) desciende lenta 
y uniformemente, entonces la fuerza neta es cero, y, por lo tanto, 
el trabajo total efectuado por todas las fuerzas que actuan sobre 
la particula debe ser cero: 

W Mo = lV,+ tV t +fV b = 0, 

W b = -W s - fv t = -(-3.89 J) - 7.78 J = -3.89 J. 

Notese que el trabajo efectuado por la mano es igual al trabajo 
efectuado por el resorte. 


7-3 TRABAJO EFECTUADO 

POR UNA FUERZA VARIABLE: 

CASO BIDIMENSIONAL (Opcional) 

La fuerza F que actua sobre una particula puede variar tanto en 
direccion como en magnitud, y la particula puede moverse a lo 
largo de una trayectoria curva. Para calcular el trabajo en este 
caso general dividimos la trayectoria en un mimero grande de 
desplazamientos pequenos 5s, cada uno tangente a la trayectoria 
en direccion del movimiento. La figura 10 muestra dos despla¬ 
zamientos escogidos para una situation particular; muestra 
tambien a la fuerza F y al angulo <p entre F y 0s en cada 
ubicacion. Podemos hallar la cantidad de trabajo 5W efectuado 
sobre la particula durante un desplazamiento 5s de 
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y 



Figura 10 Una particula se mueve desde el punto i hasta el 
punto/a lo largo de la trayectoria mostrada. Durante este 
movimiento actua sobre ella una fuerza F que varfa tanto en 
magnitud como en direccion. Cuando 5s -* 0, sustituimos al 
intervalo por ds, la cual esta en la direccion de la velocidad 
instantanea y, por lo tanto, tangente a la trayectoria. 


8W — F-Ss = Fcoscf) ds. ( 12 ) 

Aqui F es la fuerza en el punto donde se inicia 5s. El trabajo 
efectuado por la fuerza variable F sobre la particula cuando esta 
se mueve desde i hasta/en la figura 10 se halla aproximada- 
mente sumando los elementos del trabajo sobre cada uno de los 
segmentos lineales que forman la trayectoria desde i hasta/. Si 
los segmentos lineales 5s resultan infinitesimalmente pequenos, 
pueden ser sustituidos por diferenciales ds y la suma de todos 
los segmentos lineales puede ser sustituida por una integral, co¬ 
mo en la ecuacion 7. El trabajo efectuado se halla, entonces, de 

j' F-ds = j* Fcos 0 ds. (13) 

No podemos evaluar esta integral hasta que podamos decir 
como varfan en la ecuacion 13 F y tf> entre punto y punto a lo 
lar go de la trayectoria; ambos son funciones de las coordenadas 
x y y de la particula en la figura 10. 

Podemos obtener una expresion equivalente a la ecuacion 13 
escribiendo F y ds en terminos de sus componentes. Entonces 
F “ F x i + F y j y ds = dn + dyj, de modo que F • ds = F x dx + 
Fy dy. En esta evaluacion recordemos que i • i = j • j = 1 y que i 
j = j ‘ i = 0 (vease la Ec. 14, capitulo 3). Sustituyendo este 
resultado en la ecuacion 13, obtenemos 

W= J. dx + F y dy)- ( 14 ) 

Las integrales como estas de las ecuaciones 13 y 14 se llaman 
integrates de Knew, para evaluarlas debemos saber como varfan 
F cos 0 o F x y F y cuando la particula se va moviendo a lo largo 
de una linea determinada. La extension de la ecuacion 14 al caso 
tridimensional es sencilla. 


Problema muestra 4 Un objeto pequeno de masa in esta 
suspendido de un cordon de longitud L. El objeto es jalado 
lateralmente por una fuerza P siempre horizontal, hasta que el 
cordon forma un angulo <p m con la vertical (Fig. 1 la). El despla- 
zamiento se lleva a cabo de forma tan lenta que podemos ver al 
sistema como si estu viera en equilibrio durante el proceso. Halle 



Figura 11 Problema muestra 4. (a) Una particula esta 
suspendida de un cordon de longitud L y es jalada 
lateralmente por una fuerza horizontal P. El angulo maximo 
alcanzado es 0 m . (5) Un diagrama de cuerpo libre de la 
particula. 


el trabajo efectuado por todas las fuerzas que actuan sobre el 
objeto. 

Solution El movimiento tiene lugar a lo largo de un arco de 
radio L, y el desplazamiento ds se da siempre a lo largo del arco. 
En un punto intermedio del movimiento, el cordon forma un 
angulo <p con la vertical, y segun el diagrama de cuerpo libre de 
la figura 11 b vemos que, aplicando la segunda ley de Newton, 

componente x: P—T sen 0 = 0, 

componente y: T cos 0 — mg = 0. 

Combinando estas dos ecuaciones para eliminar a T, halla- 
mos que 


P = mg tan 0. 


Puesto que P actua solamente en direccion jc, podemos usar la 
Ec. 14 con F x = P y F y = 0 para hallar el trabajo efectuado por 
P. Entonces 


^p = 



mg tan 0 dx. 


Para efectuar la integral sobre 0, debemos tener una sola varia¬ 
ble en la integration; elegimos definir a jc en terminos de 0. En 
una position intermedia arbitraria, cuando la coordenada hori¬ 
zontal es x, vemos que x = L sen 0 y entonces dx = L cos 0 dip. 
Sustituyendo por dx, podremos ahora llevar a cabo la integra¬ 
cion: 


lFp = 



mg tan 0 (L cos 0 d<f>) 


= mgL 



sen 0 d<p — mgL(— cos 0) 


o 


= mgL( l-cos0J. 

En la figura 1 la podemos ver que h = 1(1 - cos 0J, y entonces 


W P = mgh. 


El trabajo W f efectuado por la fuerza de la gravedad (cons- 
tante) mg puede ser evaluado usando una tecnica similar basada 


en la ecuacion 14 (tomando F, = 0, F y = -mg) para dar W g = -mgh 
(vease el problema 16). El signo menos se debe a que la 
direccion del desplazamiento vertical es en sentido opuesto a la 
direccion de la fuerza de la gravedad. El trabajo W T efectuado 
por la tension del cordon es cero, porque T es perpendicular al 
desplazamiento ds en cada punto del movimiento. Ahora pode¬ 
mos ver que el trabajo total es cero: W Mo =W f + W t + W T - mgh 
- mgh + 0 = 0, consistente con el hecho de que la fuerza neta 
sobre la particula es siempre cero durante el movimiento. 

Notese que en este problema el trabajo (positivo) efectuado 
por la fuerza horizontal P cancela, en efecto, el trabajo (negati- 
vo) efectuado por la fuerza vertical mg. Esto puede ocurrir 
porque el trabajo es una cantidad escalar. no tiene direccion ni 
componentes. El movimiento de la particula depende del trabajo 
total efectuado sobre ella, el cual es la suma escalar de los 
valores del trabajo asociados con cada una de las fuerzas indi- 
viduales. ■ 


7-4 ENERGIA CINETICA Y 

EL TEOREMA TRABAJO-ENERGIA 

En esta seccion consideraremos el efecto del trabajo sobre 
el movimiento de una particula. Una fuerza no equilibrada 
aplicada a una particula cambiara ciertamente el estado 
del movimiento de la particula. La segunda ley de Newton 
nos proporciona un modo de analizar este cambio de 
movimiento. Consideraremos ahora un enfoque diferente 
que, finalmente, nos de el mismo resultado que las leyes 
de Newton pero que a menudo es mas sencillo de aplicar. 
Nos conduce tambien a una de las muchas e importantes 
leyes de conservacion que desempehan un papel tan im- 
portante en la interpretation de los procesos fisicos. 

En esta discusion consideraremos no el trabajo efectua¬ 
do sobre una particula por una sola fuerza sino el trabajo 
neto W nao efectuado por todas las fuerzas que actuen sobre 
la particula. Existen dos maneras de hallar el trabajo neto. 
La primera es hallar la fuerza neta, esto es, la suma 
vectorial de todas las fuerzas que actuan sobre la particula, 

F net = F, +F 2 + F 3 + • • (15) 

y tratar esta fuerza neta como una unica fuerza al calcular 
el trabajo segun la ecuacion 7 en una dimension o segun 
la ecuacion 13 en mas de una dimension. Por el segundo 
metodo, calculamos el trabajo realizado por cada una de 
las fuerzas que actuan en la particula, 



y luego, puesto que el trabajo es un escalar, podemos 
sumar el trabajo hecho por cada fuerza para hallar el 
trabajo neto: 

W aao =W l + W 2 +W i + . • (16) 


Ambos metodos arrojan iguales resultados y por cual de 
ellos nos inclinemos, constituye una cuestion de mera 
convention. 

Sabemos que una fuerza neta desequilibrada aplicada a 
una particula cambiara su estado de movimiento al acele- 
rarla, digamos de una velocidad inicial v. a una velocidad 
final v f . (,Cual es el efecto del trabajo hecho sobre la 
particula por esta fuerza neta desequilibrada? 

Veremos primero la respuesta a esta pregunta en el caso 
de una fuerza constante en una dimension. Bajo la influen- 
cia de esta fuerza, la particula se mueve de a x { , y acelera 
de manera uniforme de v j hasta v f . El trabajo hecho es 

K ao = Fne,„(*f - *i) = ma{Xf - *;). 

Puesto que la aceleracion a es constante, podemos usar la 
ecuacion 20 del capitulo 2, expresada como vf = vf + 
2 a(x { - *,) para obtener 

= \rnvj-l i mv\. (17) 

Es decir, el resultado del trabajo neto en la particula ha 
consistido en producir un cambio en el valor de la cantidad 
bnv 2 desde el punto i al punto f. Esta cantidad se denomina 
energia cinetica K de la particula, con la definition 

K=\mv 2 . (18) 

En terminos de la energia cinetica K, podemos reescribir 
la ecuacion 17 asi: 

K ao = K f -K, = AK. (19) 

La ecuacion 19 es la representation matematica de un 
importante resultado llamado teorema trabajo-energia, el 
cual, en palabras, puede enunciarse como sigue: 

El trabajo neto efectuado por las fuerzas que actuan 
sobre una particula es igual al cambio en la energia 
cinetica de la particula. 

Aun cuando lo hemos derivado para el caso de una fuerza 
resultante constante, el teorema trabajo-energia es valido 
en general tambien para fuerzas no constantes. Posterior- 
mente en esta misma seccion, daremos una demostracion 
general para fuerzas no constantes. 

Al igual que el trabajo, la energia cinetica es una canti¬ 
dad escalar; a diferencia del trabajo, la energia cinetica 
nunca es negativa. Ya hemos mencionado que el trabajo 
depende de la election del marco de referencia y, por lo 
tanto, no debe sorprendemos que la energia cinetica lo sea 
tambien. Por supuesto, ya sabemos que observadores en 
marcos inerciales diferentes diferiran en sus mediciones 
de la velocidad, y, por lo tanto, diferiran tambien en la 
asignacion de las energias cineticas a las particulas. Aun- 
que los observadores no concuerden en los numeros que 
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asignen al trabajo y a la energia cinetica, sin embargo, 
hallaran que la misma relacion se mantiene entre estas 
cantidades, es decir, W nao = A K. 

Para que la ecuacion 19 sea dimensionalmente consis- 
tente, la energia cinetica debe tener las mismas unidades que 
el trabajo, es decir, joules, ergs, pie-libras, electronvolts, etc. 

Cuando la magnitud de la velocidad de una particula es 
constante, no existe un cambio en la energia cinetica, y, 
por lo tanto, la fuerza resultante no realiza trabajo. En el 
movimiento circular uniforme, por ejemplo, la fuerza 
resultante actua hacia el centra del circulo y forma siem- 
pre angulos rectos con la direccion del movimiento. Tal 
fuerza no realiza trabajo sobre la particula: cambia la 
direccion de la velocidad de la particula pero no su mag¬ 
nitud. Se efectuara un trabajo sobre la particula y cambiara 
su energia cinetica solo cuando la fuerza resultante tenga 
una componente en direccion del movimiento. 

El teorema trabajo-energia no representa una ley nueva, 
independiente de la mecanica clasica. Simplemente hemos 
definido al trabajo (Ec. 7, por ejemplo) y a la energia cinetica 
(Ec. 18) y derivado la relacion entre ellos a partir de la 
segunda ley de Newton. El teorema trabajo-energia es util, 
sin embargo, para resolver problemas en los que el trabajo 
neto efectuado sobre una particula por fuerzas extemas se 
calcula facilmente y tambien en aquellos problemas en los 
cuales nos interesa hallar la velocidad de la particula en 
ciertas posiciones. El teorema trabajo-energia es de mayor 
importancia, incluso, como un punto de partida para una 
generalizacion amplia del concepto de energia y de como la 
energia puede ser almacenada o utilizada entre partes de un 
sistema complejo. El principio de conservacion de la energia 
es el tema del capitulo siguiente. 


fv, fur 

W nclo = mv dv = m I v dv = \m{v} — vf) 

Jv, Jo, 

= %mvf — \mvf. 

Esta es identica a la ecuacion 19 y demuestra que el 
teorema trabajo-energia se mantiene incluso para fuerzas 
no constantes. 


Problema muestra 5 Un metodo para determinar la energia 
cinetica de los neutrones contenidos en un haz, tal como el de 
un reactor nuclear, es medir cuanto tiempo le toma a una 
particula del haz pasar por dos puntos fijos separados por 
una distancia conocida. Esta tecnica se conoce como el metodo 
del tiempo de vuelo. Supongamos a un neutron que viaje una 
distancia d = 6.2m en un tiempo t = 160 /us. ^Cual es su energia 
cinetica? La masa de un neutron es de 1.67 * 10 kg' 27 kg. 

Solucion Hallamos la velocidad de 

v = 7 “ 160 X 10- 6 s = 3-88 x 104 m/s - 
De la ecuacion 18, la energia cinetica es 

K=tmv 2 - 4(1.67 X 1(T 27 kgX3.88 X 10 4 m/s) 2 
= 1.26 X 10 _1 ® J = 7.9 eV. 

En los reactores nucleares, los neutrones se producen en la fision 
nuclear con energias cineticas tipicas de unos cuantos MeV. En 
este ejemplo ha sido efectuado trabajo negativo sobre los neu¬ 
trones por un agente extemo (llamado moderador), reduciendo 
por lo tanto sus energias cineticas por un factor considerable 
desde unos cuantos MeV a unos cuantos eV. 


Prueba general del teorema trabajo-energia 

El calculo siguiente nos ofrece una prueba de la ecua¬ 
cion 19 en el caso de fuerzas no constantes en una dimen¬ 
sion. El calculo equivalente en dos o tres dimensiones se 
deja como ejercicio (vease el problema 34). Hagamos que 
F mlo represente la fuerza neta que actua sobre la particula. 
El trabajo neto efectuado por todas las fuerzas exter- 
nas que actuan sobre la particula es precisamente W nao = 
/ F nao dx. Con un poco de manipulacion matematica po- 
demos llevar a cabo un cambio de la variable de integra¬ 
tion y poner esto de una manera mas util: 


Problema muestra 6 Un cuerpo de masa m = 4.5 g se deja 
caer desde el reposo desde una altura h = 10.5 m sobre la 
superficie de la Tierra. ^Cual sera su velocidad inmediatamente 
antes de que toque el suelo? 

Solucion Suponemos que el cuerpo puede ser tratado como 
una particula. Podriamos resolver este problema usando un 
metodo basado en las leyes de Newton, tal como lo conside- 
ramos en el capitulo 5. En lugar de ello, aqui elegimos resolverlo 
usando el teorema trabajo-energia. La ganancia en energia 
cinetica es igual al trabajo efectuado por la fuerza resultante, 
que es aqui la fuerza de la gravedad. Esta fuerza es constante y 
dirigida a lo largo de la lfnea del movimiento, de modo que el 
trabajo efectuado por la gravedad es 


„ dv dv dx dv dv 

F nao = ma = m — = m — ~ = m — v=mv —. 

dt dx dt dx dx 

Entonces 


W = F • s = mgh. 

Al principio, el cuerpo tiene una velocidad v 0 = 0 y, por ultimo, 
una velocidad v. La ganancia en energia cinetica del cuerpo es 


dv , 

mv — dx- 
dx 


mv dv. 


La variable de integration es ahora la velocidad 0. Integre- 
mos desde la velocidad inicial u. hasta la velocidad final v f : 


AK = \mv 2 — \mvl = \mv 2 — 0. 

De acuerdo con el teorema trabajo-energia, W = AK, por lo tanto, 
mgh = jmv 2 . 
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La velocidad del cuerpo es, entonces, 

v = V2 gh = V2(9.80 m/s 2 X10.5 m) = 14.3 m/s. 

Notese que este resultado es independiente de la masa del 
objeto, como lo habiamos deducido previamente al usar las 
leyes de Newton. 

Problema muestra 7 Un bloque de masa m = 3.63 kg se 
desliza sobre una mesa horizontal sin friccion a una velocidad 
de v = 1-22 m/s. Queda en reposo al comprimir un resorte en su 
trayectoria. £ En cuanto se comprime el resorte si su constante 
de fuerza kes de 135 N/m? 

Solucion El cambio en la energia cinetica del bloque es 
AK — K ( — = 0 — \mv 2 . 

El trabajo If efectuado por el resorte sobre el bloque cuando el 
resorte se comprime desde su longitud relajada a traves de una 
distancia d es, de acuerdo con la ecuacion 10, 

W=~{kd 2 . 

Usando el teorema trabajo-energia, W= AK, obtenemos 
— {kd 2 = -jwu 2 


o sea 



Limitation del teorema trabajo-energia 

Derivamos el teorema trabajo-energia, ecuacion 19, direc- 
tamente de la segunda ley de Newton, la cual, en la forma 
en que la hemos enunciado, se aplica solamente a par- 
ticulas. De aqui que el teorema trabajo-energia, tal como 
lo hemos presentado hasta ahora, se aplique igualmente 
solo a particulas. Podemos aplicar este importante teore¬ 
ma a objetos reales, siempre que tales objetos se compor- 
ten como particulas. Previamente hemos considerado que 
un objeto se comporta como una particula si todas las 
partes del objeto se mueven exactamente de la misma 
manera. En el uso del teorema trabajo-energia, podemos 
tratar a un objeto extenso como una particula si la unica 
clase de energia que tiene es la energia cinetica direccio- 
nal (o traslacional). 

Consideremos, por ejemplo, a un automovil de prueba' 
que es impactado de frente contra una barrera de concreto 
gruesa y rigida. La energia cinetica direccional del auto¬ 
movil ciertamente disminuye cuando el auto alcanza la 
barrera, se comprime, y llega al reposo. Sin embargo, 
existen otras formas de energia diferentes a la energia 
cinetica direccional que intervienen en esta situation. 
Existe la energia interna asociada con el doblamiento y la 


compresion del cuerpo del auto; parte de esta energia 
interna puede aparecer, por ejemplo, como un aumento en 
la temperatura del auto, y parte puede ser transferida como 
calor al entomo. Notese que, aun cuando la barrera pueda 
ejercer una fuerza grande sobre el auto durante el choque, 
la fuerza no realiza trabajo porque el punto de aplicacior 
de la fuerza sobre el auto no se mueve. (Recordemo^ 
nuestra definition original del trabajo, dada por la ecua¬ 
cion 1 e ilustrada en la figura 1, que dice: la fuerza debe 
actuar a traves de cierta distancia para que se efectue un 
trabajo.) Entonces, en este caso AK * 0, pero W = 0; 
claramente, la ecuacion 19 no se cumple. El auto no se 
comporta como una particula; no todas las piezas de el 
se mueven exactamente de la misma manera. 

Por razones similares, desde el punto de vista del tra¬ 
bajo-energia, no podemos tratar como una particula a un 
bloque que se desliza recibiendo la action de una fuerza 
de friccion (si bien podemos, no ojstante, continuar tra- 
tandolo como una particula, como lo hicimos en el capi¬ 
tulo 6, cuando analizamos su comportamiento haciendo 
uso de las leyes de Newton). La fuerza de friccion, que 
representamos como una fuerza constante f, es en realidad 
bastante complicada, involucrando en ella la formation y 
rotura de muchas soldaduras microscopicas (vease la sec- 
cion 6-2), que deforman las superficies y dan por resulta¬ 
do cambios en la energia interna de las superficies (lo cual 
puede en parte repercutir como un aumento en la tempe¬ 
ratura de las superficies). A causa de la dificultad de 
comprender a fondo otras formas de la energia, debido a 
que los objetos no se comportan como particulas, gene- 
ralmente no es correcto aplicar la forma de una particula 
del teorema trabajo-energia a objetos sujetos a fuerzas de 
friccion. 

En estos ejemplos debemos ver al auto que se estrella 
y al bloque que se desliza no como particulas sino como 
sistemas que contienen un gran numero de particulas. 
Aunque seria correcto aplicar el teorema trabajo-energia 
a cada particula por separado del sistema, resultaria tre- 
mendamente complicado hacerlo asi. En el capitulo 9 
comenzaremos a desarrollar un metodo mas sencillo para 
tratar a sistemas complejos de particulas, y demostrare- 
mos como ampliar el teorema trabajo-energia de modo 
que podamos aplicar lo en tales casos. 


7-5 POTENCIA 

Al diseiiar un sistema mecanico es a menudo necesario 
considerar no solamente cuanto trabajo debe efectuarse 
sino tambien a que velocidad se efectuara este. Se efectua 
la misma cantidad de trabajo para levantar a un cuerpo 
dado a una altura dada si el hacerlo toma 1 segundo o 
1 ano. Sin embargo, la razon a la que se efectua dicho 
trabajo es muy diferente en los dos casos. 
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Definimos a la potencia como la razon a la que se 
efectua el trabajo. (Aqui consideramos solamente la po¬ 
tencia mecanica, la cual es una consecuencia del trabajo 
mecanico. Una vision mas general de la potencia como la 
energia liberada por unidad de tiempo nos permite ampliar 
el concepto de potencia para incluir a la potencia electrica, 
la potencia solar, y asi sucesivamente.) La potencia pro- 
medio P desarrollada por un agente que ejerza una fuerza 
particular sobre un cuerpo es el trabajo total efectuado por 
esa fuerza sobre el cuerpo dividido por el intervalo de 
tiempo total, o sea 

P- W 

P ~T < 2 ») 

La potencia instantanea P producida por un agente es 


donde dW es la pequena cantidad de trabajo efectuada en 
el intervalo infinitesimal de tiempo dt. Si la potencia es 
constante en el tiempo, entonces P = Py 

W=Pt. (22) 


P = Fv. ( 24 ) 

Notese que la potencia puede ser negativa si F y v no son 
paralelas. Suministrar una potencia negativa a un cuerpo 
significa hacer un trabajo negativo sobre el: la fuerza 
ejercida sobre el cuerpo por el agente extemo esta en 
direccion opuesta a su desplazamiento ds y, por lo tanto, 
opuesta a v. 


Problema muestra 8 Un elevador vacio tiene un peso, de 
5160 N (1160 lb). Esta disenado para transportar una carga 
maxima de 20 pasajeros desde la plata baja que se halla al nivel 
de la calle, hasta el 25 s piso de un edificio en un tiempo de 18 s. 
Suponiendo que el peso promedio de un pasajero sea de 710 N 
(160 lb) y la distancia entre pisos sea de 3.5 m (11 ft), ^cual es 
la potencia constante minima necesaria del motor del elevador? 
(Suponga que todo el trabajo que hace que el elevador se levante 
procede del motor y que el elevador no tiene contrapesos.) 

Solucion La fuerza total minima que debe ejercerse es el peso 
total del elevador y los pasajeros, F = 5160 N + 20(710) N = 
19,400 N. El trabajo que debe ser efectuado es 

W=Fs = (19,400 NX25X 3.5 m) = 1.7 X 10 6 J. 


La unidad de potencia en el SI es el joule por segundo, 
llamado watt (abreviado W). Esta unidad recibe su nom- 
bre en honor a James Watt (1736-1819), quien hizo gran- 
des mejoras en las maquinas de vapor de su tiempo y 
sehalo el camino hacia las maquinas mas eficientes de hoy 
dia. En el sistema ingles, la unidad de potencia es 1 ft • lb/s, 
aunque generalmente se usa una unidad mas practica, el 
caballo de fuerza (hp), para describir la potencia de apa- 
ratos tales como los motores electricos o los motores de 
automoviles. Un caballo de fuerza (horsepower) es, por 
definicion, igual a 550 ft • lb/s, que equivale a unos 746 W. 

El trabajo puede tambien expresarse en unidades de 
potencia x tiempo. Este es el origen del termino kilowatt- 
h °ra, que la compania de electricidad usa para medir 
cuanto trabajo (en forma de energia electrica) se consu¬ 
me en las casas. Un kilowatt-hora es el trabajo efectuado 

en 1 hora por un agente que trabaje a una razon constante 
de 1 kW. 

Podemos tambien expresar la potencia suministrada a 
un cuerpo en funcion de la velocidad del cuerpo y de la 
fuerza que actua sobre el. En general, podemos reescribir 
la ecuacion 21 asi: 

p dW _ F-ds ds 

dt dt Y '~dt 

lo cual, despues de sustituir ds/dt por la velocidad v, se 
convierte en 

P=F‘\. ( 23 ) 

Si F y v son paralelas entre si, esto podemos expresarlo 
como sigue: 


La potencia minima es, por lo tanto, 


D W 1.7 X 10 6 J 

P = — =-- = 94 kW 

t 18 s 


Esto es lo mismo que 126 hp, aproximadamente la potencia 
liberada por el motor de un automovil. Por supuesto, las perdi- 
das por friccion y otras ineficiencias aumentaran la potencia que 
el motor debe proporcionar para levantar al elevador. 

En la practica, un elevador tiene usualmente un contrapeso 
que baja cuando la cabina del elevador sube. El motor suminis- 
tra una potencia positiva a la cabina mientras sube y una 
potencia negativa al contrapeso mientras este baja. Asi, la 
potencia neta que el motor debe suministrar se reduce notable- 
mente. 


7-6 MARCOS DE REFERENCIA (Optional) 

Las leyes de Newton se cumplen solo en marcos de referencia 
inerciales (vease la seccion 6-8) y si se cumplen en un marco 
mercial particular entonces se cumplen en todos los marcos de 
referencia que se muevan a velocidad constante en relacion a 
ese marco. Ciertas cantidades fisicas, si se observan en marcos 
inerciales diferentes, arrojan siempre la misma medida. En la 
mecanica newtoniana, estas cantidades invariantes incluyen 
la fuerza, la masa, la aceleracion, y el tiempo. Otras cantida¬ 
des, como el desplazamiento o la velocidad, no son invarian¬ 
tes cuando se miden desde marcos inerciales diferentes. Por 
ejemplo, en la seccion 4-6 estudiamos como relacionar las 
velocidades medidas en dos marcos de referencia en movimien- 
to relativo a una velocidad constante. 

Dos observadores en marcos inerciales diferentes mediran la 
misma aceleracion de una partfcula y, por tanto, deben deducir 
el mismo valor del cambio en su velocidad, Av; pero en general 
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(a) 


Figura 12 Un obrero que viaja en una 
plataforma de ferrocarril empuja una 
caja hacia adelante, como puede verse 
por (a) un observador sobre el tren y 
(b) un observador en tierra. 



no mediran el mismo cambio en su energia cinetica. Los obser¬ 
vadores en movimiento relativo mediran tambien valores dife¬ 
rentes para el desplazamiento de una particula, de modo que 
(aunque midan los mismos valores de las fuerzas que actuen 
sobre la particula, siendo la fuerza invariante) deduciran valores 
diferentes para el trabajo efectuado sobre la particula. En esta 
seccion aclararemos estas afirmaciones con un ejemplo nume- 
rico especifico que demuestra la validez del teorema trabajo- 
energia desde los puntos de vista de observadores en marcos 
inerciales diferentes. 

Consideremos el ejemplo siguiente: un obrero esta empu- 
jando una caja sobre la plataforma de un carro de ferrocarril. 
El tren se mueve a la velocidad constante de 15.0 m/s. La caja 
tiene una masa de 12 kg, y al ser empujado hacia adelante 
sobre una distancia de 2.4 m su velocidad aumenta (con relacion 
a la plataforma) con aceleracion constante desde el reposo hasta 
1.5 m/s. La figura 12a muestra las posiciones inicial y final 
segiin lo aprecia un observador que esta viajando en la platafor¬ 
ma. Este observador determina que el cambio en la energia 
cinetica es 

AK = K ( ~K i = j(12kg)(1.5 m/s) 2 - 0 = 13.5 J. 

La aceleracion constante supuesta para la caja puede hallarse 
de la ecuacion 20 del capi'tulo 2, que nos da 


a = 


v 2 r ~ Vi 

2(x f -x i ) 


(1.5 m/s) 2 — 0 
2(2.4 m) 


= 0.469 m/s 2 . 


tierra. Despues de que la caja es empujada, el mismo observador 
concluye que su velocidad es de vj = 15.0 m/s +1.5 m/s = 16.5 
m/s, y entonces deduce que el cambio en la energia cinetica es 

A AT' = Kf — K[ = imv' f 2 - \mv? 

= j(12 kg)(16.5 m/s) 2 - j{12 kgX15.0 m/s) 2 
= 284 J. 

Esto es muy diferente de lo que el observador que viaja 
en la plataforma midio para el cambio en la energia cinetica 
(AK = 13.5 J). 

Antes de que comencemos a dudar de la aplicabilidad del teo¬ 
rema trabajo-energia, hagamos rapidamente un calculo del tra¬ 
bajo efectuado sobre la caja de acuerdo con el observador 
situado en tierra. El desplazamiento total de la caja depende 
tambien del marco de referencia del observador, como lo mues¬ 
tra la figura 12b. Para el observador parado en tierra, la fuerza 
se ejerce no sobre una distancia de 2.4 m sino sobre una distancia 
mayor, de 50.4 m, porque a una velocidad de 15.0 m/s el tren 
viaja 48.0 m en los 3.2 s (= A vja o A v'/a', (siendo la aceleracion 
y el tiempo invariantes en la mecanica newtoniana) que toma 
mover la caja; el desplazamiento total Ax' de la caja en este 
tiempo es de 48.0 m + 2.4 m = 50.4 m. Por otra parte, la 
fuerza es una invariante; para el observador situado en tierra, 
F = F = 5.63 N. El observador situado en tierra concluye que 
el trabajo es 


Esta aceleracion resulta de una correspondiente fuerza neta 
constante dada por F = ma = (12 kg)(0.469 m/s 2 ) = 5.63 N. Al 
moverse la caja a traves de un desplazamiento Ax de 2.4 m, el 
trabajo efectuado sobre la caja por esta fuerza es 

W=F Ax = (5.63 N)(2.4 m) = 13.5 J. 

El observador que viaja en la plataforma concluye felizmente 
que W = A K y que el teorema trabajo-energia se satisface. 

(.Como interpreta una medicion similar un observador situa¬ 
do en tierra? (Usamos coordenadas primadas para representar 
las mediciones del observador en tierra.) Cuando la caja esta en 
reposo sobre la plataforma, se esta moviendo hacia adelante a 
razon de v/ = 15.0 m/s de acuerdo con el observador situado en 


W = F' Ax’ = (5.63 N)(50.4 m) = 284 J. 

El teorema trabajo-energia se cumple tambien jpara el observa¬ 
dor situado en tierra! Aun cuando los dos observadores usen 
valores numericos diferentes para los desplazamientos y las 
velocidades, y no esten de acuerdo con los valores numericos 
que asignan al trabajo y a la energia cinetica, cada uno, sin 
embargo, concluye que existe la misma igualdad numerica entre 
el trabajo y el cambio en la energia cinetica. 

En fisica, una ley invariante es aquella que tiene la misma 
forma en todos los marcos de referencia inerciales. Un buen 
ejemplo es el teorema trabajo-energia, como lo hemos visto. 
En el marco de referencia inercial del observador S, quien midio 
el trabajo W y el cambio en la energia cinetica A K para un 
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proceso particular, el teorema trabajo-energia es W= AK. El ob- 
servador S', quien estaba en movimiento a velocidad constante 
en relacion a S, midio el trabajo W y el cambio en la energia 
cinetica AK ' para el mismo proceso; en tanto que, en general, 
sera cierto que W*Wy que AK * K', el observador S’ determina 
que W = AK'. Para otro observador inercial S", W” - AK". Para 
cualquier observador en un marco inercial, el teorema trabajo- 
energia tiene la misma forma. Los principios de invariancia nos 
dan a menudo la clave del funcionamiento del mundo natural; 
nos seiialan que una relacion particular no es un mero accidente 
de la posicion preferida del observador sino que, en su lugar, es 
la consecuencia de cierta simetria profunda subyacente en la 
naturaleza. 


Problema muestra 9 Dos aeroplanos identicos, cada uno de 
masa m, vuelan juntos sobre aguas tranquilas a una velocidad 
constante v medida con relacion al agua. El aeroplano 1 aterriza 
sobre un portaviones, que esta en reposo en el agua. Un gancho 
que porta el aeroplano engancha un cable en la cubierta de 
aterrizaje, y el cable ejerce una fuerza similar a la de un resorte 
que lleva al aeroplano al reposo. Un observador sobre el porta- 
aviones mide una distancia d entre el punto en que el aeroplano 
engancho al cable y el punto en que finalmente llego al reposo. 
Despreciando las demas fuerzas sobre el aeroplano (la friccion, 
por ejemplo), discutir la validez del teorema trabajo-energia 
desde el punto de vista (a) de un observador que viaje en el 
portaaviones y (b) del piloto del aeroplano 2, que continua 
volando a la velocidad inicial y en la direccion inicial. 

Solucion (o) El observador que va en el portaviones mide un 
cambio en la energla cinetica de 

AK = K { — K t = 0 — {mv 2 = —\mv 2 . 

Es razonable que este observador, que ve al aeroplano llegar al 
reposo, mida un cambio negativo en la energla cinetica. 

La fuerza externa a modo de resorte actua sobre el aeroplano 
por el cable; si suponemos una constante de fuerza efectiva k, 
esta fuerza trabaja sobre el aeroplano, y puede expresarse como: 

W s = —j/cd 2 . 

Este trabajo es claramente negativo para este observador, por- 
que la fuerza del resorte y el desplazamiento estan en direccio- 
nes opuestas al aterrizar el aeroplano. Si despreciamos las 
demas fuerzas (incluyendo la friccion), podemos ciertamente 
tratar al aeroplano como una particula, y el teorema trabajo- 
energia seria valido para el observador. En particular, en este 
marco de referencia, tanto W como K son negativos. 

{b) De acuerdo con el piloto del aeroplano 2, la energia 
cinetica inicial del aeroplano 1 es cero: los aeroplanos estan 
volando uno al lado del otro, y no existe movimiento relativo 
entre ellos. Cuando el aeroplano 1 llega finalmente al reposo 
sobre el portaviones, su velocidad con relacion al aeroplano 2 
es - v, y su cambio en la energia cinetica es, por lo tanto, 

AK = K { — Aj = \mv 2 — 0 = +$mv 2 . 

Puede parecer sorprendente que el piloto del aeroplano 2 obser¬ 
ve un aumento en la energia cinetica del aeroplano 1., Sin 
embargo, en el marco de referencia del aeroplano 2, el aeroplano 
1 estaba inicialmente en reposo y finalmente esta en movimien¬ 
to a una velocidad v. 


El cable efectua un trabajo positivo en este marco de referen¬ 
cia. Para el piloto del aeroplano 2, la fuerza del resorte esta en 
direccion opuesta a la que el aeroplano 2 esta encarando, y el 
desplazamiento del aeroplano 1 bajo la influencia de esa fuerza 
esta en la misma direccion que la fuerza. En el marco de 
referencia del aeroplano 2, el teorema trabajo-energia es apli- 
cable, y tanto W como AK son positivos. 

De este ejemplo concluimos que, tanto el signo del trabajo 
efectuado por una fuerza dada como el signo del cambio en la 
energia cinetica de una particula dada pueden depender del 
marco de referencia del observador. A pesar de esta diferencia 
en la interpretacion, sin embargo, ambos observadores estaran 
de acuerdo en la validez del teorema trabajo-energia. (Vease 
tambien la pregunta 22, que considera la interpretacion de 
acuerdo con el piloto del aeroplano 1). B_ 


7-7 ENERGIA CINETICA A ALTAS | 

VELOCIDADES* (Optional) j 


En la seccion anterior usamos la formula galileo-newtoniana 
para transformar velocidades desde un marco de referencia a 
otro: v = v' + u. Derivamos esta formula en la seccion 4-6 y 
dijimos que no funciona a altas velocidades, en las que debemos 
usar la relacion correcta partiendo de la relatividad especial, 
ecuacion 46 del capitulo 4. Si usted ha llegado a sospechar ahora 
que la formula j/nv 2 de la energia cinetica tampoco sirve para 
altas velocidades, esta en lo correcto. 

La formula general de la energia cinetica, aplicable a cual¬ 
quier velocidad, es 

K=mc 2 \- F J==- ll. (25) 

LVl — v 2 /c 2 J 

(En el capitulo 21 derivaremos este resultado.) ^Significa esto 
que -mv 2 no es correcta? Ciertamente no lo es para los casos de 
alta velocidad, pero no es detnasiado dificil demostrar que la 
ecuacion 25 se reduce realmente a hn u 2 para una velocidad baja. 
Para ello necesitamos el desarrollo binomial de las expresiones 
de la forma (1 + x) p : 


(1 + xY = 1 + px + 


P(P -J) v2 


2 ! 


x 2 + 


p(p- \\p- 2) 

3! 


donde n! (lease “factorial de n”) significa el producto de todos 
los enteros desde 1 hasta n. Asi pues, 3! = 1*2*3 = 6. 

El desarrollo binomial es un resultado util, pero es de parti¬ 
cular valor cuando x es pequena comparada con 1. Por ejemplo, 
supongamos quex es de alrededor de 0.01. Entonces el segundo 
termino del desarrollo, px, es (si p no es demasiado grande) 
mucho mas pequeno que el primer termino, el tercer termino es 
aun mas pequeno que el segundo, y asi sucesivamente. Al 
tomarse los terminos mas y mas pequenos, podemos decidir que 
en ciertos calculos es importante mantener solo unos cuantos 
terminos y despreciar el resto. 

En la ecuacion 25 para la energia cinetica, los corchetes 
contienen el factor (1 - v 2 /c 2 ) tn . Este factor puede ser desarro- 
llado por la formula del binomio, siendo x = - v 2 /c 2 y p = ~. 
Tratemos de mantener tres terminos en el desarrollo: 




I 


| 



* 

| 


’ 


i 


* Esta seccion puede omitirse o diferirse hasta que se estudie la 
relatividad en el capitulo 21. 



Figura 13 Una comparacion de las formulas clasica y 
relativista de la energia cinetica de los electrones. A bajas 
velocidades, las dos formulas dan resultados identicos, pero a 
altas velocidades cercanas a la de la luz los datos muestran 
claramente que la formula relativista es correcta. 


("sr-Hx-a 





= l 


2 c 2 8 c 4 ' 


(26) 


Ahora sustituimos la ecuacion 26 en la ecuacion 25: 


1 i^ v* 3 v^ 

K~mc 2 y l+^ + |^-lJ = ^[l + 4 7lJ- W 


Podemos ver que el error fraccionario que cometemos al usar 
bnu 2 es de alrededor de 2.(u 2 /c 2 ). Incluso a una velocidad 
del 1 % de la velocidad de la luz, este error es menos de 1 parte 
en 10 4 . En nuestras velocidades de laboratorio ordinarias, las 
cuales rara vez van mas alia de 10' 6 de la velocidad de la luz, el 
error en el uso de bn v 2 es mucho mas pequeno que la pre¬ 
cision de nuestra posibilidad de medir energias, y I/h v 2 es una 
excelente aproximacion. 

Si la ecuacion 25 es siempre correcta, lo mismo para altas ve¬ 
locidades que para bajas, ^por que no usarla siempre y dejar de 
lado que ^mv 2c ! Aqui nos enfrentamos a un problema practice. 
Tratemos de usar la ecuacion 25 cuando v = 300 m/s, realmente 


PREGUNTAS 

1. ^Puede usted pensar en otras palabras, como trabajo, 
cuyos significados en terminos coloquiales son a menudo 
diferentes de sus significados cientificos? 

2. Explique por que nos cansamos fisicamente cuando em- 
pujamos contra una pared, no podemos moverla y, por lo 
tanto, no efectuamos ningun trabajo sobre la pared. 

3. Supongamos que actuan tres fuerzas constantes sobre una 
particula al moverse de una posicion a otra. Demuestre 


una velocidad respetable bajo cualquier aspecto (aproximada- 
mente la velocidad del sonido en el aire), pero mucho menor 
que la velocidad de la luz (u/c = 10' 6 y v 2 /c 2 = 10"' 2 ). Usando 
una calculadora de bolsillo para evaluar el termino entre cor¬ 
chetes de la ecuacion 25, probablemente hallaremos un resulta¬ 
do de cero. La razon es que la calculadora usa solo 8 6 9 digitos 
y, por lo tanto, obtenemos “exactamente” 1 cuando se trata de 
evaluar 1 - 10' 12 . En la practica usamos bnt> 2 porque es lo 
suficientemente precisa y mucho mas facil de calcular cuando 
v es alrededor del 1 % menor que la velocidad de la luz, y nos 
reservamos la ecuacion 25 para las velocidades mas elevadas. 

La figura 13 muestra los resultados de una prueba experimen¬ 
tal de la ecuacion 25. Esta prueba fue realizada mediante la 
aceleracion de electrones a una energia cinetica conocida y 
midiendo luego su velocidad, tomandoles el tiempo dentro de 
una distancia conocida. Obviamente, los datos favorecen el 
resultado de la teoria de la relatividad para altas velocidades. 
Notese tambien que las dos curvas no pueden ser distinguidas 
para una velocidad baja. 


Problema muestra 10 El acelerador Tevatron del Fermi Na¬ 
tional Accelerator Laboratory acelera protones a una energia 
cinetica de alrededor de 1 TeV (= 10 12 eV, donde 1 eV - 1.6 * 
10" 19 J). ^Cual es la velocidad de un proton de 1-TeV? La masa 
de un proton es de 1.67 * 10' 27 kg. 

Solucion En unidades SI, la energia cinetica de un proton de 
1 TeV es de 

K= 1 TeV = 1.6 X 10~ 7 J. 

Entonces, usando la ecuacion 25, 

1.6 X 10 -7 J 

= (1.67 X 10- 27 kg)(3.00 X 10" m/s) 2 1 - 1 . 

LVl - v 2 /c 2 J 

Resolviendo, hallamos que 

v/c = 0.99999956, 

de modo que v, aunque menor que c, es muy cercana a ella, 
difiriendo de c en solo 132 m/s. ■ 


que el trabajo efectuado sobre la particula por la resultante 
de estas tres fuerzas es igual a la suma de los trabajos 
efectuados por cada una de las tres fuerzas calculadas por 
separado. 

4. El piano inclinado (problema muestra 1) es una “maquina” 
simple que nos permite efectuar un trabajo con la utiliza¬ 
tion de una fuerza mas pequena de lo que seria necesario 
de otro modo. La misma afirmacion es aplicable a una 
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Problemas 165 


cufia, una palanca, un tomillo, una rueda dentada, y una 
combinacion de poleas (problema 9). Pero lejos de aho- 
rramos trabajo, en la practica, tales maquinas requieren 
que efectuemos un trabajo ligeramente mayor con ellas 
que sin ellas. ^Por que es asi? Por que empleamos tales 
maquinas? 

5. En una contienda de tirar de una cuerda, un equipo esta 
cediendo lentamente al otro. ^Que trabajo se realiza, y por 
quien? 

6 . ^Por que puede usted con mucha mas facilidad ir en 
bicicleta una milla en terreno piano que correr esa misma 
distancia? En cada caso, usted transporta su propio peso 
una milla y, en el primer caso, usted debe tambien de 
transportar la bicicleta y, ademas, hacerlo jen mucho 
menos tiempo! (Vease The Physics Teacher, Marzo de 
1981, pag. 194). 

7. Suponga que la Tierra gira alrededor del Sol en una orbita 
perfectamente circular. ^Efectua el Sol algun trabajo sobre 
la Tierra? 

8 . Usted levanta lentamente una bola de boliche (en el juego 
de bolos) desde el piso y la pone sobre una mesa. Sobre la 
bola actuan dos fuerzas: su peso, mg, y la fuerza para 
levantarla, -mg. Estas dos fuerzas se cancelan entre si de 
modo que parecerfa que no ha habido trabajo alguno. Por 
otro lado, usted sabe que ha llevado a cabo algun trabajo. 
^Que es lo que falla? 

9. Usted corta un resorte a la mitad. ^Cual es la relacion de 
la constante de fuerza k del resorte original a la de cual- 
quiera de las dos mitades del resorte? 

10. Los resortes Ay B son identicos excepto que A es mas 
rigido que B; esto es, k A > k B . ^Sobre cual resorte se realiza 
mas trabajo si son estirados (a) en la misma cantidad y (b) 
por la misma fuerza? 

11. ^Depende la energia cinetica de la direccion del movi- 
miento? /.Puede ser negativa? /.Depende su valor del mar- 
co de referencia del observador? 

12. Al levantar un libro desde el piso y ponerlo sobre una 
mesa, usted efectua un trabajo. Sin embargo, la energia 
cinetica del libro no cambia. /.Existe aqui una violation al 
teorema trabajo-energia? Explique por que o por que no. 

13. /.Se cumple el teorema trabajo-energia si actua la friccion 
sobre un objeto? Explique su respuesta. 


PROBLEMAS 

Seccion 7-1 Trabajo efectuado por una fuerza constante 

1. Para empujar una caja de 52 kg por el suelo, un obrero 
ejerce una fuerza de 190 N, dirigida 22° abajo de la 
horizontal. Cuando la caja se ha movido 3.3 m, /cuanto 
trabajo se ha realizado sobre la caja por (a) el obrero, (b) 
la fuerza de la gravedad, y (c) la fuerza normal del piso 
sobre la caja? 

2. Un objeto de 106 kg se mueve inicialmente en linea recta 
a una velocidad de 51.3 m/s. (a) Si se le detiene con una 


14. El trabajo efectuado por la fuerza neta sobre una particula 
es igual al cambio en la energia cinetica. /.Puede suceder 
que el trabajo efectuado por una de las fuerzas componen- 
tes de manera aislada sea mayor que el cambio en la 
energia cinetica? De ser asi, de ejemplos. 

15. /.Por que un automovil rebasa tan facilmente a un camion 
cuando ambos viajan cuesta arriba? El camion es mas 
pesado, por supuesto, pero su motor es mas potente en 
proportion (/.lo es?). /.Que consideraciones intervienen al 
elegir la potencia de diseno de un motor de camion y de 
un motor de automovil? 

16. /.Depende la potencia necesaria para elevar una caja sobre 
una plataforma de la rapidez con que sea levantada? 

17. Usted levanta algunos libros en la biblioteca desde un 
estante mas bajo a otro mas elevado en un tiempo At. 
/.Depende el trabajo que usted efectuo de ( a ) la masa 
de los libros, (b) el peso de los libros, (c) la altura del 
estante superior sobre el piso, ( d) el tiempo At, y (e) si 
usted levanta los libros lateralmente o directamente hacia 
arriba? 

18. El record mundial del salto con pertiga es de alrededor 
5.5 m. /.Podria este ser superado a, digamos, 8 m usando 
una pertiga suficientemente larga? Si no, /.por que no? 
/.Que altura puede conseguir un atleta? 

19. Oimos con frecuencia hablar de la “crisis de energia”. 
/.Seria mas preciso hablar de “crisis de potencia”? 

20. /.Depende el trabajo efectuado por la fuerza neta que actua 
sobre una particula del marco de referencia (inercial) del 
observador? /.Depende entonces del cambio en la energia 
cinetica? De ser asi, de ejemplos. 

21. Un hombre que rema corriente arriba en un bote esta en 
reposo respecto a la orilla. (a) /.Esta efectuando algun 
trabajo? (b) Si deja de remar y se mueve hacia abajo con 
la corriente, se efectua algun trabajo sobre el? 

22. Consideremos el teorema trabajo-energia desde el marco 
de referencia del piloto del aeroplano 1 en el problema 
muestra 9. /.Falla en este caso el teorema? Explique. 

23. Decimos que un electron de 1 keV es una particula “cla- 
sica”, que un electron de 1 MeV es una particula “relati- 
vista”, y que un electron de 1 GeV es una particula 
“extremadamente relativista”. /.Que significa cada uno de 
estos terminos? 


deceleration de 1.97 m/s 2 , /.que fuerza se requiere, que 
distancia recorre el objeto, y cuanto trabajo ejercio la 
fuerza? ( b ) Responds las mismas preguntas si la decelera¬ 
cion del objeto fuera de 4.82 m/s 2 . 

3. Para empujar un caja de 25 kg por un piano inclinado a 
27°, un obrero ejerce una fuerza de 120 N, paralela al pia¬ 
no. Cuando la caja se ha deslizado 3.6 m, /.cuanto trabajo 
se efectuo sobre la caja por (a) el obrero, ( b ) la fuerza de 
gravedad, y (c) la fuerza normal del piano inclinado? 


4. Pueden emplearse campos electricos para liberar electro- 
nes de los metales. Para liberar un electron del tungsteno, 
el campo electrico debe efectuar un trabajo de 4.5 eV. 
Supongamos que la distancia sobre la que actua el campo 
electrico es de 3.4 run. Calcule la fuerza minima que debe 
ejercer el campo sobre el electron removido. 

5 . Se usa una cuerda para bajar verticalmente un bloque de 
masa M a una distancia d con una aceleracion constante 
hacia abajo de g/4. (a) Halle el trabajo efectuado por la 
cuerda sobre el bloque. (b) Halle el trabajo efectuado por 
la fuerza de gravedad. 

6 . Un obrero empuja un bloque de 58.7 lb (m = 26.6 kg) una 
distancia de 31.3 ft (= 9.54 m) a lo largo del suelo con 
una velocidad constante y una fuerza dirigida a 32.0° aba¬ 
jo de la horizontal. El coeficiente de friccion cinetica es de 
0 . 21 . 4 Que tanto trabajo efectuo el obrero sobre el bloque? 

7. Un baul de 52.3 kg se empuja hacia arriba 5.95 m a una 
velocidad constante por un piano inclinado a 28.0°; actua 
sobre el una fuerza horizontal constante. El coeficiente de 
friccion cinetica entre el baul y el piano inclinado es 
de 0.19. Calcule el trabajo efectuado por (a) la fuerza 
aplicada y (b) la fuerza de gravedad. 

8 . Un bloque de hielo de 47.2 kg se desliza hacia abajo por 
un piano inclinado de 1.62 m de longitud y 0.902 m de 
altura. Un obrero lo empuja paralelo al piano inclinado 
de modo que se deslice hacia abajo a velocidad constante. 
El coeficiente de friccion cinetica entre el hielo y el piano 
inclinado es de 0.110. Halle (a) la fuerza ejercida por el 
obrero, (b) el trabajo efectuado por el obrero sobre el blo¬ 
que de hielo, y (c) el trabajo efectuado por la gravedad 
sobre el hielo. 

9. La figura 14 muestra un tren de poleas disenado para faci- 
litar el levantamiento de una carga pesada L. Supongamos 
que la friccion puede ser despreciada y que las poleas a las 
cuales esta unida la carga pesan un total de 20.0 lb. La carga 
de 840 lb va a ser elevada 12.0 ft. {a) /.Cual es la fuerza 
minima F aplicada que puede levantar la carga? (b) /.Que 
tanto trabajo debe de efectuarse contra la gravedad para 
levantar la carga de 840 lb a una altura de 12.0 ft? (c) 
/.A traves de que distancia debe aplicarse la fuerza para 
levantar la carga de 12.0 ft? (d) /.Cual es el trabajo que debe 
efectuar la fuerza F aplicada para cumplir esta tarea? 

Seccion 7-2 Trabajo efectuado por una fuerza variable: 
caso unidimensional 

10. Un bloque de 5.0 kg se mueve en linea recta sobre una 
superficie horizontal sin friccion bajo la influencia de 
una fuerza que varia con la posicion, como se muestra en 
la figura 15. /Cuanto trabajo efectua la fuerza cuando el 
bloque se mueve desde el origen hasta x = 8.0 m? 

11. Un objeto de 10 kg se mueve a lo largo del eje x. En la 
figura 16 se muestra su aceleracion en funcion de su 
posicion. /.Cual es el trabajo neto realizado sobre el objeto 
al moverse desde x = 0 hasta x = 8.0 m? 

12. Un resorte tiene una constante de fuerza de 15.0 N/cm. (a) 
/.Cuanto trabajo se requiere para estirar el resorte 7.60 mm 
desde su posicion relajada? ( b ) /.Cuanto trabajo es nece- 
sario para estirar el resorte 7.60 mm mas? 




Posicion (m) 


Figura 15 Problema 10. 



Figura 16 Problema 11. 


13. La fuerza ejercida sobre un objeto es F = F 0 (x/x 0 - 1). Halle 
el trabajo efectuado para mover al objeto desde x = 0 hasta 
x = 3x 0 ( a ) trazando una grafica de F(x) y hallando el area 
bajo la curva, y (b) evaluando la integral analiticamente. 

14. (a) Calcule el trabajo efectuado por la fuerza que se 
muestra en la grafica (Fig. 17) al desplazar una particula 
desde t=lm hasta x = 3 m. Perfeccione el metodo para 
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X <m) 

Figura 17 Problema 14. 


17. Un objeto de masa 0.675 kg que esta sobre una mesa sin 
friccion esta unido a un cordon que pasa por un orificio 
hecho en la mesa en el centro del circulo horizontal en 
el que se mueve el objeto a velocidad constante. (a) Si el 
radio del circulo es de 0.500 m y la velocidad es de 
10.0 m/s, calcule la tension en el cordon. ( b ) Se comprue- 
ba que jalar hacia abajo 0.200 m mas del cordon a traves 
del orificio, reduciendo por lo tanto el radio del circulo a 
0.300 m, tiene el efecto de multiplicar la tension original 
en el resorte por 4.63. Calcule el trabajo total efectuado 
por el cordon sobre el objeto en giro durante la reduccion 
del radio. 


ver que tan cerca puede llegar de la respuesta exacta de 6 
J. ( b ) La curva esta dada analiticamente por F = A/P, 
donde A = 9 N • m 2 . Demuestre como calcular el trabajo 
segun las reglas de la integracion. 

15. La figura 18 muestra un resorte con un puntero acoplado, 
que cuelga al lado de una escala graduada en milimetros. 
Tres pesos diferentes son colgados, a su vez, del resorte, 
como se muestra. (a) Si se retira del resorte todo el peso, 
/,que marca indicara el puntero en la escala? (b) Halle el 
peso W. 



Figura 18 Problema 15. 


Section 7-4 Energia cinetica y el teorema trabajo-energia 

18. Calcule las energias cineticas de los siguientes objetos 
que se mueven a las siguientes velocidades: (a) un juga- 
dor de futbol americano de 110 kg que corre a 8.1 m/s; (b) 
una bala de 4.2 g a 950 m/s; (c) el portaviones Nimitz de 
91,400 tons a 32.0 nudos. 

19. Un electron de conduccion en cobre a una temperatura 
cercana al cero absoluto tiene una energia cinetica de 
4.2 eV. ^Cual es la velocidad del electron? 

20. Un proton (el nucleo de un atomo de hidrogeno) es acele- 
rado en un acelerador lineal. En cada etapa del acelerador 
el proton es acelerado a lo largo de una linea recta a razon 
de 3.60 x 10 15 m/s 2 . Si un proton entra en tal etapa movien- 
dose inicialmente a una velocidad de 2.40 * 10 7 m/s y la 
etapa es de una longitud de 3.50 cm, calcule (a) su velo¬ 
cidad al final de la etapa y ( b ) la ganancia de energia 
cinetica resultante de la aceleracion. La masa del proton 
es de 1.67 x 10' 27 kg. Exprese la energia en electron-volts. 

21. Una fuerza unica actua sobre una particula con movimien- 
to rectilineo. En la figura 19 se muestra una grafica de la 
velocidad contra el tiempo para la particula. Halle el signo 
(positivo o negativo) del trabajo efectuado por la fuerza 
sobre la particula en cada uno de los intervalos AB, BC, 
CD, y DE. 


V 



Figura 19 Problema 21. 


Section 7-3 Trabajo efectuado por una fuerza variable: 
caso bidimensional 

16. Por integracion a lo largo del arco, demuestre que el 
trabajo efectuado por la gravedad en el problema muestra 
4 es igual a -mgh. 


22. Para viajar a la Luna, un cohete Saturno V de 2.9 x 10 5 kg, 
con una capsula espacial Apolo adosada, debe alcanzar 
una velocidad de escape de 11.2 km/s (- 25,000 mi/h) 
cerca de la superficie de la Tierra. /.Cuanta energia debe 
contener el combustible? ^Necesitaria realmente el siste- 
ma tanta energia; necesitaria mas, o menos? ^Por que? 
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23 . ^Desde que altura deberia caer un automovil de 2800 lb 
para ganar la energia cinetica equivalente a la que tendria 
viajando a razon de 55 mi/h? ^Depende la respuesta del 
peso del automovil? 

24. Un automovil de 1110 kg viaja a 46 km/h por una carretera 
liana. Se accionan los frenos para disminuir 51 kJ de 
energia cinetica. (a) ^Cual es la velocidad final del auto¬ 
movil? (b) ^Cuanta mas cantidad de energia cinetica de¬ 
bera eliminarse por los frenos para detener el automovil? 

25. Un jardinero arroja una bola de beisbol a una velocidad 
inicial de 120 ft/s ( =36.6 m/s). Precisamente antes de que 
un jugador dentro del cuadro recoja la bola al mismo nivel, 
su velocidad se reduce a 110 ft/s (= 33.5 m/s). ^Cuanta 
energia se ha desperdiciado a causa del arrastre del aire? 
El peso de una bola de beisbol es de 9.0 oz. (in = 255 g). 

26. La Tierra da una vuelta completa alrededor del Sol en un 
ano. ^Cuanto trabajo tendria que efectuarse sobre la Tierra 
para llevarla al reposo en relacion con el Sol? Vease el 
apendice C para los datos numericos y desprecie la rota- 
cion de la Tierra sobre su propio eje. 

27. Un hombre que corre tiene la mitad de la energia cinetica 
de un nino de la mitad de la masa que el posee. El hombre 
aumenta su velocidad a razon de 1.00 m/s y luego tiene la 
misma energia cinetica que el nino. ^Cuales eran las 
velocidades originales del hombre y del nino? 

28. Un proyectil de 0.550 kg se dispara desde el borde de un 
acantilado con una energia cinetica inicial de 1550 J y en 
su punto mas alto esta a 140 m sobre el punto de disparo. 

(a) ^Cual es la componente horizontal de su velocidad? 

(b) ^Cual era la componente vertical de su velocidad en el 
momento inmediato despues del disparo? (c) En un ins- 
tante durante su trayecto se encuentra que la componente 
vertical de su velocidad es de 65.0 m/s. En ese momento, 
<i,a que distancia esta arriba o abajo del punto de disparo? 

29. Un cometa que tiene una masa de 8.38 x 10" kg choca con 
la Tierra a una velocidad relativa de 30 km/s. (a) Calcule la 
energia cinetica del cometa en “megatones de TNT”; 
la detonacion de 1 millon de toneladas de TNT libera 
4.2 x 10 15 J de energia. ( b ) El diametro del crater formado 
por una gran explosion es proporcional a un tercio de la 
potencia de la energia explosiva liberada, y un megaton 
de TNT produce un crater de alrededor 1 km de diametro. 
i,Cual sera el diametro del crater producido por el impacto 
del cometa? (En el pasado, los efectos atmosfericos pro- 
ducidos por los impactos de los cometas pueden haber sido 
la causa de extinciones masivas de muchas especies de 
animales y plantas; muchos creen que los dinosaurios se 
extinguieron a causa de este mecanismo.) 

30. Un disco de 125 g es arrojado desde una altura de 1.06 m 
sobre el suelo a una velocidad de 12.3 m/s. Cuando ha al- 
canzado una altura de 2.32 m, su velocidad es de 9.57 m/s. 
(a) ^Cuanto trabajo efectuo la gravedad sobre el disco? ( b ) 
/.Cuanta energia cinetica se perdio debido a la resistencia 
del aire? Desprecie el giro del disco. 

31. Una pelota pierde el 15.0% de su energia cinetica cuando 
rebota en una acera de concreto. jA que velocidad debera 
usted de arrojarla hacia abajo verticalmente desde una 
altura de 12.4 m para que rebote a esa misma altura? 
Desprecie la resistencia del aire. 


32. Una pelota de hule soltada desde una altura de exactamen- 
te 6 ft (ft) rebota (choca contra el suelo) varias veces, 
perdiendo 10% de su energia cinetica en cada rebote. 
^A1 cabo de cuantos rebotes la pelota no se elevara a mas 
de 3 ft? 

33. Un bloque de 263 g se deja caer sobre un resorte vertical 
con una constante de fuerza k = 2.52 N/cm (Fig. 20). 
El bloque se pega al resorte, y el resorte se comprime 
11.8 cm antes de alcanzar el reposo momentaneamente. 
Mientras el resorte esta siendo comprimido, ^cuanto tra¬ 
bajo efectuan (a) la fuerza de gravedad y ( b ) el resorte? 

(c) ^Cual era la velocidad del bloque inmediatamente 
antes de que alcanzara al resorte? ( d) Si esta velocidad 
inicial del bloque se duplica, ^cual es la compresion 
maxima del resorte? Desprecie la friccion. 


□ 

4 



Figura 20 Problema 33. 


34. Demuestre que la ecuacion 19 se cumple para el caso del 
movimiento en dos o en tres dimensiones, extendiendo la 
demostracion para el movimiento unidimensional. 

Section 7-5 Potencia 

35. Una mujer de 57 kg asciende por un tramo de escalones 
que tiene una pendiente de 4.5 m en 3.5 s. ^Que potencia 
promedio debera emplear? 

36. En un teleferico para esquiadores con cabida para 100 per¬ 
sonas, una maquina eleva a los 100 pasajeros, que prome¬ 
dian 667 N de peso, a una altura de 152 m en 55.0 s, a 
velocidad constante. Halle la potencia suministrada por el 
motor, suponiendo que no existan perdidas por friccion. 

37. Un nadador se mueve en el agua a una velocidad de 
0.22 m/s. La fuerza de arrastre que se opone a este movi¬ 
miento es de 110 N. ^Cual es la potencia desarrollada por 
el nadador? 

38. Al comenzar una carrera, un corredor de 68.2 kg corre los 
primeros 7.04 m en 1.60 s, comenzando desde el reposo y 
acelerando uniformemente. (a) ^Cual es la velocidad del 
corredor al final de 1.60 s? (b) /,Cual es la energia cinetica 
del corredor? (c) iQue potencia promedio genera el corTe- 
dor durante el intervalo de 1.60 s? 

39. Un caballo jala de una carreta con una fuerza de 42.0 lb 
(libras) a un angulo de 27.0° con la horizontal y se mue¬ 
ve con una velocidad de 6.20 mi/h. (a) /.Cuanto trabajo 
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efectua el caballo en 12.0 min? Halle la potencia desarro- 
llada por el caballo, en hp, por supuesto. 

40. Un fabricante de autos reporta que la potencia maxima 
desarrollada por el motor de un automovil de 1230 kg de 
masa es de 92.4 kW. Halle el tiempo minimo en el cual el 
automovil podria acelerar desde el reposo hasta 29.1 m/s 
(=65 mi/h). Se encontro en una prueba que el tiempo para 
hacerlo fue de 12.3 s. Explique la diferencia en estos 
tiempos. 

41. El zepelin Hindenburg (vease la Fig. 21) podia hacer una 
travesia a razon de 77 nudos con motores a un rendimiento 
de 4800 hp. Calcule la fuerza de arrastre, en newtons, 
sobre la nave aerea a esta velocidad. 



Figura 21 Problema 41. 


42. El trasatlantico de lujo Queen Elizabeth 2 (vease la 
Fig. 22) es propulsado por una nueva planta de fuerza 
diesel-electrica, la cual reemplazo a las maquinas de vapor 
originales. La potencia de salida maxima es de 92 MW a 
una velocidad de crucero de 32.5 nudos. ^Que fuerza 
ejercen las helices sobre el agua a esta maxima velocidad 
alcanzable? 

43. /Cuanta potencia, en hp, debe ser desarrollada por el 
motor de un automovil de 1600 kg que avanza a 26 m/s 
(= 94 km/h) en una carretera liana si las fuerzas de resis- 
tencia totalizan 720 N? 

44. En una cascada de 96.3 m de altura pasan 73,800 m 3 de 
agua por minuto. Suponiendo que el 58.0% de la energia 
cinetica ganada por el agua al caer sea convertida a energia 
electrica por un generador hidroelectrico, calcule la poten¬ 
cia de salida del generador. (La densidad del agua es de 
1000 kg/m 3 .) 

45. Supongamos que su automovil desarrolla un promedio de 
30 mi/gal (millas por galon) de gasolina. (a) &A que 
distancia puede viajar con un consumo de 1 kW • h? (b) 
Si usted conduce a razon de 55 mi/h, ^a que razon realiza 
usted el gasto de energia? El calor de combustion de la 
gasolina es de 140 MJ/gal. 

46. El motor de una bomba de agua esta especificado a 6.6 hp. 
^Desde que profundidad puede ser bombeada el agua del 
pozo a razon de 220 gal/min? 

47. Un bloque de granito de 1380 kg es arrastrado hacia arriba 
por un piano inclinado a una velocidad constante de 



Figura 22 Problema 42. 

1.34 m/s por un malacate de vapor (Fig. 23). El coeficiente 
de friccion cinetica entre el bloque y el piano inclinado 
es de 0.41. ^Que potencia debe suministrar el malacate? 



-39.4 m-d 


Figura 23 Problema 47. 


48. Un automovil de 3700 lb (m = 1680 kg) parte del reposo 
en una carretera liana y logra una velocidad de 45 mi/h 
(= 72 km/h) en 33 s. (a) ^Cual es la energia cinetica del 
automovil al final de los 33 s? (b) ^Cual es la potencia neta 
promedio desarrollada por el automovil durante el inter- 
valo de 33 s? (c) ^Cual es la potencia instantanea al final 
del intervalo de 33 s suponiendo que la aceleracion fue 
constante? 

49. Un objeto de masa m acelera uniformemente desde el 
reposo hasta una velocidad v, en el tiempo t,. (a) Demues- 
tre que el trabajo efectuado sobre el objeto como una 
funcion del tiempo t, en terminos de v t y de t t , es 

If 

( b ) Como una funcion del tiempo t, ^cual es la potencia 
instantanea dada al objeto? 

50. Una fuerza actua sobre una particula de 2.80 kg de modo 
tal que la posicion de la particula como funcion del tiempo 
este dada por x - 3f - 4F + f 3 , donde x esta en metros y t 
en segundos. (a) Halle el trabajo efectuado por la fuerza 
durante los primeros 4.0 s. (b)^A que razon instantanea 


efectua la fuerza trabajo sobre la particula en el instante 
en que t - 3.0 s? 

51. Un elevador de carga totalmente lleno tiene una masa total 
de 1220 kg. Debe descender 54.5 m en 43.0 s. El contra- 
peso tiene una masa de 1380 kg. Halle la potencia de 
salida, en hp, del motor del elevador. Desprecie el trabajo 
requerido para arrancar y detener al elevador; esto es, 
suponga que viaja a velocidad constante. 

52. Demuestre que la velocidad v alcanzada por un automovil 
de masa m que es impulsado con una potencia constante 
P esta dada por 



donde x es la distancia recorrida desde el reposo. 

53. (a) Demuestre que la potencia desarrollada por un avion 
que viaja a velocidad constante v en un vuelo a nivel es 
proporcional a v 3 . Suponga que la fuerza de arrastre esta 
dada por D = bv 2 . (b) ^En que factor deberan aumentar su 
potencia los motores para aumentar la velocidad en el aire 
en 25.0%? 

54. ^Que potencia desarrolla una maquina de esmerilar cuya 
muela tiene un radio de 20.7 cm y gira a 2.53 rev/s cuando 
la herramienta que va a ser afilada es sostenida contra la 
muela con una fuerza de 180 N? El coeficiente de friccion 
entre la herramienta y la muela es de 0.32. 

55. Una escalera mecanica une a un piso con otro situado a 
8.20 m sobre aquel. La escalera tiene 13.3 m de longitud 
y se mueve a todo lo largo a 62.0 cm/s. (a) iQue potencia 
debe tener su motor si se requiere que transporte a un 
maximo de 100 personas por minuto, de 75.0 kg de masa 
promedio? (b) Un hombre de 83.5 kg asciende caminando 
por la escalera en 9.50 s. ^Cuanto trabajo efectua el motor 
sobre el? ( c) Si este hombre se da la vuelta a la mitad del 
trayecto y desciende otra vez por la escalera de modo 
tal que se quede en el mismo lugar del espacio, ^efectuaria 
el motor algun trabajo sobre el? De ser asi, ^que poten¬ 
cia libera para ese proposito? (d) ^Existe alguna manera 
de que el hombre pudiera caminar por la escalera sin 
consumir potencia del motor? 

56. Una locomotora de ferrocarril, de 1.5 MW, acelera a un 
tren desde una velocidad de 10 hasta 25 m/s en 6.0 min, a 
plena potencia. (a) Despreciando la friccion, calcule la 
masa del tren. ( b ) Halle la velocidad del tren en funcion 
del tiempo en segundos durante el intervalo. (c) Halle la 
fuerza que acelera al tren en funcion del tiempo durante 
el intervalo. ( d) Halle la distancia recorrida por el tren 
durante el intervalo. 

57. La resistencia al movimiento de un automovil depende 
de la friccion con la carretera, la cual es casi indepen- 
diente de su velocidad v, y del arrastre aerodinamico, el 
cual es proporcional an 2 . Para un automovil en particular, 
de 12,000 N, la fuerza resistente total F esta dada por 
F = 300 + 1.8u 2 , donde F esta en newtons y v esta en 
metros por segundo. Calcule la potencia necesaria para 
que el motor acelere al automovil a 0.92 m/s 2 cuando la 
velocidad es de 80 km/h. 

58. Un regulador consta de dos esferas de 200 g unidas por 
varillas ligeras, pero rfgidas, de 10.0 cm, a un eje vertical 


giratorio. Las varillas estan embisagradas de modo que 
las esferas puedan oscilar desde el eje al girar con el. 
Sin embargo, cuando el angulo 6 es de 45.0°, las esferas 
tocan la pared del cilindro dentro del que esta girando el 
regulador (vease la Fig. 24). (a) ^Cual es la razon minima 
de rotacion, en revoluciones por minuto, necesaria para 
que las esferas toquen la pared? ( b ) Si el coeficiente de 
friccion cinetica entre las esferas y la pared es de 0.35, 
/,que potencia se disipa como resultado de que las esferas 
frotan contra la pared cuando el mecanismo esta girando 
a 300 rev/min? 



Figura 24 Problema 58. 


Seccion 7-6 Marcos de referenda 

59. Considerense dos observadores, uno cuyo marco se halla 
unido al sueto y el otro en un marco unido, digamos, a 
un tren que se mueve a velocidad uniforme u respecto 
al suelo. Cada uno de ellos observa que una particula, 
inicialmente en reposo respecto al tren, es acelerada por 
una fuerza constante aplicada a el durante un tiempo t 
en direction hacia adelante. (a) Demuestre que, para cada 
observador, el trabajo efectuado por la fuerza es igual a 
la ganancia en energia cinetica de la particula, pero que 
un observador mide que las cantidades son hna 1 ?, mien- 
tras que el otro observador las mide como ± ma 2 F + tnaut. 
Aqui a es la aceleracion comun de la particula de masa 
m. (b) Explique las diferencias en el trabajo efectuado 
por la misma fuerza en funcion de las diferentes distan¬ 
ces a traves de las que los observadores miden la fuerza 
que actua durante el tiempo t. Explique las diferentes ener- 
gias cineticas finales medidas por cada observador en 
funcion del trabajo que la particula podria hacer al ser 
llevada al reposo con relation al marco de cada obser¬ 
vador. 

Seccion 7-7 Energia cinetica a alias velocidades 

60. Calcule la energia cinetica de un proton que se mueve a 
una velocidad de 2.94 * 10* m/s. De la respuesta tanto en 
joules como en MeV. 
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61. Un electron se mueve a una velocidad tal que podria rodear 
a la Tierra en el ecuador en 1.0 s. (a) ^Cual es su velocidad 
en funcion de la velocidad de la luz? (b) ^Cual es su 
energia cinetica en electron-volts? (c) ^Que porcentaje 
de error se tendri'a al usar la formula clasica para calcular 
la energia cinetica? 


62. Un electron tiene una velocidad de 0.999c. (a) ^Cual es su 
energia cinetica? ( b ) Si su velocidad aumenta en 0.05%, 
/,en que porcentaje aumentaria su energia cinetica? 

63. El teorema trabajo-energia tiene validez para las particulas 
a cualquier velocidad. ^Cuanto trabajo debe ser efectuado 
para aumentar la velocidad de un electron desde el reposo 
(a) hasta 0.50c, (b) hasta 0.99c, y (c) hasta 0.999c? 


CAPITULO 8 

CONSERVACION 
DE LA 
ENERGIA 


En el capitulo 7 hemos estudiado el teorema trabajo-energia, segun el cual el trabajo total 
efectuado por las fuerzas que actuan sobre una particula es igual al cambio en la energia 
cinetica de la particula. En este capitulo podremos ver que el trabajo efectuado sobre un 
sistema (que puede ser mas complejo que las simples particulas consideradas anteriormente) 
por una cierta close de fuerzas depende solo de los estados inicial y final del sistema, y en 
ningun momento depende de la trayectoria seguida entre los estados. Tales fuerzas se denomi- 
nan fuerzas conservativas y se distinguen tambien por su posibilidad de almacenar energia 
simplemente a partir de la configuracidn del sistema. La energia almacenada es llamada ener¬ 
gia potencial. Otras fuerzas, llamadas fuerzas no conservativas, no pueden almacenar energia 
de esta manera. 

El tema central de este capitulo es la conservacion de la energia, uno de los principios 
rectores de la fisica. Mostramos aqui que en el almacenamiento, conversidn o transference 
de energia en sistemas mecdnicos, la energia total permanece constante. Comenzaremos con 
sistemas mecdnicos sencillos sinfriccidn, en los que solo desempenan un papel las energias 
cinetica y potencial. Mas adelante, incluiremos sistemas en los que intervienen la friccion y 
otras fuerzas disipativas. Otras ampliaciones posteriores permiten que otras closes de energia, 
incluyendo la termica y la electromagnetica, se incorporen a este mismo marco, haciendo del 
principio de la conservacion de la energia una de las leyes de la fisica mas ampliamente 
aplicables y generales. 


8-1 FUERZAS CONSERVATIVAS _ 

Para ilustrar el comportamiento de los sistemas conserva¬ 
tives, consideraremos el movimiento unidimensional de 
una particula sobre la que actuan tres fuerzas diferentes: 
la fuerza de un resorte, F = -kx\ la fuerza de la gravedad, 
/= mg, y la fuerza de friccion, F = pN. 

1. La fuerza de un resorte. La figura 1 muestra un 
bloque de masa m unido a un resorte de constante de 
fuerza k; el bloque se desliza sin friccion por una superfi- 
cie horizontal. Inicialmente (Fig. la) un agente extemo ha 
comprimido al resorte de modo que el bloque se desplaza 
a x = +d desde su posicion en x = 0 cuando el resorte esta 
relajado. El agente extemo es subitamente retirado en 
t - 0, y el resorte comienza a efectuar un trabajo sobre el 


bloque. Cuando el bloque se mueve desde x = +d hasta 
x - 0, el resorte efectua un trabajo + l -kd 2 conforme la 
ecuacion 9 del capitulo 7. Segun el teorema trabajo-ener¬ 
gia, este trabajo aparece como energia cinetica del bloque. 

Cuando el bloque pasa por x = 0 (vease la Fig. lb), el signo 
de la fuerza del resorte se invierte, y el resorte retarda ahora 
al bloque, efectuando un trabajo negativo sobre el. Cuan¬ 
do el bloque ha llegado momentaneamente al reposo, como 
en la figura lc, la cantidad de este trabajo negativo efectuado 
por la fuerza del resorte entre x = 0yx = -c?esde -ikd 2 . De 
igual manera, desde x = -d hasta x = 0, la fuerza del resorte 
efectua un trabajo de +^kd 2 , y desde x = 0 otra vez de regreso 
a x = +d, efectua un trabajo de -ikd 2 . El bloque esta ahora 
otra vez en su posicion original (comparense las figuras la 
y lc), y vemos al sumar las cuatro contribuciones distintas 
que el trabajo total efectuado sobre el bloque por la fuerza 
del resorte en el ciclo completo es cero. 
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Figura 1 Un bloque se mueve bajo la accion de la fuetza de 
un resorte desde (a)x = +d hasta (b) x = 0, hacia la izquierda, 
a ( c)x = -d, a (d)x = 0, hacia la derecha, y (e) nuevamente a x 
= +d. En el extremo izquierdo se muestra el trabajo efectuado 
por la fuerza del resorte entre cada dos posiciones sucesivas. 
Notese que el trabajo total efectuado por la fuerza del resorte 
sobre el bloque es de cero en el recorrido completo. 


2. La fuerza de la gravedad. La figura 2 muestra un 
ejemplo de un sistema que consta de una pelota que recibe 
la accion de la gravedad de la Tierra. La pelota es lanzada 
hacia arriba por un agente externo que le da una velocidad 
inicial de v 0 y, por lo tanto, una energia cinetica inicial de 

Mientras la pelota se eleva, la Tierra efectua un 
trabajo sobre ella hasta que la lleva momentaneamente 
al reposo en y = h. El trabajo efectuado por la Tierra al 
elevarse la pelota desde y = 0 hasta y - h es -mgh (la 
fuerza constante mg por la distancia h, negativa porque 
la fuerza y el desplazamiento estan en direcciones opues- 
tas cuando la pelota se eleva). El teorema trabajo-energia 
relaciona el cambio en la energia cinetica, ~m v 2 0 , con el 
trabajo neto efectuado por la unica fuerza (la gravedad), 
-mgh. Al caer la pelota desde y = h hasta y = 0, la fuerza 
de la gravedad efectua el trabajo +mgh\ por lo tanto, 
por analogia con el viaje hacia arriba, la energia cinetica 
debe aumentar desde 0 hasta +±m v 2 Q , El trabajo total 
efectuado por la fuerza de la gravedad en recorrido com¬ 
pleto es de cero. 

3. La fuerza de la friction. En nuestro tercer ejemplo, 
consideremos un disco de masa m en el extremo de un 



Figura 2 Una pelota es arrojada hacia arriba contra la 
gravedad de la Tierra. En (a) acaba de abandonar su punto de 
inicio, en (b) llega al punto culminante de su trayectoria, y en 
(c) ha regresado a su altura original. En la parte inferior de la 
figura se muestra el trabajo .efectuado por la gravedad de la 
Tierra entre cada dos posiciones sucesivas. Notese que el 
trabajo total efectuado por la fuerza de la gravedad sobre la 
pelota es de cero en el recorrido completo. 


cordon de longitud R. Al disco se le da una velocidad 
inicial v 0 , y el cordon lo obliga a moverse en un circulo de 
radio R sobre una superficie horizontal que ejerce una 
fuerza de friccion sobre el disco (vease la Fig. 3). La unica 
fuerza que efectua un trabajo sobre el disco es la fuerza 
de friccion ejercida por la superficie sobre la base del 
disco. Esta fuerza actua siempre en direction opuesta a la 
velocidad del disco, de modo que el trabajo efectuado por 
la fuerza de friccion sobre el disco es siempre negativo. 
Cuando el disco ha regresado a su punto de partida, el 
trabajo efectuado por la fuerza de friccion en este recorri¬ 
do completo definitivamente no es cero; el trabajo total 
efectuado en el recorrido completo es una cantidad nega- 
tiva. El disco regresa a su punto de partida con una energia 
cinetica menor despues del viaje completo. 

Observense las diferencias entre estos tres ejemplos. En 
los dos primeros (la fuerza de un resorte y la fuerza de la 
gravedad), el objeto regreso a su punto de partida despues 
de un viaje redondo sin que se haya efectuado ningun 
trabajo neto sobre el (y, por lo tanto, sin cambio alguno 
en la energia cinetica). En el tercer ejemplo hubo un 
trabajo neto efectuado sobre el objeto por la fuerza de 
friccion en el recorrido completo, y hubo una perdida 
de energia cinetica. Esta diferencia basica en el compor- 
tamiento entre las dos clases de fuerzas nos lleva a nuestra 
primera forma de distinguir las fuerzas conservativas. 

Si un cuerpo se mueve bajo la action de una fuerza que 

no efectue un trabajo total durante un recorrido com- 
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posiciones mostradas representan (a) un punto inicial arbitrario, (b) media revolucion mas 
tarde, y (c) otra media revolucion mas tarde. En la parte inferior de la figura se indica el 


trabajo efectuado por la friccion entre las posiciones sucesivas. Notese que el trabajo total 
efectuado por la fuerza de friccion sobre el disco no es cero en el recorrido completo, sino 
que tiene un valor negativo -2| W\. 


pleto, entonces la fuerza es conservative; de lo contra - = — {k[(— d/2) 2 — d 2 ] = \kd 2 

rio, es no conservative. 


La fuerza elastica de restitution (fuerza del resorte) y la 
gravedad son dos ejemplos de fuerzas conservativas, y 
la friccion es un ejemplo de fuerza no conservativa.* 

Una segunda manera de distinguir las fuerzas conser¬ 
vativas de las fuerzas no conservativas se refiere al trabajo 
efectuado al llevar al cuerpo a traves de trayectorias 
diferentes que Ueven a la misma position final. Como 
ejemplo, calculemos el trabajo efectuado por la fuerza del 
resorte cuando el bloque de la figura 1 se mueve desde x 
- +d hasta x = -d/2 a lo largo de dos trayectorias diferentes 
(vease la Fig. 4); la trayectoria 1, directamente; la trayec¬ 
toria 2, moviendose primero desde x = +d hasta x = -d, 
y despues desde x = -d hasta x = -d/2. Haciendo que W l y 
W 7 representen al trabajo efectuado por el resorte a lo 
largo de las trayectorias 1 y 2, tenemos que 

f-d/2 -d/2 

W, = I (— kx) dx = -{kx 2 
J+d +d 


* Cuando un objeto se mueve sometido a la fuerza de friccion 
se forman y rompen, repetidamente, soldaduras microscopicas, 
como se describio en la section 6-2. Cuando el objeto vuelve a 
recorrer su trayectoria, los cambios en la superficie no se 
restablecen y, por lo tanto, la fuerza de friction, vista macros- 
copicamente, es ciertamente no conservativa. Sin embargo, las 
fuerzas interatomicas superficiales responsables de la friccion 
son fuerzas electrostaticas, las cuales son fuerzas conservativas 
(vease el capitulo 30). Si al recorrer de nuevo la trayectoria 
restablecemos todos los atomos alterados en sus ubicaciones 
originates, hallarfamos que la fuerza de friccion serla micros- 
copicamente conservativa. Este proceso es altamente improba¬ 
ble (de hecho, se desplazarlan mas atomos a causa de nuevas 
soldaduras cuando la trayectoria se recorre de nuevo), y as! la 
fuerza de friccion es macroscopicamente no conservativa. 


y 

r-d r-d/i 

fV 2 = I (— kx) dx + I (~kx) dx 

J+d J-d 

I -d I- d/2 

= —\kx 2 1 — \kx 2 1 

I +d I -d 

= 0 - m-d/2) 2 - (-d) 2 ) = \kd 2 . 

Entonces - W 2 , y el trabajo efectuado es el mismo en 
las dos trayectorias diferentes. 

Por otra parte, consideremos el comportamiento de la 
fuerza de friccion no conservativa en el sistema ilustrado 
en la figura 3 cuando el disco se mueve a traves de dos 
trayectorias diferentes a la position mostrada en la figu¬ 
ra 3 como punto A. Si comparamos el trabajo efectuado 
por la friccion cuando el disco se mueve desde el punto 
de partida hasta el punto A a traves de un cuarto de 
revolucion con el trabajo efectuado por la friccion cuando 
se mueve 1 ± revoluciones (llegando exactamente a la 
misma ubicacion final), hallamos que el trabajo (negati¬ 
vo) efectuado por la friccion sera de magnitud cinco veces 
mayor en la segunda trayectoria. Entonces, en el caso de 
la fuerza de friccion, el trabajo depende de la trayectoria 
seguida entre las ubicaciones inicial y final. 

Esto nos lleva a nuestra segunda manera de distinguir 
las fuerzas conservativas. 

Si el trabajo efectuado por una fuerza para mover un 
cuerpo desde una position initial hasta una position 
final es independiente de la trayectoria seguida entre 
los dos puntos, entonces la fuerza es conservativa; de 
lo contrario es no conservativa. 











Figura 4 El bloque (representado aquf por un cuadrado) del 
sistema de la figura 1 se mueve desde x = +d hasta x = -d/2 a 
lo largo de dos trayectorias diferentes. 


Figura 5 (a) Una particula, actuada por una fuerza 
conservativa, se mueve en viaje redondo comenzando en el 
punto a, pasando a traves del punto b, y regresando al punto 
a. ( b ) Una parti'cula arranca desde el punto a y viaja al punto 
b siguiendo cualquiera de dos trayectorias posibles. 


Con ayuda de la figura 5 podemos demostrar que los 
dos criterios que hemos desarrollado para identificar las 
fuerzas conservativas son, justamente, equivalentes. En la 
figura 5a, una particula se mueve en viaje completo desde 
a hasta b y regresa de nuevo. Si solo actua sobre la 
particula una fuerza conservativa F, el trabajo total efec- 
tuado sobre la particula por esa fuerza durante el ciclo 
debe ser cero. Esto es, 

W+t + Wbat-O 

o sea fb fa 

I F-ds + I F'ds = 0, (1) 

traycctoria 1 traycctoria 2 

donde W ab l signifies “el trabajo efectuado por la fuerza 
cuando la particula se mueve desde a hasta b a lo largo de 
la trayectoria 1” y W bal significa “el trabajo efectuado 
por la fuerza cuando la particula se mueve desde b hasta 
a a lo largo de la trayectoria 2”. La ecuacion 1 es el 
enunciado matematico equivalente al primer criterio para 
una fuerza conservativa. 

Al invertir la direccion en que viajamos por cualquier 
trayectoria particular se intercambian los limites de la 
integration y cambia el signo del desplazamiento; esto es, 
el trabajo para ir desde a hasta b esta relacionado con el 
trabajo para ir desde b hasta a: 

l F '^“ /; F • ds (cualquier trayectoria particular) 
o, en el caso de la trayectoria 2, 


fiste es el enunciado matematico de la segunda definicion 
de una fuerza conservativa: el trabajo efectuado por la 
fuerza es el mismo para cualquier trayectoria entre ay b. 
Asi, la primera definicion nos conduce directamente a la 
segunda y (en virtud de un argumento similar) la segunda 
nos conduce a la primera, de modo que las dos definicio- 
nes son equivalentes. 


8-2 ENERGIA POTENCIAL _ 

Obtendremos una introspection nueva en el analisis de 
sistemas con fuerzas conservativas si introducimos un 
nuevo concepto, la energi'a potencial. Como veremos, la 
energia potencial puede ser definida solo para fuerzas 
conservativas como la fuerza de un resorte o la fuerza de 
la gravedad; no existe, pues, para fuerzas no conservati¬ 
vas, tales como la friccion. 

La energia potencial, representada por el simbolo U, es 
la energia de configuracion de un sistema. Es la energia 
almacenada en un sistema a causa de la position relativa 
u orientation de las partes de un sistema (por ejemplo, la 
compresion en el sistema bloque-resorte o la separation 
del sistema pelota-Tierra). 

Consideremos un sistema en el que unicamente actue 
una fuerza, y hagamos que la fuerza sea conservativa. 
Cuando cambiamos la configuracion del sistema, tal como 
el movimiento de una de sus partes, la fuerza conservati¬ 
va efectua un trabajo W. Definimos que el cambio en la 
energia potencial A U correspondiente a un cambio par¬ 
ticular en la configuracion es 


Wab,2 = -W^2. ( 2 ) 

Combinando las ecuaciones 1 y 2 nos da 

= fVab,2 

o sea 

J* F-ds= f* F-ds. (3) 

traycctoria 1 traycctoria 2 


All = — W. (4) 

El cambio en la energia potencial durante el proceso es el 
negativo del trabajo efectuado por la fuerza conservativa. 

Cuando el sistema bloque-resorte en la figura 1 cam¬ 
bia su configuracion de la Id (donde el resorte esta en un 
estado de relajamiento) a la le (donde el bloque esta mo- 
mentaneamente en reposo), el trabajo efectuado por la 
fuerza del resorte sobre el bloque es W = -fad 2 . El cam¬ 
bio en la energia potencial del sistema es, por lo tanto. 
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Figura 6 Un bloque unido a un resorte oscila 
sobre una superficie horizontal sin friccion. La 
energia mecanica E del sistema permanece 
constante, pero es distribuida entre energia 
cinetica y energia potencial al moverse el 
sistema. En ciertos momentos (a, e) la energia es 
totalmente cinetica, en otros (c, g ) es potencial, y 
en otros mas ( b, d,f, h) es compartida 
igualmente entre las dos formas. 



A U = - W = +±kd 2 . Sin embargo, de acuerdo con el teore- 
ma trabajo-energia, el cambio en la energia cinetica del 
bloque es AK = W= -±kd 2 . Para el sistema bloque-resorte 
tenemos, por lo tanto, el resultado siguiente: 

AU+AK=0. (5) 

La ecuacion 5 que hemos obtenido para el sistema bloque- 
resorte, es, de hecho, un resultado general que se deduce 
directamente de la ecuacion 4 y del teorema trabajo-ener¬ 
gia, W = AK. Establece que, en un sistema en el que solo 
actuen fuerzas conservativas, cualquier cambio de la ener¬ 
gia potencial debe estar equilibrado por un cambio igual 
y opuesto de la energia cinetica. 

Como ejemplo, soltemos el bloque (vease de nuevo la 
figura la) desde x = +d cuando el resorte esta comprimido. 
El resorte empuja contra el bloque y lo acelera. El despla¬ 
zamiento desde el equilibrio disminuye, el resorte efectua 
un trabajo positivo sobre el bloque, y el cambio en la 
energia potencial es, por lo tanto, negativo segun la ecua¬ 
cion 4. Al mismo tiempo que la energia potencial dismi¬ 
nuye, la energia cinetica aumenta. 

Podemos tambien escribir la ecuacion 5 asi: 

( 6 ) 


En estos procesos el cambio en la U + K total es de cero. 
Si no existe un cambio en la suma U + K, entonces el valor 
de la suma debe ser una constante durante el movimiento. 
Llamamos E a esta constante, la energia mecanica del 
sistema conservative: 

U+K = E. (7) 

La ecuacion 7 es la representacion matematica de la ley 
de la conservacion de la energia mecanica. En cualquier 
sistema aislado de objetos que interactuan solo por fuerzas 
conservativas, tales como el bloque y el resorte, la energia 
puede ser transferida una y otra vez de cinetica a potencial, 
pero el cambio total es de cero; la suma de las energias 
cinetica y potencial permanece constante. La figura 6 
muestra una representacion de la distribution de la ener¬ 
gia cinetica y de la energia potencial en el sistema que 
consta de bloque y resorte cuando el sistema oscila libre- 
mente. 

Supongamos que actue mas de una fuerza conservativa 
sobre un objeto, por ejemplo, el bloque de la figura 7, 
sobre el cual actiian dos fuerzas, F rcsortc y F grav , cada una de 
las cuales efectua un trabajo sobre el bloque. El teorema 
trabajo-energia, que hemos utilizado, para derivar la ecua¬ 
cion 5, se refiere siempre al trabajo neto efectuado por 


A(U + K) = 0. 
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todas las fuerzas que actuan sobre el objeto, que en este 
caso es !T resorte + W / grav . Usando la ecuacion 4 (AU = -W), 
podemos asociar un cambio de la energia potencial con el 
trabajo efectuado por cada fuerza, de modo que la ecua¬ 
cion 5 se convierte en 

A^resortc + AU mv -I" AK = 0 
y la ecuacion 7 resulta ser 

U^ + U^ + K-E. ( 8 ) 

Debe considerarse que la energia potencial es una pro- 
piedad de todo el sistema y de ninguna manera es una parte 
en especial de un sistema. Por ejemplo, no es la pelota de 
la figura 2 la que tiene una energia potencial; es el sistema 
que consiste de Tierra + pelota. Cuando la pelota se eleva 
una altura vertical h, la energia potencial del sistema 
aumenta en mgh, y la energia cinetica del sistema dismi- 
nuye en la misma cantidad. Cuando la pelota cae libre- 
mente a la tierra a traves de la misma altura h, la energia 
potencial del sistema disminuye en mgh, y la energia ci¬ 
netica del sistema aumenta en la misma cantidad. 

Puesto que la pelota tiene mucha menos masa que la 
Tierra, virtualmente todo el aumento de la energia cinetica 
del sistema Tierra + pelota se le da a la pelota. Es por esta 
razon que a veces nos referimos a la energia potencial de 
la pelota en lugar de (mas precisamente) el sistema Tierra 
+ pelota. En otros sistemas, en los cuales las masas sean 
mas iguales entre si, ambos objetos podrian adquirir una 
energia cinetica medible como resultado del cambio en la 
energia potencial. El metodo para calcular como se distri- 
buye la energia cinetica entre los dos objetos se trata en el 
capitulo 9. 


8-3 SISTEMAS CONSERVATIVOS 

UNIDIMENSIONALES _ 

Podemos usar la ecuacion 4 para obtener el cambio en la 
energia potencial de una particula en movimiento unidi¬ 
mensional en un sistema en el cual reciba la accion de una 
sola fuerza conservativa F(x): 

AU = — W= — I F(x) dx. (9) 

Jx0 

La particula se mueve desde la coordenada inicial x 0 hasta 
la coordenada final x. Puesto que la energia potencial 
depende s61o de la posicidn, el cambio de A U entre x 0 y x 
es A U = U(x) - U(x 0 ), y obtenemos 

U(x) - U(x 0 ) = - I F(jt) dx. (10) 

Jxo 



Figura 7 Un bloque de masa m, suspendido de un resorte, 
oscila verticalmente entre x - +d y x = -d. El movimiento del 
bloque esta regido por dos fuerzas conservativas, la fuerza 
del resorte F^^ y la fuerza de gravedad de la Tierra F gIlv . 


Si consideramos que el punto jc 0 es un punto de referencia 
arbitrario, podemos entonces obtener la funcion U(x) de 
la energia potencial. Somos libres de elegir cualquier 
valor conveniente para la energia potencial en el punto de 
referencia, U(x^, porque solo los cambios de la energia 
potencial son significativos. Para una eleccion particular 
de U(x 0 ), la funcion resultante U(x) podria entonces ser 
usada para calcular la energia potencial en puntos parti- 
culares del movimiento, por ejemplo y x 2 . Una eleccion 
diferente de U(x 0 ) cambiara los valores de U(x{) y de U(x 2 ) 
segun la misma constante, pero la diferencia en la energia 
potencial, U(x 2 ) - U(x j), no cambia. El analisis del com- 
portamiento dinamico es, pues, independiente de la elec¬ 
cion de U(x 0 ). 

En efecto, la eleccion del punto de referencia para U(x) 
es similar a la eleccion de un marco de referencia para la 
energia cinetica. Como lo estudiamos en la seccion 7-6, 
observadores en movimiento relativo pueden diferir en los 
valores particulares de la energia cinetica que midan. 
Observadores en diferentes marcos de referencia diferiran 
en sus valores de U, K, y la energia mecanica E, pero todos 
estaran de acuerdo en la constancia de E y en la conserva- 
cion de la energia mecanica. 

A1 moverse desde x 0 hasta x, la velocidad de la particula 
cambiara desde o 0 hasta v y, de acuerdo con el teorema 
trabajo-energia, el trabajo efectuado por la fuerza F es 

W — AK = \mv 2 — \mvl. (11) 

Combinando las ecuaciones 9, 10, y 11, tenemos que 

\mv 2 + U(x) = \mvl -I- U(x 0 ) (12) 

= E. 

La cantidad de la derecha en la ecuacion 12 depende 
solamente de la posicion inicial x 0 y de la velocidad inicial 
v 0 , las cuales tienen valores definidos; por lo tanto, es 
constante durante el movimiento. fista es la energia me- 
canica constante E. Notese que la fuerza y la aceleracion 
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no aparecen en esta ecuacion, sino que solo aparecen la 
oosicion y la velocidad. La ecuacion 12 es otra forma de 
fa ley de la conservacidn de la energia mecanica para 
fuerzas conservativas. 

En lugar de comenzar con las leyes de Newton, pode¬ 
mos simplificar la solucion de problemas que impliquen 
solo fuerzas conservativas comenzando con la ecuacion 
12. Esta relacion se deriva de las leyes de Newton, por 
supuesto, pero esta a un paso mas cercano a la solucion 
(la llamada primera integral del movimiento). A menudo 
resolvemos problemas sin analizar las fuerzas o sin escri- 
bir las leyes de Newton, buscando en su lugar algo que 
sea constante en el movimiento; aqui la energia mecanica 
es constante y podemos escribir la ecuacion 12 como un 
primer paso. 

En una dimension podemos escribir la relacion entre la 
fuerza y la energia potencial (Ec. 9) asi: 


F(x) = - 


dU(x) 

dx 


(13) 


Para demostrar esto, sustituyamos esta expresion para 
F(x) en la ecuacion 9 y observemos que obtenemos una 
identidad. La ecuacion 13 nos da otra manera de ver la 
energia potencial. La energia potencial es una funcion de 
la posicion, cuya derivada negativa nos da la fuerza. La 
fuerza Fes ejercida por el sistema cuya energia potencial 
sea U. 

Ilustramos ahora el calculo de la energia potencial con 
los dos ejemplos de fuerzas conservativas que conside¬ 
ramos en la seccion 8-1, el sistema bloque-resorte y el 
sistema pelota-Tierra. 


La fuerza del resorte 


A1 diferenciar la ecuacion 14, vemos que la ecuacion 13 
se satisface: 

— ~ = — T~ (i^* 2 ) = — kx = F. 
dx dx 

Supongamos que estiramos el sistema bloque-resorte 
hasta que el bloque este a una distancia de su posicion 
de referencia; la energia potencial es Lb<^. Si soltamcs el 
resorte desde el reposo en esta configuracion, la energia 
mecanica E es igual a \kx^, puesto que no existe una 
energia cinetica en el instante de soltarlo. En este caso, la 
ecuacion 12 puede escribirse asi: 

\mv 2 + \kx 2 = E 

= \kx 2 m . (15) 

Esta expresion nos permite hallar la velocidad para cual¬ 
quier valor particular del desplazamiento: 


y= y-(*m-* 2 )- 


Como lo esperabamos, cuando x - ±jc m , la ecuacion 16 
predice que la velocidad es cero. Cuando el bloque pasa a 
traves del punto de referencia (x = x 0 = 0), la velocidad v 0 es 


v °~ y ~m Xm ' 


La energia mecanica puede ser expresada en terminos 
ya sea de la velocidad v 0 en la posicion de referencia 
{E = ] -m v$) o del desplazamiento maximo x m en la posi¬ 
cion de referencia (E = 


Elegimos que la posicion de referencia x 0 del bloque en 
el sistema bloque-resorte de la figura 1 fuese aquel en que 
la posicion del resorte esta en su estado de relajamiento 
(* 0 = 0), y declaramos que la energia potencial del sistema 
es cero cuando el bloque esta en esta posicion [U(jc 0 ) = 0]. 
La energia potencial del sistema bloque-resorte puede 
hallarse sustituyendo estos valores en la ecuacion 10 y 
evaluando la integral para la fuerza del resorte, F(x) = -kx: 

U{x) — 0 — — J (~ kx) dx 

o sea 

U(x) = $kx 2 . (14) 

Siempre que el bloque sea desplazado una distancia x de 
su posicion de referencia, la energia potencial del sistema 
es i kx 2 . Se obtiene el mismo resultado cuando x es positiva 
que cuando es negativa; esto es, ya sea que el resorte este 
estirado o comprimido en una cantidad x dada, la energia 
almacenada es la misma. 


La fuerza de la gravedad 

Para el sistema pelota-Tierra, representamos a la coorde¬ 
nada vertical por y en lugar de x. Elegimos el punto de 
referencia y 0 = 0 en la superficie de la Tierra, y definimos 
que U(y 0 )= 0 en ese punto. Podemos ahora evaluar la 
energia potencial U(y) del sistema segun la ecuacion 10 
con F(y) = -mg: 

U(y)-0 = -J -mgdy 

de donde 

U(y) = mgy. (18) 

Notese que la ecuacion 13 se satisface para esta energia 
potencial: -dUldy - -mg = F. 

La velocidad inicial de la pelota en el punto de referen¬ 
cia es u 0 , y la ecuacion 12 nos da 

\mv 2 + mgy = {mvl. (19) 
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Esta ecuacion, que es equivalents a la ecuacion 25 del capi¬ 
tulo 2, nos permite hallar la velocidad en cualquier altura y. 

Este ejemplo ilustra el lenguaje ligeramente diferente 
del punto de vista de la energia y la fuerza en el analisis 
de la dinamica. El enfoque de la fuerza analiza este 
sistema como sigue: “La pelota comienza con velocidad 
inicial v Q . La Tierra ejerce una fuerza -mg, y la acelera¬ 
cion resultante es -g. Esta aceleracion hacia abajo hace 
que la velocidad disminuya hasta que la velocidad pase 
por cero a una altura h. La pelota comienza entonces a 
moverse hacia abajo sometida a la influencia de la grave- 
dad de la Tierra y alcanza el terreno con velocidad - v 0 '\ 

El enfoque de la energia es como sigue: "La pelota 
comienza con energia cinetica kn v% . A1 elevarse, la ener¬ 
gia potencial del sistema pelota-Tierra aumenta y, por lo 
tanto, la energia cinetica debe disminuir para que se 
mantenga constante la energia mecanica E. En el punto 
mas alto del movimiento, toda la energia cinetica ha sido 
convertida en energia potencial gravitatoria. A1 caer la 
pelota se invierte el proceso, convirtiendose la energia po¬ 
tencial de nuevo en energia cinetica y resultando comple- 
tamente convertida una vez mas cuando la pelota llegue 
al suelo al caer.” Estos dos enfoques dan, por supuesto, el 
mismo resultado. A menudo hallamos que el enfoque de 
la energia es mas util y provee una mayor vision. Existen 
tambien casos en los que es mas facil trabajar con la 
energia (cantidad escalar), que con la fuerza (cantidad 
vectorial). 


Problema muestra 1 Una cabina de elevador de masa m 
(= 920 kg) se mueve desde el nivel de la calle hasta la cima del 
edificio del World Trade Center en Nueva York, a una altura 
h = 412 m sobre el suelo. ^Cual es el cambio en la energia 
potencial gravitatoria de la cabina? 

Solucion Estrictamente, estamos hablando del cambio de la 
energia potencial del sistema cabina-Tierra. De la ecuacion 18 

A U = mg Ay = mgh = (920 kgX9.8 m/s 2 X412 m) 

= 3.7 X 10* J = 3.7 MJ. 

Esta es casi exactamente 1 kW • h; la cantidad equivalente de 
energia electrica cuesta poco en cantidades comerciales. 

Problema muestra 2 El resorte de un rifle de resorte se 
comprime una distancia d de 3.2 cm desde su estado de relaja- 
miento, y en el canon se introduce una bola de masa m (= 12 g). 
lK que velocidad saldra la bola del canon al disparar el arma? 
La constante de fuerza k del resorte es de 7.5 N/cm. Suponga 
que no existe friccion y que el canon del rifle esta horizontal. 

Solucion Podemos aplicar la Ec. 12 directamente, con la po¬ 
sicion inicial del resorte x 0 = d y la velocidad inicial de la bola 
v 0 = 0. En el estado final el resorte esta relajado (x = 0) y la 
bola se mueve a velocidad v. Entonces 



Figura 8 Un dispositivo para convertir la energia potencial 
de la gravedad en energia cinetica. 


Resolviendo para v nos da 



= (0.032 m) 


750 N/m 
12 X 10~ 3 kg 


= 8.0 m/s. 


Problema muestra 3 Una montaiia rusa (Fig. 8) eleva lenta- 
mente un carrito lleno de pasajeros a una altura de y = 25 m, 
desde donde acelera cuesta abajo. Despreciando la friccion en 
el sistema, ^a que velocidad llegara el carrito al fondo? 

Solucion A primera vista, este problema parece sin remedio, 
ya que no se nos da informacion sobre el perfil de la trayectoria 
seguida por el carrito. Sin embargo, en ausencia de friccion, el 
carril no trabaja sobre el carrito, y la unica fuerza que trabaja 
sobre el es la gravedad. La energia mecanica E t , cuando el 
carrito esta en la cima del carril, es 


E t = U t + K t = mgy + 0, 

donde hemos tornado a y = 0 en el fondo del carril. Cuando el 
carrito llega al fondo, la energia mecanica E h es 

E b =U b + K b = 0 + \mv 2 , 

con la referencia para U elegida de modo que U = 0 en y = 0. 
La conservacion de la energia significa que E, = E b , y entonces 

mgy = \mv 2 . 

Resolviendo para v obtenemos 

v = 'Ilgy = V(2X9.8 m/s 2 X25 m) = 22 m/s. 


Esta es la misma velocidad con la que un objeto que cae 
verticalmente desde una altura de 25 m llega al suelo. El carril 
no cambia la velocidad del carrito “al caer”; simplemente 
cambia la direccion del carrito. Notese que el resultado es 
independiente de la masa del carrito o de sus ocupantes. 


jmi? 2 + 0 = 0 + \kd 2 . 
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Cuando se mueve a lo largo de la montaiia rusa, su velocidad 
aumenta y disminuye al pasar por los valles y picos de la pista. 
Siempre y cuando no haya ningun otro pico que sea mas alto 
e e i p U nto de inicio, existira suficiente energia mecanica en 
el sistema para superar la energia potencial de cualquiera de los 
picos intermedios y el sistema llegara hasta el final. 

^ En este problema podemos apreciar rapidamente las ventajas 
de la tecnica de la energia. El uso de las leyes de Newton 
requeriria conocer el perfil exacto de la pista, y luego se nece- 
sitaria hallar las componentes de la fuerza y de la aceleracion 
en cada punto. Esto podria ser un procedimiento bastante dificil. 
Por otra parte, la solucion mediante el uso de las leyes de 
Newton proporcionaria mas informacion que la solucion con el 
uso del metodo de la energia; por ejemplo, nos permitiria 
conocer el tiempo que le toma al carrito llegar hasta el fondo. 



8-4 SISTEMAS CONSERVATIVOS 
UNIDIMENSIONALES: 

LA SOLUCION COMPLETA 


A menudo nuestra meta en el analisis de un sistema 
mecanico es describir el movimiento de una particula en 
funcion del tiempo. En los capitulos 5 y 6 mostramos 
como resolver este problema aplicando las leyes de New¬ 
ton; le llamamos a este procedimiento el metodo dinami- 
co. Un procedimiento altemo, y a veces mas util, es el 
metodo de la energia, el cual discutiremos en esta seccion. 

La ecuacion 12 nos da la relacion entre las coordenadas 
y la velocidad en el movimiento unidimensional cuando 
la fuerza depende solamente de la posicion. (En una 
dimension, las fuerzas que dependen solo de la posicion 
siempre son conservativas; esto no es necesariamente asi 
en dos o en tres dimensiones, como lo estudiaremos en 
la seccion 8-5.) Al llegar a la ecuacion 12 eliminamos la 
fuerza y la aceleracion. Para completar el analisis debe- 
mos eliminar la velocidad y determinar la posicion en 
funcion del tiempo. 

Podemos hacerlo de manera formal, como sigue. Segtin 
la ecuacion 12 tenemos que 

U(x) + ±mv 2 = E. 

Resolviendo para v, obtenemos 



Aqui U(x) es la energia potencial asociada con la fuerza 
que actiia en el sistema, mientras que E es la energia 
mecanica (constante) que es suministrada al sistema. Para 
un valor dado de E, la ecuacion 20 nos dice que el 
movimiento esta restringido a regiones del eje x en que 
E > U(x). Esto es, no podemos tener una velocidad ima- 
ginaria o una energia cinetica negativa, asi que [E - U(x)] 
debe ser cero o mayor de cero. Ademas, podemos obtener 



Lqumui LqUIMUHU 

( b ) neutro estable inestable 


Figura 9 (a) Una funcion de energia potencial U(x). (b ) La 
fuerza correspondiente a esa energia potencial. 


una buena descripcion cualitativa de los tipos de movi¬ 
miento posibles al trazar U(x) vs. x. Esta descripcion 
depende del hecho de que la velocidad es proporcional a 
la raiz cuadrada de la diferencia entre E y U. 

Por ejemplo, consideremos la funcion de la energia po¬ 
tencial que se muestra en la figura 9a. (Aunque esta funcion 
se parezea al perfil de una montaiia rusa, representa la 
energia potencial de un sistema conservative en movimiento 
unidimensional. Una montaiia rusa confinada a una pista se 
mueve en dos o tres dimensiones). Puesto que debe tenerse 
que E > U(x) para un movimiento real, la energia mecanica 
mas baja posible es E 0 . Para este valor de la energia E = E 0 
= U, y la energia cinetica debe ser cero. La particula debe 
estar en reposo en el punto x 0 . Si al sistema se le diera una 
energia £, ligeramente mas grande, la particula podria mo¬ 
verse solamente entre x, y x 2 . Al moverse desde x 0 su 
velocidad disminuye al acercarse ya sea a^oa x 2 . En x, o 
en x 2 la particula se detiene e invierte su direccion. Estos 
puntos Xj y x 2 se llaman, por tanto, puntos de retorno del 
movimiento. Para una energia E 2 existen cuatro puntos de 
retomo, y la particula puede oscilar en cualquiera de los dos 
valles de potencial. Para la energia E 3 existe solo un punto 
de retomo del movimiento, en x 3 . Si la particula se esta 
moviendo inicialmente en la direccion de x negativa, se 
detendra enx 3 y luego se movera en la direccion de x positiva. 
Para energias arriba de £ 4 no existen puntos de retomo, y la 
particula no invertira su direccion. Su velocidad cambiara 
segun el valor de la energia potencial en cada punto; como 
se muestra en el punto x 4 , la energia cinetica en cualquier 
punto es siempre la diferencia entre la energia mecanica 
(£ 4 , por ejemplo, como se muestra en la figura 9a) y la 
energia potencial U(x) evaluada en ese punto. 

Para el punto en que U(x) tiene un valor minimo, tal 
como en x = x 0 , la pendiente de la curva es cero y, por lo 
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tanto, la fuerza es cero; esto es, F(x 0 ) = ~{dU/dx) x . XQ = 0. 
Una particula en reposo en este punto permanecera en 
reposo. Mas aun, si la particula se desplaza ligeramente 
en cualquier direccion, la fuerza, F(x) = -dU/dx, tendera 
a regresarla, y oscilara alrededor del punto de equilibrio. 
Por eso, este punto de equilibrio se llama punto de equi¬ 
librio estable. La figura 9b muestra la fuerza F(x) corres- 
pondiente a la energia potencial U(x). Si la particula se 
mueve ligeramente hacia la izquierda de x 0 (esto es, hacia 
x mas pequena), la fuerza es positiva y la particula es 
empujada hacia una * mas grande (esto es, de regreso 
hacia x 0 ). Si la particula se mueve hacia la derecha de x 0 , 
experimenta una fuerza negativa que de nuevo la regresara 
hacia x 0 . 

En el punto donde U(x) tiene un valor maximo, tal como 
en x = x 5 , la pendiente de la curva es cero, de modo que la 
fuerza es nuevamente cero; esto es F( x 5 ) = - (dU/dx) x 
= 0. Una particula en reposo en este punto permanecera 
en reposo. Sin embargo, si la particula se desplaza, incluso 
una pequemsima distancia desde este punto, la fuerza F(x) 
tendera a empujarla mas alia de la posicion de equilibrio. 
Tal punto de equilibrio se llama, por lo tanto, punto de 
equilibrio inestable. En el punto de la figura 9b corres- 
pondiente a x 5 , que se mueve alejandose de x 5 hacia la 
derecha (hacia una x mas grande), resulta en una fuerza 
positiva que empuja a la particula hacia una x aun mas 
grande. 

En un intervalo en el cual U(x) sea constante, tal como 
cerca de x = x 6 , la pendiente de la curva es cero, y cero es 
tambien la fuerza; esto es F(x 6 ) = - (dU/dx) x = 0. Tal 
intervalo se llama intervalo de equilibrio neutro, puesto 
que una particula puede ser desplazada ligeramente sin 
experimentar una fuerza de repulsion o una fuerza de 
restitucion. 

De esto se deduce que si conocemos la funcion de ener¬ 
gia potencial para la region de x en la cual se mueve el cuer- 
po, conocemos mucho acerca del movimiento del cuerpo. 


Problema muestra 4 La funcion de energia potencial para la 
fuerza entre dos atomos de una molecula diatomica puede ser 
expresada aproximadamente como sigue: 

tu \ a b 

donde ay b son constantes positivas y x es la distancia entre los 
atomos. Halle (a) la separacion de equilibrio entre los atomos, 
(b) la fuerza entre los atomos, y (c) la energia minima necesaria 
para disociar la molecula (esto es, separar a los atomos desde la 
posicion de equilibrio a x = °°). 

Solucion (a) En la figura 10 a mostramos a U(x) en funcion de 
x. El equilibrio tiene lugar en la coordenada x m , donde U(x) es 
un nhnimo, que calculamos de 




Figura 10 Problema muestra 4. (a) La energia potencial y 
(b) la fuerza entre dos atomos en una molecula diatomica, en 
funcion de la distancia x que separa a los atomos. Notese que 
la energia potencial se hace igual a cero cuando los atomos 
estan infinitamente separados. 


Esto es. 


*m X 7 m 


■m 




( b ) De la ecuacion 13, podemos hallar la fuerza correspon- 
diente a esta energia potencial: 

. ,__ dU _ _ d / a _ h \ _ 12a 6b 

(x) ~ Hx~ dx\ r * 7 

Graficamos la fuerza en funcion de la separacion entre los ato¬ 
mos en la figura 10 b. Cuando la fuerza es positiva (desde x = 0 
hasta x ** x m ), los atomos se repelen entre si (la fuerza se 
dirige hacia x creciente). Cuando la fuerza es negativa (desde 
x = x m hasta x = °°), los atomos se atraen entre si (la fuerza esta 
dirigida hacia x decreciente). Para x = x m la fuerza es cero; este 
es el punto de equilibrio y es un punto de equilibrio estable. 

(c) La energia minima necesaria para disociar la molecula en 
atomos separados se llama energia de disociacion, E d . De la 
energia potencial graficada en la figura 10a, vemos que pode¬ 
mos separar los atomos ax = °°, donde U = 0, siempre que E > 0. 
La energia minima necesaria corresponde a E - 0, lo cual 
significa que los atomos estaran infinitamente separados (U = 0) 
y en reposo (K = 0) en su estado final. En el estado de equilibrio 
de la molecula, sin embargo, su energia es toda potencial, de 
manera que (vease la Fig. 10a) E = U(xf), una cantidad negativa. 
La energia que debemos de ahadir a la molecula en su estado 
de equilibrio para elevar su energia desde este valor negativo 
hasta cero es la que hemos llamado energia de disociacion E d . 
Entonces 


U(x m ) + E d = 0, 
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osea 

£ d = -U(x m ) = --^ + A 
Insertando el valor para x m , hallamos que 



la cual es una cantidad positiva, como debe ser. Esta energia 
podria ser abastecida ejecutando un trabajo extemo sobre la 
molecula, quiza usando fuerzas electricas o, de otra manera, 
aumentando la energia cinetica de un atomo de la molecula con 
relacion al otro._ 


Solucion analitica para x(£) (Opcional) 

La descripcion completa del movimiento unidimensional de 
una particula esta contenida en la funcion x(t), la cual especifica 
la posicion x de la particula en cualquier tiempo t. Podemos 
obtener x(t) comenzando con la ecuacion 20, la cual podemos 
escribir asi: 



Integrando ambos lados de la ecuacion 21 desde la posicion 
inicial (x = x 0 cuando t = t 0 ) hasta una posicion final cualquiera 
x en el tiempo r, obtenemos 



Despues de llevar a cabo la integracion en el lado izquierdo de 
la ecuacion 22, podemos, en principio, resolver la ecuacion 
resultan te para x(r). 

Al aplicar esta ecuacion, el signo que debera tomarse para la 
raiz cuadrada depende de si v apunta hacia la direccion de x 
positiva o en la negativa. Cuando v cambia de direccion durante 
el movimiento, puede ser necesario llevar a cabo la integracion 
separadamente para cada parte del movimiento. 

En algunos casos, podemos llevar a cabo la integridad de la 
ecuacion 22 y obtener la solucion analitica de x(t). En otros 
casos, puede ser mas conveniente hallar una solucion numerica 
mediante una computadora, lo cual ilustramos mas adelante en 
esta seccion. Aqui llevamos a cabo la solucion analitica en el 
caso de una particula de masa m que se mueve en una dimension 
bajo la accion de un resorte de constante de fuerza k, para el 
cual U(x) = tied. Supongamos que en t = 0 la particula esta 
situada en x = x 0 y que se mueve a la velocidad v = 0. La energia 
niecanica E es, por lo tanto, '-kxl de acuerdo con la ecuacion 12. 
En este caso la ecuacion 22 da por resultado 




En nuestro caso, tenemos que 



y, despues de cierta manipulacion, podemos escribir este resul¬ 
tado como: 


x(t) = x 0 cos 



t. 


El movimiento unidimensional de una particula bajo la accion 
de la fuerza de un resorte es sinusoidal. Sabemos por experien- 
cia que el movimiento es oscilatorio (esto es, se repite sobre la 
misma trayectoria); este resultado muestra que la oscilacion es 
sinusoidal. Consideraremos al movimiento oscilatorio en termi- 
nos mas generales en el capitulo 15, donde obtendremos este 
resultado para x(t) a partir de las leyes de Newton en lugar del 
metodo de la energia. 


Solucion numerica 


Como lo hicimos en el caso de las fuerzas que dependen del 
tiempo (seccion 6-6) o de la velocidad (seccion 6-7), podemos 
obtener una solucion numerica para el movimiento debido a 
fuerzas que dependan de la posicion. La tecnica numerica que 
discutimos esta basada en las leyes de Newton en lugar de los 
metodos de la energia. 

Supongamos que tenemos a una fuerza F(x) que actua sobre 
una particula de masa m. En t - 0, la particula esta situada en x 0 
y se mueve a velocidad u 0 . Nuestra meta es describir el movi¬ 
miento resultante, esto es, x(t) y v(t) para todo tiempo t. 

Dividimos el movimiento en una serie de pequehos interva- 
los de tiempo 8t. Cada intervalo es tan pequeiio que podemos 
tomar la aceleracion como aproximadamente constante dentro 
del intervalo. (Dentro de un intervalo suficientemente pequeiio, 
x no cambia mucho; entonces, F(x) es casi constante, como 
tambien lo es a = F/m.) 

En el primer intervalo, que va desde t = 0 hasta t = 5t, la 
aceleracion tiene un valor inicial a, = F(x 0 )/m. (Los subindices 
indican aqui el numero del intervalo de tiempo, y la variable 
corresponde al valor al final del intervalo. Asi, v 2 significa la 
velocidad al final del segundo intervalo.) 

Podemos ahora adaptar facilmente las ecuaciones cinemati- 
cas de la aceleracion constante al movimiento dentro de cada 
intervalo. La ecuacion 15 del capitulo 2 da la velocidad al final 
del primer intervalo: 

G = v 0 + a l St, 

y la ecuacion 19 del capitulo 2 da la posicion al final del primer 
intervalo: 

x, = x 0 + v 0 St + ia t (St) 2 . 

Usaremos esta nueva posicion x, para hallar la aceleracion 
(.aproximadamente constante) durante el segundo intervalo, 
a 2 = F(Xi)/m, y luego aplicaremos las ecuaciones de la acelera¬ 
cion constante al segundo intervalo, obteniendo 

V 2 ~ V l + «2 bt 


Esta integral es de la forma estandar que puede encontrarse en 
las tablas de integrales: 


y 


x 2 = x, + v, St + ±a 2 (St) 2 . 




r 
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Podemos continual con este procedimiento para tantos interva¬ 
ls como queramos. Cuanto mas pequeho sea el intervalo 5t, 
mas preciso sera el resultado del calculo. 

Como ejemplo, consideremos la fuerza del resorte, F(x) = -kx 
siendo k = 9.6 N/m, actuando sobre una partl'cula de masa m = 
2.5 kg. Supongamos que la partl'cula inicia en / = 0 de la posicion 
x 0 = 0.5 m con la velocidad v 0 = 0. La figura 11 muestra los 
resultados del calculo numerico para x(r) y v(r), con 400 inter¬ 
vals de 0.01 s cada uno. 

En el apendice I presentamos un programa de computadora 
para llevar a cabo el calculo numerico. Usando este programa 
podemos analizar el movimiento unidimensional bajo la accion 
de cualquier fuerza que dependa de la posicion de la partl'cula, 
incluso para aquellas fuerzas para las que la integral de la 
ecuacion 10 no tenga una forma anah'tica para la energia poten- 
cial o para las que la integral de la ecuacion 22 no pueda ser 
evaluada en forma anah'tica. 

Los resultados mostrados en la figura 11 parecen ser muy 
conocidos: resulta que son las curvas seno y coseno. De he- 
cho, hemos usado previamente la ecuacion 22 para obtener la 
solucion anah'tica en este sistema, el cual hemos demostrado 
que es una funcion coseno. El acceso numerico verifica este 
resultado. ■ 


8-5 SISTEMAS CONSERVATIVOS 
BIDIMENSIONALES Y 
TRIDIMENSIONALES (Optional) 

Hasta ahora hemos discutido la energia potencial y la conserva¬ 
cion de la energia en sistemas unidimensionales en los que la 
fuerza estaba dirigida a lo largo de la linea del movimiento. 
Podemos facilmente generalizar la discusion al movimiento 
tridimensional y obtener una expresion para la conservacion de 
la energia mecanica. 

Consideremos un sistema donde una particula se mueve en 
una trayectoria y que recibe la accion de una fuerza que proviene 
de otras partes del sistema. Si el trabajo efectuado por la fuerza 
F depende solo de los puntos terminales del movimiento y es 
independiente de los puntos intermedios, la fuerza es conserva- 
tiva. Definimos la energia potencial U por analogia con el 
sistema unidimensional y hallamos que es una funcion de tres 
coordenadas espaciales, esto es, U = U(x, y, z). La generaliza¬ 
cion de la ecuacion 9 al movimiento en tres dimensiones es 

F y dy- [ F z dz (23) 

JZq 

o, escrito de manera mas compacta en notacion vectorial, 

AU=- i F(r)-dr (24) 

Jr 0 

donde A U es el cambio de la energia potencial del sistema 
cuando la particula se mueve del punto (x 0 , y 0 , Zo), descrito por 
el vector de posicion r 0 , al punto (x, y, z) descrito por el vector 
de posicion r. F x , L,yF, son las components de la fuerza 
conservativa F(r) = F(x, y, z). 

La generalizacion de la ecuacion 12 al movimiento tridimen¬ 
sional es 

\mv 2 + U(x, y, z) = \mv\ + U(x 0 , y 0 , z 0 ), (25) 

la cual puede ser escrita en notacion vectorial como: 

{mv • v + U(r) = |mv 0 • v 0 + U(r 0 ), (26) 




Figura 11 Solucion numerica del movimiento de una 
particula sobre la que actua la fuerza de un resorte F = -kx. 
Los puntos representan valores obtenidos directamente de la 
solucion por computadora. Por claridad, solo uno de cada 10 
puntos de la computadora se representa con un punto. Las 
curvas estan trazadas siguiendo el esquema de los puntos y 
ciertamente se asemejan a las curvas seno y coseno, que son 
los resultados de la solucion analitica. 


en la cual v ■ v = V 2 + v) + o\ = v 2 y v 0 • v 0 = v 2 x + v 2 0y + v 2 . = 
i> 5 . En terminos de la energia mecanica E, la ecuacion 25 puede 
plantearse como: 

\mv 2 + U(x, y, z) = E. 


Por ultimo, la generalizacion de la ecuacion 13 a tres dimen- 


.dU .dU , dU 

F(r) = —i —-j--k—. 

v dx dy dz 


Si sustituimos esta expresion de F en la ecuacion 24, de nuevo 
obtenemos una identidad, lo que demuestra que las ecuacio- 
nes 24 y 27 son equivalentes. En el lenguaje vectorial se dice 
que la fuerza conservativa F es el valor negativo del gradiente 
de la energia potencial U(x, y, z). Podemos demostrar que todas 


* La derivada partial djdx significa que tomamos a la derivada 
de U(x, y, z) con respecto a x como si y y z fuesen constantes. 
Similarmente, djdy y d/dz indican que diferenciamos con res¬ 
pecto a una variable y mantenemos como constantes a todas las 
demas variables. 
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• ... , y 

estas ecuaciones se reducen a las ecuaciones unidimensionales 

correspondientes del movimiento a lo largo del eje x. En las 

ecuaciones 24 y 28, F representa la fuerza ejercida por el 

sistema cuya energia potencial es U. (0, b) ■ - ► .. • (<*. b) 


Problem a muestra 5 En cierto sistema de particulas confina- 
das al piano xy, la fuerza tiene la forma F(x, y) = F„i + F y j = -kyi 
- kx j, donde k es una constante positiva. (Una particula ubicada 
en un punto arbitrario (x, y) es empujada hacia la linea diagonal 
y = -x por esta fuerza. Podemos verificarlo trazando la linea y 
= -x y dibujando las componentes de la fuerza F x y F y en varios 
puntos del piano xy.) (a) Demuestre que el trabajo efectuado por 
esta fuerza cuando una particula se mueve desde el origen (0,0) 
hasta el punto (a, b ) es independiente de la trayectoria a lo largo 
de las tres trayectorias mostradas en la figura 12. ( b ) Suponiendo 
que esta fuerza sea conservativa, halle la energia potencial 
U(x, y) de este sistema. Sea que el punto de referenda x 0 = 0, 
y 0 = 0 y suponga que 17(0, 0) = 0. 

Solucion (a) El trabajo efectuado a lo largo de la trayectoria 
1 puede ser calculado dividiendo la trayectoria en dos partes: la 
trayectoria la desde x = 0 hasta x = a a lo largo del eje x, y la 
trayectoria lb verticalmente desde el punto (a, 0) hasta el punto 
(a, b). El trabajo a lo largo de la trayectoria la es 

W ia = J F'ds — J F x dx+ J Fydy 
= J (— ky) dx + J (-kx)dy. 

A lo largo de la trayectoria la, y = 0 y dy = 0. De aqui que ambas 
integrales arriba escritas se cancelen y W la = 0. A lo largo de la 
trayectoria lb, ds - dyj y x - a, de modo que 

lV lb = J F'ds = J (—kx) dy — (-ka) J dy = -kab. 

El trabajo total a lo largo de la trayectoria 1 es, por lo tanto, 

W, = W la + W u - -kab. 

A lo largo de la trayectoria 2 procedemos de modo similar: 

W 2a = J F-rfs = j y \~kx)dy = 0 

W 2b — J F-ds = J (— ky) dx = (— kb) J dx = -kab. 

A lo largo de la trayectoria 3, ds = dx i + dyj, y 

W 3 = J F-ds = J (-kydx-kxdy). 

Supongamos que la variable r varia a lo largo de la linea recta 
desde (0, 0) hasta (a, b). Con y = r sen <j>, entonces dy = dr sen 
<t> (porque (p es constante a lo largo de la linea). Tambien x = r 
cos <p y dx = dr cos 0. Tratamos a r como nuestra variable de 
integracion, con valores en el intervalo comprendido desde 0 en 
el origen hasta d = (a 2 + b 2 )' 12 en el punto (a, b ). La integral de 
da por resultado, entonces, 


Ayr Path 3 


Figura 12 Problema muestra 5. Se emplean tres 
trayectorias diferentes para evaluar el trabajo efectuado al 
mover una particula desde el origen (0, 0) hasta el punto 
(a, b). 


— — 2k sen (/> cos 0 J r dr= — kd 2 sen cf> cos 0. 

Con sen <p = b/d y cos (p = a/d, esto da por resultado W 3 = -kab. 
Asi W, = W 2 = W 3 . Esto no prueba que F sea conservativa 
(necesitariamos evaluar todas las trayectorias para llegar a esta 
conclusion), pero ciertamente nos lleva a sospechar que F puede 
ser conservativa. 

(b) La energia potencial puede calcularse a partir de la ecua¬ 
cion 24, la cual hemos ya, en efecto, evaluado al hallar el trabajo 
efectuado a lo largo de la trayectoria 3. La unica diferencia es 
que debemos integrar al punto arbitrario (x, y) en lugar de (a, 
b). Simplemente reetiquetamos el punto (a, b) como punto (x, 
y) y entonces 

A V = U(x, y) - U( 0, 0) = - W- kxy, 

donde hemos tornado U{ 0, 0) = 0. El lector deberia poder 
demostrar que podemos aplicar la ecuacion 27 a esta funcion de 
la energia potencial y obtener la fuerza F(x, y). 

Si cambiamos ligeramente la fuerza a F - -kji - kpc j, 
entonces los metodos de la parte (a) demuestran que esta fuerza 
no es conservativa cuando k, * k 2 . (Vease el problema 46.) 
Incluso si k i = -k 2 , la fuerza es todavia no conservativa. Esta 
fuerza tiene aplicaciones importantes en el enfoque magnetico 
de particulas cargadas electricamente, pero no puede ser repre- 
sentada por una funcion de energia potencial, porque no es 
conservativa. ■ 


-r- 


k(r sen (f>)(dr cos </>) - k(r cos <f>)(dr sen 0)] 


8-6 CONSERVACION DE LA ENERGIA 
EN UN SISTEMA DE PARTICULAS 

Cuando un objeto interactua junto con otro u otros objetos 
de su entomo, somos libres de definir que nuestro sistema 
tiene tantos o tan pocos objetos como queramos. Para 
cualquier definicion del sistema, la conservacion de la 
energia se cumple siempre y cuando tengamos cuidado de 
seguirle la pista a las energias dentro del sistema y a las 
transferencias de energia entre el sistema y su entomo. 

La figura 13 muestra un sistema arbitrario, alrededor 
del cual hemos trazado una curva cerrada imaginaria 
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Figura 13 Un sistema encerrado dentro de la frontera tiene 
energia cinetica K, energia potencial U (que representa solo 
las interacciones entre los componentes dentro del sistema), 
y energia interna E M . El entomo puede intercambiar energia 
con el sistema mediante el trabajo extemo W. 


llamada frontera del sistema. El sistema tiene, dentro de 
su frontera, una energia que puede incluir muchas formas 
posibles, algunas de las cuales se indican: la energia 
cinetica K, la energia potencial U, y la energia interna E inV 
Aqui, U se refiere a la energia potencial que resulta de la 
interaccion de las partes del sistema entre ellas mismas; 
las interacciones con el entomo se representan no en 
terminos de cambios de energia potencial sino en terminos 
de trabajo (externo) W. Posteriormente, en esta misma 
seccion daremos una definicion precisa de la energia 
interna en funcion del potencial microsopico y de las 
energias cineticas de las moleculas de que estan hechos 
los componentes del sistema. Ejemplos de cambios de 
energia interna son los cambios en la disposicion de las 
moleculas de un sistema (tal como las soldaduras micros- 
copicas formadas por el rozamiento) y los cambios de 
velocidad de las moleculas de un sistema (observados 
como un cambio en su temperatura; la temperatura se 
estudia en el capitulo 22, y en el capitulo 23 se establece 
una relacion con la energia interna). 

La energia del sistema dentro de la frontera puede ser 
cambiada cuando el trabajo extemo W se efectua sobre el 
sistema por su entomo, como se representa en la figura 13. 
(El trabajo interno, efectuado dentro de la frontera por una 
parte del sistema al actuar sobre otra, no cambia la energia 
total, aunque puede convertir energia de una forma a otra, 
tal como de potencial a cinetica.) Por lo tanto, podemos 
escribir la conservacion de la energia del sistema asi: 

AU+AK+A E iDt =W, (28) 

donde W representa el trabajo extemo total efectuado por 
todas las fuerzas a traves de las cuales actua el entomo 
sobre el sistema. 

La figura 13 nos recuerda la importancia de la conven- 
cion de signos que hemos elegido para el trabajo extemo. 
El trabajo positivo realizado sobre el sistema por el entor- 
no tiende a aumentar la energia del sistema. El trabajo 
negativo hecho sobre el sistema por el entomo (que es 
equivalente a trabajo positivo hecho sobre el entomo por 
el sistema) tiende a disminuir la energia del sistema. 



Figura 14 Un bloque sobre el que actua un resorte se 
desliza sobre una mesa que ejerce una fuerza de friccion. 

( a ) El sistema consiste solamente en el bloque; la fuerza 
del resorte y la friccion efectuan un trabajo sobre el sistema, 
cambiando su energia. ( b ) El sistema consta ahora del bloque 
y el resorte, y posee tanto energia cinetica como energia 
potencial. (c) El sistema incluye ahora la mesa. La fuerza de 
friccion es ahora una fuerza interna y contribuye a la energia 
interna del sistema. 


Ilustremos estos principios considerando el sistema 
bloque-resorte de la figura 1, suponiendo ahora que existe 
una fuerza de friccion entre el bloque y la mesa sobre la 
que se desliza. Definiremos primero que nuestro sistema 
es el bloque mismo (Fig. 14a). La figura muestra dos 
transferences de energia a traves de la frontera del siste¬ 
ma: el trabajo conservative W s positivo efectuado sobre el 
bloque por el resorte y el trabajo no conservative W { 
negativo efectuado sobre el bloque por la fuerza de fric¬ 
cion ejercida por la mesa. Para este sistema, la conserva¬ 
cion de la energia puede escribirse asi: 

AK + AE int =W s +W { . (29) 

Aqui AU = 0, porque el sistema que esta dentro de la 
frontera no experimenta cambio alguno de energia poten¬ 
cial. El resorte no es parte del sistema, de modo que no se 
considera la energia potencial del resorte; en cambio, 
entendemos al resorte como parte del entomo a traves del 
cual el trabajo conservative W s opera sobre el sistema. 
Notense en la figura 14a las direcciones de las flechas que 
indican las transferencias de energia; la ecuacion 29 indi- 
ca que el trabajo positivo efectuado por el resorte (el cual 
damos por sentado que se comprime a partir de su longitud 
de relajamiento) tiende a aumentar la energia del bloque, 
y el trabajo negativo efectuado por la superficie horizontal 
tiende a disminuir la energia del bloque. 


Consideremos ahora que el sistema consta del bloque y 
el resorte (Fig. 14 b). El sistema tiene ahora una energia 
potencial (la asociada a la fuerza del resorte). La fuerza 
de friccion es la unica fuerza externa que efectua un 
trabajo sobre el sistema. Para esta definicion del sistema 
escribiremos la conservacion de la energia como: 

AU+AK+ AE iM = W f . (30) 

La energia del sistema es ahora U + K + E mt ; en este caso, 
las transferencias de energia entre el resorte y el bloque 
no cambian la energia del sistema. La fuerza del resorte 
es una fuerza interna que puede transferir energia dentro 
del sistema de una forma a otra {U *-* K), pero no puede 
cambiar la energia total del sistema. El trabajo negativo 
(de friccion) de la superficie horizontal puede disminuir 
la energia del sistema. 

Finalmente, definamos que el sistema incluye a la me¬ 
sa (Fig. 14c). Ahora no existe una fuerza externa, con- 
servativa o no, que sea responsable de las transferencias 
de energia que penetran las fronteras del sistema. Con 
esta definicion del sistema, el trabajo extemo es cero, y 
entonces 

AU+ AK+ A£ int = 0. (31) 

La fuerza de friccion es ahora una fuerza interna, junto 
con la fuerza del resorte. La energia puede ser transferida, 
dentro del sistema, de energia mecanica U + K del bloque 
+ el resorte a energia interna del bloque + la mesa, pero 
la energia total (mecanica + interna) permanece constante. 
Supongamos, por ejemplo, que soltamos al bloque desde 
el reposo con el resorte comprimido. El bloque se desliza 
por la mesa hasta que llega al reposo. En este caso AK — 
0 (porque K ( = K, = 0), y por lo tanto A E m = - U. La 
perdida de energia potencial que estaba originalmente 
almacenada en el sistema resulta en un aumento de la 
energia interna del sistema. De este analisis no podemos 
determinar los cambios individuales en la energia interna 
del bloque y de la mesa, solo el cambio total del sistema 
en conjunto. 

La fuerza de friccion es un ejemplo de una fuerza no 
conservativa, disipadora. En un sistema mecanico cerrado 
como el que aqui se ilustra, la energia mecanica se trans¬ 
forma en energia interna por la fuerza de la friccion. La 
energia mecanica no se conserva en este caso, siendo 
compensada la perdida de energia mecanica por una ga- 
nancia equivalente de la energia interna. (No todas las 
fuerzas no conservativas son disipadoras; algunas fuerzas 
no conservativas, como la fuerza magnetica, pueden au¬ 
mentar la energia mecanica de un sistema. Aun la fuerza 
de la friccion puede, en ciertas condiciones dar por resul- 
tado un aumento en la energia mecanica del sistema. ^Se 
le ocurre a usted algun ejemplo en el que esto pueda 
suceder?) 


Notese que en los ejemplos anteriores hemos expresado 
la energia potencial macroscopica de un resorte como un 
termino explicito. Podriamos haber considerado la ener¬ 
gia almacenada en el resorte como una parte de la energia 
interna del sistema. Sin embargo, por conveniencia, ele- 
gimos separar terminos macroscopicos que puedan facil- 
mente ser tornados en cuenta, dejando en E M los terminos 
microscopicos restantes que no estan incluidos en U. Esto 
es, el reordenamiento de las moleculas del resorte se halla 
incluido en U, mientras que el reordenamiento de las 
moleculas del bloque y de la mesa se incluyen en E im . Esta 
clasificacion un tanto arbitraria se hace por conveniencia 
al discutir la energia de este sistema particular. 

La ecuacion 28 representa un primer paso en el avance 
de una ley de la conservacion de la energia macanica a 
una ley generalizada de la conservacion de la energia. Esto 
es, esta ley generalizada puede enunciarse como sigue: 

En un sistema aislado, la energia puede ser trans- 
formada de una clase a otra, pero no puede ser creada 
o destruida; la energia total del sistema permanece 
constante. 

Por “aislado” nos referimos a que no se efectua sobre el 
sistema ningun trabajo extemo, conservative o no conser¬ 
vative. Esta definicion de la conservacion de la energia es 
una generalizacion de nuestra experiencia, hasta ahora no 
desmentida por ningun experimento de laboratorio o por 
observacion de la naturaleza. 

En algunas ocasiones, en la historia de la fisica, esta ley 
parecia tener fallas, pero su aparente invalidez estimulo 
la busqueda de alguna otra forma de energia que pudiera 
ser incluida en una ley aun mas general que fuera capaz 
de explicar la observacion. Por ejemplo, en la decada de 
1920 se hicieron estudios experimentales de la desintegra¬ 
cion beta nuclear, una forma de desintegracion radioacti- 
va en que los electrones son emitidos por un nucleo 
atomico. Estos experimentos demostraron que los electro¬ 
nes eran emitidos con menor energia de la esperada, con 
base en el conocimiento de la energia total del nucleo 
antes y despues de la desintegracion. Se hicieron muchas 
sugerencias para explicar esta energia “faltante”. Segun 
se propuso en ese entonces, cuando los electrones salian 
del nucleo, chocaban con los electrones atomicos y cedian 
algo de su energia en estas colisiones. Si esto fuera asi, 
este proceso causaria un aumento en la energia interna del 
sistema consistente en los electrones emitidos mas los 
atomos desintegrados. Tal aumento en la energia interna 
se revelaria como una elevacion en la temperatura de la 
muestra radioactiva. Experimentos precisos no lograron 
revelar ningun aumento en la temperatura, y la hipotesis 
fue rechazada. En 1930, el fisico suizo Wolfgang Pauli 
expuso la hipotesis correcta. Pauli propuso que, ademas 
del electron, se emitia una segunda particula en la desin¬ 
tegracion beta que llevaba consigo la energia “faltante”. 
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Esta parti'cula, llamada neutrino, daba muestras de ser 
extremadamente evasiva; si bien la hipotesis de Pauli fue 
pronto confirmada por metodos indirectos, tuvieron que 
transcurrir 25 anos mas hasta que el neutrino pudiera ser 
observado directamente. Esta prediccion de la existencia 
del neutrino, basada en la fe sobre la conservacion de la 
energia, tuvo un efecto extraordinario en el desarrollo de 
la fisica de las particulas elementales en las decadas 
siguientes. El neutrino es una de las particulas elementa¬ 
les mas fundamentales, y el estudio de sus propiedades y 
sus interacciones con otras particulas ha contribuido a 
nuestra comprension de la estructura subyacente del mun- 
do material. 


Problema muestra 6 Un aficionado de los Cachorros de 
Chicago deja caer una bola de beisbol (de masa m = 0.143 kg) 
desde la cima de la Torre Sears a una altura h de 443 m 
(= 1450 ft). La bola alcanza una velocidad terminal ude 42 m/s 
(vease la seccion 6-7). Halle el cambio en la energia interna 
de la bola y del aire circundante durante la caida a la superfi- 
cie de la Tierra. 

Solucion Contemplemos al sistema como formado por la bola 
de beisbol, el aire a traves del cual cae, y la Tierra. Ninguna 
fuerza externa actua sobre este sistema; la fuerza de la gravedad 
de la Tierra sobre la bola y la fuerza del arrastre del aire sobre 
la bola son fuerzas intemas del sistema, como lo hemos definido 
ya. El cambio en la energia potencial del sistema es 

A U= U r - U^O-mgh 

= -(0.143 kg)(9.80 m/s 2 )(443 m) = -621 J. 

El cambio de la energia cinetica durante la caida es 

A K = K { - K { = \mv 2 - 0 = £<0.143 kg)(42 m/s) 2 = 126 J. 

(Despreciamos aqui el movimiento de la Tierra bajo la atraccion 
gravitatoria de la bola.) Segun la ecuacion 28, podemos expresar 
la conservacion de la energia como: A U + A K + AE m = 0, porque 
no existe un trabajo extemo efectuado sobre el sistema. Resol- 
viendo para la energia interna, obtenemos 

AE int = —At/ — AK = —(—621 J) - 126 J = 495 J. 

Este aumento de la energia interna puede ser observado como 
una elevacion de temperatura de la bola y el aire que la rodea, 
o quizas como la energia cinetica del aire dejada en el trayecto 
por la bola al caer. Usando la ecuacion 28 solamente, no 
podemos situar a la energia entre estas formas. Para hacerlo, 
debemos de aislar a la bola o al aire como nuestro sistema y 
calcular el trabajo efectuado por las fuerzas externas que actuan 
sobre el. Este procedimiento, que requiere un conocimiento de 
la fuerza de arrastre entre la bola y el aire asi como los detalles 
del movimiento de la bola, es demasiado complejo para que lo 
resolvamos aqui. 

En este problema hemos supuesto que el aumento de la 
energia interna permanece dentro del sistema, como hemos 
definido ya. En la practica, las diferencias de temperatura entre 
la bola o el aire y su entorno daran por resultado otra clase de 
transferencia de energia llamada calor, la cual estudiaremos en 
el capitulo 25. 


Problema muestra 7 Un bloque de 4.5 kg es empujado hacia 
arriba por un piano inclinado a 30° con una velocidad inicial v 
de 5.0 m/s. El bloque recorre una distancia d = 1.5 m por el piano 
mientras su velocidad disminuye gradualmente hasta cero. (a) 
^Cuanta energia mecanica pierde el bloque en este proceso 
debido a la friccion? (£>) El bloque se desliza luego hacia abajo 
por el piano desde el reposo. Suponiendo que la friccion pro- 
duzca la misma perdida de energia mecanica durante el trayecto 
hacia abajo, ^cual es la velocidad del bloque cuando pasa por 
su posicion inicial? 

Solucion (a) Al igual que lo hicimos en el problema muestra 
6, despreciamos los cambios en la energia de la Tierra en nuestro 
calculo y consideramos los cambios en la energia cinetica del 
bloque solamente. El cambio en la energia potencial es 

A U = Uf — U^mgh-0 

= (4.5 kg)(9.8 m/s 2 )(1.5 m)(sen 30°) = 33 J. 

El cambio en la energia cinetica entre la parte inferior y la 
superior del piano es 

AK = K ( -K, = 0 - ±mv 2 = -£(4.5 kg)(5.0 m/s) 2 = -56 J. 

El cambio en la energia mecanica es 

AE = AU + AK=33 J —56J = —23 J. 

Notese que, de acuerdo con la ecuacion 28, esta perdida en la 
energia mecanica puede escribirse como - A E M + W v Aqui, A E ml 
es una cantidad positiva que representa el aumento en la energia 
interna del bloque (no del bloque + el piano), y W s es el trabajo 
extemo (negativo) efectuado sobre el bloque por la fuerza de 
friccion del piano. Sin informacion adicional, no podemos 
calcular estas cantidades por separado. 

( b ) Ahora AK‘ representa el cambio en la energia cinetica 
entre el primer paso y el segundo por el fondo del piano. El 
cambio correspondiente en la energia potencial AU' es de cero. 
La ecuacion 28 nos da 

A K' = - A U'+ (-A E[ m + W' t ). 

La cantidad dentro del parentesis tienq el valor 2(-23 J) = -46 
J, porque se nos dice que la perdida en la energia mecanica 
durante el trayecto hacia abajo es igual a la del trayecto hacia 
arriba. Asi AK' = K, - AT, = -46 J, y la energia cinetica en el fondo 
del piano es 


K f = 56 J — 46 J = 10 J. 


La velocidad conespondiente es 



[WT) 
V 4.5 kg 


= 2.1 m/s. 


Base microscopica de la energia interna (Opcional) 

Consideremos un objeto como el bloque deslizante estudiado 
anteriormente o la bola de beisbol en caida del problema mues¬ 
tra 6. El teorema trabajo-energia aplicado a determinada parti- 
cula (digamos, un atomo) dentro del sistema compuesto puede 
escribirse como AK t = W it donde el subindice i indica una da las 
iVparticulas del objeto. Aqui W. significa el trabajo total debido 
a todas las fuerzas que actuan sobre esa parti'cula. Podemos 



Figura 15 La radiacion gamma 
ha convertido a su energia en un 
positron y un electron. Las dos 
particulas dejan rastros visibles en 
la camara de burbuja donde fueron 
creadas. Los rastros son curvos, 
porque un campo magnetico 
intenso ejerce una fuerza que 
siempre es perpendicular a la 
velocidad de las particulas, pero de 
direccion opuesta para las 
particulas de cargas electricas 
opuestas. 


aplicar el teorema trabajo-energia separadamente a cada par- 
ticula del sistema y luego sumar las N ecuaciones resultantes 
para obtener 

2 AKj = 2 W it (32) 

donde el subindice i va desde 1 hasta N. En el lado derecho de 
la ecuacion 32, dividimos el trabajo total efectuado sobre el 
objeto en dos partes, tales que LW. = W M + W tM . El termino W im 
incluye el trabajo efectuado por las fuerzas que los atomos o las 
moleculas del sistema ejercen entre si, y el termino W txt incluye 
cl trabajo efectuado por todas las fuerzas externas. En el lado 
izquierdo de la ecuacion 32, dividimos la energia cinetica total 
en dos partes: una parte, indicada por K, representa el movi¬ 
miento global de todo el objeto; la segunda parte, indicada por 
K m , representa el total de todos los movimientos intemos al azar 
de los atomos o de las moleculas del objeto. (El procedimiento 
para hacer esta division sera explicado en el capitulo 9 cuando 
consideremos el movimiento del centro de masa; por ahora, 
supondremos simplemente que tal division es posible.) Pode¬ 
mos entonces reescribir la ecuacion 32 asi: 

AK+AK ini =W mt + W cxl . (33) 

Suponetnos que, a nivel microscopico, todas las fuerzas son 
conservativas, y asi el trabajo interno total puede ser sustituido 
por una energia potencial interatomica o intermolecular total 
correspondiente, de modo que W M = -A u - A lfml . Pudimos haber- 
la expresado simplemente como -A U^, pero por conveniencia 
agruparemos algunas energias potenciales microscopicas en un 
termino macroscopico facilmente calculable representado por 
U, como la energia potencial del resorte estudiada anteriormen¬ 
te. Haciendo esta sustitucion y reordenando los terminos, ob¬ 
tenemos 

AU + AK + (AU int + A K mt ) = W ext . (34) 

Con AE U<1 - AU M + AK inl , obtenemos la ecuacion 28. Entonces, 
el termino de la energia interna se sigue directamente al aplicar 
el teorema trabajo-energia microscopicamente a un objeto. ■ 


8-7 MASA Y ENERGIA* (Opcional) 

Un tipo comun de radioactividad que se observa facilmente en 
el laboratorio es la emisidh de positrones , proceso por el cual 


* Esta seccion puede ser omitida o pospuesta hasta que se 
estudie la relatividad en el capitulo 21. 


un nucleo atomico emite un positron, que es una parti'cula de la 
misma masa que el electron pero de carga electrica opuesta 
(positiva). Cuando los positrones encuentran a los electrones en 
la materia ordinaria, observamos el proceso llamado aniquila- 
cidn positron-electrdn. En este proceso el electron y el positron 
desaparecen y, en su lugar, encontramos solamente radiacion 
electromagnetica. Simbolicamente, podemos representar este 
proceso asi: 

e + + e~ —» radiacion, 

donde e* y e" representan al positron y al electron, respectiva- 
mente. La figura 15 ilustra el proceso in verso en que la radiacion 
gamma se convierte en un electron y un positron; este proceso 
se conoce como production de pares. 

Consideremos un sistema (Fig. 1 6a) consistente en un posi¬ 
tron y un electron de energias cineticas pequeiias, despreciables, 
y separados por una distancia suficientemente grande para que 
la energia potencial (debida a la fuerza electrostatica entre ellos) 
pueda ser tambien despreciada. Llegara un momento en que, el 
positron y el electron se encuentren y se aniquilen, y la radiacion 
resultante escape por la frontera del sistema (Fig. 1 6b). Por 
medidas del entorno apropiadas, podemos determinar la energia 
de la radiacion que escapa del sistema y hallamos que, en cada 
suceso de aniquilacion, la radiacion lleva 1.022 MeV de energia 
fuera del sistema. Cuando esta radiacion es absorbida por los 
atomos del entorno, se efectua un trabajo sobre el entorno por 
la cantidad de 1.022 MeV por las fuerzas electromagneticas 
asociadas con la radiacion. Puesto que la ecuacion 28 esta 
expresada en terminos del trabajo efectuado sobre un sistema 
por su entorno, consideramos en este caso que el entorno efectua 
un trabajo negativo W en la cantidad de -1.022 MeV sobre el 
sistema. 

Al aplicar la ecuacion 28 a este sistema, ello nos lleva a una 
violacion aparente de la conservacion de la energia; el lado 
derecho de la ecuacion 28 es igual al valor negativo W, pero el 
cambio de energia correspondiente en el lado izquierdo necesa- 
rio para mantener la igualdad no es obvio. Podriamos, por 
ejemplo, proponer una disminucion en la energia interna que 
sea numericamente igual a W, pero no esta nada claro cual es la 
clase de energia interna presente en el sistema original que falta 
en el sistema final. 

La solucion a este dilema puede hallarse por la famosa 
ecuacion de Albert Einstein propuesta en 1905, que relaciona 
a la masa con la energia, mucho antes de que se llevaran a 
cabo experimentos tales como la aniquilacion electr6n-posi- 
tron: 

E 0 = me 2 , (35) 
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Figura 16 (a) Un sistema consistente en un positron e* y un 
electron e\ (b) Despues de que el positron y el electron se 
aniquilan, la radiacion resultante sale por la frontera del 
sistema. 


donde c representa la velocidad de la luz.* Esta ecuacion nos 
dice que la masa es una forma de energia y que una particula de 
masa m tiene asociada a ella una energia en reposo E 0 dada 
por me 2 . Esta energia en reposo puede ser considerada como 
la energia interna de un cuerpo en reposo. Asi, el electron y 
el positron tienen energia interna unicamente a causa de sus 
masas. Para cada particula, podemos calcular la energia de 
reposo asi: 


E 0 = me 2 


(9.11 X 10~ 31 kg)(3.00 X 10 8 m/s) 2 
1.60 X 10" 13 J/MeV 


= 0.511 MeV. 


La energia interna total (energia en reposo) de las dos particulas 
iniciales es, entonces, 2(0.511 MeV) = 1.022 MeV, por lo que 
el cambio en la energia de reposo del sistema es -1.022 MeV. 
El trabajo negativo efectuado sobre el sistema de la figura 16 
esta equilibrado por una perdida equivalente en la energia de 
reposo del sistema. Tomando en cuenta apropiadamente las 
energias en reposo de las particulas, hallamos que la energia se 
conserva. 

La ecuacion 35 nos dice tambien que siempre que sumemos 
energia A E a un objeto material que permanezea en reposo, 
aumentamos su masa en una cantidad Am - A E/c 2 . Si compri- 
mimos un resorte y aumentamos su energia potencial en una 
cantidad AU, entonces su masa aumenta en U/c 2 . Si elevamos 
la temperatura de un objeto, aumentando su energia interna en 
AE ml durante el proceso, aumentamos su masa en AE m Jc 2 . Estos 
cambios de masa son muy pequefios y normalmente estan mas 
alia de nuestras posibilidades de medirlos en el caso de objetos 
ordinarios (a causa de que c 2 es un numero muy grande); pero 
en el caso de desintegraciones y reacciones de nucleos y de 
particulas subnucleares, el cambio de masa relativo puede ser 
lo suficientemente grande como para ser medible. 

Dentro de la frontera del sistema de la figura 13, los cambios 
en la energia potencial U y en la energia interna E- M pueden, 
entonces, ser asociados con cambios en la energia de reposo E 0 
del sistema. En este caso, podemos escribir la ecuacion 28 asi: 

AE 0 + AK=W. (36) 

Aqui, W representa la energia (en forma de trabajo) intercam- 
biada entre el sistema y su entomo. Notese que el lado izquierdo 
de la ecuacion 36 incluye solamente dos terminos: la energia de 


* Aunque los fisicos estan de acuerdo con los resultados de los 
calculos relativistas, no existe un acuerdo universal sobre la 
interpretacion de la ecuacion 35. Vease “The Concept of Mass”, 
por Lev B. Okun, Physics Today, junio de 1989, pag. 31, 
que resume los puntos de vista sustentados por muchos fisicos 
y adoptados para su uso en este libro. 


reposo (la cual incluye todos los tipos de energia de un sistema 
en reposo) y la energia de movimiento (cinetica). Aplicada al 
caso de la aniquilacion electron-positron (donde A K = 0), la 
ecuacion 36 muestra directamente que el trabajo extemo (nega¬ 
tivo) asociado con la radiacion tiene su origen en una disminu¬ 
cion de la energia en reposo del sistema original. 

Examinando la situacion de la figura 166 en un tiempo 
despues de que la radiacion ha sido emitida pero antes de que 
haya sido absorbida por el entomo, hallamos que la ecuacion 35 
nos conduce a otra conclusion. Para que la energia se conserve 
en ese tiempo intermedio, debemos asignar a la radiacion una 
masa Am = AEJc 2 . Entonces la ecuacion 35 afirma que la 
energia tiene masa. 

Por lo tanto concluimos que la conservacion de la energia es 
equivalente a la conservacion de la masa. Como escribio Eins¬ 
tein: “La fisica prerrelativista contiene dos leyes de conserva¬ 
cion de importancia fundamental, esto es, la ley conservativas 
de la energia y la ley de conservacion de la masa; estas dos 
aparecen alii como completamente independientes entre si; por 
la teoria de la relatividad se funden en un solo principio”. 

Podemos aplicar la ecuacion 36 a otros sistemas aislados que 
consten de particulas y radiacion. Consideremos a una estrella 
como el Sol como nuestro sistema. El Sol irradia una energia 
de 4 x 10 26 J cada segundo. Como lo hicimos en el caso de la 
aniquilacion electron-positron, vemos a esta energia radiante 
como una disminucion en la energia en reposo del sistema, y el 
cambio de masa correspondiente es 



— 4 X 10 26 J 
(3 X 10 s m/s) 2 


10 9 kg 


por cada segundo. Esta disminucion de masa es bastante signi- 
ficativa segun normas ordinarias, pero bastante pequena com- 
parada con la masa total del Sol (2 x 10 30 kg). En un ano, la masa 
del Sol disminuye en una fraction de tan solo 6 x 10' 14 . 

Tracemos ahora la frontera del sistema alrededor de la super¬ 
nova 1987 (Fig. 17), la primera en casi 400 anos que fue visible 
a simple vista.* La supernova es una estrella que ha empleado 
su provision de combustible termonuclear y explota de manera 
espectacular. En cuestion de unos 10 segundos, se cree que la 
supernova 1987 convirtio alrededor del 10% de su energia en 
reposo (aproximadamente equivalente a la masa de dos soles) 
en radiacion y otras formas de energia. El cambio en energia en 
reposo correspondiente a dos masas solares seria 


A E 0 = A me 2 = -2(2 X 10 30 kg)(3 X 10 8 m/s) 2 = -4 X 10 47 J. 


La energia irradiada durante ese lapso de 10 segundos, que 
equivale a una potencia de 4 x 10 46 W, es jeasi igual a la del 
total combinado de todas las demas estrellas y galaxias del resto 
del Universo visible! 


Problema muestra 8 Dos bolas de mastique de 35 g son 
arrojadas una contra otra, cada una a una velocidad de 1.7 m/s. 
Las bolas chocan de frente y quedan pegadas entre si. ^En 
cuanto difiere la masa resultante de las dos bolas combinadas 
de la suma de las masas de las dos bolas por separado? 

Solution Tratemos a las dos bolas de mastique como un 
sistema aislado y apliquemos la ecuacion 36. Existe un cambio 


* Vease “The Great Supernova of 1987”, por Stan Woosley y 
Tom Weaver, Scientific American, agosto de 1989, pag. 32. 



Figura 17 La supernova 1987, en el centro, destaca con su 
brillo de las demas estrellas de esta fotografia. 


(negativo) en la energia cinetica de este sistema, con un valor 
final de cero despues de la colision y un valor total K i de las dos 
bolas antes de la colision. No interviene aqui ningun trabajo 
extemo, de manera que tenemos 

AK+AE 0 = (0 - K) + A E 0 = 0, 


o sea 


AE 0 = K { = 2(\mv 2 ) = (0.035 kg)(1.7 m/s) 2 = 0.101 J. 


Este aumento de la energia en reposo podria ser en forma de 
energia interna, dando por resultado, quizas, un incremento 
de la temperatura del sistema combinado. El incremento de 
masa correspondiente es 



0.101 J 

(3.00 X 10 8 m/s) 2 


= 1.1 X 10“ 18 kg. 


Un incremento de masa tan diminuto esta, desesperanzadamen- 
te, mas alia de nuestra posibilidad de medirlo. 


Problema muestra 9 En un experimento llevado a cabo en 
1989 en el Stanford Linear Collider, se produjeron particulas Z° 
cuando un haz de electrones choco de frente con un haz de 
positrones de la misma energia cinetica. Halle la energia cine¬ 
tica de los dos haces necesaria para producir el Z°, que tiene una 
energia en reposo de 91.2 GeV (1 GeV = 10 9 eV). 


positron de 0.511 MeV de energia en reposo cada uno) y el 
estado final (el Z°) es 

AE 0 = 91.2 GeV - 2(0.511 MeV) = 91.2 GeV, 

siendo aqui bastante insignificante la energia de reposo total del 
electron y el positron (1.022 MeV = 0.001022 GeV). De la 
ecuacion 36, obtenemos 

A K = - A£o = -91.2 GeV = K { - K,. 

Si suponemos que el Z° se produjo en reposo, entonces K s = 0 y 
las energias del positron y del electron deben ser, cada una, 
0.5(91.2 GeV) = 45.6 GeV. Al contrario del problema muestra 
anterior, el cambio relativo en la energia (o en la masa) en 
reposo dentro del sistema es sustancial en este caso, siendo la 
masa final alrededor de 100,000 veces la masa inicial.* ■ 


8-8 CUANTIZACION DE LA ENERGIA 

(Opcional) 

En la section anterior hemos visto como la conservacion de la 
energia es compatible con la relatividad; por lo tanto, conforme 
a ello, ampliamos nuestro concepto de energia para incluir la 
energia en reposo de un sistema. Aqui consideraremos la con- 
servacion de la energia en un caso limite diferente, en donde 
nos acercamos al limite cuantico de los sistemas en la escala 
atomica o nuclear. 

Si damos al sistema bloque-resorte alguna energia inicial y 
lo soltamos, el sistema oscilara de un lado al otro. Si existe 
friccion, el movimiento desaparecera gradualmente. La perdida 
de energia del sistema debido al trabajo extemo de la fuerza de 
friccion parece ser liana y continua. 

Por otra parte, consideremos un oscilador consistente en una 
molecula diatomica: dos atomos acoplados por una fuerza que 
actua a modo de resorte. Si le proporcionamos a este sistema 
alguna energia y permitimos que oscile, hallamos que emite 
radiacion y termina por disipar tanta cantidad de energia como 
puede. Sin embargo, existe una diferencia importante entre este 
oscilador atomico y el sistema bloque-resorte: en la escala 
atomica, los cambios de movimiento no ocurren continuamente 
sino en saltos discretos discontinues. La conservacion de la 
energia se aplica en esta escala microscopica: la diferencia 
de energia entre los estados inicial y final es igual a la energia 
A E transportada por la radiacion, o sea que 


\AE\ = E,-E { . 


(37) 


Notese que E, > E, si el sistema entrega energia. 

Las radiaciones emitidas en la escala atomica son discretas: 
solo son posibles ciertos cambios de energia, al contrario de lo 
que sucede en la situacion clasica donde el cambio de energia 
puede ser tratado como una variable continua. Como veremos 
en el capitulo 49 de la version extendida de este texto, los saltos 
de la energia permitidos se relacionan con la frecuencia v del 
oscilador de acuerdo con 


Solucion Como en la colision entre las bolas de mastique 
consideradas en el problema muestra 8, supongamos que no 
existe un trabajo externo (es decir, no hay radiacion) para tomar 
en cuenta antes o despues de la colision. El cambio en la 
energia en reposo entre el estado inicial (un electron y un 


E, — E f = hv, 


(38) 


* Vease “The Stanford Linear Collider”, por John R. Rees, 
Scientific American, octubre de 1989, pag. 58. 
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donde h es una constante llamada la constante de Planck y que 
tiene el valor 

h = 6.63 X 10 -34 J-s 
= 4.14 X 10~ 15 eV-s. 

La figura 18 muestra un esquema del proceso en el que un 
sistema (quizas un atomo o un nucleo) salta desde una energia 
inicial E, hasta una energia final E„ con la emision de radiacion 
de energia h v. Este haz discreto de energia recibe el nombre de 
cuanto (termino que proviene del latin quantum), y los estados 
de energia se dice que se hallan cuantizados, lo que significa 
que tienen valores definidos y discretos. 

La figura 19 muestra un ejemplo de algunos estados de 
energia cuantizados de un atomo de sodio. El atomo puede exis- 
tir en cualquiera de estos estados de energia, pero no puede tener 
una energia intermedia entre estos valores permitidos. Esta 
estructura es responsable de las radiaciones discretas emitidas 
por los atomos; por ejemplo, el sodio emite luz de un color 
amarillo caracteristico (como puede verse en las lamparas de 
vapor de sodio en las calles) cuando el atomo salta del estado 
de energia E t (llamado primer estado excitado) al estado E t 
(llamado estado base). 

La figura 20 muestra la estructura “cuantizada” de un oscila- 
dor clasico, como el pendulo. Los estados pueden ser discretos, 
pero estan tan proximos entre si que los saltos entre estados 
individuales pueden ser considerados como un proceso conti- 
nuo. Supongamos que la frecuencia del pendulo es de una 
oscilacion por segundo (u = 1/s). Segiin la ecuacion 38 el 
“cuanto de energia” tiene el valor 

/iu = (6.63 X KT 34 J • s)( 1 s _1 ) = 6.63 X 10 -34 J. 

Esta diminuta cantidad esta muy lejos de nuestra posibilidad de 
determinar energias en objetos macroscopicos, como el pendu¬ 
lo, y, por lo tanto, esta estructura discreta no puede ser obser- 
vada. En un pendulo, por ejemplo, corresponde a cambiar la 
amplitud de la oscilacion por una distancia ;del orden de 10"“ 
m, o alrededor de 1/10 22 del diametro de un atomo! Podemos 
prescindir perfectamente del comportamiento cuantico de los 
objetos ordinarios. 

La conservacion de la energia en la escala microscopica 
puede ser probada observando las radiaciones emitidas por 
atomos o micleos que efectuan saltos discretos entre niveles, ya 
sea en la emision de radiacion (como en la Fig. 18) o en el 
proceso inverse en el que un atomo originalmente en el estado 
base (el estado de energia mas bajo) absorbe un cuanto de 
radiacion y da un salto hacia arriba al estado de mayor energia. 
Tales experimentos, que implican emision y absorcion, pueden 
llevarse a cabo con precision extraordinaria, del orden de 1 parte 
en 10 15 de la diferencia de energia entre los estados. Cada 
experimento de esta clase ha sido consistente con la conserva¬ 
tion de energia en la escala microscopica. ■ 



- E, 


Figura 18 Un sistema en el estado inicial emite radiacion 
de energia h'v que lo conduce al estado final. 
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Figura 19 Algunos de los niveles de energia de un atomo 
de sodio, correspondientes a los diversos estados cuanticos 
en los que puede existir el atomo. El estado inferior, indicado 
por E t , se denomina estado base. El atomo emite una luz 
amarillo-sodio caracteristica cuando cambia del estado de 
energia E t al estado base, como se indica con la flecha 
vertical. El atomo puede existir solamente en los estados 
indicados; no se permite, por ejemplo, que tenga la energia E x 
mostrada entre E 2 y E v 



Figura 20 Los niveles de energia de un pendulo tambien 
estan cuantizados, pero los niveles estan tan proximos entre 
si, que no pueden distinguirse, ni siguiera bajo el escrutinio 
mas escrupuloso. Ninguna lente de aumento podria nunca 
revelamos la estructura cuantizada de un pendulo. 


PREGUNTAS 

1. iQue le pasa a la energia potencial que pierde un elevador 
al bajar desde la parte mas alta de un edificio hasta que se 
detiene en la planta baja? 


2. Las carreteras en la montaiia rara vez suben en linea recta 
la ladera de la montaiia, sino que la suben serpenteando 
gradualmente. Explique por que. 


3. Las bolsas de aire reducen notablemente el riesgo de danos 
personales en un accidente de automovil. Explique como 
lo hacen, en terminos de transferencia de energia. 

4. El salto con pertiga (o garrocha) sufrio una transformation 
cuando la pertiga de madera fue sustituida por la pertiga 
de fibra de vidrio. Explique por que. 

5. Dejamos caer un objeto y observamos que rebota de una 
a una y media veces su altura original. ^Que conclusiones 
podemos extraer? 

6. Una pelota que se deja caer a tierra no rebota mas alto 
del punto donde se la solto. Sin embargo, las salpicadu- 
ras desde el fondo de una cascada pueden en ocasio- 
nes elevarse h asta mas arriba que la altura de esta. ^Por 
que es asi? 

7. Un terremoto puede liberar la energia suficiente para 
devastar una ciudad. £ Donde reside esta energia un ins- 
tante antes de que ocurra el terremoto? 

8. La figura 21 muestra un tubo circular de vidrio asegurado 
a una pared vertical. El tubo esta lleno de agua excepto 
por una burbuja de aire que temporalmente esta en reposo 
en la parte baja del tubo. Explique el movimiento de la 
burbuja que sigue a continuation en terminos de transfe¬ 
rencia de energia. Desprecie las fuerzas tanto viscosa 
como de friction, primero, y despues expliquelo tenien- 
dolas en cuenta completamente. 



Figura 21 Pregunta 8. 


9. En el problems muestra 3 (vease la Fig. 8) concluimos que 
la velocidad del carrito de la montaiia rusa en el fondo del 
carril no depende en absoluto del perfil del mismo. ^Seria 
esto asi en el caso de que hubiera friccion? 

10. Teniendo en cuenta como la energia potencial de un 
sistema de dos moleculas identicas se relaciona con la 
separation de sus centros, explique por que un liquido que 
se reparte en una capa delgada tiene mas energia potencial 
que la misma masa de liquido en forma esferica. 

11. Un pendulo en oscilacion llega finalmente al reposo. ^Es 
esta una violation de la ley de la conservacion de la 
energia mecanica? 

12. Un articulo cientifico (“The Energetic Cost of Moving 
About”, por V. A. Tucker, American Scientist, julio-agos- 
to de 1975, pag. 413) asegura que caminar y correr 
son dos formas de locomocion extremadamente ineficien- 
tes y que los pajaros, los peces y los ciclistas consiguen 
una eficiencia mucho mayor. iSe le ocurre a usted una 
explicacion para esto? 


13. Un automovil se mueve a lo largo de una carretera. El 
conductor frena bruscamente y el automovil patina hasta 
detenerse. /,En que forma aparece la energia cinetica per- 
dida por el automovil? 

14. En la pregunta anterior, supongase que el conductor opera 
sobre los frenos de modo tal que no hay ni patinaje ni 
deslizamiento. En este caso, ^en que forma aparece la 
energia cinetica perdida por el automovil? 

15. Un automovil acelera desde el reposo hasta una velocidad 
v, en condiciones tales que no ocurre ningun deslizamien¬ 
to en las ruedas. ^De donde proviene la energia mecanica 
del automovil? En particular, ^proviene acaso de la fuerza 
de friccion (estatica) ejercida por la carretera en el auto¬ 
movil? 

16. En el caso de un trabajo efectuado contra la friccion, el 
cambio en la energia interna es independiente de la velo¬ 
cidad (o del marco de referenda inercial) del observador. 
Esto es, observadores diferentes asignarian la misma can¬ 
tidad de energia mecanica transformada en energia interna 
debida a la friccion. ^Como puede explicarse esto, consi- 
derando que tales observadores miden cantidades diferen¬ 
tes de trabajo total efectuado y cambios diferentes de la 
energia cinetica en general? 

17. De ejemplos fisicos del equilibrio inestable, del equilibrio 
neutral, y del equilibrio estable. 

18. En el articulo “Energy and the Automobile”, que aparecio 
en la edition de octubre de 1980 de The Physics Teacher 
(pag. 494), el autor (Gener Waring) afirma: “Es interesan- 
te observar que toda la energia de entrada del combustible 
finalmente se transforma en energia termica y se esparce 
a lo largo del trayecto del automovil”. Analice los diversos 
mecanismos por los que esto podria suceder. Considerese, 
por ejemplo, la friccion de la carretera, la resistencia del 
aire, el frenado, la radio del automovil, los faros, la bateria, 
las perdidas intemas del motor y del tren de transmision, 
el claxon, y asi sucesivamente. Supongase una carretera 
recta y nivelada. 

19. Reconozca en el Sol tantas fuentes de energia como pueda. 
^Se le ocurre alguna que no pueda derivarse del Sol? 

20. Explique, usando ideas de trabajo y de energia, como 
puede un nino impulsar el columpio al maximo partiendo 
del reposo. (Vease “How to Make a Swing Go”, por R. V. 
Hesheth, Physics Education, julio de 1975, pag. 367.) 

21. Dos discos estan unidos por un resorte rigido. ^Puede 
usted oprimir el disco superior lo suficiente para que, 
cuando sea soltado, mediante el resorte levante al disco 
inferior separandolo de la superficie de la mesa? (vease la 
Fig. 22). ^Puede conservarse la energia mecanica en tal 
caso? 

22. Explique los terminos “conservacion de la energia” como 
se usan (a) en este capitulo y (b) en conexion con una 
“crisis de energia” (por ejemplo, apagando las luces). 
^Cdmo difieren estos dos usos? 

23. La potencia electrica de una pequeha poblacion es propor- 
cionada por una planta hidroelectrica instalada en un rio 
cercano. Si usted apaga un foco en este sistema de ener¬ 
gia cerrado, la conservacidn de la energia requiere que una 
cantidad igual de energia, quizas en otra forma, aparezea 
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Figura 22 Pregunta 21. 


en alguna otra parte del sistema. ^Donde y en que forma 
apareceria esta energia? 

24. Se comprime un resorte atando sus extremos firmemente 
entre si. Luego se sumerge en acido y se disuelve. ^Que 
le sucede a la energia potencial almacenada? 

25. La expresion E 0 = me 2 nos dice que objetos perfectamen- 
te ordinarios como una moneda o un guijarro contienen 


una cantidad enorme de energia. ^Por que estos grandes 
almacenamientos de energia pasaron inadvertidos tanto 
tiempo? 

26. “Las explosiones nucleares (peso por peso) liberan alre- 
dedor de un millon de veces mas energia que las explo¬ 
siones quimicas, porque las explosiones nucleares estan 
basadas en la relacion de Einstein E 0 = me 2 . ^Quc piensa 
usted de esta afirmacion? 

27. ^Como pueden ser “equivalentes” la masa y la energia en 
vista del hecho de que son cantidades fisicas totalmente 
diferentes, definidas de modo diferente y medidas en 
unidades diferentes? 

28. Una esfera metalica caliente se enfria cuando esta sobre 
la plataforma de una bascula. Si la bascula es lo suficien- 
temente sensible, ^indicaria ello un cambio de masa? 

29. Existen cantidades cuantizadas en fisica clasica (es decir, 
en la fisica no cuantica)? De ser asi, de ejemplos. 


PROBLEMAS 

Section 8-3 Sistemas conservativos unidimensionales 

1. Para inhabilitar proyectiles balisticos durante la fase de 
vuelo del primer encendido se ha desarrollado una “torreta 
electromagnetica” para ser transportada por satelites te- 
rrestres de orbita baja. La torreta podria disparar un pro- 
yectil maniobrable de 2.38 kg a 10.0 km/s. La energia 
cinetica transportada por el proyectil es suficiente para, 
con su impacto, inhabilitar un proyectil guiado aunque no 
lleve explosivos. (Un arma de esta clase es un arma de 
“energia cinetica’’.) El proyectil es acelerado al instante 
del disparo por fuerzas electromagneticas. Supongase que, 
en su lugar, deseamos disparar el proyectil usando un 
resorte (un arma de “resorte”). ^Cual debe ser la constante 
de fuerza con objeto de alcanzar la velocidad deseada 
despues de comprimir el resorte 1.47 m? 

2. Se dice que pueden llegar a evaporarse hasta 900 kg de 
agua diarios de los arboles grandes. La evaporacion tiene 
lugar en las hojas. Para llegar a ellas el agua debe subir 
desde las raices del arbol. (a) Suponiendo que la elevacion 
de agua desde la tierra sea de 9.20 m en promedio, quanta 
energia debe ser proporcionada? ( b ) ^Cual es la potencia 
promedio si tenemos en cuenta que la evaporacion ocurre 
durante 12 h del dia? 

3. La cima del monte Everest esta a 8850 m sobre el nivel 
del mar. (a) ^Cuanta energia gastara un alpinista de 90 kg 
contra la gravedad al escalar hasta la cima desde el nivel 
del mar? ( b ) ^Cuantos bars en Marte, a razon de 300 kcal 
por bar, abasteceria una energia equivalente a esta? Su 
respuesta debe sugerir que el trabajo efectuado contra la 
gravedad es una pequeiiisima parte de la energia gastada 
al escalar una montana. 


4. Una persona de 220 lb salta desde una ventana hasta una 
red elastica como las usadas por los bomberos situada a 
36 ft abajo. La red se estira 4.4 ft antes de llevar a la 
persona al reposo y lanzarla de nuevo al aire. ^Cual es 
la energia potencial de la red estirada si las fuerzas no 
conservativas no disipan energia alguna? 

5. Un cubo de hielo muy pequeiio cae desprendido desde el 
borde de una cubeta semiesferica sin friccion cuyo radio 
es de 23.6 cm; vease la figura 23. que velocidad se 
mueve el cubo en el fondo de la cubeta? 



Figura 23 Problema 5. 


6. Un flujo de cenizas volcanicas se mueve a traves de un 
terreno horizontal y encuentra una pendiente de 10° hacia 
arriba. Se observa que avanza 920 m por la pendiente antes 
de llegar al reposo. Las cenizas volcanicas contienen gases 
atrapados, de modo que la fuerza de friccion con el terreno 
es muy pequena y puede despreciarse. que velocidad 
se movian las cenizas en el momento antes de llegar a la 
pendiente? 

7. Un proyectil con una masa de 2.40 kg se dispara desde un 
acantilado de 125 m de altura a una velocidad inicial de 
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150 m/s dirigido a 41.0° sobre la horizontal. iCuales son 
L) la etrgia cinetica del proyectil en el instante tnmed a 
to despues de ser disparado y (b) la energia potenctal? (c) 
Halle U velocidad del proyectil en el momento antes de 
que llegue al suelo. (.Cuales respuestas dependen de 
masa del proyectil? Desprecie el arrastre del aire. 

8. Una bola de masa m esta unida al extreme de una_ va 
muy ligera de longitud L. El otro extreme de la varilla esta 
pivotal de modo que la bola pueda moverse enarodo 
vertical. La varilla se lleva a la posicion h ° rlzonta ’ C °^ 
se muestra en la figura 24, y se empuja hacia abajo de 
modo que la varilla oscile y alcance la posicion vertical 
hacia arriba. 6 Que velocidad inicial se le impartio a la bola. 



Figura 24 Problemas 8 y 38. 


9. Una bola de 112 g es arrojada desde una ventana a un 
locidad inicial de 8.16 m/s y un angulo de 34.0 sobre la 
horizontal. Usando la conservacion de la energia, de ermine 
(a) la energia cinetica de la bola en la parte mas alia de su 
vuelo y (b) su velocidad cuando esta a 2.87 m debajo de la 
ventana. Desprecie la fuerza de arrastre del aire. 

10. El carrito (sin friccion) de una montana rusa parte e 
punto A en la figura 25 a la velocidad v <,Cual sera la 
velocidad del carrito (a) en el punto B(b) en el punto C 
y (c) en el punto D? Supongase que el carrito puede ser 
considerado como una particula y que siempre permanece 
sobre la via. 



Figura 25 Problema 10. 


11 . Un camion que ha perdido los frenos desciende por una 
pendiente a 80 mi/h. Por fortuna, existe una rampa de 
escape de emergencia al pie de la colma. La inclinacion 
de hrampa es de 15°; vease la figura 26. iCual debera ser 



Figura 26 Problema 11. 


la longitud minima L para que el camion llegue al reposo, 
al menos momentaneamente? 

12 La figura 27 muestra la fuerza en newtons en funcion del 
estiramiento o de la compresion en centimetres del^resorte 
de un rifle de corchos. El resorte se comprime en 5.50 cm 
y se usa para impulsar un corcho de 3.80 g de masa^ (a) 

;Cual es la velocidad del corcho si es lanzado cuando d 

resorte pasa por su posicion de relajamiento? (b) Supon¬ 
gase ahora que el corcho se pega al resorte proyocando 
que el resorte se extienda 1.50 cm mas de su longitud 
cuando esta relajado, antes de que ocurra la separacion. 
^Cual es la velocidad del corcho en este caso al momento 
de ser lanzado? 



Figura 27 Problema 12. 


13. Una varilla delgada de longitud L 2.13 m y de masa 
despreciable, esta pivotada en un extreme de modo que 
pueda girar en circulo vertical. La varilla se separa en un 
aneulo 6 = 35.0° y luego se suelta, como se muestra en la 
figura 28. <A que velocidad se mueve la bola de plomo 
que esta en el extreme de la varilla en su punto mas bajo? 



Figura 28 Problema 13. 


14 La figura 29 muestra una piedra de 7.94 kg que descansa 
sobre 8 un resorte. El resorte se comprime 10.2 cm por la 
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piedra. ( a ) Calcule la constante de fuerza del resorte. (b) 
La piedra es empujada hacia abajo 28.6 cm mas y luego 
se suelta. ^Cuanta energia potencial hay almacenada en el 
resorte en el momento antes de que sea soltada la piedra? 
(cx ) i A que altura se elevara la piedra sobre esta nueva 
posicion (la mas baja)? 



Figura 29 Problema 14. 


15. Por las cataratas del Niagara caen aproximadamente cada 
minuto 3.3 * 10 5 m 3 de agua por minuto, desde una altura 
de 50 m. (a) ^Cual seria la salida de potencia de una planta 
generadora de electricidad que pudiera convertir el 48% 
de la energia potencial del agua en energia electrica? (b) 
Si la compania de luz vendiera esta energia a una tasa 
industrial de 1.2 cent/kW • h, ^cual seria su ingreso anual 
por esta fuente? Un metro cubico (1 m 3 ) de agua tiene una 
masa de 1000 kg. 

16. El area continental de los Estados Unidos es de alrededor de 
8 x 10* km 2 , y la elevacion promedio de la superficie de su 
terreno es de unos 500 m. El promedio de caida pluvial es 
de 75 cm. Dos tercios de esa cantidad de lluvia retoma a la 
atmosfera por evaporacion, pero el resto va a parar al 
oceano. Si pudiera emplearse toda esta agua para generar 
electricidad en plantas hidroelectricas de potencia, ^que 
promedio de potencia de salida podria producirse? 

17. Un objeto cae desde una altura h, donde estaba en reposo. 
Determine la energia cinetica y la energia potencial del 
objeto en funcion (a) del tiempo, y (b) de la altura. Trace 
una grafica de las expresiones y demuestre que su suma 
(la energia total) es constante en cada caso. 

18. En los Juegos Olimpicos de 1984, la deportista de Alema- 
nia Occidental Ulrike Meyfarth impuso un record olimpi- 
co en salto de altura para mujeres con un salto de 2.02 m; 
vease la Fig. 30. En igualdad de circunstancias, ^a que 
altura podria haber saltado en la Luna, donde la gravedad 
en su superficie es tan solo de 1.67 m/s 2 ? ( Sugerencia: La 
altura que “cuenta” es la distancia vertical a la que su 
centro de gravedad se elevo despues de que sus pies 
abandonaron el suelo. Supongase que, en el instante en 
que sus pies perdieron contacto, su centro de gravedad 
estaba a 110 cm sobre el suelo. Supongase tambien que, 
cuando pasa sobre la barra, su centro de gravedad esta a 
la misma altura que la barra.) 

19. Un bloque de 1.93 se coloca contra un resorte comprimido 
sobre un piano inclinado de 27.0° sin friccion (vease la 
Fig. 31). El resorte, cuya constante de fuerza es de 20.8 
N/cm, se comprime 18.7 cm, despues de lo cual el bloque 
se suelta. ^Que tanto subira el bloque antes de alcanzar el 



Figura 30 Problema 18. 



Figura 31. Problema 19. 


reposo? Midase la posicion final del bloque con respecto 
a su posicion precisamente antes de ser soltado. 

20. Un resorte ideal sin masa puede comprimirse 2.33 cm por 
una fuerza de 268 N. Un bloque de masa m - 3.18 kg es 
lanzado a partir del reposo desde lo alto de un piano 
inclinado como se muestra en la figura 32, siendo 32.0° la 
inclinacion del piano. El bloque llega momentaneamente 
al reposo despues de haber comprimido al resorte 5.48 cm 
(a) ^Cuanto se movio el bloque hack abajo del piano en 
ese momento? ( b ) ;,Cual era la velocidad del bloque en el 
momento en que toca el resorte? 



Figura 32 Problemas 20 y 35. 


21. El resorte de un rifle de resorte tiene una constante de 
fuerza de 4.15 lb/in. Cuando el rifle esta inclinado a un 
angulo de 36.0°, una bola de 2.80 oz es lanzada a una altura 
de 6.33 ft sobre la boca del canon, (a) ^Cual era la 


velocidad inicial de la bola? (b) ^Cuanto debe el resorte 
haberse comprimido inicialmente? 

22 Se hace un pendulo atando una piedra de 1.33 kg a un 
cordon de 3.82 m de longitud. La piedra se lanza perpen- 
dicularmente al cordon, separandose del suelo y formando 
el cordon un angulo de 58.0° con la vertical. Se observa 
que, cuando pasa por su punto mas bajo, (a) ^Cual era la 
velocidad de la piedra al proyectarla? (b) ^Cual es el an¬ 
gulo mas grande con la vertical que puede alcanzar el 
cordon durante el movimiento de la piedra? (c) Usando 
el punto mas bajo de la oscilacion como el cero de la 
energia potencial gravitatoria, calcule la energia mecanica 
total del sistema. 

23. Se sujeta una cadena sobre una mesa sin friccion desde la 
que cuelga un cuarto de su longitud como se muestra en 
la figura 33. Si la cadena tiene una longitud L y una masa 
m, ^cuanto trabajo se requiere para jalar la parte que cuelga 
hasta que quede totalmente sobre la mesa? 



Figura 33 Problema 23. 


24. El extremo de un resorte vertical se fija al techo. Se coloca 
una pesa en el otro extremo y se baja lentamente hasta su 
posicion de equilibrio. Demuestre que la perdida de la 
energia potencial gravitatoria de la pesa es igual a la mitad 
de la ganancia de energia potencial del resorte. (^Por que 
estas dos cantidades no son iguales?) 

25. Un bloque de 2.14 kg se deja caer desde una altura de 
43.6 cm contra un resorte de constante de fuerza k = 18.6 
N/cm, como se muestra en la figura 34. Halle la distancia 
maxima de compresion del resorte. 



Figura 34 Problema 25. 


26. Dos ninos estan jugando a tratar de golpear una pequeiia 
caja que esta en el suelo con una canica que disparan con 
un rifle de resorte montado sobre una mesa. La caja bianco 
esta a 2.20 m de distancia horizontal desde el borde de la 


mesa; vease la figura 35. Robertito comprime el resorte 
1.10 cm, pero a la canica le faltan 27.0 cm para dar en el 
bianco. ^Que tanto tendra que comprimir Juanito el resorte 
para darle al bianco? 



2.20 m 



Figura 35 Problema 26. 


27. Un pequeno bloque de masa in se desliza sin friccion a lo 
largo de una pista en rizo como se muestra en la figura 36. 
(a) El bloque se suelta desde el reposo en el punto P. ^Cual 
es la fuerza neta que actua sobre el en el punto Q1 (b) 
^Desde que altura sobre el fondo del rizo deberia soltarse 
el bloque de modo que llegue a punto de perder el contacto 
con la pista en la parte superior del rizo? 



Figura 36 Problema 27. 


28. Tarzan, que pesa 180 lb, se lanza desde un risco, colgado 
del extremo de una liana; vease la figura 37. Desde lo alto 
del risco hasta el punto a donde el quiere llegar hay una 
distancia de 8.5 ft. La liana tiene una resistencia a la rotura 
de 250 lb. i,Se rompera la liana? 

29. La magnitud de la fuerza de atraccion gravitatoria entre 
una partlcula de masa m t y otra de masa m 2 esta dada por 


F(x) = G 


/w,m 2 


donde G es una constante y x es la distancia entre las 
particulas. (a) ^Cual es la funcion U(x) de la energl'a 
potencial? Supongase que U(x) -*0 cuando x -* °°. (b) 
^Cuanto trabajo se requiere para aumentar la separacion 
de las particulas desde x - x, hasta x = x, + <f? 

30. Sobre un objeto de 1.18 kg actua una fuerza neta conser- 
vativa dada exactamente por F = -3x - Sx 2 , donde F esta 
en newtons si x esta en metros, (a) Halle la energia 
potencial del objeto enx = 2.26 m. Suponga que U(0) = 0. 
(b) El objeto tiene una velocidad de 4.13 m/s en la direc- 
cion x negativa cuando esta en x = 4.91 m. Halle la 
velocidad cuando pasa por x = 1.77 m. 
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Figura 37 Problema 28. 


31. Se halla que cierto resorte no se ajusta a la ley de Hooke. 
La fuerza (en newtons) que ejerce cuando es estirado una 
distancia x (en metros) tiene la magnitud de 52. 8x + 38 Ax 2 
en direccion opuesta al alargamiento. (a) Calcule el traba- 
jo necesario para alargar el resorte desdex = 0.522 m hasta 
x = 1.34 m. (b) Con un extremo del resorte fijo, una 
particula de 2.17 kg de masa se amarra al otro extremo del 
resorte cuando se estira una cantidad de x = 1.34 m. Si la 
partfcula se suelta entonces desde el reposo, calcule su 
velocidad en el instante en que el resorte ha regresado a la 
configuracion en la que su extension es de x = 0.522 m. 
(c) ^Es la fuerza ejercida por el resorte conservativa o es 
no conservativa? Explique. 

32. El cordon de la figura 38 tiene una longitud L = 120 cm, 
y la distancia d a la clavija fija P es de 75.0 cm. Cuando 
la bola se suelta desde el reposo en la posicion mostrada, 
oscilara recorriendo el arco punteado. L A que velocidad 
ira (a) cuando llegue al punto mas bajo de su oscilacion y 
( b ) cuando llegue al punto mas alto, una vez que el cordon 
haya topado con la clavija? 

33. En la figura 38 demuestre que, si la pesa del pendulo ha 
de oscilar completamente alrededor de la clavija fija, 
entonces d > 3L/5. ( Sugerencia : La pesa debe moverse en 
la parte superior de su oscilacion; de otro modo, el cordon 
se vendra abajo.) 

34. Un bloque de masa m sujeto al extremo de un cordon esta 
enrollado alrededor de un circulo vertical de radio R. Halle 
la velocidad critica por debajo de la cual el cordon se 
aflojara en el punto mas elevado. 

35. Un bloque de 3.22 kg comienza desde el reposo y se 
desliza una distancia dhacia abajo por un piano inclinado 
a 28.0° sin friccion en donde choca contra un resorte de 



Figura 38 Problemas 32 y 33. 


masa despreciable; vease la figura 32. El bloque se desliza 
otros 21.4 cm mas antes de llegar al reposo momentanea- 
mente comprimiendo el resorte, cuya constante de fuerza 
es de 427 N/m. ( a ) ^Cual es el valor de d? (b) La velocidad 
del bloque continua creciendo durante un cierto intervalo 
despues de que el bloque ha hecho contacto con el resorte. 
I,A que distancia adicional se deslizara el bloque antes de 
que alcance su velocidad maxima y empiece a disminuir 
su velocidad? 

36. Un joven esta sentado en la parte superior de un monti'culo 
de hielo (Fig. 39). Se da a si mismo un pequeiio impulso 
y comienza a deslizarse hacia abajo. Demuestre que aban- 
dona el hielo en el punto cuya altura es de 2R/3 si el hielo 
carece de friccion. ( Sugerencia : La fuerza normal se anula 
cuando el joven abandona el hielo.) 



Figura 39 Problema 36. 


37. La particula m de la figura 40 se mueve en un circulo 
vertical de radio R dentro de una pista. No hay friccion. 
Cuando m esta en el punto mas bajo, su velocidad es v 0 . 
(a) ^Cual es el valor mi'nimo v m de o 0 para el cual m girara 
por completo alrededor del circulo sin perder contacto con 
la pista? (b) Supongase que u 0 sea de 0.775 v,„. La particula 
se movera por la pista subiendo hasta un punto P en el cual 
perdera el contacto con la pista y viajara a lo largo de una 
trayectoria representada aproximadamente por la linea 
punteada. Halle la posicion angular 0del punto P. 

38. Supongase que la varilla de la figura 24 es reemplazada 
por un cordon muy elastico, hecho de hule, por ejemplo, 
y que el cordon no esta estirado cuando tiene la longitud 
L en el momento en que es soltada la bola. (a) Explique por 
que usted esperaria que la bola alcanzase un punto situado 
a una distancia L mayor por debajo del punto de suspen¬ 
sion. ( b ) Demuestre, usando las consideraciones dinamica 
y de energi'a, que si A L es pequeiia en comparacion con L, 
el cordon se estirara una cantidad AL = 3mg/k, donde k se 
supone que es la constante de fuerza del cordon. Notese 
que cuanto mas grande sea k, mas pequeiia sera AL, y que 
la aproximacion es mejor cuando AL «L. (c) Demuestre, 


Figura 40 Problema 37. 


Figura 42 Problema 40. 


en estas circunstancia s, que la velocida d de la bola en la 
parte inferior es v = /2 g(L - 3mg/2k ), menor de lo que 
seria con un cordon inelastico (k = °°). De una explicacion 
fisica de este resultado usando consideraciones de energi'a. 

Section 8-4 Sistemas conservativos unidimensionales: 
la solution completa 

39. Una particula se mueve a lo largo del eje x a traves de una 
region en la que su energia potencial U(x) varia como en 
la figura 41. (a) Haga una grafica cuantitativa de la fuerza 
F(x) que actua sobre la particula, usando la misma escala 
del eje x que en la figura 41. (b) La particula tiene una 
energia mecanica (constante) E de 4.0 J. Trace una grafica 
de su energia cinetica K(x) directamente en la figura 41. 



x(m) 


Figura 41 Problema 39 


40. Una particula de 2.0 kg de masa se mueve a lo largo del 
eje x a traves de una region en la que su energia potencial 
U(x) varia como se muestra en la figura 42. Cuando la 
particula esta en x = 2.0 m, su velocidad es de -2.0 m/s. 
(a) Calcule la fuerza que actua sobre la particula en esta 
posicion. ( b ) Entre que limites tiene lugar el movimiento? 
(c) iA que velocidad se mueve cuando esta en x = 7.0 m? 

41. La figura 43a muestra un atomo de masa m a una distan¬ 
cia r desde un atomo en reposo de masa M, donde m «M. 
La figura 43 b muestra la funcion U(r) de la energia poten¬ 
cial para varias posiciones del atomo mas ligero. Descri- 
ba el movimiento de este atomo si (a) la energia mecanica 
total es mayor que cero, como en £„ y (b) si es menor 
que cero, como en E 2 . Para E x = 1.0 * 10 19 J y r = 
0.30 nm, halle (c) la energia potencial, (d) la energia cine- 



Figura 43 Problema 41. 


tica, y ( e ) la fuerza (magnitud y direccion) que actua sobre 
el atomo en movimiento. 

42. Una particula alfa (nucleo de helio) dentro de un nucleo 
grande esta enlazada por una energia potencial como la 
que se muestra en la figura 44. (a) Construya una funcion 
de x, que tiene esta forma general, con un valor minimo 
U 0 en x = 0 y un valor maximo U, en x = x, y x = -x v ( b ) 
Determine la fuerza entre la particula alfa y el nucleo en 
funcion de x. (c) Describa los movimientos posibles. 

Section 8-5 Sistemas conservativos bi y tridimensionales 

43. Demuestre que para la misma velocidad inicial v 0 , la 
velocidad v de un proyectil sera la misma en todos los 
puntos que esten a la misma altura, sin importar el angulo 
de proyeccion. Ignore la resistencia del aire. 

44. La energia potencial que corresponde a una cierta fuerza 
bidimensional esta dada por U(x, y) = '-k{x 2 + y 2 ). (a) 
Derive F x y F y y describa el vector fuerza en cada punto 
en funcion de sus coordenadas x y y. (b) Derive F r y F e y 
describa el vector fuerza en cada punto en funcion de las 
coordenadas polares r y 6 del punto. (c) ^Puede usted 
pensar en un modelo fisico de una fuerza tal? 
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Figura 44 Problema 42. 


45. La llamada energia potencial de Yukawa 

U(r) = -’j Uoe ~ r ' r ° 

da una descripcion bastante precisa de la interaccion en- 
tre nucleones (es decir, neutrones y protones, los consti- 
tuyentes del nucleo). La constante r 0 es alrededor de 1.5 * 
10' 15 m y la constante U 0 es de alrededor de 50 MeV. (a) 
Halle la expresion correspondiente para la fuerza de atrac- 
cion. (b) Para mostrar el corto alcance de esta fuerza, 
calcule la relacion de la fuerza en r = 2r 0 , 4r 0 , y 10 r 0 con 
la fuerza en r = r 0 

46. Integrando a lo largo de los mismos tres pasos del proble¬ 
ma muestra 5, pruebe que la fuerza F = -Jt,yi - kpq es no 
conservativa cuando k t * k 2 . 

Section 8-6 Conservation de la energia en un sistema 
de particulas 

47. Un oso de 25.3 kg se desliza, desde el reposo, 12.2 m por 
el tronco de un pino, moviendose a una velocidad de 
5.56 m/s al llegar al fondo. (a) ^Cual es la energia poten¬ 
cial inicial del oso? (b) Halle la energia cinetica del oso al 
llegar al fondo. (c) ^Cual es el cambio en la energia 
mecanica del oso, asociada con la accion de las fuerzas de 
friccion? 

48. Cuando un taxi espacial (de 79,000 kg de masa) regresa a 
la Tierra desde una orbita, entra en la atmosfera a una 
velocidad de 18,000 mi/h, la cual se reduce gradualmente 
hasta la velocidad de aterrizaje de 190 nudos (= 220 mi/h). 
^Cual es su energia cinetica (a) al entrar a la atmosfera y 
(b) en el aterrizaje? Vease la figura 45. (c) iQue le sucede 
a la energia “faltante”? 

49. Un paracaidista de 68 kg cae a una velocidad terminal 
constante de 59 m/s. iA que razon aumenta la energia 
interna del paracaidista y del aire que le rodea? 

50. Un rio desciende 15 m al pasar por unos rapidos. La 
velocidad del agua es de 3.2 m/s al entrar en los rapidos y 
13 m/s cuando sale. ^Que porcentaje de la energia poten¬ 
cial perdida por el agua al atravesar los rapidos aparece 
como energia cinetica del agua corriente abajo? ^Que le 
sucede al resto de la energia? 

51. Durante un deslizamiento de rocas, una roca de 524 kg se 
cae desde el reposo por la ladera de una colina que tiene 
488 m de longitud y 292 m de altura. La velocidad de la 
roca cuando llega al pie de la colina es de 62.6 m/s. 



Figura 45 Problema 48. 


^Cuanta energia mecanica pierde la roca durante el desli¬ 
zamiento debido a la friccion? 

52. Un proyectil cuya masa es de 9.4 kg se dispara vertical- 
mente hacia arriba. En su vuelo, se disipan 68 kJ de energia 
mecanica a causa del arrastre del aire. ^Que tanto mas alto 
habria llegado si el arrastre del aire fuese despreciable (por 
ejemplo, haciendo aerodinamico al proyectil)? 

53. Un bloque de 4.26 kg arranca hacia arriba en una pendien- 
te a 33.0° a 7.81 m/s. i A que distancia se deslizara si pierde 
34.6 J de energia mecanica debido a la friccion? 

54. Una piedra de peso w es arrojada verticalmente hacia arriba 
en el aire a una velocidad inicial v 0 . Supongase que la fuerza 
de arrastre / disipa una cantidad fy de energia mecanica 
cuando la piedra recorre una distancia y. (a) Demuestre que 
la altura maxima alcanzada por la piedra es 


2g{\ +f/w) ■ 


(b) Demuestre que la velocidad de la piedra al momento 
del impacto con el suelo es 



55. Un bloque de 1.34 kg que se desliza sobre una superficie 
horizontal choca con un resorte de 1.93 N/cm de constante 
de fuerza. El bloque comprime al resorte 4.16 cm desde la 
posicion de relajamiento. La friccion entre el bloque y 
la superficie disipa 117 mJ de energia mecanica cuando el 
bloque es llevado al reposo. Halle la velocidad del bloque 
en el instante del choque con el resorte. 

56. Un objeto pequeho de masa m = 234 g se desliza por un 
carril con extremos elevados y una parte central plana, 
como se muestra en la figura 46. La parte plana tiene una 
longitud L = 2.16 m. Las porciones curvas del carril 
carecen de friccion. Al atravesar la parte plana, el objeto 
pierde 688 mJ de energia mecanica, debido a la friccion. 
El objeto es soltado en el punto A, que tiene una altura 
h = 1.05 m sobre la parte plana del carril. ^Donde llega el 
objeto finalmente al reposo? 

57. Dos picos nevados tienen elevaciones de 862 m y 741 m 
sobre el valle que hay entre ellos. Una pista de esquiar se 





Figura 46 Problema 56. 


extiende desde la cima del pico mas elevado hasta la cima 
del mas bajo; vease la figura 47. (a) Un esquiador arranca 
desde el reposo en el pico mas elevado. iA que velocidad 
llegara al pico mas bajo si empieza el descenso sin usar 
los bastones? Suponga circunstancias de hielo, de modo 
que no exista friccion. (b) Despues de una nevada, una 
esquiadora de 54.4 kg hace el mismo trayecto tambien sin 
usar los bastones, pero esto solo lo hace cuando sube el 
pico mas bajo. ^En cuanto aumenta la energia interna de 
sus esquis y de la nieve sobre la que avanza? 



Figura 47 Problema 57. 


58. La magnitud de la fuerza de atraccion entre el proton 
cargado positivamente y el electron cargado negati vamen- 
te del atomo de hidrogeno esta dada por 


donde e es la carga del electron, k es una constante, y r es 
la separacion entre el electron y el proton. Supongase que 
el proton esta fijo. Imaginese que el electron se mueve 
inicialmente en un circulo de radio r, con respecto al 
proton y que subitamente salta a una orbita circular de 
radio menor r 2 ; vease la figura 48. (a) Calcule el cambio 
de energia cinetica del electron, usando la segunda ley de 
Newton. ( b ) Usando la relacion entre la fuerza y la energia 
potencial, calcule el cambio de energia potencial del ato¬ 
mo. (c) ^En cuanto ha cambiado la energia total del atomo 
en este proceso? (Esta energia se da a menudo en forma 
de radiacion.) 

59. El cable del elevador de 4000 lb que se muestra en la 
figura 49 se revienta cuando el elevador esta en reposo en 
el primer piso estando el fondo a una distancia d = 12.0 ft 
sobre un resorte amortiguador cuya constante de fuerza es 
k = 10,000 lb/ft. Un dispositivo de seguridad abraza los 
rieles de guia extrayendo 1000 ft ■ lb de energia mecanica 
por cada 1.00 ft que se mueve el elevador. ( a) Halle la 
velocidad del elevador justo antes de que choque contra 
el resorte. ( b ) Halle la distancia en que se comprime el 
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Figura 48 Problema 58. 



Figura 49 Problema 59. 


resorte. (c) Halle la distancia en que el elevador rebotara 
dentro del tiro, (d) Calcule aproximadamente la distancia 
total que recorrera el elevador antes de llegar al reposo. 
^Por que no es exacta esta respuesta? 

60. Cuando un automovil de 1700 kg se mueve a una velocidad 
constante de 15 m/s, el motor proporciona 16 kW de poten- 
cia para veneer la friccion, la resistencia del viento, etc. (a) 
^Cual es la fuerza retardante efectiva asociada con todas la 
fuerzas de friccion combinadas? (b) ^Que potencia debe 
proporcionar el motor si el automovil va a subir una pen- 
diente del 8.0% (8.0 m verticalmente por cada 100 m 
horizontalmente) a razon de 15 m/s? (c) ^Quc pendiente, 
expresada en porcentaje, bajaria el automovil a 15 m/s? 

Section 8-7 Masay energia 

61. (a) ^Cuanta energia en joules es equivalente a una masa 
de 120 g? ( b ) ^Durante cuantos anos proporcionaria esta 
las necesidades de energia de un hogar unifamiliar que 
consuma energia a razon de 1.30 kW en promedio? 

62. La magnitud M de un terremoto en la escala de Richter se 
relaciona con la energia liberada E en joules segun la 
ecuacion 

log F= 1.44^+5.24. 

(a) El terremoto de 1989 en el area de San Francisco (vease 
la Fig. 50) fue de una magnitud de 7.1. ^Cuanta energia 
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Figura 50 


Problema 62. 


fue liberada? (b) /Ciial fue la reduccion de masa equiva- 
lente a esta liberacion de energi'a? 

63. Una planta nuclear de potencia situada en Oregon abas- 
tece 1030 MW de potencia util uniformemente durante 
un ano. Ademas, se descargan 2100 MW de potencia en 
forma de energia termica al rio Columbia. Calcule el 
cambio de masa del combustible nuclear despues de 1 ano 
de operation. 

64. Los Estados Unidos de Norteamerica generaron alrededor 
de 2.31 x 10 12 kW • h de energia electrica en 1983. 
Supongase que la energia se produjo en plantas nucleares. 
Halle la reduccion de masa del combustible que acompa- 
naria a la produccion de esta cantidad de energia. 

65. Una tableta de aspirina tiene una masa de 320 mg. ^Du¬ 
rante cuantas millas abasteceria de potencia a un auto- 
movil la energia equivalente a esta masa, en forma de 
gasolina? Supongase un consumo de 30.0 mi/gal y un 
calor de combustion de la gasolina de 130 MJ/gal. Exprese 
su respuesta en terminos de la circunferencia ecuatorial de 
la Tierra. 

66. Una nave espacial esta propulsada por la aniquilacion de 
materia-antimateria. ^Cuanta materia y antimateria debe 
aniquilarse para acelerar a una nave espacial de 1820 ton 
desde el reposo hasta un decimo de la velocidad de la luz? 
Use la formula no relativists de la energia cinetica. 

67. El Sol irradia energia a razon de 4 x 10 26 W. ^Cuantas 
“toneladas de luz solar” intercepts la Tierra en 1 dia? 

68. La energia de amarre del nucleo de un atomo es la 
diferencia entre el total de las energias de reposo de sus 
protones y neutrones constituyentes y la energia de reposo 
del propio nucleo. El nucleo de un atomo de oro contie- 
ne 79 protones y 118 neutrones y tiene una masa de 
196.9232 u. Calcule la energia de amarre del nucleo. (Un 
proton tiene una masa de 1.00728 u, un neutron una masa 
de 1.00867 u; la energia de reposo de una unidad de 
masa atomica es de 931.5 MeV.) 


Section 8-8 Quantization de la energia 

69. ^En cuanto debe de cambiar la energia de un atomo para 
que emits luz de una frecuencia de 5.34 * 10 14 s"‘? 

70. (a) Un atomo de hidrogeno tiene una energia de -3.4 eV. 
Si su energia cambia a -13.6 eV, ^cual es la frecuencia de 
la luz? ( b ) La luz es emitida o absorbida? 

Proyectos para la computadora 

71. Supongamos que la fuerza que actua sobre una particula 
este dada por F = 8xy4 + IZryj. Esta fuerza es conserva- 
tiva y la funcion de la energia potencial asociada a ella es. 
U = -4ry\ Usted puede usar esta funcion para demostrar 
alguna de las propiedades mas importantes de una fuerza 
conservativa. Primero, la energia potencial de la particula 
depende solamente de sus coordenadas. En una hoja de 
papel para graficas trace un sistema de coordenadas, yen- 
do x y y de -5 m a + 5 m en cada una. Use ahora un 
programs de computadora o una hoja de calculo para 
generar valores de la energia potencial para todos los 
valores enteros de x y y (en metros) entre estos limites y 
escriba los valores en los lugares apropiados de su grafica. 
Use la grafica para responder a las siguientes preguntas: 
(a) iQue trabajo efectua la fuerza cuando la particula se 
mueve desde x = -5 m, y = -5 m hasta el origen? (b) ^Que 
trabajo lleva a cabo la fuerza cuando la particula se mueve 
desde el origen hasta x = +5 m, y = +3 m? (c) ^Que trabajo 
efectua la fuerza cuando la particula se mueve desde x = 
-5 m, y = -5 m hasta x = +5 m, y = +3 m? Su respuesta 
debera ser la suma de las respuestas a las partes (a) y (b). 
(, d ) La particula parte del origen con una energia cinetica 
de 900 J y llega a x = +5 m, y = +2 m. Si esta es la linica 
fuerza que actua sobre ella, ^cual es su energia cinetica 
cuando llega al segundo punto? (e) La particula parte del 
origen con una energia cinetica de 900 J y llega a x = +5 m, 
y = -2 m. Si esta es la unica fuerza que actua sobre ella. 


^cual es su energia cinetica cuando llega al segundo pun¬ 
to? (f) La particula parte del origen con una energia cine¬ 
tica de 600 J y se mueve a lo largo de la linea x = -y hacia 
x - -f 5 m, y - -5 m. Se necesita otra fuerza para mantenerla 
en la trayectoria, pero supongase que la segunda fuerza es 
siempre perpendicular a la trayectoria. ^Donde se detiene 
la particula? 

72. Un robot empuja una caja de 20 kg a velocidad constante 
a traves de un piso desde x = 0 hasta x = 5.0 m. Debido a 
la condition variante de la superficie del piso, el robot 
debe empujar con una fuerza horizontal variable para 
hacer que la caja se mueva a velocidad constante. Se 
encuentra que una buena representation de esta fuerza 
variable es F(x) = 0.30 mg •Jxe~ 010x , donde x esta en metros 
y F en newtons. Evalue el trabajo efectuado por el robot 
entre x = 0yx = 5m. 

f 5 

El trabajo efectuado esta dado por W= J F dx. La 

Jo 

integral no puede evaluarse analiticamente pero puede 
estimarse numericamente por medio de una computadora. 
Divida la region de integracion en N intervalos, cada uno 
de anchura Ax, y haga que F t sea el valor de la fuerza en 

r 5 n 

el centro del intervalo i. Entonces I Fdx ~ Ax ^ F,. 

Jo i -1 

Cuanto mas pequena sea Ax mejor sera la estimacion, pero 
no podemos hacer que sea tan pequena que su significado 
se pierda al evaluar la suma. (Podemos usar la regia de 
Simpson, la cual da una estimacion mejor. Vease un texto 
de calculo para los detalles.) 

Escriba un programa de computadora o disene una 
hoja de calculo para calcular el trabajo efectuado por 


la fuerza. Usted debe poder alimentar valores de x 0 , x f , 
y N. La suma puede ser manejada como un rizo. Cada 
vez que completemos una vuelta, se evalua la fuerza en 
el centro de un intervalo y se afiade a la corrida. En la 
primera corrida haga que N = 20, luego complete va- 
rias corridas mas, duplicando a N cada vez. Detengase 
cuando dos resultados sucesivos concuerden en 3 cifras 
significativas. 

73. La fuerza conservativa F, con componentes F x = y(l - 
x)e \ F y = xe \ y F z = 0, actua sobre una particula. (a) 
Supongase que la particula se mueve desde el origen a lo 
largo del eje x hasta x = 2.0 m y luego a lo largo de una 
linea paralela al eje y hasta x = 2.0 m, y = 2.0 m. El 
trabajo efectuado por la fuerza puede ser calculado anali¬ 
ticamente con facilidad. Hagalo. Supongase ahora que el 
objeto se mueve desde el origen a lo largo del eje y hasta 
y = 2.0 m y luego a lo largo de una linea paralela al eje x 
hasta x = 2.0 m, y = 2.0 m. Una vez mas, calcule el trabajo 
efectuado, pero esta vez use una integracion numerica. 
Vea en el problema anterior los detalles. Por ultimo, use 
un programa de integracion numerica para calcular el 
trabajo efectuado cuando el objeto se mueve a lo largo de 
la linea x = y desde el origen hasta x - 2.0 m, y = 2.0 m. 
Puesto que la fuerza es conservativa, debera de obtener 
la misma respuesta (dentro de la precision del calculo) 
para cada trayectoria. (b) La fuerza F, con componentes 
F x = 1 - x)e~ x , F y = xe~\ y F z - 0, no es conservativa. 

Calcule el trabajo que efectua cuando la particula se 
mueve desde el origen hasta x = 2.0 m, y = 2.0 m a lo largo 
de cada una de las trayectorias descritas en la parte (a). 
Notese que no se obtendra la misma respuesta para trayec¬ 
torias diferentes. 




CAPITULO 9 


SISTEMAS 
DE PARTICULAS 




Hasta aqul hemos tratado los objetos como sifueran particulaspuntuales que tienen masa pero 
no tamano. £,sta no es en realidad una restriccion grave, porque todos los puntos de un 
objeto en movimiento de traslacion simple se mueven de rnanera identica, y no existe diferencia 
si tratamos al objeto como una partlcula o como un cuerpo extenso. Sin embargo, esta 
restriccion no es valida para muchos objetos en movimiento. Por ejemplo, cuando un objeto 
gira mientras se mueve, o cuando sus partes vibran en relacion a otras, no seria valido tratar 
a todo el objeto como una sola partlcula. Aun en estos casos mas complicados, existe un punto 
del objeto cuyo movimiento bajo la influencia de fuerzas externas puede ser analizado como 
el de una partlcula simple. Este punto se llama centro de masa. En este capitulo describiremos 
como hallar el centro de masa de los objetos y demostraremos que reglas simples (de nuevo, 
las leyes de Newton) para el movimiento del centro de masa de un sistema complejo nos 
conducen a la segunda de las grandes leyes de la conservacidn que encontraremos: la 
conservacion del l'mpetu lineal. 


9 




1 


: 

*: 


9-1 SISTEMAS DE DOS PARTICULAS 


En los capitulos 7 y 8 hemos empleado los conceptos de 
energia para estudiar el movimiento de un cuerpo sobre 
el que ejerce su accion la fuerza de un resorte. Veamos 
ahora un problema ligeramente mas complicado: el mo¬ 
vimiento unidimensional de dos cuerpos unidos por un 
resorte. Por simplicidad, supondremos por el momento 
que no actua ninguna fuerza externa neta sobre los cuer¬ 
pos, a excepcion de la fuerza del resorte. Esto es, supon¬ 
dremos que se deslizan libremente sin friccion en una 
superficie horizontal liana. Como ejemplo practico de tal 
sistema podriamos considerar el movimiento sobre un riel 
de aire de dos deslizadores unidos por un resorte. 

Cuando el resorte se estira o se comprime desde su 
longitud de relajamiento, ejerce una fuerza sobre ambos 
cuerpos, los cuales podemos tratar individualmente como 
particulas. Las fuerzas sobre las dos particulas tienen 
magnitudes iguales. (Podemos pensar en el resorte sim- 
plemente como una representacion fisica de las fuerzas 
que los dos cuerpos pudieran ejercer directamente uno 
sobre el otro como, por ejemplo, dos atomos de una 


molecula. En ese caso, la tercera ley de Newton requiere 
que las fuerzas sobre las dos particulas sean iguales y 
opuestas. La presencia del resorte, que se supone carente 
de masa, no cambia este requisito.) 

No podemos analizar independientemente los movimien- 
tos de los dos cuerpos usando las leyes de Newton, porque 
el movimiento de uno depende del movimiento del otro. 
Por ejemplo, si un cuerpo tiene mucha mas cantidad de masa 
que el otro, su desplazamiento es relativamente pequeho, y 
el desplazamiendo del cuerpo con menor masa es apro- 
ximadamente igual al cambio de longitud del resorte. Por 
otra parte, si los dos cuerpos tienen masas iguales, tendran 
desplazamientos que son cada uno de ellos de magnitud 
igual a la mitad de la extension del resorte. 

La figura 1 ilustra un ejemplo del tipo de movimiento que 
deseamos analizar. En este caso especial, se le da al resorte 
(de constante de fuerza k) un alargamiento inicial, y los dos 
cuerpos se sueltan desde el reposo. Sea d. la extension inicial 
del resorte, de modo que su energia inicial es E. = U- + K X ~ 
ikd\ + 0. En cualquier instante de tiempo en particular, 
cuando la extension del resorte sea d, la energia es 

E = U+ K = ±kd 2 4- \m x v] + {m 2 v 


( 1 ) 
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Figura 1 Dos deslizadores unidos por un resorte estirado se sueltan desde el reposo en 
un riel de aire. El movimiento resultante no es sencillo, excepto para el punto marcado 
con la bandera, el cual permanece en reposo. Las instantaneas estan separadas por 
intervalos de tiempo iguales. En el caso mostrado, m, = 2 m 2 . 


que representa la energia potencial del resorte y la energia 
cinetica de los dos cuerpos. La conservacion de la ener¬ 
gia requiere que la energia E, en cualquier momento sea 
igual a la energia inicial E-, lo cual nos da 

±kdf = \kd 1 + imiv] + \m 2 v\. ( 2 ) 

Como lo muestra la figura 1, las posiciones de los dos 
cuerpos estan relacionadas por 

x 2 — x t + L + d, (3) 

donde L es la longitud de relajamiento del resorte. Las 
ecuaciones 2 y 3 no son suficientes para resolver x, y x 2 
en funcion del tiempo y, por lo tanto, no nos es posible 
completar la solucion de este problema sin informacion 
adicional. 

La informacion adicional que necesitamos proviene del 
analisis de un punto particular del sistema de la figura 1. 
Este punto, llamado centro de masa (cm) del sistema, esta 
senalado por una bandera en la figura 1. En este caso 
especial, el centro de masa no se mueve en absoluto. 

Veamos como el uso del centro de masa nos ayuda a 
completar la solucion de este problema. La posicion del 
centro de masa se define, para el caso especial de dos 
particulas en una dimension, como 

yy (W|Xj m 2 x 2 ), (^) 


M = m, + m 2 . 

El centro de masa de un sistema de dos cuerpos es un 
punto en el espacio definido por la ecuacion 4 en una 
dimension. No se requiere que sea necesariamente una 
parte de cualquiera de los cuerpos. 

La velocidad del centro de masa, u cm , se encuentra 
tomando la derivada respecto al tiempo de la ecuacion 4: 


v cm = ^ = jjJt( m i X l + m 2 X 2 ) 

1 / dx x , dx 2 \ 

= — m, —+ m 2 ~~r I 
M\ ' dt dt ) 


= Jj( m i V l+ m2V 2), 


que es la velocidad de la bandera en la figura 1. La 
aceleracion del centro de masa se halla diferenciando 
nuevamente. El resultado es 



donde x, y x 2 son las coordenadas x respectivas de las dos donde n, y a 2 son las aceleraciones respectivas de m, y de 
particulas. Aqui M es la masa total del sistema: m 2 . 
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Figura 2 A dos deslizadores unidos por un resorte estirado se les da velocidades iniciales 
arbitrarias. Los dos deslizadores se mueven en una forma compleja, mientras que el centro 
de masa, marcado con una bandera, se mueve a velocidad constante. Las instantaneas estan 
separadas por intervalos de tiempo iguales. 


Continuamos aplicando las leyes de Newton por sepa- 
rado a m 1 y m 2 . Sea F 12 la fuerza ejercida sobre m, por m 2 , 
y F 21 la fuerza ejercida sobre m 2 por m,. La segunda ley 
de Newton aplicada por separado a m 1 y m 2 nos da F 12 = 
m,a, y F 21 = m 2 a 2 . (En nuestro ejemplo, es el resorte el que 
ejerce las fuerzas sobre m, y m 2 . Sin embargo, no perde- 
mos generalidad al suponer que los cuerpos ejercen fuer¬ 
zas directas entre si, en tanto consideremos que el resorte 
carece de masa.) La tercera ley de Newton requiere que 
F 12 = -F 21 . Sustituyendo en la ecuacion 6 nos da 

a cm = ^(F l2 + F 2l ) = 0. 

En este caso especial, en el cual ninguna fuerza neta 
actua sobre el sistema, el centro de masa no tiene acelera¬ 
cion y, por lo tanto, se mueve a velocidad constante (que 
es cero en la Fig. 1). Podriamos entonces completar la 
solucion al combinar las ecuaciones 2 y 3, y usando las 
ecuaciones 4 y 5 para eliminar, ya sea a x, y a u,, o a x 2 y 
a v 2 . (Vease el problema 1.) 

La figura 2 ilustra el caso ligeramente mas general en 
el que se le da al resorte una extension inicial y se les dan 
a los dos cuerpos velocidades iniciales v n y u 2i . Aqui 
podemos ver que el centro de masa se mueve a velocidad 
constante, aun cuando el movimiento del sistema como 
un todo es bastante complejo. 

Las ecuaciones 4 a 6 son aun mas generales de lo que 
nos sugiere este experimento particular. Con objeto de 
adoptar la situacion mas general, supongamos ahora que 
existe una fuerza externa F exl , sobre m, en adicion a la 
fuerza interna F 12 sobre m, causada por m 2 . (Por ejemplo, 
el riel de aire podria estar inclinado, de modo que actuaria 
la gravedad; o bien, el experimento podria ser llevado a 


cabo sobre una superficie con friccion.) La segunda ley 
de Newton aplicada a m, es 

F„ u + F i2 = ^iai- ( 7 ) 

De manera similar, supongamos que actuen sobre m 2 tanto 
una fuerza externa F Mt 2 como una fuerza interna F 21 , y 
tendremos 

F ex t,2 F 2i = tn 2 a 2 . ( 8 ) 

Al sumar las ecuaciones 7 y 8 nos da 

F„,,i + F ext>2 + F 12 + F 21 = m l a, + m 2 a 2 . (9) 

Los primeros dos terminos de esta ecuacion dan la fuerza 
externa neta EF exl que actua sobre el sistema (la cual en 
nuestra exposition anterior supusimos que era cero). La 
suma de los dos terminos siguientes, F 12 + F 21 , se anula 
por la tercera ley de Newton, la cual exige que f„--f I 2 . 
El lado derecho de la ecuacion 9 puede expresarse como 
A/a cm , usando la ecuacion 6. Asi, tenemos el resultado 
general 

^ F„, (10) 

Esta ecuacion se parece nuevamente mucho a la segunda 
ley de Newton aplicada a una particula de igual masa M 
de nuestro sistema, moviendose a la misma velocidad v cm 
en la posicion x cm . 

Resumiendo nuestros resultados en el caso de un siste¬ 
ma unidimensional de dos particulas, vemos que todo el 
sistema puede considerarse para ciertos propositos como 
si se moviera a una velocidad v cm y tuviera su masa total 
M concentrada 
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M concentrada en la posicion x cm . Mas aun, en ausencia 
de una fuerza externa neta, a cm = 0, y el centro de masa se 
mueve a velocidad constante. Desarrollaremos a conti¬ 
nuation expresiones mas generales para estos conceptos. 


9-2 SISTEMAS DE MUCHAS 
PARTICULAS 


En esta seccion generalizaremos los resultados de la sec- 
cion previa a sistemas tridimensionales que contengan 
mas de dos particulas. 

Consideremos un sistema que consista en N particulas 
de masas m t , m 2 , ., m N . La masa total es 

M= m, + m 2 + ■ ■ • + m N ='£m„. 


Cada particula del sistema puede ser representada por su 
masa m n (donde n = 1, 2, N), su posicion en la 

coordenada r„ (cuyas componentes son x n , y n , y z„), su 
velocidad v„ (cuyas componentes son u llx , u nv , y u,,,), y 
su aceleracion a„. 

Sobre cada particula actua una fuerza F n , la cual en 
general difiere de una particula a otra. Esta fuerza puede 
surgir en parte de las otras N - 1 particulas y en parte de 
un agente extemo. 

El centro de masa del sistema puede definirse por una 
extension logica de la ecuacion 4: 

x cm = jj(m l x 1 + m 2 x 2 + ■ • • +m N x N ) 

y cm = (>”i J>i + m 2 y 2 + ■ ■ ■ + m N y N ) 

= ( 11& ) 

^cm = (Mi z \ + fn 2 z 2 + • • • + m N z N ) 

1 

= m n Z n- (lie) 

En la notation vectorial mas compacta, estas tres ecuacio- 
nes pueden escribirse como una sola expresion que de la 
posicion del centro de masa: 

r C m = ^( m i r ! + rn 2 t 2 + • • • + m N r N ) 

= (12) 

Usando la derivada de esta expresion, hallamos la veloci¬ 
dad del centro de masa: 


v 


cm 


*' Lm 

dt 



dr_i_ 
dt 


•+■ m 2 


dr 2 

~di 


+ 


+ m N 


dr N \ 

dt) 


o sea 


Vcm = T^(w,v, + rn 2 y 2 + • ■ ■ + m N v N ) 


"5 2 


(13) 


Diferenciando, una vez mas, hallamos la aceleracion del 
centro de masa: 


dy 1 

~~dt = M ^ Wia ‘ + mi2il + ' ' ' + 


M ^ 


(14) 


Podemos reescribir la ecuacion 14 asi: 


Ma cm = m, a[ + m 2 a 2 + • • • + m N a N 


o sea 


Ma cm = F,+F 2 + • • • +F^, (15) 

donde el ultimo resultado se deduce de la aplicacion de 
la segunda ley de Newton, F n = m n a n , a cada particula 
individual. La fuerza total que actua sobre un sistema 
de particulas es, entonces, igual a la masa total del siste¬ 
ma multiplicada por la aceleracion del centro de masa. 
La ecuacion 15 es precisamente la segunda ley de New¬ 
ton para el sistema de N particulas tratado como una 
sola particula de masa M ubicada en el centro de masa, 
que se mueve a velocidad v OT y experimenta una acelera¬ 
cion a 

cm 

Es util simplificar la ecuacion 15 un poco mas aun. 
Entre las fuerzas que actuan sobre las particulas estan las 
juerzas internas, que surgen de las interacciones con otras 
particulas que son parte del sistema, y las fuerzas exter- 
nas, que se originan fuera del sistema que estemos estu- 
diando. Cualquier particula dada m n puede experimentar 
una fuerza ejercida sobre ella por la particula m k , la cual 
escribiremos como F„*. Esta fuerza determinada es una 
entre las muchas que integran a F„, la fuerza total sobre 
m n . De manera similar, la fuerza total sobre la particula m k 
incluye un termino F to debido a la interaccion con la 
particula m n . Segun la tercera ley de Newton, F nk = -F fa , 
y entonces estas dos fuerzas particulares se cancelan al 
llevar a cabo la suma de todas las fuerzas en la ecua¬ 
cion 15. De hecho, todas esas fuerzas internas son parte 
de pares accion-reaccion y se cancelan. (En el capitulo 5 
advertiamos que las fuerzas de accion y de reaccion deben 
aplicarse a particulas diferentes y, por lo tanto, no pueden 
oponerse entre si. No estamos violando aqui este hecho , 
porque estamos aplicando la accion a una particula y la 
reaccion a otra. Aqui, la distincion consiste en que esta¬ 
mos sumando para obtener la fuerza neta sobre las dos 


y 



Figura 3 Un hacha se lanza al aire entre dos 
personas, y gira al mismo tiempo que se traslada. 
La trayectoria parabolica del centro de masa 
(representado por el punto en el mango del 
hacha) esta indicada por la linea puntuada. Una 
particula lanzada al aire de la misma manera 
seguiria esa misma trayectoria. Ningun otro 
punto del hacha se mueve de forma tan simple. 


particulas, en cuyo caso las componentes de accion y 
reaccion, las cuales se aplican todavia a particulas dife¬ 
rentes, en realidad se cancelan.) 

Todo lo que queda en la ecuacion 15 es el total de todas 
las fuerzas externas, y la ecuacion 15 se reduce a 

^ F ext = M acm , (16) 

que puede expresarse en funcion de sus componentes 
como sigue: 

^ F ext,* ^cra,*> 2 2*ext, y -^®cm ,y> 

y 

^ Fcxt, z 3/flcm, z • 

Podemos resumir este importante resultado como sigue: 

El movimiento de traslacion total de un sistema de par¬ 
ticulas puede ser analizado usando las leyes de Newton 
como si toda la masa estuviera concentrada en el 
centro de masa y la fuerza externa total estuviera 
aplicada en ese punto. 

Se deduce inmediatamente un corolario en el caso £F CX| = 0: 

Si la fuerza externa neta sobre un sistema de particulas 
es.cero, entonces el centro de masa del sistema se 
mueve a velocidad constante. 


Esto explica la observacion hecha en la seccion 9-1 al 
estudiar el problema de las dos masas unidas por tin resorte. 

Estos son resultados generales que se aplican tanto a 
series de particulas individuales como a particulas unidas 
entre si por fuerzas internas, como en un objeto solido. El 
objeto, en si mismo, puede estar efectuando cualquier 
clase de movimiento complicado, pero el centro de masa 
se movera conforme a la ecuacion 16. La figura 3 muestra 
un objeto complejo que se mueve bajo la influencia de la 
gravedad. A la vez que se traslada, tambien gira. Su centro 
de masa, sin embargo, sigue una trayectoria parabolica 
simple. En lo que respecta a la fuerza externa (la grave- 
dad), el sistema se comporta como si fuera una particula 
de masa M ubicada en el centro de masa. Un problema 
complicado se reduce, por tanto, a dos problemas relati- 
vamente sencillos: la trayectoria parabolica del centro de 
masa y una rotacion respecto al centro de masa. 

Como un ejemplo mas, consideremos al sistema Tierra- 
Luna moviendose bajo la gravedad del Sol (la fuerza 
externa). La figura 4 muestra que el centro de masa del 
sistema sigue una orbita estable alrededor del Sol; esta es 
la trayectoria que seguiria una particula de masa m Tien , + 
m Lnn> . La Tierra y la Luna giran tambien con respecto a sus 
centros de masa, dando por resultado una ligera oscilacion 
de la Tierra con respecto a la trayectoria de la orbita 
estable. Usando los datos del apendice C, nos sera posible 
demostrar que el centro de masa del sistema Tierra-Luna 
esta a unos 4600 km del centro de la Tierra y, por lo tanto, 
esta en el interior de la Tierra. 
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Figura 4 El centro de masa del sistema Tierra-Luna sigue una orbita casi circular con 
respecto al Sol, mientras que la Tierra y la Luna giran alrededor de su centro de masa 
comun, exactamente igual que el hacha de la figura 3. Este efecto, que causa un ligero 
“bamboleo” en la orbita de la Tierra, se halla representado de manera muy exagerada en 
la figura. El centro de masa del sistema Tierra-Luna se halla en realidad dentro de la 
Tierra, de modo que la Tierra siempre se traslapa con la trayectoria orbital del centro de 
masa. 


La figura 5 muestra el movimiento de un misil balistico 
que se separa en tres vehiculos de reentrada multiple 
(MRV). En efecto, una explosion separa a los tres vehicu- 
los pero, como la explosion genera solamente fuerzas 
intemas, no afecta al movimiento del centro de masa. El 
centro de masa continua describiendo la trayectoria bali's- 
tica como si no hubiera ocurrido la explosion, hasta que 
uno o mas de los vehiculos experimente una fuerza exter¬ 
na, como la proveniente de la resistencia atmosferica al 
avance o el impacto en un bianco. 


Problema muestra 1 La figura 6 a muestra un sistema de tres 
partfculas, inicialmente en reposo, de masas m l = 4. 1 kg, m 2 = 
8.2 kg, y m 3 = 4.1 kg. Fuerzas extemas diferentes actuan sobre 
las particulas, de magnitudes F, = 6 N, F 2 = 12 N, y F 3 = 14 N. 
En la figura se muestran las direcciones de las fuerzas. ^Donde 
esta el centro de masa de este sistema, y cual es la aceleracion 
del centro de masa? 

Solucion La posicion del centro de masa esta senalada en la 
figura por un punto. Como lo sugiere la figura 6b, tratamos a 



Centro 
de masa 


Figura 5 Un misil que contiene tres cabezas explosivas 
sigue una trayectoria parabolica. Una explosion separa las 
tres cabezas, las cuales se trasladan de modo que su centro de 
masa describe la trayectoria parabolica original. Por 
simplicidad no se muestra el “vehfculo” de las tres cabezas 
explosivas. 


este punto como una particula real, de una masa M igual a la 
masa del sistema de 16.4 kg (m, + m 2 + m 3 ), y suponiendo que 
todas las fuerzas extemas ejerzan su accion en ese punto. Ha- 
11 amos el centro de masa partiendo de las ecuaciones 1 la y 1 16: 

x aa = : ^(m i Xi + m 2 x 2 + m 3 x 3 ) 


= -rrnr [(4.1 kg)(-2 cm) + (8.2 kg)(4 cm) 
16.4 kg 

+ (4.1 kg)(l cm)] = 1.8 cm, 


Tcm = jg(m l y l + m 2 y 2 + m 3 y 3 ) 


= Trnr K 4 - 1 k s)(3 cm ) + < 8 - 2 k eX 2 cm ) 

16.4 kg 

+ (4.1 kgX - 2 cm)] = 1.3 cm. 

Notese aquf el uso bastante aceptable de unidades mixtas. 

La componente x de la fuerza externa neta que actua sobre el 
centro de masa es (vease la Fig. 6b): 

Fcxux = Fix + F 2x + F 3x 

= -6 N + (12 N)(cos 45°) + 14 N = 16.5 N, 

y la componente y es 


■f’cxt.y = F ly + F 2y + F 3y 

= 0 + (12N)(sen45°) + 0 = 8.5 N. 


La fuerza externa neta tiene, entonces, una magnitud de 


F nt = V (i r ext j. + {Fn J 2 = V(i6.5 N ) 2 + (8.5 N ) 2 = 18.6 N 
y forma un angulo con el eje x dado por 


<j> = tan 1 


F*xt,y 

F ext , x 


= tan 1 


8.5 N 

16.5 N 


= 27°. 


Esta es tambien la direccion del vector de aceleracion. Segun la 
ecuacion 16, la magnitud de la aceleracion del centro de masa 
esta dada por 
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Figura 6 Problema muestra 1. (a) Las fuerzas mostradas 
actuan sobre tres particulas, situadas en reposo en las 
posiciones mostradas. Se ha marcado el centro de masa del 
sistema. ( b ) El movimiento de traslacion de todo el sistema 
puede ser representado por el movimiento de una particula de 
masa total M situada en el centro de masa y sobre la que 
actuan las tres fuerzas extemas. Se muestran la fuerza y la 
aceleracion del centro de masa resultantes. 


^cm 


F al _ 18.6 N 
M 16.4 kg 


= 1.1 m/s 2 . 


Las tres particulas de la figura 6a, como tambien su centro de 
masa, se mueven con aceleraciones constantes (diferentes). Si 
las particulas parten del reposo, cada una se movera, a velocidad 
siempre creciente, a lo largo de una linea recta en direccion de 
la fuerza que actua sobre ellas. 


Problema muestra 2 En el sistema que se ilustra en la figu¬ 
ra la, hallar la magnitud comun de las aceleraciones de los dos 
bloques. Ya hemos resuelto este problema, como problema 
muestra 8 del capitulo 5, aplicando las leyes de Newton a cada 
bloque por separado. Resuelva el problema en este caso consi- 
derando el movimiento del centro de masa del sistema de dos 
particulas. 

Solucion La figura lb muestra el diagrama de cuerpo libre del 
sistema de dos particulas. Hallamos primero el centro de masa 
aplicando las ecuaciones 1 la y 116 al sistema mostrado en la 
figura lb: 


m, tn 2 

Xcm = -~m (L “ y) y yan= m y ’ 

donde L es la longitud del cordon y y es la coordenada vertical 
de m 2 . 

Diferenciando con respecto al tiempo, podemos hallar las 
componentes de la velocidad del centro de masa: 


”h 

M 


m 2 

Vcm,y _ ~M V ’ 


donde v (= dy/dt) es la magnitud comun de las velocidades de 
los dos bloques. Diferenciando de nuevo, podemos hallar las 
componentes de la aceleracion: 


m, 

1 - - n 

cm,x M 


_ m 2 

acm ' y ~ ~M a ' 


donde a {=dv\dt) es la magnitud comun de las aceleraciones de 
los dos bloques. 

A continuacion, aplicamos las leyes de Newton. En la figu¬ 
ra lb, la fuerza externa ejercida por el soporte sin friccion del 
cordon de union es descompuesto en sus componentes x y y, 
cada una de magnitud T (la tension del cordon). Al usar la Ec. 
16 nos da 


componente x: 


T = Ma c 


componente y: m x g — N + m 2 g — T — Ma cmy . 

Sustituyendo para a w y a cmy , podemos entonces eliminar a T 
de estas dos ecuaciones y obtener, con = N, 

m 2 

a = g M’ 

de acuerdo con el resultado obtenido previamente en el capi¬ 
tulo 5. 

Notese que en este problema muestra debemos considerar la 
fuerza externa ejercida sobre el sistema por el soporte sin 
friccion, la cual no interviene al considerar a las fuerzas sobre 
los cuerpos 1 y 2 por separado. 

Si el sistema se suelta desde el reposo cuando m 2 esta en su 
posicion mas alta, el movimiento resultante del centro de masa 
se efectua a lo largo de la linea recta que se muestra en la 
figura 7c. La direccion de a cm puede ser hallada al sumar vecto- 
rialmente las cinco fuerzas que actuan sobre el sistema mostrado 
en la figura lb. 


9-3 CENTRO DE MASA DE OBJETOS 
SOLIDOS 


Seria sumamente engorroso hallar el centro de masa de 
un objeto solido usando la ecuacion 12 y haciendo la suma 
para cada atomo del sistema. En su lugar, dividiremos al 
objeto en elementos pequenos de masa 8m n . Cuando estos 
elementos se vuelven infinitesimalmente pequenos, las su- 
mas de las ecuaciones 11 y 12 se transforman en integrales: 

xdm, (17 a) 

J ydm ’ (m) 

z dm. (17c) 


= - 7 - lim Y z n Sm n = -77 I 
M <5m —»0 ^ " M J 


*cm = 77 lim ^ < 5 ™ 

M Sm—O 


-i 
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una fuerza interna y, por lo tanto, no se muestra). (c) El centra de masa se mueve desde el 
punto A, cuando m 2 esta en su posicion mas alta, hasta el punto B, cuando m i llega al soporte. 
A1 caer m 2 , m l se mueve hacia la derecha y, por lo tanto, el centro de masa debe moverse 
hacia la derecha. La fuerza horizontal Te s la unica fuerza externa posible que puede dar por 
resultado un movimiento horizontal del centro de masa. La gravedad, por supuesto, 
proporciona la fuerza externa responsable del movimiento del centro de masa hacia abajo. 


En la forma vectorial, estas ecuaciones pueden escribirse 
asi: 

r cm = -^ J rdm. (18) 

En muchos casos es posible usar argumentos basados en 
la geometria o en la simetria para simplificar el calculo 
del centro de masa de objetos solidos. Si un objeto tiene 
una simetria esferica, el centro de masa debe estar en el 
centro geometrico de la esfera. (No es necesario que su 
densidad sea constante; una bola de beisbol, por ejemplo, 
tiene una simetria esferica aunque este compuesta por 
capas de materiales diferentes. Su centro de masa esta en 
su centro geometrico. Cuando nos referimos a la simetria 
esferica, queremos decir que la densidad puede variar con 
r pero debe tener la misma variacion en cada direccion.) 
Si un solido tiene una simetria cilindrica (esto es, si 
su masa esta distribuida simetricamente con respecto a un 
eje), entonces el centro de masa debe estar en el eje. Si 
su masa esta distribuida simetricamente con respecto a 
un piano, entonces el centro de masa debe de estar en el 
piano. 

A menudo encontramos objetos solidos, irregulares que 
pueden ser divididos en varias partes. Podemos hallar el 
centro de masa de cada parte y luego, al tratar a cada parte 
como una particula ubicada en su propio centro de masa, 
podemos hallar el centro de masa de la combinacion. 

Como ejemplo, consideremos la placa triangular que se 
muestra en la figura 8. Dividimos a la placa en un numero 


grande de franjas delgadas paralelas a la base del triangu- 
lo, como en la figura 8a. El centro de masa de cada franja 
debe estar en su centro geometrico y, por lo tanto, el centro 
de masa de la placa debe estar en alguna parte a lo largo de 
la linea que une a los centros de las franjas. (Reemplace- 
mos cada franja con una masa puntual ubicada en el centro 
de masa de la franja. La hilera de las masas puntuales 
forma, en efecto, un objeto unidimensional cuyo centro 
de masa estara con toda seguridad a lo largo de su longi- 
tud.) Repitiendo este procedimiento con franjas trazadas 
paralelamente a los otros dos lados (Figs. 8 b y 8c), obte- 
nemos dos lineas adicionales, cada una de las cuales debe 



Figura 8 En (a), ( b ) y (c), el triangulo esta dividido en 
franjas delgadas, paralelas a cada uno de los tres lados. El 
centro de masa debe estar a lo largo de las lineas divisorias 
simetricas que se muestran. (d) El punto negro, el unico 
punto comun a las tres lineas, es la posicion del centro de 
masa. 


y 



(C) 


Figura 9 Problema muestra 3. (a) El objeto X es un disco 
de metal de radio 2 R con un orificio de radio R. (b) El objeto 
D es un disco de metal que llena el orificio del objeto X, su 
centro de masa esta en x D = -R. El objeto C es el disco 
compuesto hecho de los objetos X y D\ su centro de masa 
esta en el origen. (c) Los centros de masa de los tres objetos. 


tambien incluir al centro de masa de la placa. Superpo- 
niendo las tres lineas, como en la figura 8 d, hallamos que 
tienen solamente un punto en comun, el cual debe ser, por 
lo tanto, el centro de masa. 


y 



y 


1 

m 

. dm 

ulu 


u 


(b) 


Figura 10 Problema muestra 4. (a) Una tira delgada de 
metal doblada en forma de semicirculo. (b) Un elemento de 
la tira de masa dm ubicado en la coordenada 0. 


sus centros de masa individuales. Entonces el objeto C puede 
ser tratado como equivalente a dos masas puntuales, repre- 
sentando a los objetos X y D. La figura 9c muestra las posiciones 
de los centros de masa de estos tres objetos. 

La posicion del centro de masa del objeto C esta dada por la 
ecuacion 11a como: 

m D x D + m x x x 
Xc m D + m x 

donde x D y x x son las posiciones de los centros de masa de los 
objetos D y X, respectivamente. Observando que x c = 0 y 
resolviendo para x X! obtenemos 

x D m D 


La razon m D /m x debe de ser la misma que la razon de las areas 
de los objetos D y X (suponiendo que la placa tenga densidad y 
espesor uniformes). Esto es, 

m D _ area of D __ area of D _ 

m x area of X area of C — area of D 

kR 2 _ 1 
n(2Rf -nR 2 3 ' 

Con x„ = -R, obtenemos: 


Problema muestra 3 La figura 9 a muestra una placa circular 
de metal de radio 2 R de la que se ha extraido un disco de radio 
R. Llamemosle el objeto X. Su centro de masa se marca con un 
punto sobre el eje x. Ubique este punto. 

Solucion La figura 9b muestra el objeto X, estando su orificio 
lleno con un disco de radio R, al cual llamaremos objeto D. Sea 
C el gran disco compuesto uniforme asi formado. Por simetria, 
el centro de masa del objeto C esta en el origen del sistema de 
coordenadas, como se muestra. 

Al hallar el centro de masa de un objeto compuesto, supone- 
rnos que las masas de sus componentes estan concentradas en 


x x = jR. 


Problema muestra 4 Una tira delgada de material esta dobla¬ 
da en forma de semicirculo de radio R (Fig. 10). Halle su centro 
de masa. 

Solucion En este caso, el uso de una coordenada angular 
simplifica la integracion que va a llevarse a cabo. Ademas, por 
la simetria del objeto, concluimos que el centro de masa debe 
estar sobre el eje y (esto es, x^ - 0). Por lo tanto, usaremos la 
ecuacion 176 para hallar y OT . Consideremos el pequeho elemen- 
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Figura 11 Probleina muestra 5. (a) Una bola de radio R se 
deja caer desde esta posicion inicial y es libre de rodar dentro 
de un cascaron esferico de radio 2 R. ( b ) Los centros de masa 
de ia bola, el cascaron, y su combinacion. (c) El estado final 
despues de que la bola ha llegado al reposo. El cascaron se ha 
movido de tal forma que el centro de masa del sistema 
permanece en su lugar. (d) Los centros de masa de la bola, el 
cascaron, y su combinacion. 


Problema muestra 5 Una bola de masa m y radio R esta 
situada dentro de un cascaron esferico de la misma masa m y de 
radio interior 2 R. La combinacion esta en reposo sobre una mesa 
como se muestra en la figura 1 la. La bola se suelta, oscila en 
vaiven adentro, y por ultimo llega al reposo en el fondo, como 
en la figura 11c. ^Cual sera el desplazamiento d del cascaron 
durante el proceso? 

Solucion Las unicas fuerzas extemas que actuan sobre el 
sistema bola-cascaron son la fuerza de la gravedad hacia abajo 
y la fuerza normal ejercida verticalmente hacia arriba por la 
mesa. Ninguna de las fuerzas tiene una componente horizontal, 
de modo que = 0. Segun la ecuacion 16 la componente 
a cm,i de la aceleracion del centro de masa debe tambien ser cero. 
Entonces, la posicion horizontal del centro de masa del sistema 
debe permanecer fija, y el cascaron debe moverse de tal modo 
que esto suceda asi. 

Podemos representar tanto a la bola como al cascaron por 
particulas aisladas de masa m, localizadas en sus respectivos 
centros. La figura 11 b muestra el sistema antes de que la bola 
se deje caer, y la figura 11 d despues de que la bola ha llegado 
al reposo en el fondo del cascaron. Elegimos que nuestro origen 
coincida con la posicion inicial del centro del cascaron. La 
figura 11 b muestra que, con respecto a este origen, el centro de 
masa del sistema bola-cascaron esta ubicado a una distancia -R 
hacia la izquierda, a mitad del camino entre las dos particulas. 
La figura 11 d muestra que el desplazamiento del cascaron esta 
dado por 

d = \R. 

El cascaron debe recorrer hacia la izquierda esta distancia 
mientras la bola llega al reposo. 

La bola llega al reposo por la fuerza de friccion que actua 
entre ella y el cascaron. ^Por que no afecta esta fuerza de friccion 
a la ubicacion final del centro de masa? 


9-4 IMPETU LINEAL 

DE UNA PARTICULA _ 

El impetu de una parti'cula aislada es un vector p definido 
como el producto de su masa m por su velocidad v: 


to de masa dm que se muestra en la figura 10Z». Subtiende un 
angulo dip, y puesto que la masa total M de la tira subtiende 
un angulo n (un circulo completo subtenderia un angulo 2k), 
la masa dm debe de ser la misma fraccion de M como dtp lo es 
de it. Esto es, dm/M = d<p/n, o dm = (M/ifdtp. El elemento dm 
esta ubicado en la coordenada y - R sen tp. En este caso 
podemos escribir la ecuacion 17b asi: 

>’c m = Jj J y dm = Jj j Q ( R sen <p) ^ d<(> 

D fit 2/? 

= — I sen cp d(f> = — = 0.637 R. 
n Jo n 

El centro de masa esta aproximadamente a dos tercios de un 
radio situado a lo largo del eje y. Observese que, como ilustra 
este caso, el centro de masa no necesita estar dentro del volumen 
o del material de un objeto. 


p = mv. (19) 

El lmpetu, por ser el producto de una cantidad escalar por 
una vectorial, es en si mismo un vector. Puesto que es 
proporcional a v, el lmpetu p de una parti'cula depende del 
marco de referenda del observador; debemos siempre 
especificar este marco. 

Newton, en sus famosos Principia, expreso la segunda 
ley del movimiento en funcion del lmpetu (al cual llamo 
“cantidad de movimiento”). Expresado en la terminologla 
modema la segunda ley de Newton se lee asi: 

La razon de cambio del lmpetu de un cuerpo es igual 
a la fuerza resultante que actua sobre el cuerpo y esta 
en la direccion de esa fuerza. 
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Seccidn 9-5 fmpetu lineal de un sistema de particulas 


En forma simbolica esto se convierte en 

2F = £■ CO) 

Aqul IF representa la fuerza resultante que actua sobre la 
parti'cula. 

Para una partlcula aislada de masa constante, esta forma 
de la segunda ley es equivalente a la forma F = ma que 
hemos venido usando hasta ahora. Esto es, si m es cons¬ 
tante, entonces 

do d , . dv 


Las relaciones F = ma y F = dp/dt para particulas aisladas 
son completamente equivalentes en la mecanica clasica. 

Se halla una relacion conveniente entre el lmpetu y la 
energla cinetica al combinar K = \m v 2 y p = mv, lo cual da 



( 21 ) 


fmpetu a velocidades elevadas (Opcional) 

Con velocidades de la parti'cula cercanas a la velocidad de la luz 
(region en la que debe usarse la teoria de la relatividad en lugar 
de la mecanica newtoniana), la segunda ley de Newton en la 
forma F = ma ya no tiene validez. Sin embargo, sucede que 
la segunda ley de Newton en la forma F = dp/dt es todavia una 
ley valida si el impetu p de una parti'cula aislada se define no 
como mv sino como 



donde c es la velocidad de la luz. A velocidades ordinarias 
(v «c), la ecuacion 22 se reduce a la ecuacion 19. 

Para particulas relativistas, puede demostrarse que la relacion 
basica entre el impetu y la energia cinetica es 


l (pc ) 2 + (me 2 ) 2 


Derivaremos este resultado en el capitulo 21. La figura 12 
muestra una comparacion entre el resultado clasico (Ec. 21) y 
el relativista (Ec. 23) en particulas para un intervalo de veloci¬ 
dades. Obviamente, el resultado clasico no funciona para velo¬ 
cidades elevadas. Como lo esperabamos (vease el problema 27), 
la ecuacion 23 se reduce a la ecuacion 21 para velocidades 
ordinarias. 

Independientemente de la forma en que escribamos la energia 
cinetica, esta tiene dimensiones de la masa por la velocidad al 
cuadrado, que es lo mismo que el impetu multiplicado por la 
velocidad. Por lo tanto, podemos escribir, usando nuestra nota¬ 
tion de la section 1-7 para indicar dimensiones, 



A menudo resulta conveniente expresar el impetu en unidades 
de energia divididas por la velocidad y, al trabajar con particulas, 
son elecciones convenientes las expresiones eV/c, MeV/c, etc. 
Esto nos permite expresar la cantidad pc en unidades de energia 
tales como MeV, lo cual es mucho mas conveniente al trabajar 
con expresiones como la ecuacion 23. Para un electron con un 
impetu dado de 1.5 MeV/c, por ejemplo, el termino pc de la 



Figura 12 Una comparacion de las relaciones clasica (Ec. 
21) y relativista (Ec. 23) entre el impetu y la energia cinetica 
para electrones emitidos en ciertos procesos de 
desintegracion radioactiva. Los circulos representan las 
mediciones experimentales; las barras horizontales y 
verticales que pasan a traves de los circulos representan el 
margen de incertidumbre en estas mediciones. Los datos 
favorecen obviamente la relacion relativista. Notese que, a 
baja velocidad (energia e impetu pequenos), las dos 
relaciones son indistinguibles. 


ecuacion 23 es de 1.5 MeV y puede calcularse facilmente que 
la energia cinetica del electron es, segun esa ecuacion, 1.1 MeV. 

En la region de velocidades muy altas de la parti'cula, el 
impetu p de la parti'cula puede ser tan grande que el termino pc 
de la ecuacion 23 resulta mucho mas grande que el termino me 1 , 
por lo que la ecuacion se reduce entonces a K=pc con una buena 
aproximacion. La expresion del impetu en unidades de energia 
divididas por c es especialmente util en esta region. Por ejemplo, 
un electron cuyo impetu sea de 500 MeV/c tiene una energia 
cinetica muy cercana a los 500 MeV. (Observese que esta 
aproximacion es muy pobre para el electron de 1.5 MeV consi- 
derado anteriormente.) ■ 


9-5 IMPETU LINEAL DE UN SISTEMA 
DE PARTICULAS _ 

Supongamos que en lugar de una particula aislada tene- 
mos un sistema de N particulas, con masas m v m N . 

Supongamos tambien que ninguna masa entra o sale del 
sistema de modo que la masa total M (= Em„) del sistema 
permanece constante en el tiempo. Las particulas pueden 
interactuar entre si, y las fuerzas extemas pueden actuar 
igualmente sobre ellas. Cada particula tiene cierta veloci- 
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dad y cierto l'mpetu en el marco de referenda particular 
que se este usando. El sistema, como un todo, tiene un 
l'mpetu total P, el cual se define simplemente como el 
vector suma de los impetus de las particulas individuales 
en este mismo marco, o sea 

P = P. +P2+ • • • + Pv 
= WjV, + m 2 y 2 + • • • + m N y N . (24) 

Si comparamos esta relacion con la ecuacion 13, vemos 
de inmediato que 


P = Mv cm , (25) 

la cual es una definicion equivalente al impetu de un 
sistema de particulas: 

El impetu lineal total de un sistema de particulas es 
igual al producto de la masa total del sistema por la 
velocidad de su centro de masa. 


Si diferenciamos la ecuacion 25 con respecto al tiempo 
obtenemos, para una masa constante M supuesta, 


dp _ u _ ,, 


(26) 


La comparacion de la ecuacion 26 con la ecuacion 16, 
LF exl = Ma cm , nos permite escribir la segunda ley de 
Newton para un sistema de particulas en la forma: 

I F e*. = ^- (27) 


La ecuacion 27 afirma que, en un sistema de particulas, la 
fuerza externa neta es igual a la velocidad de cambio del 
impetu lineal del sistema. Esta ecuacion es la generaliza¬ 
tion de la ecuacion de una particula aislada, EF = dp/dt 
(Ec. 20), a un sistema de muchas particulas, cuando nin- 
guna masa entra o sale del sistema. La ecuacion 27 se 
reduce a la ecuacion 20 para el caso especial de una 
particula aislada, puesto que solo pueden actuar fuer- 
zas extemas sobre un sistema de una sola particula. En 
la section 9-8 consideraremos las modificaciones de la 
ecuacion 27 para sistemas de masa variable. 


9-6 CONSERVACION DEL IMPETU 
LINEAL 


Supongamos que la suma de las fuerzas extemas que actua 
sobre un sistema es cero. Entonces, segun la ecuacion 27, 

dP n 

—7~ = 0 o P = una constante. 
dt 


Cuando la fuerza externa neta que actua sobre un 

sistema es cero, el vector del impetu total del sistema 

permanece constante. 

Este resultado sencillo, pero de caracter general, se llama 
ley de conservation del impetu lineal. Al igual que la ley 
de conservacion de la energia, la ley de conservacion del 
impetu lineal se aplica a una gran variedad de situaciones 
fisicas y no tiene excepciones conocidas. 

Las leyes de conservacion (tales como las de la energia 
y del impetu lineal, que ya hemos visto, y las del impetu 
angular y la carga electrica, que veremos mas adelante en 
el texto) son de importancia teorica y practica en la fisica, 
porque son sencillas y universales. Las leyes de conser¬ 
vacion de la energia y del impetu lineal, por ejemplo, van 
mas alia de las limitaciones de la mecanica clasica y 
permanecen validas tanto en el ambito relativista como en 
el cuantico. 

Todas las leyes de la conservacion tienen la forma 
siguiente. Mientras, el sistema esta cambiando, existe un 
aspecto del mismo, por otra parte, que permanece inalte¬ 
rable. Observadores diferentes, cada uno de ellos en un 
marco de referencia diferente, al observar el cambio de 
un mismo sistema, estarian todos de acuerdo en que las 
leyes de conservacion se aplican al sistema. Por ejemplo, 
para la conservacion del impetu lineal, observadores si- 
tuados en marcos de referencia inerciales diferentes, asig- 
narian valores diferentes de P al impetu lineal del sistema, 
pero todos estarian de acuerdo (suponiendo que EF CXI = 0) 
en que el valor de P permanece sin cambio mientras se 
mueven las particulas que forman el sistema. La fuerza F 
es invariante con respecto a las transformaciones galilea- 
nas (todos los observadores inerciales estan de acuerdo en 
su medicion). Si EF ext = 0 en cualquier marco inercial, 
entonces todos los observadores inerciales hallaran tam- 
bien que EF ext = 0 y llegaran a la conclusion de que ese 
impetu se conserva. 

El impetu total de un sistema puede ser cambiado 
solamente por las fuerzas extemas que actuen sobre el 
sistema. Las fuerzas intemas, por ser iguales y opuestas, 
producen cambios de impetu iguales y opuestos, que se 
cancelan entre si. En un sistema de particulas en el cual 
no actue ninguna fuerza externa, 


pj + p 2 + • • • + Pw = una constante. (28) 

Los impetus de las particulas individuales pueden cam- 
biar, pero su suma permanece constante si no existe fuerza 
externa alguna. 

El impetu es una cantidad vectorial. La ecuacion 28 es, 
por lo tanto, equivalente a tres ecuaciones escalares, una 
para cada direccion de las coordenadas. De aqui que la 
conservacion del impetu lineal nos proporciona las tres 
condiciones del movimiento de un sistema al cual se 
aplique. Por otra parte, la conservacion de la energia nos 
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Sin friccion 


Figura 13 Problema muestra 6. Un arma dispara una rafaga 
de balas contra un bloque de madera. Analizamos el sistema 
que definimos que consta del bloque y las balas en vuelo. 


proporciona solamente una condition del movimiento de 
un sistema al que se aplique, porque la energia es una 
cantidad escalar. 

Si nuestro sistema de particulas consta solamente de 
una particula aislada, entonces la ecuacion 28 se reduce a 
afirmar que, si ninguna fuerza neta actua sobre ella, el 
impetu de la particula es una constante, lo cual es equiva¬ 
lente (para una particula aislada) a afirmar que su veloci¬ 
dad es una constante. Esto es, simplemente, otra forma de 
enunciar la primera ley de Newton. 


Problema muestra 6 Una rafaga de balas de masa m y de 
3.8 g cada una, se dispara horizontalmente con una velocidad v 
de 1100 m/s contra un gran bloque de madera de masa M 
(= 12 kg) que inicialmente esta en reposo sobre una mesa hori¬ 
zontal; vease la figura 13. Si el bloque puede deslizarse sin 
friccion por la mesa, ^que velocidad adquirira despues de que 
se han incrustado en el 8 balas? 

Solucion La ecuacion 28 (P = una constante) es valida sola- 
mente para sistemas cerrados, en los que no entre ni saiga 
particula alguna. Entonces nuestro sistema debe incluir tanto al 
bloque como a las 8 balas, considerado como un todo. En la 
figura 13, hemos identificado a este sistema trazando una curva 
cerrada a su alrededor. 

Por ahora, consideraremos solamente la direccion horizontal. 
No actua ninguna fuerza externa horizontal sobre el sistema 
bloque + balas. Las fuerzas que actuan cuando las balas chocan 
contra el bloque son fuerzas intemas y no contribuyen a F eit , la 
cual no tiene una componente horizontal. 

Puesto que no actuan fuerzas extemas (horizontales), pode- 
mos aplicar la ley de conservacion del l'mpetu (Ec. 28). El 
l'mpetu inicial (horizontal), medido mientras las balas estan 
todavia en camino y el bloque esta en reposo, es 

Pi = N{mv), 

en el cual mv es el impetu de una bala individual y N = 8. El 
impetu final, medido cuando todas las balas esten en el bloque 
y el bloque se deslice sobre la mesa a velocidad V, es 

P f =(M + Nm) V. 

La conservacion del impetu requiere que 
Pi = P f 

o sea 

N(mv) = (M+ Nm)V. 


Resolviendo para V nos da 


Nm 


M 4- Nm 


v = 


(8)(3.8 X 10“ 3 kg) 


12kg + (8)(3.8X 10“ 3 kg) 
= 2.8 m/s. 


(1100 m/s) 


Con la eleccion que hemos hecho del sistema, no tuvimos que 
considerar las fuerzas ejercidas cuando las balas penetran en el 
bloque. Esas fuerzas son todas intemas. 

En direccion vertical, las fuerzas externas son el peso de las 
balas, el peso del bloque, y la fuerza normal sobre el bloque. 
Mientras que las balas estan en vuelo, adquieren la componente 
de un impetu vertical pequeno como resultado de ta accion de 
la gravedad. Cuando las balas chocan contra el bloque, el bloque 
debe ejercer sobre cada bala una fuerza con coinponentes tanto 
horizontal como vertical. Junto con la fuerza vertical sobre la 
bala, que es necesaria para que su impetu vertical cambie a cero, 
debe haber (de acuerdo con la tercera ley de Newton) un 
aumento correspondiente de la fuerza normal ejercida sobre el 
bloque por la superficie horizontal. Este aumento no solo se 
debe al peso de la bala encajada; tiene una contribution adicio- 
nal que proviene de la razon de cambio del impetu vertical de 
la bala. Cuando todas las balas hayan llegado al reposo respecto 
al bloque, la fuerza normal sera igual a los pesos combinados 
del bloque y de las balas encajadas. 

Por simplicidad, para la resolution de este problema hemos 
supuesto que las balas se disparan tan rapidamente que las 8 
estan en vuelo antes que la primera bala llegue al bloque. ^Puede 
usted resolver este problema sin hacer esta suposicion? 

Supongamos que la frontera del sistema se amplia de modo 
que incluya al arma, la cual se halla fija a la Tierra. ^Cambia el 
impetu horizontal de este sistema antes y despues del disparo? 
^Existe una fuerza externa horizontal? 


Problema muestra 7 Como lo muestra la figura 14, un ca¬ 
non cuya masa M es de 1300 kg dispara una bala de 72 kg 
en direccion horizontal a una velocidad de salida de u = 55 m/s. 
El canon esta montado de modo que pueda recular libremente. 
(a) ^Cual es la velocidad V del canon al recular respecto a la 
Tierra? (/>) ^Cual es la velocidad inicial v u de la bala respecto a 
la Tierra? 

Solucion (a) Elegimos como nuestro sistema al canon + la 
bala. Al hacerlo asi, las fuerzas asociadas con el disparo del 
canon son intemas al sistema, y no tenemos que tratar con ellas. 
Las fuerzas externas que actuan sobre el sistema no tienen 
componentes horizontales. Asi, la componente horizontal del 
impetu lineal total del sistema debe permanecer sin cambio 
cuando el canon es disparado. 

Elegimos un marco de referencia fijo respecto a la Tierra y 
suponemos que todas las velocidades son positivas si apuntan 
hacia la derecha en la figura 14. 

Antes de ser disparado el canon, el sistema tiene un impetu 
inicial P, igual a cero. Despues de haber sido disparada, la bala 
tiene una velocidad horizontal v con respecto al canon al 
recular, siendo v la velocidad de salida del canon. Sin embargo, 
en el marco de referencia de la Tierra la velocidad horizontal 
de la bala es v + V. Entonces, el impetu lineal total del sistema 
despues del disparo es 


P t =MV+m(v+ V), 

donde el primer termino de la derecha es el Impetu del canon 
al recular y el segundo termino el de la bala cuando va en 
camino. 
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Figure 14 Problema muestra 7. Un canon de masa M 
dispara una bala de masa m. Las velocidades de la bala y del 
canon al recular se muestran en un marco de referenda fijo 
en la Tierra. Las velocidades se consideran positivas hacia la 
derecha. 



Figura 15 Problema muestra 8. Dos bloques, descansando 
sobre una superficie sin friccion y unidos por un resorte, han 
sido apartados y luego soltados desde el reposo. El l'mpetu 
total inicial es cero, y asi debe permanecer en todos los 
tiempos sucesivos. 


La conservacion del fmpetu lineal en la direccion horizontal 
requiere que P, = P„ o sea 

0 = MV+m(v+ V). 

Resolviendo para V nos da 


V = — 


mv 

M+m 


(72 kgX55 m/s) 
1300 kg+ 72 kg 


= — 2.9 m/s. 


El signo menos nos dice que el canon recula hacia la izquierda 
en la figura 14, como esperabamos que lo hari'a. 

(b) La velocidad de la bala respecto al canon (al recular) es 
la velocidad de salida v. Con respecto a la Tierra, la velocidad 
de la bala es 


v E = v + V 

= 55 m/s + (—2.9 m/s) = 52 m/s. 

A causa de la reculada, la bala se mueve un poco mas lentamente 
respecto a la Tierra de lo que lo hari'a de no existir reculada. 
Notese la importancia, en este problema, de elegir al sistema 
(canon + bala) de manera acertada y siendo absolutamente claro 
respecto al marco de referenda (la Tierra o la reculada del 
canon) al que se refieren las diversas mediciones. 


Problema muestra 8 La figura 15 muestra dos bloques uni¬ 
dos por un resorte y libres de deslizarse sobre una superficie 
horizontal sin friccion. Los bloques, cuyas masas son m, y m 2 , 
son separados y luego soltados a partir de una situacion en 
reposo. iQue fraccion de la energia cinetica total del sistema 
tendra cada bloque en cualquier tiempo posterior? 

Solucion Tomamos a los dos bloques y al resorte (supuesto 
sin masa) como nuestro sistema y, como marco de referencia, a 
la superficie horizontal sobre la que se deslizan. Suponemos que 
las velocidades son positivas si apuntan hacia la derecha en la 
figura 15. 

El l'mpetu inicial P, del sistema antes de soltar a los bloques 
es cero. El l'mpetu final, en cualquier tiempo despues de haber 
soltado a los bloques, es 

P { = m,i>, + m 2 v 2 , 

donde u, y v 2 son las velocidades de los bloques. La conserva- 
cion del l'mpetu requiere que P, = P„ o sea, 

0 = m,v, + m 2 v 2 . 


Entonces, tenemos que 


diciendonos el signo menos que las dos velocidades tienen 
siempre direcciones opuestas. Esto se cumple para cualquier 
instante despues de haber soltado a los bloques, no importa cual 
sea la velocidad de cada uno de ellos. 

Las energias cineticas de los bloques son K t = v\ y K 2 = 
\m 2 v\ . La fraccion quebuscamos es, para el bloque de masa /«„ 


71 K t +K 2 + jm 2 i^ ' 

Sustituyendo v 2 = -v l (ni l l)ii 1 ) nos lleva, despues de un poco de 
algebra, a 


1 m, + m 2 ' 

De manera similar, para el bloque de masa m 2 . 


J 2 m x + m 2 ' 

Entonces, aunque la energia cinetica del sistema oscilante varia 
con el tiempo, la distribucion de esta energia entre los dos 
bloques es una constante, independiente del tiempo, recibiendo 
el bloque con menor masa la mayor parte de la energia cinetica 
disponible. Si, por ejemplo, m 2 = 10m,, entonces 


__10m 1 _ = 
71 m, + 10m, 


k = -£^— = 0.09. 

m, + 10m, 


En este caso, el bloque menos pesado (;«,) obtiene el 91 % de la 
energia cinetica disponible y el bloque mas pesado (m 2 ) obtiene 
el 9% restante. En el limite m 2 »m„ el bloque menos pesado 
obtiene esencialmente toda la energia cinetica. 

Las expresiones para/, y f 2 se aplican igualmente bien a una 
piedra que caiga en el campo gravitatorio de la Tierra. Si m 2 
representa a la masa de la Tierra y m, a la masa de la piedra, en 
el marco de referencia de sus centros de masa, la piedra toma 
casi toda la energia cinetica (f~ 1) y la Tierra toma muy poca 
( f 2 ~ 0). Las magnitudes de los impetus lineales de la piedra y 
de la Tierra son iguales, aunque la pequena velocidad de la 
Tierra es compensada por su enorme masa. Este argumento 
justifica despreciar la energia cinetica de la Tierra cuando 
usabamos la conservacion de la energia en el capitulo 8 para 
analizar objetos que caen bajo la accion de la gravedad terrestre. 


r 
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Figura 16 (a) La distribucion de 
masa de los fragmentos emitidos en la 
fision nuclear. La escala vertical da la 
fraccion de fisiones que se producen 
en un fragmento con el numero de 
masa dado por la escala horizontal. 

(b) La distribucion de la energia de 
los fragmentos emitidos en la fision. 



Otro ejemplo practico de este efecto ocurre en el caso de la 
fision nuclear, en que un niicleo pesado como el J35 U se divide en 
dos fragmentos mas ligeros. Los fragmentos son impulsados por 
su repulsion electrica mutua desde una posicion inicial en que se 
encuentran muy proximos entre si y casi en reposo. De la ecua¬ 
cion 29, esperamos que la razon de las energias cineticas sea 

_ 2 m \v\ _ (mA /nA 2 _ mi 

K 2 \m 2 v\ \m 2 )\v 2 j m, ' 

Esto es, el fragmento mas pesado tiene la energia cinetica mas 
pequena. 

La fision es un proceso estadistico, en el cual existe una 
distribucion de las masas posibles de los fragmentos y una dis¬ 
tribucion correspondiente de las energias cineticas de los frag- 
tnentos. La figura 16a muestra la distribucion de la masa y la 
figura 16 b muestra la distribucion de la energia cinetica. Notese 
que la fision en fragmentos de igual masa es muy rara; un 
fragmento tiene usualmente un numero de masa de alrededor de 
138 y el otro alrededor de 94. Una razon tipica de masa mjm t 
es, entonces, de alrededor de 94/138 = 0.68. Una razon tipica 
de energia cinetica KJK 2 es de alrededor de 67 MeV/99 MeV = 
0 .68, igual a la razon de masa tipica, como era de esperarse. 
Entonces, el reparto de la energia cinetica entre los fragmentos 


de la fision se lleva a cabo de acuerdo con la restriccion de que 
el l'mpetu se conserva. 


9-7 TRABAJO Y ENERGIA EN UN 

SISTEMA DE PARTICULAS (Opcional) 

La figura 17 muestra a un patinador que se impulsa desde una 
barandilla, ganando energia cinetica en el proceso. Si le pregun- 
tamos al patinador de donde proviene esta energia cinetica, 
probablemente nos dira que, a juzgar por sus esfuerzos muscu- 
lares, la energia requerida debe provenir de su propia reserva de 
energia interna. Tratemos de verificar este argumento aplicando 
la conservacion de la energia al sistema que consta unicamente 
del patinador. 

Segun la ecuacion 28 del capitulo 8 tenemos que 

AU+AK cm + AE iBX =W. (30) 

Al derivar la ecuacion 33 del capitulo 8, dividamos la energia 
cinetica de un sistema en dos terminos: AAT U1 „ que representa los 
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Figura 17 (a) Un patinador se empuja a si mismo contra la 
barandilla. La barandilla ejerce una fuerza F„, sobre el 
patinador. (b) Despues de haberse empujado, el patinador se 
mueve a una velocidad v cm . 


movimientos intemos de las particulas del sistema, y A K, que 
representaba el movimiento “global” del sistema. Aqui indica- 
mos explicitamente que este movimiento “global” es, de hecho, 
el movimiento del centro de masa, y la energfa cinetica corres- 
pondiente es 

K cm = Wv 2 cm , (31) 


aplicar este teorema al patinador, porque este no se mueve cotno 
una particula unica. Como ya lo habiamos deducido, W=0, pero 
AAT * 0. Entonces la forma de particula unica del teorema 
trabajo-energla no es valida. Tratemos de hallar una relacion 
que sea aplicable a un sistema de particulas. 

Hagamos que una fuerza externa neta F eu actue sobre un 
sistema de particulas. Consideremos el caso general en que el 
punto de aplicacion de esta fuerza puede moverse o que (como 
en el caso del patinador de la Fig. 17) puede no moverse en 
nuestro marco de referenda inercial elegido. Suponemos que 
todas las fuerzas y movimientos estan en la direccion x. Puesto 
que estamos tratando con un sistema de particulas, enfocamos 
nuestra atencion no al movimiento del punto de aplicacion de 
la fuerza externa sino al movimiento del centro de masa del 
sistema. 

Supongamos que el centro de masa del sistema se mueva una 
distancia dx m a lo largo del eje x. Al multiplicar cada lado de la 
ecuacion 33 por nos da 

dx cm = Ma cm dx cm = M ^ v cm dt, 

donde hemos reemplazado a cm por dv c Jdt y a dx cm por v cm dt. 
Esto da 


que es la energia cinetica que el sistema de masa total M tendrla 
si se moviese como una particula a una velocidad v cm . La energia 
cinetica interna esta incluida en la ecuacion 30 como una parte 
de A E iur (Vease el problema 49 para una derivacion de esta 
division de la energia cinetica.) 

No hay cambios en la energia potencial del patinador (el hielo 
es horizontal), de modo que hacemos que AC/ = 0. Ademas, la 
barandilla no trabaja sobre el patinador porque el punto de 
aplicacion de la fuerza no se mueve. Recordemos la explicacion 
que acompanaba a la figura 13 del capltulo 8. Cuando se efectua 
un trabajo extemo sobre un sistema, la energia se transfiere a 
traves de las fronteras del sistema. No se transfiere ninguna 
energia de la barandilla al patinador, as! que la barandilla 
no efectua ningun trabajo extemo sobre el patinador. Entonces 
W = 0, y la ecuacion 30 se reduce a 

AK cm — — A£ int . (32) 

Puesto que AAT cm es una cantidad positiva (el patinador gana 
energia cinetica al empujarse contra la barandilla), Adebe 
ser una cantidad negativa. Esto confirma el argumento del 
patinador: la energia cinetica que adquiere al empujarse contra 
la barandilla proviene de su reserva de energia interna y no de 
alguna fuente externa. 

El analisis de la energia es util, pero podrlamos desear ir mas 
alia y analizar el sistema en funcion de las fuerzas y las acele- 
raciones. Veamos que podemos aprender del patinador aplican- 
do la segunda ley de Newton. La barandilla ejerce una fuerza 
F exl sobre el patinador (al cual continuamos viendo como nues¬ 
tro sistema). Para empujarse desde la barandilla, el patinador 
debe estirar, necesariamente, su brazo. Como resultado, las 
diferentes partes de su cuerpo pueden tener desplazamientos, 
velocidades, y aceleraciones diferentes mientras se esta empu- 
jando. Asl, el patinador debe de ser tratado no como una 
particula aislada sino como un sistema de particulas. En este 
caso, usando la ecuacion 16, podemos hallar la aceleracion del 
centro de masa del patinador si conocemos la fuerza externa 
ejercida sobre el por la barandilla: 

F ext = Ma cm . (33) 

Para una particula aislada, hallamos que el teorema trabajo- 
energla (W= A K) es un resultado util. Esta claro que no podemos 


Pc* dx cm = Mv m dv cm . (34) 

Supongamos que el centro de masa se mueve desde x, hasta x, 
cuando esta fuerza actua. Al integrar la ecuacion 34 entre estos 
llmites tenemos que 

f x f f <w 

Fcxi dx cm = I Mv cm dv cm = {Mv 2 cm ( - (35) 

Jx t JV 

El lado derecho de la ecuacion 35 puede escribirse usando la 
ecuacion 31 en la forma AT cm r - K cm i = A K cm . Esto representa el 
cambio en la energia cinetica que experimentarla una particula 
de masa M cuya velocidad cambiara de u clM a u cm f . 

El lado izquierdo de la ecuacion 35 se parece un poco a la 
definicion del trabajo y, de hecho la integral tiene la dimension 
de trabajo. Sin embargo, este trabajo no es en el sentido en que 
lo hemos definido, porque dx^ no es el desplazamiento del 
punto de aplicacion de la fuerza externa. (En nuestra definicion 
original del trabajo W = J*F dx del capltulo 7, dx era el despla¬ 
zamiento del punto de aplicacion de F.) Observese nuevamente 
que el desplazamiento del punto de aplicacion de la fuerza 
externa es cero en la figura 17, y por lo tanto W = 0 en ese caso, 
pero el lado izquierdo de la ecuacion 35 no es cero.* 

En muchos casos de interes para nosotros, la fuerza externa 
es constante y puede ser sacada fuera de la integral en la 
ecuacion 35. El resto de la integral da el desplazamiento neto 


* Algunos autores usan los terminos seudotrabajo o trabajo 
del centro de masa para describir el lado izquierdo de la ecua- 
cion 35. Esta ecuacion se conoce a veces como la ecuacidn del 
centro de masa. Nosotros preferimos no introducir un termino 
estrechamente relacionado con el trabajo para describir una 
cantidad que no esta relacionada con el significado aceptado de 
trabajo. Para un compendio general del trabajo y la energia en 
un sistema de particulas, vease “Developing the Energy Con¬ 
cepts in Introductory Physics”, por A. B. Arons, The Physics 
Teacher, octubre de 1989, pag. 506). 
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del centro de masa del sistema. En este caso podemos reescribir 
la ecuacidn 35 asi: 

Ffxi-^cm AK cm . (36) 

La ecuacidn 35 se parece al teorema trabajo-energla para una 
particula, y de hecho se reduciria a ese resultado si nuestro 
sistema constara solamente de una particula aislada (o de un 
cuerpo que pueda ser tratado como una particula). Existe, sin 
embargo, una diferencia importante entre la ecuacidn 35 y el 
teorema trabajo-energla para una particula. El teorema trabajo- 
energla para una particula aislada es tambien un enunciado 
sobre la conservacion de la energia en el movimiento de una 
particula, porque la energia de traslacion es la unica clase de 
energia que una particula puede tener. La ecuacidn 35, por el 
contrario, no es en sentido alguno una expresion de la conser- 
vacion de la energia, porque un sistema de particulas puede 
tener energia en otras formas, incluyendo la interna, la poten¬ 
cial, y la de rotacion, entre otras. Para un sistema de particulas, 
la ecuacidn 35 y la conservacion de la energia (Ec. 30) pueden 
aplicarse como relaciones separadas e independientes. 

Como un ejemplo de la aplicacion de estos principios, consi¬ 
deremos el resultado de empujar una regia de un metro (inicial- 
mente en reposo) que pueda deslizarse libremente sin friccion 
sobre una superficie horizontal. Ejercemos una fuerza constante 
de magnitud F t „, la cual puede ser aplicada sobre cualquier parte 
de la regia. Si aplicamos la fuerza en la marca de 50 cm 
(Fig. 18a), la regia se mueve como una particula con una ace- 
leracion a cm = F c Jm; cada punto de la regia se mueve con esta 
aceleracion. El desplazamiento s del punto en el que aplicamos 
la fuerza es igual al desplazamiento s del centro de masa. En 
este caso, efectuamos un trabajo de magnitud F^ cuando 
toda la regia (que se mueve como una particula) es desplazada 
en s cm . La forma de particula del teorema trabajo-energla puede 
emplearse para hallar la velocidad resultante v de cada punto 
de la regia. Consideremos ahora el caso en que la fuerza se 
ejerce en la marca de 25 cm (Fig. 18b). Si usted trata de llevar 
a cabo este experimento, hallara que la regia no se mueve como 
una particula. Como veremos en el capltulo 12, podemos dividir 
este movimiento complejo en dos partes: el movimiento de 
traslacion como una particula y la rotacion con respecto al 
centro de masa. El punto en el cual aplicamos la fuerza se mueve 
una distancia mayor que s cm , como lo podemos ver en la figu¬ 
ra 18 b. El trabajo que efectuamos sobre la regia es, por tanto, 
mayor que F a js m . Para analizar este movimiento debemos usar 
ambas ecuaciones 30 y 36. El producto da, usando la 
ecuacion 36, el cambio en la energia cinetica de traslacion de 
la regia. El producto F„ t s, donde s es la distancia que se mueve 
el punto de 25 cm al cual se aplico la fuerza, da el trabajo IFque 
aparece en la ecuacion 30, el cual es una expresion de la 
conservacion de la energia. Como lo expondremos en el capi- 
tulo 12, podemos asignar parte de la energia cinetica total K al 
movimiento de traslacion y parte al movimiento de rotacion. 


Problema muestra 9 Un patinador de 72 kg se empuja desde 
una barandilla, como se muestra en la figura 17, ejerciendo una 
fuerza constante F = 55 N sobre la barandilla al hacerlo. Su 
centro de masa se mueve a lo largo de una distancia s m = 32 cm 
hasta que pierde contacto con la barandilla. (a) ^Cual es la 
velocidad del centro de masa del patinador cuando se separa de 
la barandilla? ( b ) ^Cual es el cambio en la energia interna 
almacenada del patinador durante este proceso? 

Solution (a) Una vez mas el patinador es nuestro sistema. 
Segun la tercera ley de Newton, la barandilla ejerce sobre el 



Figura 18 (a) Una regia de un metro es empujada a lo largo 
de una superficie horizontal sin friccion por una fuerza F cxt . 
La fuerza se ejerce en la marca de 50 cm. Aqui la regia se 


mueve como una particula. ( b ) La fuerza se ejerce ahora 
sobre la marca de 25 cm. La regia gira ahora al mismo 
tiempo que se traslada y ya no se mueve como una particula. 
La fuerza se ejerce en un desplazamiento s que es mayor que 
el desplazamiento s. del centro de masa. 


patinador una fuerza de 55 N hacia la derecha en la figura 17. 
Esta fuerza es la unica fuerza externa que necesitamos conside- 
rar. Segun la ecuacion 36, tenemos que 

Fexi^cm \idv 2 m 0, 



j 2F aa s tm / 2(55 NX0.32 m) 
V M V 72 kg 


= 0.70 m/s. 


(b) Apliquemos ahora la ley de conservacion de la energia, la 
cual, en las condiciones que corresponden a este problema, toma 
la forma de la ecuacion 32, o sea 

AE int = ~AK cm = = -4(72 kgX0.70 m/s) 2 

= -17.6 J. 

Esta cantidad de energia interna podria reponerse digiriendo - 
de cucharadita de cualquier refresco dietetico. 4 


Problema muestra 10 En este caso, nuestro patinador se 
empuja contra su companera, quien esta parada con la espalda 
contra una pared, como en la figura 19a. Ambos tienen los 
brazos doblados inicialmente. Cada uno empuja contra el otro 
estirando los brazos, hasta que se separan (Fig. 19b). La com¬ 
panera ejerce una constante de fuerza F ext - 55 N a lo largo de 
una distancia de s - 32 cm; esta es la distancia en que se mueven 
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Figura 19 Problema muestra 10. (a) Un patinador y su 
companera se preparan para ejercer fuerzas uno contra el otro 
extendiendo sus brazos. La companera apoya la espalda 
contra la pared y, por lo tanto, no se mueve. (b) Despues de 
que los brazos se han extendido, el patinador se mueve a una 
velocidad v^. 


realmente sus manos al extender sus brazos. En el instante 
en cesa el contacto, el centro de masa del patinador se ha movido 
a lo largo de una distancia total de = 58 cm como resultado de 
la extension de arnbos pares de brazos. (a) ^Cual es la velocidad 
del centro de masa del patinador despues de haber cesado el 
contacto? ( b) /,Cual es el cambio en la energia interna almace- 
nada del patinador durante este proceso? 


Solucion (a) Tomamos al patinador como nuestro sistema. 
Notese que en este caso existe un trabajo extemo efectuado sobre 
el sistema, de modo que hay una transferencia de energia a traves 
de la frontera del sistema. Segun la ecuacion 36 tenemos que 

„ F '*t S cm - A K cm = IMvL - 0, 


(2F^sZ 1 2(55 NX0.58 m) 


= 0.94 m/s. 


( b ) Segun la ecuacion de la conservacion de energia para 
nuestro sistema, tenemos que 


A*™ + AE int = W, 


donde W (= F tl js) es el trabajo extemo efectuado sobre el 
patinador por su companera. Resolviendo para el cambio de 
energia interna Ay sustituyendo el resultado A K cm = F^s^ 
de la parte (a), obtenemos 

A£,nt =■ W — AK^ — F exi S — F'^Scn 

= (55 NX0.32 m) - (55 NX0.58 m) 

= + 17.6 J- 31.9 J = -14.3 J. 


Asi pues, para lograr su energia cinetica final, el patinador debe 
proporcionar 14.3 J de energia de sus recursos intemos. Su 
companera proporciona 17.6 J al efectuar el trabajo sobre el 
patinador, trabajo que, por supuesto, proviene de la reserva 
interna de ella. Si la companera no estuviera presente y el 
patinador hubiera alcanzado la misma energia cinetica empu- 
jandose directamente contra la pared, necesitaria proporcionar 
los 31.9 J completos de energia cinetica a partir de su fuente de 
energia interna. 


Problema muestra 11 Un bloque de 5.2 kg se proyecta sobre 
una superficie horizontal a una velocidad horizontal inicial de 
0.65 m/s. El coeficiente de friccion cinetica entre el bloque y la 


superficie es de 0.12. (a) (,Que le pasa a la energia cinetica 
inicial del bloque? (b) iQue distancia recorre el bloque hasta 
llegar al reposo? 

Solucion (a) Al aplicar la conservacion de energia, el siste¬ 
ma mas util a considerar es el bloque mas la porcion de la 
superficie horizontal sobre la que se desliza. Al usar la ecua¬ 
cion 30, tenemos que A U = 0, porque no ocurre ningun cambio 
de energia potencial sobre la superficie horizontal. Ademas 
W= 0, porque no actua ninguna fuerza externa sobre el sistema. 
(Hemos definido al sistema de modo que la friccion sea una 
fuerza interna .) Asi, la ecuacion 30 resulta 

AE.n, = -AA' cm , 

donde AK cm es negativa, correspondiendo a una perdida de 
energia cinetica. Sustituyendo valores, tenemos que 

A E int = -(0 - iMvlJ = +K5-2 kgX0.65 m/s) 2 


Este aumento en la energia interna del sistema se revela como 
un incremento pequeho de la temperatura del bloque y de la 
superficie horizontal. Es dificil de calcular como se distribuye 
esta energia entre el bloque y la superficie; en gran parte 
evitamos esta dificultad al considerar al sistema formado por el 
bloque mas la superficie, en lugar de analizar el bloque sola- 
mente. 

(b) En este caso, elegimos al bloque solamente como nuestro 
sistema. No podemos tratar al bloque como una particula, 
porque aqui intervienen las transferencias de energia (especifi- 
camente, de la energia interna) distintas a la energia cinetica de 
traslacion. Aplicando la ecuacion 36, tenemos que 

F extern A , 


donde F e „ es la fuerza de friccion externa (= -pMg, tomando la 
direccion del movimiento como positiva) que actua sobre el 
bloque y es el desplazamiento del centro de masa del bloque. 
Entonces, tenemos que 

(-pMg)(s cm ) = 0 - WvL 

o sea 



9-8 SISTEMAS DE MASA VARIABLE 
(Opcional) 

Imaginemos que la curena que sostiene al canon en la figura 14 
sostiene tambien a una gran dotacion de balas de canon. Cuando 
el canon se dispara repetidamente, la curena (que suponemos se 
mueve sin friccion) recula hacia la izquierda, y con cada recu- 
lada aumenta su velocidad. Con la frontera del sistema repre- 
sentada como en la figura 14, sabemos que el impetu horizontal 
total debe ser cero y que no existe ninguna fuerza horizontal 
neta sobre el sistema. Sin embargo, si consideramos un sistema 
que incluya solo al canon mas la curena, entonces el plantea- 
miento previo ya no es valido. El impetu del canon aumenta 
cada vez que se dispara, y es apropiado que usemos el lenguaje 
familiar de la fisica newtoniana para tener en cuenta el cambio 
en el impetu por la accion de una fuerza apropiada. En este caso, 
la fuerza que acelera al canon es una fuerza de reaccion: el 
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Figura 20 (a) Un sistema S' en el tiempo t consta de una masa M que se mueve a 
velocidad v. ( b ) En un tiempo A t mas tarde, la masa original M ha arrojado cierta masa 
- AM. La masa restante M + AM, a la cual llamamos subsistema S, se mueve ahora a 
una velocidad v + Av. 


canon, en virtud de la explosion de su carga, empuja contra las 
balas de canon que arroja, y la fuerza de reaccion (las balas de 
canon empujando contra el canon) hace mover al canon hacia 
la izquierda. 

Cuando el canon se dispara repetidamente, la masa total sobre 
la curena disminuye segun la cantidad de balas de canon que 
hayan sido arrojadas. Los metodos del problema muestra 7 no 
pueden emplearse facilmente para resolver este problema por¬ 
que la masa M del objeto que recula es diferente cada vez que 
el canon dispara. 

En este ejemplo nos referiremos al sistema S, que consta del 
canon mas la curena, como un sistema de “masa variable”. Por 
supuesto, el sistema mas grande S' que consta del canon mas las 
balas de canon disparadas, es un sistema de masa constante y 
tambien un sistema de impetu constante (en ausencia de una 
fuerza externa). Sin embargo, el sistema S mas pequeno no tiene 
una masa constante. Aun mas, las balas de canon arrojadas 
llevan consigo un impetu, y existe un flujo neto de impetu de S 
que es el responsable de su aceleracion. 

El ejemplo anterior da, razonablemente, una buena imagen 
mental de como trabaja un cohete. El combustible se quema y 
arroja a gran velocidad; los productos de la combustion cqrres- 
ponden a las balas de canon. El cohete (menos el combustible 
consumido) experimenta una aceleracion que depende de la 
cantidad de combustible que se consume y de la velocidad con 
que se arroja. 

El objetivo del analisis de sistemas similares al cohete no 
es el de considerar la cinematica de todo el sistema S'. En 
cambio, enfocamos nuestra atencion a un subsistema particular 
S, y nos preguntamos como se mueve S al redistribuirse la masa 
dentro del sistema entero S' de modo que cambie la masa dentro 
del subsistema S. La masa total dentro de S' permanece cons¬ 
tante, pero el subsistema particular S que consideramos puede 
cambiar su estado de movimiento al ganar o al perder masa (e 
impetu). 

La figura 20 muestra una vista esquematica de un sistema 
generalizado. En el tiempo t, el subsistema S tiene una masa M 
y se mueve a velocidad v en el marco de referencia particular 
desde el que lo estamos observando. En el tiempo t + At, la masa 
de S ha cambiado en una cantidad AM (una cantidad negativa, 
en el caso de una masa arrojada) a M + AM, mientras que la 
masa del resto del sistema integro S' ha cambiado en una 
cantidad correspondiente - AM. El sistema S se mueve ahora a 
una velocidad v + Av, y la materia arrojada se mueve a una 
velocidad u, ambas medidas desde nuestro marco de referencia. 

Para hacer esta situacion lo mas general posible, permitimos 
tambien una fuerza externa F t „ que pueda actuar sobre todo el 
sistema. fista no es la fuerza que impulsa al cohete (la cual es 
una fuerza interna para el sistema S'), sino que es mas bien la 


fuerza debida a algun agente externo, quizas la gravedad o el 
arrastre atmosferico. El impetu total de todo el sistema S' es P, 
y la segunda ley de Newton puede expresarse asi: 

= (37) 

En el intervalo de tiempo Al, el cambio de impetu AP es 

AP = P f -P i (38) 

donde P„ el impetu final del sistema S' en el tiempo t + At, y P„ 
el impetu inicial de S' en el tiempo t, estan dados por 

Pi = Mv, (39 a) 

P f = (M + AM)(v + Av) + (-AM)u. (39 b) 

El cambio en el impetu de S‘ es, entonces, 

AP — P f — Pj = (M + A M){v + Av) + (— A M)u — Mv. (40) 

Reescribiendo la derivada de la ecuacion 37 como un limite y 
sustituyendo esta expresion para AP, obtenemos 


F eit = lira — 

A<—o At 

_ y (M + A M)(v + Av) + (—AM )u — Mv 
A/—0 At 


= lim , 

Ar—• o 


Av AW AM 

M— + (v — u) — -1- Av —— 

At 'At At 


., dv dM 

= M _ + (V - U) __. (41) 

Notese que, al tomar el limite, el ultimo termino dentro de los 
corchetes cuadrados se anula, porque Av -* 0 segun Al —» 0. En 
la ecuacion 41, M es la masa del subsistema S en el tiempo t, y 
dvjdt es su aceleracion cuando arroja masa a la velocidad u (en 
nuestro marco de referencia) y en una cantidad \dM/dt\. 

Podemos tambien expresar la ecuacion 41 de una forma 
ligeramente mas general: 

d dM 

F,„- S ((42) 


La ecuacion 42 no se parece en absolute a F„, = A/a o a F„, = 
d(Mv)/dt, que hemos usado previamente para analizar el movi¬ 
miento de particulas o de sistemas de masa constante. Podemos 
reducir la ecuacion 42 a la forma de particula de la segunda ley 
de Newton en dos casos muy especiales solamente: (1) cuando 
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Figura 21 (a) Una ametralladora dispara una rafaga de balas a razon de n por unidad 
de tiempo. El l'mpetu total del sistema S' permanece constante, pero el subsistema S 
experimenta una fuerza de reculada que cambia su impetu. El cambio de impetu en un 
tiempo dt es exactamente igual al l'mpetu opuesto mn u dt transportado por las balas. 

( b ) Un cohete expulsa un chorro de productos de combustion. El impetu total del 
sistema S' permanece constante, pero el subsistema S experimenta un empuje que 
cambia su l'mpetu. El cambio de l'mpetu en un tiempo dt es exactamente igual al 
impetu opuesto u dM transportado por el gas expulsado. 


dM/dt = 0 de modo que M es una constante, en cuyo caso 
estamos otra vez discutiendo sistemas de masa constante, o (2) 
cuando u = 0, en cuyo caso estamos viendo al sistema de masa 
variable desde un marco de referencia muy especial en el cual 
la materia arrojada esta en reposo. 

En general, cuando aplicamos F„, = dPjdt al sistema S que 
gana o pierde masa, debemos tener en cuenta el cambio en el 
impetu de la masa que se gana o se pierde.* Esto es, como lo 
sugiere la ecuacion 42 y la figura 20, debemos considerar al 
sistema mas grande S', que incluye al sistema S y a la masa 
adicional. Este enfoque en la dinamica de sistemas de masa 
variable resalta la importancia de la ley de conservation del 
impetu, y nos da una receta relativamente sencilla para tratar 
sistemas complicados. 

La ecuacion 41 ha sido derivada en una forma especial que 
puede ser adaptada facilmente al analisis del movimiento de un 
cohete. La cantidad u - v es v rel , la velocidad de los gases 
expulsados con relacion al cohete. fista es una cantidad razo- 
nable a introducir, porque la velocidad de los gases expulsados 
es una caracteristica de diseno fundamental del motor del cohete 
y no debe expresarse en una forma que dependa de ningun otro 
marco de referencia que el cohete mismo. En funcion de v rel , 
podemos escribir la ecuacion 41 en la forma siguiente: 

dv dM 

M S =F « t + v «>^r- (43) 

El ultimo termino de la ecuacion 43 nos da la razon a la cual 
el impetu esta siendo transferido al subsistema S o quizas fuera 
de el. Puede ser interpretada como una fuerza ejercida sobre S 
por la masa que entra o sale de S. En el caso de un cohete, este 


* Vease “Force, Momentum Change, and Motion”, por Mar¬ 
tin S. Tiersten, American Journal of Physics, enero de 1969, 
pag. 82, para una excelente referencia general sobre sistemas de 
masa fija y variable. 


termino se llama empuje-, para hacer al empuje lo mas grande 
posible, los disenadores de cohetes intentan hacer tanto a v„, (la 
velocidad de escape) como a \dM/dt\ (la razon a la que es 
arrojada la masa) lo mas grande posible. 


La ecuacion del cohete 


Consideremos un cohete en el espacio lejano, donde no esta 
sujeto a fuerza externa alguna. Supongamos, por simplicidad, 
que el movimiento esta confinado a una dimension; dv/dt define 
la direccion positiva cuando el cohete acelera y v rel , apunta, por 
lo tanto, en direccion negativa. La ecuacion 43 puede expresarse 
en este caso asi: 


dv dM 


donde v„, es la magnitud de la velocidad de escape. Notese que 
dM/dt es negativa, de modo que el lado derecho de la Ec. 44 es 
positive. como lo es el lado izquierdo. 

La ecuacion 44 es la ecuacion fundamental que rige el com- 
portamiento de un cohete. Durante la combustion estable del 
motor, el empuje (el lado derecho de la Ec. 44) es una constante 
(pero la aceleracion resultante del cohete d u/dt no es una 
constante porque la masa M cambia mientras el combustible se 
quema). 

Consideremos el cambio de velocidad del cohete que corres- 
ponde a la combustion de una cantidad especifica de combusti¬ 
ble m v La velocidad inicial es u,, y la velocidad final despues 
de la combustion es u,. Replanteamos la ecuacion 44 asi: 


dv = - v nl 


dM 
M ' 


(45) 


La masa total M del cohete es una variable. La masa original 
del cohete mas el combustible es M 0 , y en cualquier tiempo t, la 
masa remanente M del cohete mas la masa m b del combustible 
quemado hasta ese momento debe ser M 0 ; asi M = M 0 - m b . 
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Figura 22 Problema muestra 13. De una tolva cae 
arena a razon de dM/dt sobre una banda transportadora 
que se mueve a velocidad constante v en el marco de 
referencia del laboratorio. La fuerza necesaria para 
mantener a la banda moviendose a velocidad constante 
es v dM/dt. La tolva esta en reposo en el marco de 
referencia del laboratorio. 


Integramos la ecuacion 45 entre los limites u„ cuando la masa extemas, incluyendo la gravedad y la resistencia del aire, ^cual 

del cohete es M„, y v„ cuando la masa es M 0 - m b , obteniendo seria la velocidad del cohete durante la combustion? 



ru 0 -m b rffrf 

L 


Mo~ m b 

v f - v t = - u rel In M 

M 0 


= - v nl [In ( M 0 - m b ) - In M 0 ] 



(46) 


La ecuacion 46 da el cambio de velocidad del cohete que resulta 
de la combustion de una cantidad m b de combustible. 

Suponiendo que el cohete comienza desde el reposo (v, = 0) 
con una masa inicial M 0 y alcanza una velocidad final v, en 
combustion cuando su masa es M, = M 0 - m b , podemos escribir 
la ecuacion 46 asi: 

— 1 = (47) 

Mq 

La analogia entre el cohete y la reculada de un arma se ilustra 
en la figura 21. En cada caso se conserva el l'mpetu de todo el 
sistema, que consta de la masa expulsada (balas o combustible) 
mas el objeto que expulsa la masa. Cuando centramos nuestra 
atencion en el arma o en el cohete dentro del sistema mas 
grande, vemos que su masa cambia y que existe una fuerza que 
lo impulsa, una reculada en el caso del arma y un empuje en el 
caso del cohete. Si contemplamos el sistema desde el marco de 
referencia en el centro de masa, a medida que el tiempo trans- 
curre hay mas masa expulsada, y ha viajado mas hacia la 
izquierda segun vemos en la figura 21, lo que significa que el 
objeto debe viajar a la derecha para que el centro de masa se 
mantenga fijo. 


Problema muestra 12 Un cohete tiene una masa de 13,600 kg 
una vez lleno con su combustible en la rampa de lanzamiento. 
Se dispara verticalmente hacia arriba y en la combustion ha 
consumido y expulsado 9100 kg de combustible. Los gases 
salen expulsados a razon de 146 kg/s a una velocidad de 
1520 m/s, relativa al cohete, suponiendo que ambas cantida- 
des son constantes mientras se quema el combustible, (a) ^Cual 
es el empuje? ( b) Si pudieramos despreciar todas las fuerzas 


Solucion (a) El empuje F es el ultimo termino de la ecua¬ 
cion 43, o sea 

F=v„i ~ = (1520 m/sX146 kg/s) = 2.22 X 10 s N. 

Notese que inicialmente, cuando los tanques de combustible 
estan llenos, la fuerza neta hacia arriba que actua sobre el cohete 
(despreciando la resistencia del aire) es el empuje menos el peso 
inicial Mg, o sea 88,600 N. En el momento antes de la combus¬ 
tion la fuerza neta hacia arriba es el empuje menos el peso final, 
o 1.78 x 10 5 N. 

( b ) De la ecuacion 46, podemos hallar la velocidad durante 
la combustion: 

-0 520 m/s) 1„ ’ 1680 " /s ' 

Si las fuerzas extemas de la gravedad y de la resistencia del aire 
fueran tomadas en cuenta, la velocidad final seria menor. 


Problema muestra 13 De una tolva estacionaria cae arena a 
razon de dM/dt sobre una banda transportadora que se mueve a 
velocidad v en el marco de referencia del laboratorio, como en 
la figura 22. ^Que potencia se necesita para mantener a la banda 
moviendose a la velocidad u? 


Solucion La figura 20 describe esta situation, con el sistema 
S representando a la banda mas la arena acumulada y AM 
representando a la arena adicional que cae sobre la banda. El 
sistema S' iftcluye a la banda y a toda la provision de arena en 
la tolva. Tomamos como nuestro objeto (sistema S) a la banda 
(incluida la arena) de masa variable M, y por la ecuacion 41 
debemos asentar que dv/dt = 0, porque la velocidad de la banda 
es constante, y u = 0, porque la arena, al caer, no tiene velocidad 
horizontal en nuestro marco de referencia. Obtenemos 



En este ejemplo, dM/dt es positiva porque el sistema esta 
ganando masa con el tiempo. De aqui que, como es de esperarse, 
la fuerza externa necesaria debe apuntar en la direccion en que 
se mueve la banda. Notese que la masa de la propia banda no 
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Preguntas 225 


interviene en el problema, porque hemos supuesto que la banda 
se mueve a velocidad constante. 

La potencia suministrada por la fuerza externa es 


con la velocidad de la banda, el trabajo efectuado por la fuente 
externa es dW= P„,dt = u 2 dM. El cambio en la energia cinetica 
de este elemento de masa es + '-{dM)v'\ Aplicando la ecua¬ 
cion 30 nos da, entonces, 

A E int = v 2 dM — HdM)v 2 = dM)v\ 


Puesto que v es una constante, podemos plantear esto como 


d(Mv 2 ) 

dt 



{{Mv 1 ) = 2 


dK 
dt ’ 


Esto nos dice que la potencia externa necesaria para mantener 
a la banda en movimiento es el doble de la cantidad en que esta 
aumentando la energia cinetica del sistema; notese que no 
necesitamos considerar la energia cinetica de la propia banda 
porque su velocidad es constante, y, por lo tanto, su energia 
cinetica no cambia. 

Esta claro que la energia mecanica no se conserva en este 
caso. Solo la mitad del trabajo efectuado por el motor que 
impulsa a la banda aparece como energia mecanica del sistema. 
i,A donde fue la otra mitad? Para responder a esta pregunta, 
apliquemos la conservacion de la energia, ecuacion 30, a un 
elemento pequeiio de masa dM que cae sobre la banda. Supo- 
nemos que cae desde una altura suficientemente pequena para 
que su cambio en energia potencial pueda ser despreciado. En 
el intervalo de tiempo dt que le toma a dM comenzar a moverse 


La energia interna del sistema aumenta en la misma cantidad 
que la energia cinetica. Entonces la mitad de la potencia que 
entra va a la energia cinetica de la arena en movimiento, 
mientras que la otra mitad termina como energia interna de la 
arena y la banda (resultando, quizas, de la friccion que existe 
entre la arena y la banda despues de que la arena haya caido 
pero antes de que se mueva a la velocidad de la banda). 

Este problema muestra ofrece el ejemplo de una fuerza ejer- 
cida con un cambio de masa, siendo la velocidad constante. Es 
tambien posible que la velocidad de un sistema de masa variable 
disminuya como resultado de la masa anadida al sistema, invir- 
tiendo, en efecto, la operacion de un cohete.* ■ 


* Vease, por ejemplo, “The Falling Raindrop: Variations on a 
Theme of Newton”, por K. S. Krane, American Journal of 
Physics, febrero de 1981, pag. 113.) 




Figura 24 Pregunta 5. 


PREGUNTAS 

1. /.Esta el centra de masa de un objeto solido necesariamen- 
te dentro del objeto? Si no, de un ejemplo. 

2. La figura 23 muestra (a) un prisma triangular isosceles y 
( b ) un cono circular recto cuyo diametro tiene la misma 
longitud que la base del triangulo. El centra de masa del 
triangulo esta a un tercio arriba de la base, pero el del cono 
esta a solo un cuarto. /.Puede usted explicar la diferencia? 


Figura 23 Pregunta 2. 


3. /.Como se relaciona el concepto de centra de masa con el 
concepto de centra geografico de un pais? /.Con el centra 
de poblacion de un pais? /.Que puede ustedLjconcluir del 
hecho de que el centra geografico difiera del centra de 
poblacion? 

4. /.Donde esta el centra de masa de la atmosfera de la Tierra? 

5. Lin aficionado a la escultura decide modelar un pajaro 
(Fig. 24). Por fortuna, el modelo final puede en realidad 
mantenerse enhiesto. El modelo esta formado de una 


simple lamina gruesa de metal de espesor uniforme. De 
los puntos mostrados, /.cual es mas probable que sea el 
centra de masa? 

6 . Hay quien sostiene que cuando un saltador de altura 
experimentado salva la barra, el centra de masa del atleta 
esta realmente abajo de la barra. /.Es esto posible? 

7. Una bailarina de ballet que ejecuta un grand jete (gran 
brinco; vease la Fig. 25) parece flotar horizontalmente 
en la parte central de su brinco. Demuestre como puede 
la bailarina maniobrar sus piemas durante el brinco de 
modo que, aunque el centra de masa siga en realidad 
la trayectoria parabolica esperada, su cabeza se mueva 
mas o menos horizontalmente. (Vease “The Physics of 
Dance”, por Kenneth Laws, Physics Today, febrero de 
1985, pag. 24.) 

8 . Un objeto ligero y un objeto pesado tienen energias cine- 
ticas de traslacion iguales. /.Cual tiene el impetu mas 
grande? 





Figura 25 Pregunta 7. 


9. Un pajaro esta en una jaula de alatnbre que cuelga de 
una bascula de resorte. /.Es la lectura de la bascula, cuando 
el pajaro esta volando, mayor, menor, o la misma que 
cuando el pajaro esta quieto sobre la jaula? 

JO. /.Puede un bote de vela propulsarse por el aire de un 
ventilador que este unido al bote y soplando en las velas? 
Explique su respuesta. 

11. /.Puede un cuerpo tener energia sin que tenga impetu? 
Explique. /.Puede un cuerpo tener impetu sin que tenga 
energia? Expliquelo. 

12. Un canoero que esta en un lago tranquilo puede alcanzar 
la orilla tirando bruscamente de la cuerda unida a la proa 
de la canoa. /.Como explicaria usted esto? (En realidad, 
esto es posible.) 

13. /.Como podria una persona que esta sentada y en reposo 
sobre una superficie horizontal sin friccion salirse de esa 
superficie? 

14. Un hombre esta de pie y quieto sobre una gran lamina de 
hielo resbaladizo; en su mano sostiene un petardo encen- 
dido. Arroja el petardo al aire a un cierto angulo (es 
decir, no verticalmente). Describa breveuiente, pero lo 
mas exacto posible, el movimiento del centro de masa del 
petardo y el movimiento del centro de masa del sistema 
consistente en hombre y petardo. Conviene describir cada 
movimiento durante cada uno de los periodos siguientes: 
(a) despues de liaber arrojado el petardo, pero antes de que 
explote; ( b ) entre la explosion y el primer trozo del petardo 
que caiga sobre el hielo; (c) entre el primer fragmento que 
caiga al hielo y el ultimo fragmento al caer, y (d) durante 
el tiempo en que todos los fragmentos han caido pero 
ninguno ha llegado al hielo. 

15. Justifique que la afirmacion siguiente: “La ley de conserva¬ 
cion del impetu lineal, aplicada a una particula aislada, es 
equivalente a la primera ley del movimiento de Newton.” 

16. Usted arroja un cubo de hielo a una velocidad v dentro de 
un espacio caliente, con vacio y carente de gravedad. El 
cubo se funde gradualmente convirtiendose en liquido y 
luego hierve para convertirse en vapor de agua. ( a ) /.Es el 
cubo un sistema de particulas en todo momento? (b) Si es 


asi, /.es el mismo sistema de particulas? (c) /.Sufre el 
movimiento del centro de masa algiin cambio abrupto? (d) 
/, Cambia el impetu lineal total? 

17. Una particula de masa m = 0 (un neutrino, posiblemente) 
transporta un impetu. /.Como puede ser esto asi a la vista 
de la ecuacion 22 , en la cual vemos que el impetu es 
directamente proporcional a la masa? 

18. Si solo una fuerza externa puede cambiar el estado de 
movimiento del centro de masa de un cuerpo, /.como 
sucede que la fuerza interna de los frenos puede llevar a 
un automovil al reposo? 

19. Decimos que un automovil no es acelerado por fuerzas 
intemas sino mas bien por la fuerzas extemas que actuan 
sobre el por la carretera. /.Por que necesita el motor un 
automovil? 

20. /.Puede el trabajo efectuado por fuerzas intemas disminuir 
la energia cinetica de un cuerpo? ... /.aumentarlo? 

21. ( a ) Si usted efectua trabajo sobre un sistema, /.adquiere el 
sistema necesariamente energia cinetica? ( 6 ) Si el sistema 
adquiere energia cinetica, /.significa esto necesariamente 
que algun agente externo efectuo trabajo sobre el? De 
ejemplos. (Por “energia cinetica” nos referimos aqui a la 
energia cinetica media asociada con el movimiento del 
centro de masa.) 

22. En el problema muestra 9 vimos un ejemplo (un patina- 
dor) en el que existia energia cinetica pero no se efectuaba 
ningiin trabajo externo. Consideremos el caso contrario. 
Un desarmador se mantiene con fuerza contra una rueda 
amoladora que esta girando. Aqui se efectua trabajo ex- 
temo pero la energia cinetica del desarmador no cambia. 
Explique esta aparente contradiccion. 

23. /.Puede usted pensar en sistemas de masa variable distintos 
de los ejemplos dados en el texto? 

24. Como ya dijimos en el texto, no podemos usar la ecuacion 

= d(M\)/dt para un sistema de masa variable. Para 
demostrar esto (a) exprese la ecuacion en la forma (F„, - 
M d\/dt)/(dM/dt) = v y (b) demuestre que un lado de esta 
ecuacion tiene el mismo valor en todos los marcos iner- 
ciales, mientras que el otro lado no lo tiene. De aqui que 
la ecuacion generalmente no pueda ser valida. (c) De¬ 
muestre que la ecuacion 42 no conduce a tal contradiccion. 

25. En 1920 un periodico destacado publico el editorial si¬ 
guiente acerca de los experimentos pioneros con cohetes 
de Robert H. Goddard, desechando la idea de que un 
cohete pudiera funcionar en el vacio: “Ese profesor Godr 
dard, con su catedra’ en el Clark College y el favoritismo 
de la Smithsonian Institution, no conoce la relacion de la 
accion a la reaccion, ni tiene idea de la necesidad de poseer 
algo mejor que un vacio contra el cual reaccionar, cosa 
que seria absurda. Claro que a todas luces parece carecer 
del conocimiento que se da diariamente de cajon en cual- 
quier secundaria.” /.Que esta mal en este argumento? 

26. La velocidad final de la ultima fase de un cohete de fases 
multiples es mucho mayor que la velocidad final de un 
cohete de una sola fase de igual masa total e igual dotacion 
de combustible. Explique este hecho. 

27. /.Puede un cohete alcanzar una velocidad mayor que la 
velocidad de los gases de escape que lo impulsan? Expli¬ 
que por que o por que no. 


i 
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28. ^Existe algun otro metodo de propulsion en el espacio 
exterior que no sean los cohetes? De ser asi, ^de que se 
trata, y por que no se usa? 

29. La ecuacion 46 sugiere que la velocidad de un cohete 
puede aumentar sin li'mite si se quema el suficiente com¬ 
bustible. ^Es esto razonable? ^Cual es el h'mite de apli- 


PROBLEMAS 

Section 9-1 Sistemas de dos particulas 

1. (a) Resuelva la ecuacion 4 para x, y la ecuacion 5 para u„ 
y sustituya ambos resultados junto con la ecuacion 3 en la 
ecuacion 2 para obtener 

mjkdf = ku 2 + p (^j , 

donde u = Mx 2 - Mx clll - m,L y p = mpnJM. (b) Demuestre 
que este resultado puede resol verse para u(t) usando las 
tecnicas presentadas en la seccion 8-4 para dar 

u(t) = m l d i cos cot, 

donde co = 'Ik/p . (c) Resuelva para x/t), x 2 (r), v/t), y v 2 (t). 
Este problems demuestra que las ecuaciones del centra de 
masa nos permiten resolver para los movimientos de wi, 
y m 2 en la situacion mostrada en la figura 1 . 

Section 9-2 Sistemas de muchas particulas 

2. ^Donde esta el centra de masa de las tres particulas mos- 
tradas en la figura 26? 


2 $ kg 

I - 

“ 1 ! 0 ) 4 kg 



x (m) 


Figura 26 Problema 2. 


3. (,Que tan lejos esta el centro de masa del sistema Tierra- 
Luna del centro de la Tierra? (Del apendice C obtenga las 
masas de la Tierra y de la Luna, y la distancia entre los 
.centros de ellas. Es interesante comparar la respuesta con 
el radio de la Tierra.) 


cabilidad de la ecuacion 46? ^En que paso, en la deriva- 
cion de la ecuacion 46, introdujimos este li'mite? (Vease 
“The Equation of Motion for Relativistic Particles and 
Systems with Variable Rest Mass”, por Kalman B. Pome- 
ranz, American Journal of Physics, diciembre de 1964, 
pag. 955.) 


4. Demuestre que la razon entre las distancias x, y x 2 de dos 
particulas respecto a su centro de masa es la razon inversa 
de sus masas, esto es, x,/x 2 = >njm r 

5. Un Chrysler con una masa de 2210 kg se esta moviendo a 
lo largo de un tramo recto de carretera a 105 km/h. Es 
seguido por un Ford de 2080 kg de masa que se mueve a 
43.5 km/h. ^Que velocidad tiene el centro de masa de los 
dos carros en movimiento? 

6 . Dos patinadores, uno con 65 kg de masa y el otro con 42 kg 
de masa, estan de pie en una pista de hielo sosteniendo una 
pertiga de 9.7 m de longitud y de masa despreciable. 
Comenzando desde los extremos de la pertiga, los patina¬ 
dores se jalan a si mismos a lo largo de la pertiga hasta 
que se encuentran. ^Que distancia recorrera el patinador 
de 42 kg? 

7. Un hombre de masa m se halla asido a una escalera de 
cuerda suspendida de un globo de masa M; vease la 
figura 27. El globo se halla estatico respecto al terreno. (a) 
Si el hombre comienza a trepar por la escalera a una 
velocidad v (con respecto a la escalera), <;en que direccion 
y a que velocidad (respecto a la Tierra) se movera el 
globo? ( b ) iCual es el estado de movimiento despues de 
que el hombre deja de trepar? 

8 . Dos particulas P y Q estan inicialmente en reposo y 
separadas por una distancia 1.64 m. P tiene una masa de 




Figura 27 Problema 7. 


1.43 kg y Q una masa de 4.29 kg. P y Q se atraen entre si 
con una constante de fuerza de 1.79 x 10 ' 2 N. No actuan 
sobre el sistema fuerzas extemas. (a) Describa el movi- 
miento del centro de masa. (b) iA que distancia de la 
posicion original de P chocan las particulas? 

9 . Un canon y un aprovisionamiento de balas de canon estan 
dentro de un carro de ferrocarril sellado de longitud L, 
como se muestra en la figura 28. El canon dispara hacia la 
derecha; el carro recula hacia la izquierda. Las balas de 
canon permanecen en el carro despues de chocar contra la 
pared mas alejada. (a) Despues de que hayan sido dispa- 
radas todas las balas, ^cual es la distancia mas grande a la 
que puede moverse el carro a partir de su posicion origi¬ 
nal? ( b ) ^Cual es la velocidad del carro despues de que 
todas las balas han sido disparadas? 



Figura 28 Problema 9. 


10. En una molecula de amoniaco (NH 3 ), los tres atomos 
de hidrogeno (H) forman un triangulo equilatero, siendo 
la distancia entre los centros de los atomos 16.28 x 10 '“ m, 
de modo que el centro del triangulo esta a 9.40 x 10 " m de 
cada atomo de hidrogeno. El atomo de nitrogeno (N) esta 
en la cuspide de la piramide, estando la base constituida 
por los tres atomos de hidrogeno (vease la Fig. 29). La 
distancia nitrogeno-hidrogeno es de 10.14 x 10"“ m y la 
relacion de masa atomica nitrogeno/hidrogeno es 13.9. 
Localice el centro de masa con relacion al atomo de 
nitrogeno. 



Figura 29 Problema 10. 


11. Dos cuerpos, cada uno hecho con juego de pesas, estan 
unidos por un cordon ligero que pasa por una polea ligera, 
sin friccion, un diametro de 56.0 mm. Los dos cuerpos 
estan al mismo nivel. Cada uno tiene originalmente una 
masa de 850 g. (a) Ubique su centro de masa. (b) Se 
transfieren 34 g de un cuerpo al otro, pero se impide que 
los cuerpos se muevan. Localice el centro de masa. (c) 
Ahora los dos cuerpos se dejan caer. Describa el movi¬ 
miento del centro de masa y determine su aceleracion. 


12. Se dispara una bala de un arma a una velocidad de salida 
de 466 m/s, a un angulo de 57.4° con la horizontal. En la 
parte mas alta de la trayectoria, la bala explota en dos 
fragmentos de igual masa. Uno de los fragmentos, cuya 
velocidad inmediatamente despues de la explosion es 
cero, cae verticalmente. que distancia del canon cae el 
otro fragmento, suponiendo un terreno llano? 

13. Una cadena flexible, uniforme, de longitud L, con un peso 
por unidad de longitud A, pasa sobre una clavija pequena, 
sin friccion; vease la figura 30. Se deja caer desde una 
posicion de reposo de modo que una longitud de cadena x 
cuelga de un lado, y una longitud L - x cuelga del otro 
lado. Halle la aceleracion a en funcion de x. 



Figura 30 Problema 13. 


14. Un perro que pesa 10.8 lb esta parado sobre un bote de 
fondo piano de modo tal que el animal se encuentra a 
21.4 ft de la orilla. Camina 8.50 ft por el bote hacia la orilla 
y luego se detiene. El bote pesa 46.4 lb, y podemos 
suponer que no existe friccion entre el bote y el agua. iA 
que distancia esta el perro de la orilla al final de este 
tiempo? ( Sugerencia: El centro de masa del bote + el perro 
no se mueve. ^Por que?). Tambien hay orilla hacia la 
izquierda en la figura 31. 

15. Ricardo, que tiene una masa de 78.4 kg, y Judith, quien 
pesa menos, se divierten al anochecer en un lago dentro 
de una canoa de 31.6 kg. Cuando la canoa esta en reposo 
en aguas tranquilas, intercambian asientos, los cuales se 
hallan separados a una distancia de 2.93 m y simetrica- 
mente situados con respecto al centro de la canoa. Ricardo 
observa que la canoa se movio 41.2 cm con relacion a un 
tronco sumergido y calcula la masa de Judith. ^Cual es 
esta masa? 

16. Una persona de 84.4 kg esta parada en la parte poste¬ 
rior de un trineo de vela que se mueve sobre el hielo; el 
trineo pesa 425 kg y avanza a 4.16 m/s por el hielo, que 
puede considerarse sin friccion. Decide caminar hacia 
el frente del bote, de 18.2 m de longitud y lo hace a 
una velocidad de 2.08 m/s respecto al bote. ^Que distan¬ 
cia recorrio el bote sobre el hielo mientras el estuvo cami- 
nando? 
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Figura 31 Problema 14. 


Section 9-3 Centro de rnasa de objetos solidos 

17. Tres varillas delgadas, cada una de longitud L, estan dis- 
puestas en forma de U invertida, como se muestra en la 
figura 32. Cada una de las dos varillas que estan en los 
brazos de la U tienen una masa M\ la tercera varilla tiene 
una masa de 3 M. ^Donde esta el centro de masa del 
conjunto? 




— L — 


r 


3 M 


/. 

1 

M 


M 

L 

1 


Figura 32 Problema 17. 


18. La figura 33 muestra una placa compuesta con dimen- 
siones de 22.0 cm x 13.0 cm x 2.80 cm. La mitad de la 
placa esta hecha de aluminio (densidad = 2.70 g/cm 3 ) y 
la mitad de hierro (densidad = 7.85 g/cm 3 ), como se mues¬ 
tra. ^Donde esta el centro de masa de la placa? 



Figura 33 Problema 18. 


19. Una caja, abierta por arriba, que tiene la forma de un cubo 
de 40 cm de lado esta construida de lamina de metal. Halle 


z 


Figura 34 Problema 19. 



las coordenadas del centro de masa de la caja respecto al 
sistema de coordenadas que se muestra en la figura 34. 

20. Un tanque de almacenamiento cilt'ndrico esta inicialmente 
lleno de aerogasolina. El tanque se vaci'a luego mediante 
una valvula situada en el fondo; vease la figura 35. (a) 
Describa cualitativamente el movimiento del centro de 
masa del tanque y del contenido restante mientras se 
extrae la gasolina. ( b ) <,Cual es la profundidad x a la 
cual esta lleno el tanque cuando el centro de masa del 
tanque y del contenido restante alcanza su punto mas 
bajo? Exprese la respuesta en terminos de H, la altura 
del tanque; M, su masa, y m, la masa de la gasolina que 
cabe en el. 



50.0 km/h. (a) ^Cual es el cambio en la energia cinetica 
del camion? ( b ) ^Cual es la magnitud y la direccion del 
cambio de impetu del camion? 

Un objeto de 4.88 kg a una velocidad de 31.4 m/s golpea 
una placa de acero a un angulo de 42.0° y rebota a igual 
velocidad y angulo (Fig. 36). ^Cual es el cambio (magni¬ 
tud y direccion) del impetu lineal del objeto? 




Figura 36 Problema 24. 


25. Una pelota de 52.4 g es arrojada desde el suelo al aire, a 
una velocidad inicial de 16.3 m/s y a un angulo de 27.4° 
sobre la horizontal, (a) ^Cuales son los valores de la 
energia cinetica de la pelota inicialmente y en el momento 
antes de que toque el suelo? (b) Halle los valores corres- 
pondientes del l'mpetu (magnitud y direccion) y del cam¬ 
bio de impetu. (c) Demuestre que el cambio de l'mpetu es 
igual al peso de la pelota multiplicado por el tiempo de 
vuelo, y de alii halle el tiempo de vuelo. 

Una particula de masa m tiene un l'mpetu lineal p igual a 
me. ^Cual es su velocidad en funcion de c, la velocidad de 
la luz? 

Demuestre que la ecuacion 23 se reduce a la ecuacion 21 
para velocidades v « c. Sugerencia: Demuestre que la 
ecuacion 23 puede expresarse asi: 


26. 


27. 


K= me 2 


\ Vl — v 2 /c 2 ' 


28. Un electron tiene una velocidad de 0.990c. (a) Halle su 
l'mpetu lineal, en kg • m/s. (b) Exprese este l'mpetu en las 
unidades MeV/c. 

Section 9-6 Conservation del Impetu lineal 


Figura 35 Problema 20. 

21. Halle el centro de masa de una placa semicircular homo- 
genea, siendo R el radio del circulo. 

Section 9-4 Impetu lineal de una particula 

22. i A que velocidad debe avanzar un Volkswagen de 816 
kg ( a ) para tener el mismo impetu que un Cadillac de 
2650 kg que va a 16.0 km/h y ( b) para tener la misma 
energia cinetica? (c) Haga los mismos calculos acerca 
de un camion de 9080 kg en lugar del Cadillac. 

23. Un camion de 2000 kg que viaja hacia el norte a razon de 
40.0 km/h da la vuelta hacia el este y acelera hasta los 


29. Una persona de 195 lb que esta de pie sobre una superficie 
de friccion despreciable patea hacia adelante una pie- 
dra de 0.158 lb que esta a sus pies de modo que esta 
adquiere una velocidad de 12.7 ft/s. ^Que velocidad ad- 
quiere la persona como resultado? 

30. Un hombre de 75.2 kg esta subido a un carro de 38.6 kg 
que esta en marcha a una velocidad de 2.33 m/s. El hombre 
salta del carro de modo que toca el suelo a una velocidad 
horizontal de cero. Halle el cambio resultante en la velo¬ 
cidad del carro. 

31. Una plataforma de ferrocarril de peso IFpuede rodar sin 
friccion a lo largo de una via horizontal recta. Inicialmente 
un hombre de peso w esta parado sobre la plataforma que 
avanza hacia la derecha a velocidad u 0 . ^Cual es el cambio 
en la velocidad de la plataforma si el hombre corre hacia 



Figura 37 Problema 31. 


la izquierda (Fig. 37), de modo que su velocidad con 
relacion a la plataforma es de v„, en el momento antes de 
que salte hacia afuera en el extremo izquierdo? 

32. El trineo de un cohete con una masa de 2870 kg se mueve 
a razon de 252 m/s sobre unos rieles. En cierto punto, un 
canjilon del trineo se hunde en un deposito de agua situado 
entre los rieles y saca agua para echarla dentro de un 
tanque vacio del trineo. Determine la velocidad del trineo 
despues de que el tanque se ha llenado con 917 kg de agua. 

33. La ametralladora especial de un guardabosque dispara al 
minuto 220 balas de hule de 12.6 g de peso a una velocidad 
de salida de 975 m/s. ^Cuantas balas debe disparar contra 
un animal de 84.7 kg que carga hacia el guardabosque a 
3.87 m/s con objeto de detener al animal en su marcha? 
(Suponga que las balas viajan horizontalmente y caen al 
suelo despues de dar en el bianco.) 

34. Un vehiculo espacial viaja a 3860 km/h con respecto a la 
Tierra cuando el motor vacio del cohete se desprende y es 
enviado de regreso a una velocidad de 125 km/h con 
respecto al modulo de mando. La masa del motor es el 
cuadruple de la masa del modulo. ^Cual es la velocidad 
del modulo de mando despues de la separacion? 

35. La ultima fase de un cohete viaja a una velocidad de 
7600 m/s. Esta ultima fase esta hecha de dos partes aco- 
pladas entre si, que comprenden, una caja del cohete con 
una masa de 290.0 kg y una capsula de carga util con una 
masa de 150.0 kg. Cuando se sueltan las grapas que unen 
a las dos partes, un resorte comprimido hace que estas se 
separen a una velocidad relativa de 910.0 m/s. (a) ^Cuales 
son las velocidades de las dos partes despues de que se han 
separado? Suponga que todas las velocidades son a lo 
largo de la misma linea. (b) Halle la energia cinetica total 
de las dos partes antes y despues de haberse separado y 
explique la diferencia, si la hay. 

36. Una vasija en reposo explota, rompiendose en tres partes. 
Dos partes, una con el doble de masa de la otra, se 
desprenden, de modo que una es perpendicular a la otra, 
a la misma velocidad de 31.4 m/s. La tercera parte tiene 
el triple de masa de la parte mas liviana. Halle la magnitud 
y la direccion de su velocidad inmediatamente despues de 
la explosion. (Especifique la direccion dando el angulo 
desde la linea de recorrido de la parte menos pesada.) 

37. Un nucleo radiactivo, inicialmente en reposo, se desinte- 
gra emitiendo un electron y un neutrino en angulos rectos 
entre si. El impetu del electron es de 1.2 x 10' 22 kg • m/s y 
el del neutrino es de 6.4 x 10 23 kg • m/s. (a) Halle la 
direccion y la magnitud del impetu del nucleo al recular. 

( b ) La masa del nucleo residual es de 5.8 x 10" 26 kg. ^Cual 
es su energia cinetica de reculada? El neutrino es una de 
las particulas fundamentals de la naturaleza. 
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38. Un carro-plataforma de ferrocarril de 1930 kg, que puede 
moverse sobre los rieles virtualmente sin friccion, esta 
detenido sin movimiento cerca de una plataforma de la 
estaeion. Un jugador de futbol de 108 kg corre a lo largo 
de la plataforma paralelamente a las vias a razon de 
9.74 m/s. El jugador salta sobre la parte trasera del carro- 
plataforma. (a) ^Cual es la velocidad del carro-plataforma 
despues de que el jugador esta a bordo y en reposo sobre 
el? (b) Ahora el jugador comienza a caminar, a razon de 
0.520 m/s con relacion al carro-plataforma, hacia el frente 
del carro. ^Cual es la velocidad del carro-plataforma al 
caminar el jugador? 

39. Una bala de 3.54 g se dispara horizontalmente contra 
dos bloques que descansan sobre una mesa sin friccion, 
como se muestra en la figura 38a. La bala atraviesa el 
primer bloque, que tiene una masa de 1.22 kg y se empotra 
en el segundo, que tiene una masa de 1.78 kg. Al hacerlo, 
se imprimen en los bloques velocidades de 0.630 m/s y 
1.48 m/s, respectivamente, como se muestra en la figu¬ 
ra 38b. Despreciando la masa extraida del primer bloque 
por la bala, halle (a) la velocidad de la bala inmedia- 
tamente despues de salir del primer bloque y ( b ) la velo¬ 
cidad original de la bala. 


(a) 


(b) 


1.22 kg 


1.78 kg 


0.630 m/s 1.48 m/s 



Figura 38 Problema 39. 


40. Un cuerpo de 8.0 kg de masa avanza a 2.0 m/s sin la 
influencia de fuerza externa alguna. En cierto instante 
ocurre una explosion interna, que divide al cuerpo en dos 
trozos de 4.0 kg de masa cada uno; la explosion transmite 
al sistema de dos trozos una energia cinetica de traslacion 
de 16 J. Ninguno de los trozos abandona la linea de 
movimiento original. Determine la velocidad y la direc- 
cion del movimiento de cada uno de los trozos despues de 
la explosion. 

41. Supongase que el carro del problema 31 esta inicialmente 
en reposo y sostiene a n personas de peso w cada una. Si 
cada persona corre sucesivamente a una velocidad relativa 
v rel y salta desde el extremo del carro, ^imprimen en al 
carro una velocidad mayor que si todos corrieran y salta- 
ran al mismo tiempo? 

42. Un canon de 1400 kg que dispara un proyectil de 70.0 kg 
a una velocidad de salida de 556 m/s se halla fijo a un 
angulo de elevacion de 39.0° sobre la horizontal. El canon 
esta montado sobre rieles sin friccion, con el fin de que 
pueda recular libremente. (a) ^Cual es la velocidad del 
proyectil respecto a la Tierra? (b) /A que angulo con 
respecto al terreno es lanzado el proyectil? ( Sugerencia: 


La componente horizontal del impetu del sistema perma- 
nece sin cambio al disparar el arma.) 

43. Un bloque de masa m reposa sobre una cuna de masa M 
la cual, a su vez, descansa sobre una mesa horizontal, 
como se muestra en la Fig. 39. Todas las superficies 
carecen de friccion. Si el sistema parte del reposo estando 
el punto P del bloque a una distancia h sobre la mesa, halle 
la velocidad de la cuna en el instante en que el punto P 
toca la mesa. 




Figura 39 Problema 43. 


Section 9-7 Trabajoy energia en un sistema de particulas 

44. Un automovil con pasajeros tiene un peso de 3680 lb 
(= 16,400 N) y se mueve a 70.0 mi/h (=113 km/h) cuando 
el conductor frena hasta el alto. La carretera ejerce una 
fuerza de 1850 lb (= 8230 N) sobre las ruedas y estas no 
patinan. Calcule la distancia a la que se detiene. 

45. Usted se agacha desde una posicion erecta, bajando su 
centro de masa 18.0 cm durante el proceso. Luego salta 
verticalmente en el aire. La fuerza que el suelo ejerce 
sobre usted cuando salta es el triple de su peso. /.Cual es 
su velocidad hacia arriba cuando despues de la posicion 
erecta se separa del suelo? 

46. Una mujer de 55.0 kg brinca verticalmente en el aire desde 
una posicion en cuclillas en que su centro de masa esta a 
40.0 cm sobre el suelo. Cuando sus pies dejan el suelo su 
centro de masa esta a 90.0 cm sobre el suelo y se eleva a 
120 cm cuando alcanza la parte mas alta de su brinco. (a) 
^Que fuerza hacia arriba, supuesta constante, ejerce el 
suelo sobre ella? (b) /.Que velocidad maxima alcanza? 

47. Un jugador de hockey sobre hielo, de 116 kg, patina a 
razon de 3.24 m/s hacia un barandal situado al extremo de 
la pista y se detiene asiendo el barandal con los brazos 
extendidos. Durante este proceso de detention su centro 
de masa se mueve 34.0 cm hacia el barandal. (a) Halle la 
fuerza promedio que debe ejercer sobre el barandal. (b) 
/.Cuanta energia interna pierde? 

48. La National Transportation Safety Board (Oficina Nacio- 
nal para la Seguridad en el Transporte) esta probando la 
eficiencia en el choque de un auto nuevo. El vehiculo de 
2340 kg se dirige a 12.6 km/h contra un parapeto. Durante 
el impacto, el centro de masa del auto se mueve hacia 
adelante 64.0 cm; el parapeto se comprime 8.30 cm. 
Desprecie la friccion entre el auto y la carretera. (a) Halle 
la fuerza, supuesta constante, ejercida por el parapeto 
sobre el auto. ( b ) /.En cuanto aumenta la energia interna 
del auto? 


49 . Midamos la energia total de un sistema de N particulas en 
un marco de referenda arbitrario, de modo que K = £ 
lm,vf . En el marco de referencia del centro de masa, las 
velocidades son v( = V, - v cm , donde v cll , es la velocidad del 
centro de masa con relacion al marco de referencia origi¬ 
nal. Recordatido que u, = v, ■ v„ demuestre que la energia 
cinetica puede expresarse asi: 


K = K iai + K cm 

donde AT inl = 2 y K cm = . Esto demuestra que 

la energia cinetica de un sistema de particulas puede 
dividirse en un termino interno y un termino del centro de 
masa, como apuntabamos en la section 9-7. La energia 
cinetica interna se tnide en un marco de referencia en el 
cual el centro de masa esta en reposo; por ejemplo, los 
movimientos al azar de las moleculas de gas en un reci- 
piente en reposo son responsables de su energia cinetica 
de traslacion interna. 

Section 9-8 Sistemas de masa variable 

50. Un cohete en reposo en el espacio, donde no existe vir¬ 
tualmente gravedad, tiene una masa de 2.55 x 10 5 kg, de 
los cuales 1.81 * 10 3 kg son de combustible. El motor 
consume combustible a razon de 480 kg/s, y la velocidad 
de eyeccion es de 3.27 km/s. El motor se enciende durante 
250 s. (a) Halle el empuje del motor del cohete. (b) /.Cual 
es la masa del cohete despues de la combustion del motor? 
(c) /.Cual es la velocidad final alcanzada? 

51. Consideremos un cohete en reposo en el espacio vacio. 
^Cual debe ser la razon de masa (razon de la masa inicial 
a la masa final) con objeto de que, despues de haberse 
encendido el motor, la velocidad del cohete sea (a) igual 
a la velocidad de los gases expulsados y ( b ) igual al doble 
de la velocidad de los gases expulsados? 

52. Durante una mision lunar es necesario hacer una correc¬ 
tion a medio camino de 22.6 m/s en la velocidad de la nave 
espacial, la cual se mueve a razon de 388 m/s. La velocidad 
de los gases de escape del motor del cohete es de 1230 m/s. 
/.Que fraction de la masa inicial de la nave espacial debe 
ser lanzada como gases de escape? 

53. Un cohete de 1.11 x 10 5 kg de masa total, de los cuales 
8.70 x 10 4 kg son de combustible, va a ser disparado 
verticalmente. El combustible se quemara en una cantidad 
constante de 820 kg/s. Con relacion al cohete, /.cual es la 
velocidad minima de los gases de escape que permite el 
ascenso en el disparo? 

54. Un tobogan de 5.4 kg que transporta 35 kg de arena se 
desliza desde el reposo por una pendiente helada de 93 m 
de longitud, inclinada a 26° abajo de la horizontal. La 
arena se fuga de la parte trasera del tobogan a razon de 
2.3 kg/s. /.Cuanto tiempo le tomara al tobogan alcanzar el 
fondo de la pendiente? 

55. Para mantener en movimiento una banda transportadora 
cuando transporta equipaje se requiere una fuerza de im¬ 
pulsion mayor que con la banda vacia. /.Que fuerza de 
impulsion adicional se necesita si la banda se mueve a una 
velocidad constante de 1.5 m/s y la tasa a la cual se coloca 
el equipaje en un extremo de la banda y se retira en el otro 


extremo es de 20 kg/s? Supongase que el equipaje se deja 
caer verticalmente sobre la banda; quienes retiran el equi¬ 
paje lo sujetan y lo llevan al reposo con relacion a ellos 
mismos antes de levantarlo de la banda. 

56. Un carro de carga, abierto en la parte superior, que pesa 
9.75 tons metricas, corre a lo largo de una via nivelada con 
friccion despreciable a razon de 1.36 m/s cuando comien¬ 
za a Hover fuertemente. Las gotas de lluvia caen vertical¬ 
mente con respecto al suelo. /.Cual es la velocidad del 
carro cuando ha reunido 0.50 tons metricas de lluvia? 
/.Que supuestos, en caso de haber alguno, debe usted 
asumir para dar su respuesta? 

57. Un cohete de 5860 kg se prepara para el disparo vertical. 
La velocidad de los gases de escape es de 1.17 km/s. 
/.Cuanto gas por segundo debera ser expelido para propor- 
cionar el empuje necesario (a) para superar el peso del 
cohete y (b) para darle al cohete una aceleracion inicial 
hacia arriba de 18.3 m/s 2 ? Notese que, al contrario de la 
situation descrita en el problema muestra 12, la gravedad 
esta presente aqui como una fuerza externa. 

58. Dos barcazas largas avanzan en la misma direction en 
aguas tranquilas, una a velocidad de 9.65 km/h y la otra a 
21.2 km/h. Cuando estan una junto a la otra, se traspalea 
carbon desde la mas lenta a la mas rapida a razon de 
925 kg/min; vease la figura 40. /.Cuanta fuerza adicional 
debera abastecerse por los motores que impulsan a cada 
barcaza si ninguna va a cambiar su velocidad? Supongase 
que el traspaleo se hace siempre perfectamente hacia el 
lado y que las fuerzas de friccion entre las barcazas y 
el agua no dependen del peso de las barcazas. 



Figura 40 Problema 58. 


59. Un avion de propulsion a chorro vuela a 184 m/s (= 604 
ft/s). El motor absorbe 68.2 m 3 (= 2410 ft 3 ) de aire, que 
representa una masa de 70.2 kg (= 4.81 slugs) por segun¬ 
do. El aire se emplea para quemar 2.92 kg (= 0.200 slug) 
de combustible por segundo. La energia se emplea para 
comprimir los productos de combustion y expulsados 
en la parte posterior del motor a 497 m/s (= 1630 ft/s) en 
relacion al avion. Halle (a) el empuje del motor a propul¬ 
sion y (b) la potencia desarrollada (en hp). 

60. Un cordon flexible, inextensible, de longitud L esta arro- 
llado en un tubo liso, al cual esta bien aparejado. El tubo 
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contiene una curva en angulo recto y esta coiocado en el 
piano vertical de modo que un brazo es vertical y el otro 
horizontal. Desde el comienzo, en / = 0, una longitud y 0 
del cordon cuelga suspendida del brazo vertical. El cordon 
se suelta y se desliza a traves del tubo, de modo que en 
cualquier tiempo t posterior, se mueve a una velocidad 
dy/dt. donde y(t) es la longitud del cordon que esta enton- 
ces colgando verticalmente. (a) Explique en funcion del 


problema de masa variable, v rcl = 0, de modo que la 
ecuacion del movimiento tiene la forma rn dvjdt = F e „. (b) 
Demuestre que la ecuacion especifica del movimiento es 
cfy/dt 2 = gy. (c) Demuestre que la conservacion de la 
energia mecanica conduce a (dy/dt) 2 - gy 2 = a constante, 
y que esto es consistente con (b). (d) Demuestre que y = 
(y 0 l 2) (ef*^ + e' < *^) es una solucion a la ecuacion del 
movimiento [(sustituyendo en (&)] y explique la solucion. 



CAPITULO 10 


COLISIONES 




Una de las aplicaciones principales de la conservacion del impetu lineal se encuentra en el 
analisis de las colisiones entre objetos. Sin importar el tamano de los objetos, se traten e'stos 
de particulas elementales o de galaxias, y sin importar tampoco que fuerzas se hallen 
implicadas, desde la mds fiierte (la fuerza nuclear) a la mas debit (la gravedad), nos regimos 
por la ley de la conservacidn del Impetu lineal, ley que nos permite el estudio de estos procesos. 

En este capitulo expondremos como pueden analizarse los procesos de colisidn mediante el 
uso de las leyes de la conservacidn de la energia y del Impetu, dando ejemplos tornados del 
campo de la fisica subatomica para explicar como se obtiene la informacion fundamental 
respecto al mundo fisico a partir del estudio de los resultados de las diversas closes de 
colisiones. 


10-1 ;QUE ES COLISION? 


En la colision, una fuerza relativamente grande actua 
sobre cada particula que interviene en el choque durante 
un tiempo relativamente corto. La idea basica de colision 
consiste en que el movimiento de las particulas que coli- 
sionan (o cuando menos de una de ellas) cambia de 
manera brusca, y que podemos hacer una separacion 
relativamente clara de los tiempos de “antes de la coli¬ 
sion” y de los de “despues de la colision”. 

Cuando un bate de beisbol golpea la bola, por ejemplo, 
el comienzo y el final de la colision pueden determinarse 
con bastante precision. El bate esta en contacto con la bola 
durante un intervalo bastante corto en comparacion con el 
tiempo durante el cual observamos a la bola. Durante la 
colision el bate ejerce una fuerza grande sobre la bola 
(Fig. 1). Esta fuerza varia con el tiempo de modo comple- 
jo, el cual podriamos medir solo con gran dificultad. Tanto 
la bola como el bate se deforman en la colision. Las 
fuerzas que actuan durante un tiempo corto en compara¬ 
cion con el tiempo de observacion del sistema se denomi- 
nan fuerzas impulsivas. 

Cuando una particula alfa (el nucleo del 4 He) colisiona 
con otro nucleo (Fig. 2), la fuerza que actua entre ellos 
puede ser la bien conocida fuerza electrostatica de repul¬ 
sion asociada con las cargas de las particulas. Las par¬ 
ticulas pueden no llegar a tocarse en realidad, pero 


podemos seguir hablando de colision, puesto que una 
fuerza relativamente grande, que actua durante un tiempo 
corto en comparacion con el tiempo en que la particula 
alfa esta en observacion, tiene un efecto sustancial en el 
movimiento de la particula alfa. 

Podemos incluso hablar de la colision entre dos gala¬ 
xias (Fig. 3), si estamos preparados para observarlas du¬ 
rante una escala de tiempo del orden de millones o miles 
de millones de aiios. (Pero una altemativa mas viable es, 
desde luego, jacortar este lapso de tiempo por medio de 
un modelo de computadora!) 



Figura 1 Fotografia a alta velocidad de un bate al chocar 
contra una bola de beisbol. Notese la deformacion de la bola, 
que indica la gran fuerza impulsiva ejercida por el bate. 
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Figura 2 Una particula alfa colisiona con un nucleo de 
helio en una camara de niebla. La mayon'a de las particulas 
que inciden (procedentes de la izquierda) la atraviesan sin 
chocar. 



Figura 3 Colision de dos galaxias. 


Las colisiones entre particulas elementales proporcio- 
nan la principal fuente de information de su estructura 
interna. Cuando dos particulas colisionan a energia eleva- 
da, los productos de la colision suelen ser muy diferentes 
a las particulas originales (Fig. 4). A veces, estas colisio¬ 
nes provocan cientos de particulas producto, cuya masa 
total puede ser bastante mayor que las masas de las 
particulas en colision (la energia cinetica de las particulas 
incidentes se convierte en energia en reposo en la coli¬ 
sion). Podemos reconstruir el suceso original al estudiar 
las trayectorias de las particulas salientes y aplicar las 
leyes fundamentales de la conservation. 

En una escala diferente, quienes estudian los accidentes 
de transito tratan tambien de reconstruir los choques. A 
partir de las trayectorias y de los patrones de impacto de 
los vehiculos que chocan entre si (Fig. 5), se pueden 
deducir a menudo detalles tan importantes como la velo- 
cidad y la direccion del movimiento de los dos vehiculos 
antes del choque. 

Otra clase de colision es la que sucede entre una sonda 
espacial y un planeta, colision a la que se le llama “efecto 
de honda”; en esta, la velocidad y la direccion de la sonda 
espacial pueden ser alteradas por un “encuentro cercano” 
con un planeta (en movimiento). La sonda no toca en 



Figura 4 (a) El detector masivo UA1 utilizado en el 


aparato colisionador proton-proton de CERN, la instalacion 
para investigaciones de la fisica de la particula cerca de 
Ginebra, Suiza. ( b ) Una reconstruccion por computadora de 
las trayectorias de las particulas producidas en una colision 
proton-proton. Tales reconstrucciones fueron utilizadas en 
1983 para comprobar la existencia de las particulas llamadas 
WyZ, que confirmaron una teoria que trata a la fuerza 
electromagnetica y a la fuerza nuclear debil como aspectos 
diferentes de una sola fuerza mas basica. 



1 


realidad al planeta, sino que entra fuertemente bajo su 
influencia gravitatoria durante un tiempo muy corto en 
comparacion con la duracion del viaje de la sonda espa¬ 
cial. Asi pues, estamos justificados al llamar “colisiones” 
a tales encuentros. 


10-2 IMPULSO E IMPETU 


Al estudiar las colisiones en este capitulo, nuestro objeti- 
vo es aprender lo que podamos acerca de los movimientos 
finales de las particulas en colision a partir de los princi- 
pios de conservacion del impetu y de la energia, dados los 
movimientos iniciales de las particulas en colision y su- 
poniendo que no sabemos nada acerca de las fuerzas que 
actuan durante el choque. 



Figura 5 Un choque entre dos 
automoviles. Gran parte de la energia 
cinetica incidente se convierte en energia 
de deformacion de los dos automoviles. 
Los expertos en la reconstruccion del 
accidente utilizan la conservacion del 
impetu para calculcar las velocidades 
antes del choque. 
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Supongamos que la figura 6 muestra la magnitud de la 
fuerza neta ejercida en un cuerpo durante una colision. 
La colision comienza en el tiempo t { y termina en el 
tiempo t s , siendo la fuerza nula antes y despues de la 
colision. Segun la segunda ley de Newton en la forma 
F = dp/dt podemos escribir el cambio del impetu dp de 
una particula en un tiempo dt durante el que actue sobre 
el una fuerza F en la forma: 

dp = F dt. 

Podemos hallar el cambio del impetu del cuerpo durante 
una colision al integrar sobre el tiempo de colision, esto 
es, entre las condiciones iniciales (el impetu Pj en el 
tiempo t) y las condiciones finales (el impetu p f en 
el tiempo t { ): 

f Pt dp = f r F dt. (1) 

JPi Jt i 

El lado izquierdo de la ecuacion 1 es precisamente el 
cambio del impetu, p f - p r El lado derecho, que depende 
tanto de la intensidad de la fuerza como de su duracion, 
se llama impulso J de la fuerza: 

J = J 1 ' F dt, (2) 

y de la ecuacion 1 se deduce que 

J = Pf-Pi- ( 3 ) 

La ecuacion 3 es el enunciado matematico del teorema 
impulso-impetu : 


El impulso de la fuerza neta que actua sobre una 
particula durante un intervalo de tiempo determinado 
es igual al cambio en el impetu de la particula durante 
ese intervalo. 

Tanto el impulso como el impetu son vectores y tienen las 
mismas unidades y dimensiones. 

Aunque empleamos la ecuacion 3 en este capitulo solo 
en situaciones que impliquen fuerzas impulsivas (esto es, 
aquellas de corta duracion en comparacion con el tiempo 
de observation), tal limitation no es parte de esa ecuacion. 
La ecuacion 3 es tan general como la segunda ley de 
Newton, de la cual se deriva. Por ejemplo, podriamos usar 



Figura 6 Una fuerza impulsiva F(t) varia de una manera 
arbitraria con el tiempo durante una colision que va desde f, 
hasta t,. El area bajo la curva F(t) es el impulso J, y el 
rectangulo limitado por la fuerza promedio F tiene un area 
igual. 
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la ecuacion 3 para hallar el impetu adquirido por un cuerpo 
que cae en la gravedad de la Tierra. 

El teorema impulso-impetu es muy similar al teorema 
trabajo-energia que derivamos en el capitulo 7. Ambos 
rigen para particulas aisladas y ambos se derivan directa- 
mente de la segunda ley de Newton. El trabajo implica una 
integral de la fuerza neta en cuanto a la posicion, mientras 
que el impulso implica la integral de la fuerza neta en 
cuanto al tiempo. El teorema trabajo-energia es una ecua¬ 
cion escalar que trata del cambio en la energia cinetica de 
la particula, mientras que el teorema impulso-impetu es 
una ecuacion vectorial que trata del cambio en el impetu 
de la particula. 

Se supone que la fuerza impulsiva cuya magnitud se 
representa en la figura 6 tiene una direccion constante. La 
magnitud del impulso de esta fuerza esta representada por 
el area bajo la curva F(t). Podemos representar esa misma 
area por efrectangulo de la figura 6 de anchura At y altura 
F, donde F es la magnitud de la fuerza promedio que 
actua durante el intervalo At. Entonces 


F 12 
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Figura 7 Dos particulas de masas /», y tn 2 chocan y 
experimentan fuerzas iguales y opuestas. 


en la cual F 21 es el valor promedio de la fuerza F 2I durante 
el intervalo de tiempo de la colision At - t { - /,. 

Si no actua sobre la particula ninguna otra fuerza, 
entonces Ap, y Ap 2 dan el cambio total del impetu para 
cada particula. Sin embargo, hemos visto que en cada 
instante F 12 = -F 21 , de modo que F 12 = -F 2 „ y por lo tanto 

Ap, = -Ap 2 . (7) 

Si consideramos a las dos particulas como un sistema 
aislado, el impetu total del sistema es 

P = Pi + P 2 , (8) 


J — F At. (4) 

En una colision como la de la bola y el bate de la figura 1 
es dificil medir a F(t) directamente, pero podemos estimar 
Af (quizas unos cuantos milisegundos) y obtener un va¬ 
lor razonable para F basado en el impulso calculado 
de acuerdo con la ecuacion 3 a partir del cambio en el 
impetu de la bola (vease el problema muestra 1). 


10-3 CONSERVACION DEL tMPETU 
DURANTE LAS COLISIONES 


Consideremos ahora una colision entre dos particulas 
tales como las de masas m, y m 2 que se muestran en la 
figura 7. Durante la breve colision estas particulas ejercen 
fuerzas grandes entre si. En cualquier instante F 12 es la 
fuerza ejercida sobre la particula 1 por la particula 2 y F 21 
es la fuerza ejercida sobre la particula 2 por la particula 1. 
Segun la tercera ley de Newton estas fuerzas son iguales 
en magnitud pero se oponen directamente. 

El cambio en impetu de la particula 1 que resulta de la 
colision es 

Ap ' = f t F l2 dt = F, 2 At (5) 

en la cual F 12 es el valor promedio de la fuerza F 12 durante 
el intervalo de tiempo de la colision At = t f - t r 
El cambio en el impetu de la particula 2 que resulta de 
la colision es 

Ap 2 = f F 21 dt = F 21 At (6) 


y el cambio total en el impetu del sistema como resultado 
de la colision es cero; esto es, 

AP = Ap,-I-Ap 2 = 0. (9) 

De aqui que, si no existen fuerzas externas el Impetu total 
del sistema de dos particulas no cambia por la colision. 
Esta es simplemente la ley de la conservacion del impetu 
lineal (vease la seccion 9-6) aplicada a este sistema de dos 
particulas. Las fuerzas impulsivas que actuan durante la 
colision son fuerzas intemas que no tienen efecto sobre el 
impetu total del sistema. 

Hemos definido una colision como una interaccion que 
ocurre en un tiempo At que es despreciable comparado 
con el tiempo durante el cual estamos observando al 
sistema. Podemos tambien caracterizar a una colision 
como un evento en el que las fuerzas externas que pueden 
actuar sobre el sistema son despreciables comparadas con 
las fuerzas impulsivas de la colision (vease el problema 
muestra 1). Cuando un bate choca contra una bola de 
beisbol, o un palo de golf choca contra una bola de golf, 
o una bola de billar choca contra otra, actuan fuerzas 
externas sobre el sistema. La gravedad o la friccion pue¬ 
den ejercer fuerzas sobre estos cuerpos, por ejemplo; estas 
fuerzas externas pueden no ser las mismas sobre cada 
cuerpo al chocar ni necesariamente son canceladas por 
otras fuerzas externas. Aun asi, es bastante seguro despre- 
ciar estas fuerzas externas durante la colision y suponer 
una conservacion del impetu siempre que, como casi 
siempre sucede, las fuerzas externas sean despreciables 
en comparacion con las fuerzas impulsivas de la colision. 
Como resultado, el cambio en el impetu de una particula 
durante una colision que surge de una fuerza externa es 
despreciable comparada con el cambio en el impetu de esa 




particula que surge de la fuerza impulsiva del choque 
(Fig. 8). 

Por ejemplo, cuando un bate golpea contra una bola de 
beisbol, la colision dura solo unos cuantos milisegundos. 
Puesto que el cambio en el impetu de la bola es grande y 
el tiempo de colision es pequeno, a partir de 

Ap = FA/ 

se deduce que la fuerza impulsiva promedio F es relativa- 
mente grande. Comparada con esta fuerza, la fuerza ex¬ 
terna de la gravedad es despreciable. Asi, durante la 
colision podemos despreciar por completo esta fuerza 
externa para determinar el cambio en el movimiento de la 
bola; cuanto mas corta sea la duracion de la colision tanto 
mejor sera proceder asi. 

Por lo tanto, en la practica podemos aplicar la ley de la 
conservacion del impetu durante las colisiones si el tiem¬ 
po de la colision es lo suficientemente pequeno. Podemos 
entonces decir que el impetu de un sistema de particulas 
en el instante antes de que estas choquen es igual al impetu 
del sistema en el instante despues de haber chocado las 
particulas. 


Problema muestra 1 Una bola de beisbol (cuyo peso oficial 
es de unas 5 onzas) se mueve horizontalmente a una velocidad 
de 93 mi/h (alrededor de 150 km/h) cuando es golpeada por el 
bate (vease la Fig. 1). Abandona el bate en una direccion que 
forma un angulo <p = 35° sobre su trayectoria y a una velocidad 
de 180 km/h. (a) Halle el impulso de la fuerza ejercida sobre la 
bola. ( b ) Suponiendo que la colision dure 1.5 ms (= 0.0015 s), 
^cual es la fuerza promedio? (c) Halle el cambio en el impetu 
del bate. 

Solucion (a) La figura 9 a muestra el impetu inicial p, y el 
impetu final p f de la bola de beisbol. La tnasa correspondiente 
a 5 oz es de 0.14 kg, y la velocidad final de la bola en unidades 
mas apropiadas es de 50 m/s. Las componentes del impetu final 
estan dadas por 

Ptx = mv t cos </> = (0.14 kgX50 m/sXcos 35°) = 5.7 kg-m/s, 

Pf y = mv { sen <f> = (0.14 kgX50 m/sXsen 35°) = 4.0 kg-m/s. 

En este sistema de coordenadas, el impetu inicial tiene solo una 
componente x, cuyo valor (negativo) es 

= mv x = (0.14 kg)(— 42 m/s) = — 5.9 kg- m/s. 

Ahora puede obtenerse el impulso: 

/* = A* - A* = 5.7 kg-m/s — (—5.9 kg• m/s) = 11.6 kg-m/s, 
J y = Pfy — p iy = 4.0 kg • m/s — 0 = 4.0 kg • m/s. 

En otros terminos, el impulso tiene una magnitud 

J — dJ 2 x + J 2 y = V(1 1.6 kg*m/s) 2 + (4.0 kg• m/s) 2 
= 12.3 kg-m/s 



Figura 8 La fuerza impulsiva F h1tf que actua durante una 
colision es generalmente mucho mas intensa que cualquier 
fuerza externa F CM (mostrada aqui como una constante) que 
puede actuar tambien. 


y actua en una direccion determinada por 

6 = tan - \J y /J x ) = tan -1 [(4.0 kg • m/s)/( 11.6 kg • m/s)] = 19° 

sobre la horizontal. La figura 9b muestra el vector del impulso 
J y verifica graficamente que, como lo pide la definicion de la 
ecuacion 3, 

J = Pf-Pi = Pf+(~Pi) 

(b) Con J = FAr, tenemos que F = J/A t. Entonces F tiene la 
magnitud 

F— (12.3 kg-m/s)/0.0015 s = 8200 N, 

que es casi 1 tonelada. Esta fuerza actua en la misma direccion 
que J, esto es, 19° sobre la horizontal. Notese que esta es la 
fuerza promedio-, la fuerza maxima es considerablemente ma^ 
yor, como lo muestra la figura 6. Tambien, observese que F 
(= 8200 N) »mg (= 1.4 N). Asi pues, estamos en lo cierto al 
suponer que la fuerza impulsiva excede notablemente a la 
fuerza externa (la gravedad, en este caso) y, por lo tanto, es 
muy cercanamente igual a la fuerza neta que actua durante la 
colision. 

(c) El cambio en el impetu del bate es, segun la ecuacion 7, 
igual y opuesto al de la bola. Entonces, para el bate, 

A p x = — 11-6 kg - m/s, 

Ap y = — 4.0 kg-m/s. 

^Es este un cambio grande o un cambio pequeno? Trate de 
calcular el impetu del bate en movimiento para responder a esta 
pregunta. 


10-4 COLISIONES EN UNA DIMENSION 


En esta seccion consideraremos el efecto de una colision 
entre dos objetos. Usualmente conocemos las velocidades 
iniciales de los dos objetos antes de la colision, y nuestra 
meta es aplicar las leyes de conservacion o las leyes del 
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y 



(b) 1 

Figura 9 Problema muestra 1. (a) Los impetus inicial y 
final de la bola de beisbol. ( b ) La difetencia p f - p. es igual al 
impulso J. 


movimiento para hallar las velocidades despues de la 
colision. 

Podemos siempre calcular los movimientos de los objetos 
despues de que hayan chocado a partir de sus movimientos 
previos si conocemos las fuerzas que actuan durante la 
colision, y si podemos resolver las ecuaciones de movimien¬ 
to. Sin embargo, en la mayoria de las colisiones no conoce¬ 
mos estas fuerzas. La ley de conservacion del impetu debe 
cumplirse durante cualquier colision en la que solo actuen 
fuerzas intemas, y puede aplicarse aun si no conocemos las 
fuerzas. Aunque podemos no conocer los detalles de la 
interaccion, en muchos casos podemos usar la conservacion 
del impetu y la conservacion de la energia para predecir los 
resultados de la colision. 

El impetu lineal se conserva siempre en las colisiones. 
La energia total se conserva tambien: la energia total inicial 
de las particulas en colision es igual a la energia total 
final de los productos. Esta energia puede incluir no solo a 
la energia cinetica sino igualmente a otras formas, tales 
como la energia interna, la energia de deformacion, la ener¬ 
gia rotatoria, la energia radiante, y asi sucesivamente. 

En una categoria especial de la colision, llamada coli¬ 
sion elastica, despreciamos todas las demas formas de la 
energia y consideramos solamente a la energia mecanica 
U + K. Ademas, suponemos que, en una colision impul- 
siva, las fuerzas intemas actuan durante un tiempo corto 
y, por lo tanto, sobre una distancia corta; observamos a las 
particulas solamente con una separacion relativa mucho 
mas grande, de modo que los efectos de su energia poten- 
cial interna puedan ser despreciados. En una colision 
elastica, la energia cinetica de traslacion es la unica forma 
de energia por la que debemos responder, y la conserva¬ 
cion de la energia mecanica es, por lo tanto, equivalente 
a la conservacion de la energia cinetica: en una colision 
elastica, la energia cinetica inicial K t es igual a la energia 
cinetica final K f . 


En otra categoria de colision, que llamamos inelastica, 
la energia aparece en otras formas, y las energias cineticas 
inicial y final no son iguales. En ciertos casos K. > K ( , 
como, por ejemplo, cuando la energia cinetica inicial se 
convierte en energia interna de los productos, nuentras 
que en otros casos K , < K { , como cuando la energia interna 
almacenada en las particulas al chocar se libera. En una 
colision inelastica la energia mecanica U + K no se con¬ 
serva, pero la energia total si (vease la seccion 8-6). 
Cuando los cuerpos que chocan son simples, tales como 
atomos o moleculas, a menudo podemos tener en cuenta 
directamente la diferencia entre K i y K { en funcion de los 
estados conocidos de la energia interna discreta del siste- 
ma. En sistemas mas complejos, tal como cuando chocan 
dos automoviles, vemos a la diferencia simplemente como 
energia cinetica “perdida” o “ganada”. 

Todas las colisiones entre objetos reales son hasta cierto 
punto inelasticas. Cuando los objetos son muy rigidos, 
tales como las bolas de billar, podemos a menudo tratar a 
la colision como aproximadamente elastica. En este ca- 
so, la energia que cambia de cinetica a otras formas (como 
la onda de sonido que se escucha al chocar las bolas) es 
despreciable comparada con la energia cinetica. Notese 
que la clasificacion de una colision como elastica o in¬ 
elastica es independiente del marco de referencia desde el 
que se vea la colision. 

Cuando los dos cuerpos se pegan despues de la colision, 
se dice que la colision es completamente inelastica. Por 
ejemplo, la colision entre una bala y un bloque de madera 
al que se le dispara es completamente inelastica cuando la 
bala permanece empotrada en el bloque. El termino “com¬ 
pletamente inelastica” no significa necesariamente que 
toda la energia inicial se pierde; como veremos, significa 
mas bien que la perdida es tan grande como puede serlo, 
en consonancia con la conservacion del impetu. 

Aun cuando no se conozcan las fuerzas de colision, 
podemos obtener los movimientos de las particulas des¬ 
pues de la colision a partir de los movimientos antes de la 
colision, siempre y cuando la colision sea completamente 
inelastica o, si la colision es elastica, que la colision tenga 
lugar en una dimension. En una colision unidimensional 
el movimiento relativo despues de la colision esta a lo 
largo de la misma linea que el movimiento relativo antes 
de la colision. Por el impetu nos limitaremos al movimien¬ 
to unidimensional 


Colisiones elasticas 


Consideremos primero una colision elastica unidimensio¬ 
nal. Imaginemos a dos objetos (podrian ser unos deslizado- 
res en un riel de aire) que se mueven inicialmente a lo largo 
de la linea que une a sus centros, luego chocan de ffente y se 
mueven a lo largo de la misma linea recta despues de la 
colision (vease la Fig. 10). Estos cuerpos ejercen fuerzas 
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Figura 10 Dos particulas antes y despues de una colision elastica. Notese que las 
velocidades relativas antes y despues son iguales. 


entre si durante la colision que estan a lo largo de la linea de 
movimiento inicial, de modo que el movimiento final esta 
tambien a lo largo de la misma linea. 

Las masas de las particulas en colision son «t, y m 2 , 
siendo las componentes de la velocidad u,, y v 2i antes de 
la colision y v i( y v 2( despues de la colision. [En nuestra 
notacion, los subindices numericos 1 y 2 especifican la 
particula, mientras que los subindices i y f se refieren, 
respectivamente, a los valores iniciales (antes de la coli¬ 
sion) y a los valores finales (despues de la colision).] 
Tomamos la direccion positiva del impetu y la velocidad 
hacia la derecha en la figura 10. Suponemos, a no ser que 
especifiquemos lo contrario, que las velocidades de las 
particulas en colision sean lo suficientemente bajas como 
para que no necesitemos emplear las expresiones relati- 
vistas del impetu y de la energia cinetica. Entonces, segun 
la conservacion del impetu, obtenemos 

m,v n + m 2 v 2i = tn t v if + m 1 v 2( . (10) 

Puesto que estamos considerando una colision elastica, la 
energia cinetica se conserva por definicion, y obtenemos, 
al ser K t = K s , 

+ \m 2 v\ = $m l v 2 l[ + ±m 2 v\ { . (11) 

Si conocemos las masas y las velocidades iniciales, pode¬ 
mos calcular las dos velocidades finales (incognitas) u lf y 
u 2f a partir de estas dos ecuaciones. 

La ecuacion del impetu puede ser escrita asi: 

m y {v u - » lf ) = m 2 (v 2{ - v 2i ), (12) 

y la ecuacion de la energia puede escribirse como: 

™fv 2 n~ v] f ) = m 2 {v 2 2{ - ( 13 ) 

Dividiendo la ecuacion 13 entre la ecuacion 12, y supo- 
niendo que v 2f * u 2i , y que v u * v u (vease la pregunta 15), 
obtenemos 

t>ii + v u - v 2{ + v 2i 
y, despues de un reordenamiento, 

v l{ - v 2i = -(v n -v 2{ ). (14) 


Esto nos dice que, en una colision unidimensional elasti¬ 
ca, la velocidad relativa de acercamiento antes de la 
colision es igual y opuesta a la velocidad relativa de 
separacion despues de la colision, sin importar cuales 
puedan ser las masas de las particulas en colision. 

Para obtener las componentes de la velocidad u lf y v 2f 
despues de la colision a partir de las componentes de la 
velocidad v u y v 2l antes de la colision, combinamos las 
ecuaciones 12 y 14 para eliminar a u 2f y resolver para i> lf : 



Similarmente, eliminamos a u lf y resolvemos para v 2l : 



Las ecuaciones 15 y 16, que se cumplen en todos los 
marcos de referencia inerciales, son resultados generales 
que nos permiten obtener las velocidades finales en cual¬ 
quier colision elastica unidimensional. Estas ecuaciones 
las simplificamos a menudo eligiendo un marco en el que 
la particula bianco (digamos, m 2 ) esta inicialmente en 
reposo, permitiendonos asi poner v 2i = 0 en las ecuacio¬ 
nes 15 y 16. Pasemos ahora a estudiar ciertos casos espe- 
ciales de interes. 

1. Masas iguales. Cuando las particulas en colision tie- 
nen masas iguales (m l = m 2 ), las ecuaciones 15 y 16 se 
transforman simplemente en 

v n =v 2i y v 2[ =v u . (17) 

Esto es, las particulas intercambian velocidades: la velo¬ 
cidad final de una particula es igual a la velocidad inicial 
de la otra. 


2. Particula bianco en reposo. Otro caso de interes es 
cuando la particula m 2 esta inicialmente en reposo. Enton¬ 
ces u 2i = 0 y 



Combinando este caso especial con el anterior (esto es, 
una colision entre particulas de igual masa, donde una esta 
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inicialmente en reposo), vemos que la primera particula 
es “detenida en seco” y la segunda “sale” con la velocidad 
que tenia la primera originalmente. A menudo es posible 
observar este efecto en las colisiones de las bolas de billar 
que no giran. 

3. Blanco masivo. Si m 2 »m x , entonces las ecuacio- 
nes 15 y 16 se reducen a 

v ir~ ~ v i\ + 2t>2i y v 2f ~v 2i . (19) 

Cuando la particula de gran masa se mueve lentamente o 
esta en reposo, entonces 

y v 2{ ~ 0. (20) 

Esto es, cuando un proyectil liviano choca contra otro de 
masa mucho mayor que esta en reposo, la velocidad de la 
particula menos pesada se invierte aproximadamente, y la 
particula de mas masa permanece aproximadamente en 
reposo. Por ejemplo, una pelota que se deje caer desde una 
altura h rebota del suelo despues de la colision con velo¬ 
cidad invertida y, si la colision fuese perfectamente elas- 
tica y no hubiese resistencia del aire, llegaria a la misma 
altura h. De manera similar, un electron rebota de un 
atomo (con masa relativa) en una colision de frente y su 
movimiento se invierte, mientras que el atomo bianco no 
resulta en esencia afectado por la colision. 

4. Proyectil masivo. Cuando m, »m 2 , las ecuaciones 15 
y 16 se convierten en 

v \f~v u y v 2f ^2v u -v 2i . (21) 

Si la particula bianco de menor peso esta inicialmente en 
reposo (o se mueve mucho mas lentamente que «»,), 
entonces, despues de la colision la particula bianco se 
mueve al doble de la velocidad de m y El movimiento de 
no se ve casi afectado por la colision con el bianco mas 
ligero. 

En la dispersion de la particula alfa (Fig. 2), la particula 
alfa incidente (cuya masa es de alrededor de 8000 veces 
la masa del electron) no resulta en esencial afectada por 
las colisiones con los electrones de los atomos bianco 
(como lo indican las muchas trayectorias en linea recta de 
la Fig. 2). La particula alfa se desvia solamente en los raros 
encuentros con el nucleo masivo de un atomo bianco. 


Colisiones inelasticas 

Consideraremos ahora las colisiones inelasticas, en las 
que, por definition, la energia cinetica no se conserva, 
aunque por supuesto, la conservacion del impetu siempre 
se cumple. La conservacion de la energia total se cumple 
tambien, pero la inclusion de formas de energia diferentes 
a la cinetica afiade mas terminos a la ecuacion 11 y, a no 


ser que podamos especificar exactamente las transferen- 
cias de energia (por ejemplo, cuanta energia interna se 
convierte en cinetica), ya no tenemos un sistema de ecua¬ 
ciones que pueda resolverse. 

En un caso inelastico especial, el de la colision comple- 
tamente inelastica, el resultado final puede obtenerse a 
partir de los valores iniciales solamente. En este caso, las 
particulas se quedan pegadas y se mueven a una velocidad 
comun u f despues de la colision. Entonces existe solamen¬ 
te una incognita, y la ecuacion del impetu sola (Ec. 10) es 
suficiente. Reemplazando tanto u ]f como v 2[ en esa ecua¬ 
cion por la velocidad comun u f nos conduce a 



Cuando m 2 esta inicialmente en reposo, esta se reduce a 



La velocidad de m, se “reduce” por la razon de masas 
m J( tn i + n h)- Cuanto mas grande sea w„ mas rapido se 
movera la combinacion; cuanto mas pequeha sea /«,, mas 
lentamente se movera. 

La ecuacion 22 puede aplicarse igualmente bien en 
sentido inverso. Esto es, una particula de masa M que se 
mueva a velocidad u f se divide en dos particulas, una de 
masa ro, que se mueve a velocidad v u y otra de masa m 2 
(= M - m J que se mueve en direccion opuesta a velocidad 
v zr Este resultado se aplica aun cuando la explosion 
pudiera impartir una energia cinetica considerable a las 
dos particulas. En el caso especial en que v f = 0 (la 
particula inicial esta en reposo), tendremos que vju 2j = 
-m 2 Jm v La particula de mayor masa tiene la velocidad 
menor, como lo esperariamos con objeto de hacer que el 
impetu total sea cero, y las dos particulas se mueven en 
direcciones opuestas. En la seccion 10-7 se consideran las 
aplicaciones de este principio a los procesos de desinte- 
gracion espontanea. 


Problema muestra 2 (a) i,En que fraction decrece la energia 
cinetica de un neutron (masa «/,) en una colision elastica frontal 
con un nucleo atomico (masa /«,) inicialmente en reposo? ( b ) 
Halle la disminucion fraccionaria de la energia cinetica de un 
neutron cuando choca de igual modo con un nucleo de plomo, 
un nucleo de carbono, y un nucleo de hidrogeno. La razon de la 
masa del nucleo a la masa del neutron (= mjinj es 206 para el 
plomo, 12 para el carbono, y 1 para el hidrogeno. 

Solucion (a) La energia cinetica inicial K t del neutron, supo- 
niendo que sea no relativista, es ±m, up . Su energia cinetica final 
K, es j/n, v] f . La disminucion fraccionaria de la energia cinetica 
es 

Kj ~ Kf v]j ~ vjf _ . _ vj{ 

K, vi 
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Pero, para una colision tal (vease la Ec. 18), 


de modo que 

K- 


m x ~m 2 \ 

n lf =(-T-Pn, 

Vw, + m 2 ) 

le 

\-K r _ j ( m x -m 2 \ 2 _ 4m,/ 

A'j \ra, + m 2 ) (m,+ 


(b) Para el plomo, siendo m 2 = 206m 

Kj ~ K { _ 4/?7 ,(206m,) | 

K, (207m,) 2 ' 

Para el carbono, siendo m 2 = 12;/i„ 


0.02 = 2 %. 


K, (13m,) 2 


Para el hidrogeno, siendo m 2 = m„ 
Kj-K t _ 4m,(m,) 


= 1 = 100 %. 


Estos resultados explican por que un material como la para- 
fina, con su alto contenido de hidrogeno, es mucho mas eficaz 
para decelerar los neutrones de lo que lo es un material pesado, 
como el plomo. Sin embargo, observese que las colisiones no 
siempre son “frontales” como lo hemos supuesto a lo largo de 
toda esta seccion. Aunque un neutron no perderia toda su ener¬ 
gia en una colision oblicua mas tipica contra el hidrogeno en 
reposo, todavia perdera energia mucho mas eficientemente 
en materiales hidrogenados de lo que lo hara en el caso del 
carbono o del plomo. 

La fision del uranio en un reactor produce neutrones con 
energias cineticas relativamente grandes, en la region de MeV. 
Para que se produzca una reaction en cadena, estos neutrones 
deben ser empleados para iniciar otros eventos de fision, pero 
la probabilidad de que un neutron cause una fision disminuye 
rapidamente al crecer la energia cinetica del neutron. Por lo 
tanto es necesario decelerar o moderar a los neutrones hasta que 
su energia este en la region de eV, donde la probabilidad de la 
fision es de casi tres ordenes mayor. El calculo anterior, aunque 
quizas muy simplificado, demuestra que un material rico en 
hidrogeno, tal como el agua o la parafina, seria una buena 
election como moderador. 


Problema muestra 3 Un pendulo balistico (Fig. 11) es un 
dispositi vo que se empleaba para medir la velocidad de las balas 
antes de que se dispusiera de dispositivos electronicos para 
medir el tiempo. Consta de un gran bloque de madera de masa 
M , colgado de dos pares largos de cuerdas. Se dispara una bala 
de masa m contra el bloque, dentro del cual llega rapidamente 
al reposo. La combinacion bloque + bala oscila, elevandose su 
centro de masa a una distancia vertical h antes de que el pendulo 
llegue momentaneamente al reposo en el extremo de su arco. 
Tome la masa del bloque como M = 5.4 kg y la masa de la bala 
como m = 9.5 g. (a) ^Cual es la velocidad inicial de la bala si el 
bloque se eleva a una altura de h = 6.3 cm? (b) ^Cual es la 
energia cinetica inicial de la bala? ^Cuanta de esta energia 
permanece como energia mecanica del pendulo al oscilar? 

Solucion (a) Cuando la bala choca contra el bloque tenemos, 
por la conservacion del impetu en la direccion horizontal, 

mv — (M + m) V, 

donde u es la velocidad de la bala antes del impacto y V es la 
velocidad de la combinacion despues del impacto. Aunque 



Figura 11 Problema muestra 3. Un pendulo balistico es 
utilizado para medir la velocidad de una bala. 


la energia mecanica ciertamente no se conserva durante la 
colision de la bala con el bloque, si se conserva en el pendulo 
al oscilar despue's del impacto. La energia cinetica del sistema 
cuando el bloque esta en el fondo de su arco debe, entonces, ser 
igual a la energia potencial del sistema cuando el bloque esta 
en la parte superior, o sea 

j(M + m) V 2 = (M + m)gh. 

Eliminando a V entre estas dos ecuaciones llegamos a 

= ( 5 4 ^OO^kg 5 k8 ) V(2)(9 ‘ 8 m / s2 X°- 063 m ) = 630 m/s. 

Podemos ver al pendulo balistico como una clase de transfor- 
mador, intercambiando la alta velocidad de un objeto ligero (la 
bala) con la baja velocidad y, por lo tanto mas facilmente 
medible, de un objeto masivo (el bloque). 

(b) La energia cinetica de la bala es 

K b = \mv 2 = K0.0095 kg)(630 m/s) 2 = 1900 J. 

La energia mecanica del pendulo al oscilar es igual a su energia 
potencial cuando el bloque esta en la parte mas alta de su 
oscilacion, o sea 

E = (M + m)gh = (5.4 kg + 0.0095 kg)(9.8 m/s 2 )(0.063 m) 

= 3.3 J. 

Entonces solamente 3.3/1900, o sea 0.2% de la energia cineti¬ 
ca original de la bala se transfiere a energia mecanica del 
pendulo. El resto se almacena dentro del bloque del pendulo 
como energia interna o se transfiere al entorno, por ejemplo co¬ 
mo ondas de calor o de sonido. 


10-5 COLISIONES BIDIMENSIONALES 

Si dos particulas colisionan de una manera diferente a la 
frontal, las particulas pueden moverse en direcciones que 
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y 



Figura 12 Dos parti'culas en colision. 
Los ci'rculos abiertos indican sus 
posiciones antes de la colision y los 
ci'rculos llenos, senalan cuales son estas 
despues de la colision. Inicialmente, la 
particula 2 esta en reposo. El parametro 
b de impacto es la distancia por la cual 
la colision deja de ser frontal. 


no coincidan con las direcciones del movimiento original. 
La figura 12 muestra la geometria de una de estas colisio¬ 
nes. Hemos elegido a nuestro sistema de coordenadas de 
modo que p> tenga solo una componente x, simplificando 
asi el calculo un poco. Se supone que la particula bianco 
m 2 esta en reposo. La distancia b entre la linea del movi¬ 
miento de la particula incidente y una linea paralela que 
pase por m 2 se llama parametro del impacto. Una colision 
frontal corresponde a b = 0, y valores mas grandes de b 
indican una colision mas oblicua. La figura podria repre- 
sentar las trayectorias de dos nucleos que colisionan a 
causa de sus respectivas fuerzas electrostaticas de repul¬ 
sion; la fuerza depende inversamente del cuadrado de la 
distancia entre los nucleos, los cuales no necesitan en 
realidad estar en contacto para la colision. Para distancias 
suficientemente grandes la fuerza se hace pequena, y las 
parti'culas se mueven en linea recta sin resultar en esencia 
afectadas por la fuerza. 

Independientemente de la fuerza que actue entre las 
parti'culas, el impetu debe conservarse. La fuerza entre 
las particulas es una fuerza interna, que no puede cambiar 
el impetu total del sistema de dos particulas. Ademas, 
puesto que el impetu es un vector, sabemos que las com- 
ponentes x y las componentes y nos daran dos ecuaciones 
escalares independientes. Para las componentes x, el im¬ 
petu inicial es /n,u u a lo largo del eje *, y el impetu final 
total es la suma de las componentes x de los impetus 
finales de las dos particulas: 

Pix ~ Ptx 

m x v H = m x v {{ cos 0, + m 2 v 2{ cos 0 2 . (24) 


Aqui tenemos en cuenta las direcciones de v lf y de v 2f a 
traves de los angulos 0, y <p 2 , respectivamente; asi en la 
ecuacion 24, u tl y v 2t indican las magnitudes de las velo- 
cidades y son siempre positivas. Esto contrasta con las 
ecuaciones 15 y 16 o con la ecuacion 22, las cuales 
manejaban las componentes de la velocidad que podian 
ser positivas o negativas. 

El impetu y inicial es cero (gracias a que elegimos para 
simplificar, los ejes de coordenadas), y el impetu y final 
es la diferencia entre el de cada una de las particulas 
(hemos elegido 0, y a <f> 2 en los lados opuestos del eje x, 
de modo que la suma de las componentes y de por resul- 
tado una diferencia algebraica): 

Piy ~ Pfy 

0 = m^if sen 0, — m 2 v 2{ sen 0 2 . (25) 

Si la colision es elastica, se cumple el resultado usual 
para la conservacion de la energia. Igualando las ener- 
gias cineticas inicial y final tenemos 

$m l v 2 n = ±m 1 v 2 i f + im 2 vl { . (26) 

Dadas las condiciones iniciales (/»,, m 2 , yv u ), en las 
Ecs. 24 a 26 existen cuatro incognitas (n lf , v 2{ , 0,, 0 2 ), 
pero solo tres ecuaciones las relacionan. No existe una 
solucion linica para tal sistema indeterminado de ecuacio¬ 
nes; de hecho, existe un numero infinito de soluciones. 
Para obtener una solucion unica, debemos contar con una 
limitacion o restriccion adicional. Por ejemplo, podeinos 
decidirnos por observar la particula 1 en un angulo 0, 
determinado, como en el problema muestra 4. Una vez 
hayamos hecho esa eleccion, las tres ecuaciones pueden 
resolverse para las tres incognitas restantes. 





Problema muestra 4 Una molecula de gas con una velocidad 
de 322 m/s choca elasticamente con otra molecula de la misma 
niasa inicialmente en reposo. Despues de la colision la primera 
molecula se mueve formando un angulo de 30° con su direccion 
inicial. Halle la velocidad de cada molecula despues de la 
colision y el angulo formado con la direccion incidente de 
la molecula bianco que recula. 

Solucion Este ejemplo corresponde exactamente a las ecua¬ 
ciones 24 a 26, siendo wi, - m 2 , v„ - 322 m/s, y <p= 30°. Haciendo 
que m, sea igual a m 2 , tenemos las relaciones 

v h — fie cos </>! + i> 2 f cos 02> (27) 

i; lf sen </>! = % sen 02 » (28) 

Vn = v 2 if+v 2 (. (29) 

Debemos de resolver para u ]f , u 2f , y 0 2 . Para hacerlo, primero eli- 
niinamos a 0, elevando al cuadrado la ecuacion 27 (reescribien- 
do!a como u,, - u, r cos 0 = u 2 , cos </> 2 ), y la sumamos al cuadrado 
de la ecuacion 28. Observando que sen 2 <j> 2 + cos 2 0, = 1, obtenemos 

pfi+ v]f — 2v n v l{ COS 0! = v\f. 

Combinando esta con la ecuacion 29, obtenemos (siempre que 

L’lf 96 0) 

v If = v u cos 0, = (322 m/sXcos 30°) = 279 m/s. 



De la ecuacion 29 


o sea, 


v\ { = v 2 u - v\ ( = (322 m/s) 2 - (279 m/s) 2 , 


v 2{ = 161 m/s. 


Por ultimo, de la ecuacion 28 

sen0 2 = — sen 0, 
v 2( 


o 


279 m/s 
161 m/s 


sen 30° = 0.866 


02 = 60°. 


Las dos moleculas se apartan en angulos rectos (0 + <p 2 “ 90° 
en la Fig. 12). 

Deberia ser para nosotros posible demostrar que, en una 
colision elastica entre particulas de igual masa, una de las cuales 
este inicialmente en reposo, las particulas, que reculan se des- 
vian siempre en angulos rectos entre si. La figura 13 muestra 
una serie de cuatro colisiones elasticas sucesivas entre protones 
provocadas cuando un proton de energia elevada entra en una 
camara de burbujas llena de hidrogeno liquido, el cual suminis- 
tra los protones bianco. El rastro de las particulas se hace visible 
por a huella de burbujas dejada en su camino. Puesto que las 
particulas en interaction son de igual masa y las colisiones son 
elasticas, las particulas reculan formando angulos rectos entre 
si; esto se hace evidente cuando el rastro representado en la 
figura 13 se ve estereoscopicamente. Vease la figura 2 para otro 
ejemplo.___ 


Colisiones inelasticas en dos dimensiones 

Si la colision es inelastica, la ecuacion 26 ya no tiene 
aplicacion. A menudo podemos sustituirla por una expre- 


Figura 13 (a) Cuatro colisiones proton-proton en una 
camara de burbujas. (b) Una representation esquematica de 
las trayectorias de los protones. El proton original entra por 
la esquina superior derecha. El rastro no esta completo en el 
piano de la fotografia, y una vision estereoscopica muestra 
que el angulo entre el proton incidente y el proton saliente en 
cada colision es de 90°, como se esperaba. Los demas rastros 
que se ven en la foto son causados por mesones (curvaturas 
suaves) y por electrones (espirales cerradas). 


sion equivalente que tenga en cuenta la energia convertida 
a (o a partir de) energia cinetica y que, por lo tanto, arroje 
una relacion entre las energias cineticas inicial y final. 

Una colision en dos dimensiones completamente in¬ 
elastica debe comenzar con ambos cuerpos en movimien¬ 
to. (/.Por que?) De nuevo, hacemos que el movimiento 
de un cuerpo defina al eje x, y disponemos la colision de 
modo que los dos cuerpos se encuentren y se adhieran 
entre si en el origen. El objeto final se mueve entonces 
en la direccion 0 f a una velocidad v f (Fig. 14). La conser¬ 
vacion del impetu para las componentes x y y da lo 
siguiente: 

componente x: m l v\ + m 2 v 2 cos 0 2 = M v { cos 0 f , (30) 

componente y: m 2 v 2 sen 0 2 = Mv { sen 0 f . (31) 

Aqui M = m, + m 2 es la masa total de la combinacion 
despues de la colision. Puesto que la combinacion se 
mueve a una velocidad comun (en magnitud y en direc- 
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Figura 14 Una colision completamente inelastica en dos 
dimensiones. Las parti'culas con masas m, y m, colisionan 
para formar la particula combinada de masa M. 


y (norte) 



Figura 15 Problema muestra 5. Dos patinadores, Alfredo 
(A) y Barbara (B), sufren una colision completamente 
inelastica. Despues de ello, se mueven juntos en una 
direccion dada por el angulo fa 


cion), las cuatro incognitas del caso elastico se reducen 
a dos: v s y fa. Las dos ecuaciones (Ecs. 30 y 31) son 
suficientes para una solucion unica. 


Problema muestra 5 Dos patinadores chocan y se abrazan en 
una colision completamente inelastica. Esto es, se quedan uni- 
dos despues del itnpacto, corao lo sugiere la figura 15. Alfredo, 
cuya masa m A es de 83 kg, se mueve originalmente hacia el este 
a una velocidad de v A = 6.4 km/h. Barbara, cuya masa m a es de 
55 kg, se mueve originalmente hacia el norte a una velocidad 
de u B = 8.8 km/h. (a) ^Cual es la velocidad V de la pareja 
despues del impacto? (b) ^Curil es el cambio fraccionario en la 
energia cinetica de los patinadores a causa de la colision? 

Solucion (a) El l'mpetu se conserva en la colision. Podemos 
escribir, para las componentes de los dos impetus: 

componente x: m A i> A = MV cos fa, (32) 

componente y : m B v B = MV sen fa, (33) 

donde M = m A + m B . Dividiendo la ecuacion 33 entre la ecua¬ 
cion 32 nos da 


, _ m B v B _ (55 kg)(8.8 km/h) 
n m A v A (83 kg)(6.4 km/h) 


= 0.911. 


Entonces 

fa = tan -1 0.911 =42.3°. 


De la ecuacion 33 tenemos entonces que 

y_ rn B v B _ (55 kg)(8.8 km/h) 

M sen fa (83 kg + 55 kg)(sen 42.3 °) 

= 5.21 km/h. 

( b ) La energia cinetica inicial es 
Ki = \m A v\ + jmvvi 

= j<83 kg)(6.4 km/h) 2 + jf 55 kg)(8.8 km/h) 2 
= 3830 kg-km 2 /h 2 . 


La energia cinetica final es 
K { = {MV 1 

= i(83 kg+ 55 kg)(5.21 km/h) 2 
= 1870 kg-km 2 /h 2 . 

La fraccion que buscamos es, entonces, 

K(— K, 1870 kg-km 2 /h 2 -3830 kg-km 2 /h 2 
J K j 3830 kg-km 2 /h 2 0,5 L 

Asl, el 51 % de la energia cinetica inicial se pierde en la colision. 
Debe disiparse en alguna forma, o, en su lugar, como energia 
interna de la pareja de patinadores._ 


10-6 MARCO DE REFERENCIA 

DEL CENTRO DE MASA _ 

Cuando se llevan a cabo experimentos de colisiones en la 
practica, las mediciones se hacen naturalmente en un 
marco de referencia fijo en el laboratorio (el marco del 
laboratorio). Muy a menudo, tales experimentos consis- 
ten en el disparo de un proyectil disparado a un bianco que 
esta en reposo en el laboratorio. Enmuchos experimentos 
de la fisica de parti'culas, por el contrario, dos particulas 
de igual masa y velocidad (dos protones, quiza, o dos 
electrones) se disparan directamente una contra la otra. 
Sin importar como se lleve a cabo el experimento, a 
menudo el analisis es mas facil y la comprension fisica se 
aclara si vemos a la colision desde un marco de referencia 
ligado al centro de masa de las particulas en colision (el 
marco del centro de masa). 

Por ejemplo, consideremos el caso sencillo de una 
colision elastica unidimensional (de frente) entre dos par¬ 
ticulas identicas. Si una particula (el bianco) esta fija en 
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(a) ( b ) 

Figura 16 Una serie de “instantaneas” de dos particulas de masa w, y m 2 = 3/«, que 
chocan elasticamente en una dimension. El centro de masa de las dos particulas se 
indica por una X. (a) Marco de referencia del laboratorio. (b) Marco de referencia del 
centro de masa. 


el laboratorio, la otra particula (el proyectil, que inicial- La velocidad del centro de masa se halla de la ecua- 

mente se mueve a velocidad v) se lleva al reposo, y la cion 5, del capitulo 9, 
particula bianco original se mueve hacia adelante a velo¬ 
cidad v. Sin embargo, en el marco del centro de masa, las v cm = 

dos particulas se aproximan entre si antes de la colision, 
cada una a velocidad y retroceden ambas a la misma con v 2l = 0. Elaboremos ahora un diagrama de la misma 

velocidad despues de la colision. Ya no existe diferencia colision vista desde un marco de referencia que se mueva, 

entre el proyectil y el bianco, y la descripcion del suceso respecto al laboratorio, a la velocidad v cm . Este es el marco 

es completamente simetrica en este marco de referencia. de referencia del centro de masa. Las velocidades de m, 

La figura 16a muestra una serie de “instantaneas” de y de m 2 en este marco pueden obtenerse de la ecuacion 43 

una colision elastica entre una particula de masa m x , de la seccion 4-6 para las transformaciones de velocidad 

inicialmente en movimiento, y una particula estacionaria entre marcos de referencia: 
demasa m 2 = 3m,. Puesto que solo actuan fuerzas intemas 

en la colision, el movimiento del centro de masa, como se v—v'-f u, (35) 

muestra en la figura 16a, no es afectado por la colision. 

El centro de masa de m, y de m 2 , calculado a partir de la donde v es la velocidad medida en el marco del laborato- 

ecuacion 4 del capitulo 9, se mueve a la misma velocidad rio, v’ es la velocidad medida en el marco de referencia 

constante u cm tanto antes como despues de la colision. que se mueve respecto al laboratorio, y u es la velocidad 
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Figura 17 Serie de “instantaneas” de dos particulas de masas m l y m 2 = 3m, en choque 
completamente inelastico en una dimension, (a) Marco de referencia del laboratorio. 

( b ) Marco de referencia del centro de masa. 


del marco que se mueve respecto al marco del laboratorio. 
En nuestro caso, el marco movil es el marco del centro de 
masa y« = u cm . Podemos entonces hallar las velocidades 
iniciales de m, y de m 2 en el marco movil: 



Las velocidades finales en el marco del laboratorio estan 
dadas en la ecuacion 18, y estas pueden tambien ser 
transformadas dentro del marco del centro de masa: 




Notese la simetria de estos resultados. En el marco del 
centro de masa, las velocidades de nt, y de m 2 simplemente 
invierten direcciones en la colision, donde la velocidad 
de m, va desde +?n 2 vj(in l + m 2 ) hasta + rn 2 ), 

y la velocidad de m 2 va desde -m l vj(m l + m 7 ) hasta 
+m l v { J(/n l + m 2 ). En la figura 16b se muestra una serie de 
instantaneas de la colision en el marco de referencia del 
centro de masa. En este marco de referencia especial, cada 
particula lleva a cabo un movimiento similar a una pelota 
que rebota en una superficie dura; la otra particula esta alii 
precisamente para dar el impulso para la inversion del 
movimiento. Es tambien obvio en este marco de referen¬ 
cia que 
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cia que la energia cinetica total permanece constante en la 
colision. (De hecho, permanece constante para cada par¬ 
ticula por separado.) Contemplando la colision desde esta 
perspectiva, adquirimos una vision nueva del significado 
de colision “elastica”. 

Veamos ahora la colision unidimensional completa- 
mente inelastica en el marco del centro de masa. De 
nuevo, suponemos que ra, es la incidente sobre m 2 (= 3m,) 
en reposo en el laboratorio. Despues de la colision, existe 
una particula compuesta de masa M = m, + m 2 . La veloci¬ 
dad del centro de masa esta, una vez mas, dada por la 
ecuacion 34. La secuencia de instantaneas de la figura 11a 
nos muestra la colision en el marco del laboratorio; de 
nuevo, el centro de masa se mueve a la misma velocidad 
antes y despues de la colision. 

Las velocidades iniciales de m l y m 2 se transforman 
exactamente de la misma manera que en el caso anterior 
y estan dadas por las ecuaciones 36 y 37. La velocidad 
final del centro de masa de M despues de la colision puede 
hallarse al transformar el resultado general para u f en el 
marco del laboratorio, ecuacion 23: 

-<”•- - {m TT^r) v “ " (mT+ml) "" = °' 

Por supuesto que este resultado no deberia sorprendemos 
en absoluto. La masa combinada M esta siempre en el 
centro de masa, puesto que contiene toda la masa del 
sistema despues de la colision. En el marco del laborato¬ 


rio, M debe moverse a la velocidad del centro de masa, y 
al comparar las ecuaciones 23 y 34 vemos que realmente 
lo hace. En un marco de referencia en el cual el centro de 
masa este en reposo, M debe estar tambien en reposo. 

En el marco del centro de masa (Fig. 17b) existe de nue¬ 
vo una simetria: antes de la colision, ra, y m 2 se aproximan 
con impetus iguales y opuestos. Despues de que chocan y 
se combinan, el impetu debe ser cero. 

Existe otra propiedad interesante de la colision comple¬ 
tamente inelastica en el marco de referencia del centro de 
masa. En el marco del laboratorio, la energia cinetica 
perdida (esto es, convertida a energia interna, energia 
de deformacion, etc.) es siempre menos del 100%; por 
ejemplo, en una colision entre dos particulas de igual 
masa, una de las cuales este inicialmente en reposo, la 
perdida de energia cinetica es de 50%. En el marco del 
centro de masa, la perdida es siempre del 100%, indepen- 
dientemente de los valores de m l y de m 2 . Cuando el 
proposito de la colision de las particulas consists en 
convertir energia cinetica en otra forma, conviene no solo 
analizar sino efectivamente realizar el experimento en el 
marco del centro de masa. 

En los estudios de las propiedades de las particulas 
fundamentales de la naturaleza, el objetivo suele con 
frecuencia ser el de aplastar las particulas con una energia 
elevada para producir nuevas y exoticas variedades de 
particulas de masas mayores; en este caso, la energia 
cinetica se transforma en la colision en energia en reposo 





Figura 18 El acelerador de electrones de 2 millas de 
longitud del Stanford Linear Accelerator Center. Los 
electrones y los positrones son acelerados a lo largo de la 
seccion recta. Las lineas punteadas muestran las 
trayectorias subterraneas de los electrones y de los 
positrones cuando se les hace colisionar en un laboratorio 
situado en la parte inferior de la foto. Vease “The 
Stanford Linear Collider”, por John R. Rees, Scientific 
American, octubre de 1989, pag. 58. 
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Figura 19 El Fermi National Accelerator 
Laboratory. Protones y antiprotones son inyectados 
desde el pequeno anillo, que puede verse en la parte 
superior de la foto, al anillo grande (de 1 km de 
radio). Circulan en direcciones opuestas y colisionan 
una vez en cada circuito. 


me 2 de las nuevas particulas. La energia disponible para 
formar nuevas particulas es precisamente la energia ci¬ 
netica “perdida” en la colision inelastica; en el dominio 
de estas colisiones de alta energia, en que debemos usar 
las ecuaciones de la cinematica relativista, aprendemos 
que la energia cinetica inicial de laboratorio requerida 
para producir nuevas particulas aumenta con el cuadrado 
de la energia en reposo de la particula que esperamos 
producir. Esto es, para producir una particula que conten- 
ga el decuplo de la energia en reposo se requiere el 
centuplo de la energia cinetica y, por lo tanto, un acele- 
rador que sea 100 veces mas grande y mas costoso. Sin 
embargo, si pudieramos hacer la colision en el marco del 
centro de masa, entonces las particulas con el decuplo de 
energia en reposo pueden ser producidas con el decuplo 
(y no el centuplo) de energia cinetica, puesto que las 
colisiones son 100% eficientes en la conversion de la 
energia cinetica. 

La generacion actual de aceleradores de particulas in- 
cluye muchos ejemplos de tales dispositivos para haces 
en colision. En el Stanford Linear Accelerator Center 
(SLAC), de California, se llevan a cabo colisiones de ha¬ 
ces de electrones y positrones (antielectrones) de 50 GeV 
cada una (Fig. 18), y en el Fermi National Accelerator 
Laboratory, de Illinois, circulan haces de protones y anti¬ 
protones de 1000 GeV (1 TeV) en un mismo anillo en 
direcciones opuestas intersecandose una vez en cada cir¬ 
cuito (Fig. 19). Por supuesto, la reaccion es la misma sin 
importar el marco de referencia desde el que se vean, pero 
la interpretacion sera diferente. 

Hasta aqui hemos estudiado solamente las colisiones 
unidimensionales en el marco del centro de masa. La 
colision elastica bidimensional adopta tambien una es- 
tructura mas simetrica cuando se la ve desde el marco de 
referencia del centro de masa. De nuevo, consideramos 
que m 2 esta inicialmente en reposo en el laboratorio. En 
este caso, no desarrollaremos el algebra, que es un tanto 
mas complicada que en el caso unidimensional; en cam- 


bio, mostramos en la figura 20 una descripcion grafica de 
la colision del centro de masa. Como en el caso unidimen¬ 
sional, la velocidad de cada particula queda reflejada 
principalmente en la colision. La unica diferencia aqui 
consiste es que las dos particulas se mueven despues de 
la colision a lo largo de una linea que es, en general, 
diferente del eje de las velocidades iniciales. La simetria 
requiere que los angulos formados por las velocidades 
finales con las velocidades incidentes sean los mismos 
para ambas particulas; cuando las transformamos de nue¬ 
vo al marco del laboratorio, se convierten en los angulos 
generahnente desiguales <p t y <j> 2 de la figura 12. 


10-7 PROCESOS DE DESINTEGRACION 
ESPONTANEA (Opcional) 

De mas de las 2000 especies de micleos atomicos que han sido 
identificadas hasta ahora, la mayoria son inestables y, tarde o 
temprano, eliminan toda o parte de la energia en exceso des- 
componiendose en dos o mas partes. La vida media de tales 
procesos de desintegracidn radiactiva varia desde miles de 
millones de anos (por ejemplo, para el 238 U) hasta fracciones 
de segundo muy pequeiias. Todas estas desintegraciones ocu- 
rren espontaneamente. Esto es, en una muestra dada de material 
radiactivo que contenga un gran numero (quizas 10 20 ) de mi- 
cleos, podemos calcular con precision cuantos de ellos se des- 
integraran durante cualquier intervalo de tiempo determinado, 
pero no hay manera alguna de predecir que nucleo en particular 
se desintegrara. 

Los atomos, como los que forman el gas en una lampara 
fluorescente, pueden tambien existir en estados con exceso de 
energia y pueden consolidarse en una configuracion estable 
emitiendo (de nuevo espontaneamente, para el caso de un atomo 
aislado) un cuanto de radiacion. Las particulas elementales, 
formadas en colisiones proton-proton en un acelerador de alta 
energia, pueden tambien desintegrarse espontaneamente, trans- 
formandose en otras particulas (vease la Fig. 4). Las desintegra¬ 
ciones espontaneas de algunas de estas particulas ocurren en 
forma tan rapida (10‘ 20 s para la particula J/y/, por ejemplo) que 
la unica evidencia que tenemos de su existencia es la observa- 
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Figura 20 Colision elastica bidimensional vista desde el 
marco de referencia del centro de masa. En este marco las 
particulas deben moverse en direcciones opuestas, de modo 
que cada una se desvie segun el mismo angulo <f>. 


cion de los productos de la desintegracidn sometidos a condi- 
ciones que favorezean la formacion de la particula. 

En esta seccion estudiaremos las desintegraciones esponta¬ 
neas de la forma 

A -► B + C, 

donde A es la particula que se desintegra y B y C son los 
productos de la desintegracidn. Solemos observar tales desinte¬ 
graciones en el laboratorio desde un marco de referencia en el 
que A esta en reposo. La desitegracion A -* B + C es, por lo 
tanto, simplemente la inversa de la colision totalmente inelas¬ 
tica B + C -* A vista desde el marco de referencia del centro de 
masa, como en la figura lib. De hecho, nos formamos una 
buena imagen mental del proceso de desintegracidn haciendo 
que el tiempo vaya hacia atras en la figura 17b; lease desde la 
parte inferior a la superior e inviertase la direccion de los 
vectores de velocidad. 

En una colision completamente inelastica, la energia cinetica 
de las particulas en colision se “pierde” en la colision. Por 
supuesto, la energia total debera conservarse, de modo que 
la energia cinetica “perdida” debe aparecer en el sistema com- 
puesto en otra forma, en la que la observamos como una 
contribucion a la energia en reposo del sistema compuesto, 
como habiamos explicado en la seccion 8-7. En un proceso de 
desintegracidn sucede lo contrario: la energia en reposo de A se 
convierte en energia cinetica de B y C. Por lo tanto, podemos 
escribir la conservacion de energia en un proceso de desintegra¬ 
cidn como: 

E a = E b + E c 

m A c 2 + K a = ( m B c 2 + K b ) + (m c c 2 + K c ), (40) 

con la energia total E de cada particula dada como la suma de 
su energia en reposo me 2 y su energia cinetica K. Hemos escrito 
la ecuacion 40 en el caso mas general incluyendo la posibilidad 
de que A se mueva con energia cinetica K A cuando se desintegra; 
usualmente consideramos el caso cuando K A — 0. 

Podemos reescribir la ecuacion 40 agrupando los terminos de 
la energia en reposo en un lado y los terminos de la energia 
cinetica en el otro: 


m A c 2 — m B c 2 — m c c 2 — K B + K c — K A . 


(41) 


Definimos Q, la energia liberada en la desintegracidn, como la 
diferencia entre la energia en reposo inicial mf 1 y la energia en 
reposo final m f c 7 : 

Q = m { c 2 — m { c 2 , (42) 


que en nuestro caso se convierte en 

Q ~ ( m A ~ m B — m c )c 2 (43) 

o, usando la ecuacion 41, 

Q = K b + K c -K a . (44) 

Esto es, Q es igual a la ganancia neta de energia cinetica de los 
productos de la desintegracidn. Si A se desintegra en reposo, 
entonces Q es la energia cinetica total de los productos de la 
desintegracidn. 

El proceso de desintegracidn debe conservar el l'mpetu lineal. 
Si A esta en reposo, el l'mpetu inicial total es cero, por lo que el 
l'mpetu final sera cero: 

Pi=Pt 

0 =P B ~Pc- ( 45 ) 

Las ecuaciones 44 (con K A = 0) y 45 proporcionan dos ecuacio¬ 
nes con dos incognitas que pueden resolverse para las energias 
o impetus de los productos B y C de la desintegracidn. Los 
resultados, en el caso en que ni B ni C tengan una energia en 
reposo nula, son 


k b = q mc , 

^m B + m c 

(46) 

K c — Q —— • 
m B + m c 

(47) 


En muchos procesos de desintegracidn que se estudian en 
el laboratorio, una de las particulas producto, digamos B, tiene 
una energia en reposo mucho menor que la otra, de modo que 
m B < m c . Por ejemplo, B podria ser un electron (energia en 
reposo = 0.511 MeV) o una particula alfa (energia en reposo = 
3727 MeV), mientras que C podria ser un atomo pesado o un 
nucleo (energia en reposo = 10 5 MeV, tipicamente). A menudo 
es esta particula, mas ligera, la observada en el experimento. En 
este caso, como lo muestran las ecuaciones 46 y 47, K B “ Q y 
K c «K b . Notese que, si bien las energias cineticas de las dos 
particulas son completamente diferentes, las magnitudes de sus 
impetus (dirigidos en sentido opuesto) permanecen exactamen- 
te iguales, como nos lo pide la ecuacion 45. En este caso, a 
menudo nos referimos al impetu de reculada o energia (cineti¬ 
ca) de reculada de C, como si C fuese un canon pesado que 
recula despues de haber disparado una bala liviana B, como en 
el problema muestra 7 del capitulo 9. 


Problema muestra 6 Consideremos la emision de particulas 
alfa, que son micleos de los atomos de helio, en la desintegra- 
cion del elemento radiactivo radio ( 226 Ra), que se encuentra en 
estado natural, al elemento gaseoso radon ( 222 Rn): 

226 Ra -* 222 Rn + a. 

Si el 226 Ra se desintegra en reposo, halle las energias cineticas 
de los productos. 

Solucion Las masas atomicas son: 

226 Ra: 226.025403 u; 222 Rn: 222.017571 u; 
a: 4.002603 u. 
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Podemos calcular Q segun la ecuacion 43, usando el valor de c J 
- 932 MeV/u: 

Q = [m( 226 Ra) - w( 222 Rn) - m(a)]c 2 
= (226.025403 u - 222.017571 u 
- 4.002603 u)(932 MeV/u) 

= 4.87 MeV. 

Las energi'as cineticas pueden entonces calcularse a partir de las 
ecuaciones 46 y 47: 


PREGUNTAS 

1. Explique como se aplica la conservacion del l'mpetu a una 
pelota que rebota en la pared en un fronton. 

2. /Puede ser cero el impulso de una fuerza, aunque la fuerza 
no sea de cero? Explique por que o por que no. 

3. La figura 21 muestra un aparato de feria popular, en el cual 
el jugador trata de ver que tan alto puede elevar un peso 
marcador al golpear un bianco con un mazo. /Que canti- 
dad fisica mide el aparato? /Es la fuerza promedio, la 
fuerza maxima, el trabajo realizado, el impulso, la energia 
transferida, el impetu transferido, o cualquier otra cosa? 
Explique la respuesta. 



Figura 21 Pregunta 3. 


4. Aunque la aceleracion de una bola de beisbol, despues de 
haber sido golpeada, no depende de quien la golpeo, algo 
con respecto al vuelo de la bola debe depender del batea- 
dor. /Que es? 


tf Rn = (4.87 MeV) 


K a = (4.87 MeV) 


4.002603 u 

222.017571 u +4.002603 u 
222.017571 u 

222.017571 u +4.002603 u 


= 0.09 MeV, 


= 4.78 MeV. 


Notese que, como lo pide la ecuacion 44 (con K A = 0), las dos 
energi'as cineticas suman Q; notese tambien que la particula 
alfa, mas ligera, absorbe la mayoria de la energia (aunque no 
toda): alrededor del 98% en este caso. ■ 


5. Explique como la bolsa de aire protectora de un automovil 
puede ayudar a proteger al pasajero de una lesion grave en 
el caso de un choque. 

6. Se dice que, durante una colision a 30 mi/h, un nino de 
10 lb puede ejercer una fuerza de 300 lb contra el brazo 
de un adulto que trate de tomar al nino de la mano. /.Como 
puede esa fuerza ser tan grande? 

7. Comente las siguientes afirmaciones: En la colision de 
un automovil, la fuerza que el auto ejerce al detenerse 
puede determinarse ya sea por su l'mpetu o por su energia 
cinetica. En un caso se necesita tambien el tiempo de 
frenado y en el otro la distancia de frenado. 

8. El acero es mas elastico que el hule. Explique que signi- 
fica esto. 

9. Explique la posibilidad de que todas las colisiones fueran 
elasticas, si pudieramos tener en cuenta solamente los 
movimientos intemos de los atomos en los objetos. 

10. Si (solamente) dos particulas colisionan, /estaremos for- 
zados a recurrir a una descripcion tridimensional para 
describir el suceso? Explique. 

11. Hemos visto que la conservacion del l'mpetu puede apli- 
carse tanto si la energia cinetica se conserva como si no. 
/Que sucede en caso contrario; esto es, /implica la con¬ 
servacion de la energia cinetica la conservacion del l'mpetu 
en la fisica clasica? (Vease “Connection Between Conser¬ 
vation of Energy and Conservation of Momentum”, por 
Carl G. Adler, American Journal of Physics, mayo de 
1976, pag. 483). 

12. La siguiente aseveracion fue tomada de una hoja de exa- 
men: “La colision entre dos atomos de helio es perfecta- 
mente elastica, de modo que el l'mpetu se conserva”. /Que 
piensa usted de esta afirmacion? 

13. Usted esta conduciendo un automovil por una carretera a 
50 mi/h, seguido por otro auto que se mueve a la misma 
velocidad. Usted decelera a 40 mi/h pero el otro conductor 
no lo hace y chocan. /Cuales son las velocidades iniciales 
de los autos en colision vistas desde el marco de referen¬ 
da de (a) usted mismo, ( b ) el otro conductor, y (c) un 
policia de transito que esta dentro de un auto patrulla 
estacionado a un lado de la carretera? (d) Un juez le 
pregunta si fue usted quien choco contra el otro conductor 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


o fue el otro conductor quien choco contra usted. Como 
fisico, /cual seria su respuesta? 

C. R. Daish escribio que, entre los golfistas profesiona- 
les, la velocidad inicial de la pelota al dejar la cabeza del 
palo es de alrededor de 140 mi/h. fe dice tambien: ( a ) 
“si con el edificio del Empire State (de 300 m de altura) 
se pudiera golpear a la bola a la misma velocidad que 
la cabeza del palo, la velocidad inicial de la bola aumen- 
taria unicamente alrededor del 2%” y (b) que, una vez que 
el golfista ha iniciado su golpe, el disparo de una camara 
fotografica, un estornudo, etc. no ejerceran efecto alguno 
en el movimiento de la pelota. /Puede usted dar argu- 
mentos cualitativos que apoyen estas dos afirmaciones? 
Al revisar las ecuaciones 12 y 13 resulta obvio que una 
solucion valida al problema de hallar las velocidades 
finales de dos particulas en una colision elastica unidi¬ 
mensional es v u = y que u 2l - u 2 .. /Que significa esto 
fisicamente? 

Dos bolas de arcilla de igual masa y velocidad chocan 
entre si de frente, se pegan, y llegan al reposo. La energia 
cinetica ciertamente no se conserva. /Que paso con ella? 
/Como se conserva el l'mpetu? 

Un jugador de futbol americano, momentaneamente en re¬ 
poso sobre el campo, cacha una pelota cuando es tacleado 
por un corredor del equipo contrario. feta es, ciertamen¬ 
te, una colision (jinelastica!) y el impetu debe conservar- 
se. En el marco de referencia del campo de futbol, existe 
un impetu antes de la colision pero parece no existir 
ninguno despues de la colision. /Realmente se conserva 
el impetu lineal? De ser asi, explique como. Si no, expli¬ 
que por que. 

Considerese una colision elastica unidimensional entre un 
objeto A en movimiento y un objeto B inicialmente en 
reposo. /Como elegiria usted la masa de B, en compara- 
cion con la de A, con objeto de que B recule con (a) la 
mayor velocidad, ( b ) el mayor impetu, y (c) la mayor 
energia cinetica? 

Dos bloques cubicos identicos, que se mueven en la misma 
direccion a una velocidad comun v, chocan con un tercero 
estando este bloque inicialmente en reposo sobre una 
superficie horizontal sin friccion. /Cual es el movimiento 
de los bloques despues de la colision? Importa si los dos 
bloques, inicialmente en movimiento, estaban o no en 
contacto? /Importaria si estos dos bloques estuvieran pe- 
gados entre si? Suponga que las colisiones son (a) com- 
pletamente inelasticas o (b) elasticas. 


20. /Como disenaria usted un arma que no recule? 

21. En una colision entre dos cuerpos en el marco de referen¬ 
cia del centro de masa los impetus de las particulas son 
iguales y opuestos entre si, tanto antes como despues de 
la colision. /Es la linea del movimiento relativo necesa- 
riamente la misma despues de la colision que antes? /En 
que condiciones aumentarfan las magnitudes de las velo¬ 
cidades de los cuerpos?, /en cuales disminuirian o perma- 
necerxan iguales como resultado de la colision? 

22. Un reloj de arena esta siendo pesado en una bascula sensi¬ 
ble, primero cuando la arena esta cayendo en una corrien- 
te continua desde la parte superior a la inferior, y luego 
nuevamente despues de que la parte superior se ha vacia- 
do. /Son los dos pesos iguales o no? Explique su respuesta. 

23. De una explication razonable del rompimiento de tableros 
de madera o de ladrillos por un golpe de karate. (Vease 
“Karate Strikes”, por Jearl D. Walker, American Journal 
of Physics, octubre de 1975, pag. 845.) 

24. Una caja en la que se ha hecho el vacio esta en reposo 
sobre una mesa sin friccion. Usted perfora un pequeho 
orificio en una cara de modo que pueda entrar el aire 
(vease la Fig. 22). /Como se movera la caja? /Que argu- 
mento ha utilizado usted para llegar a la respuesta? 



Vacio : 




|V friccion 




Figura 22 Pregunta 24. 


25. Al comentar el hecho de que la energia cinetica no se 
conserva en una colision totalmente inelastica, un estu- 
diante observe que la energia cinetica no se conserva en 
una explosion y que una colision totalmente inelastica es 
en esencia lo contrario a una explosion. /Es esta una 
observation util o valida? 

26. /En que condiciones, de ser necesaria alguna, es correc- 
to decir que la desintegracion A —> fi + C es simple- 
mente lo contrario a la colision B + C -> A totalmente 
inelastica? 


PROBLEMAS 

Seccion 10-3 Conservacion del impetu durante 
las colisiones 

1. Esta siendo probado el parachoques de un automovil 
nuevo. Se hace que el vehiculo de 2300 kg, que se mueve 
15 m/s, choque contra el pilar de un puente, y se lleve al 


reposo en un tiempo de 0.54 s. Halle la fuerza promedio 
que actua en el automovil durante el impacto. 

2. Una pelota de masa m y velocidad v choca contra una 
pared perpendicularmente y rebota a la misma velocidad. 
(a) Si el tiempo de la colision es A t, /cual es la fuerza 


i 
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promedio ejercida por la pelota en la pared? ( b ) Evalue 
esta fuerza promedio numericamente para una pelota de 
hule con masa de 140 g que se mueva 7.8 m/s; la duracion 
de la colision es de 3.9 ms. 

3. Un chorro de agua choca contra un alabe de turbina 
estacionario en forma de plato, como se muestra en la 
figura 23. La velocidad del agua es u, tanto antes como 
despues del choque contra la superficie curvada del alabe, 
y la masa de agua que choca contra el alabe por unidad de 
tiempo es constante y de valor jj. Halle la fuerza ejercida 
por el agua sobre el alabe. 



Figura 23 Problema 3. 


4. La nave espacial Voyager 2 (de masa m y velocidad v con 
relacion al Sol) se acerca al planeta Jupiter (de masa M y 
velocidad V con relacion al Sol) como se muestra en la 
figura 24. La nave espacial rodea al planeta y sale en 
direccion opuesta. ^Cual es su velocidad, con relacion al 
Sol, despues de este encuentro de “latigazo”? Supongase 
que v = 12 km/s y V = 13 km/s (la velocidad orbital de 
Jupiter). La masa de Jupiter es muchisimo mas grande que 
la masa de la nave espacial; M »m. (Vease “The Slingshot 
Effect: Explanation and Analogies”, por Albert A. Bartlett 
y Charles W. Hord, The Physics Teacher, noviembre de 
1985, pag. 466.) 



Figura 24 Problema 4. 


5. Un golfista golpea una pelota de golf, impartiendole una 
velocidad inicial de 52.2 m/s de magnitud dirigida a 30° 
sobre la horizontal. Suponiendo que la masa de la pelota 
sea de 46.0 g y que el palo y la bola esten en contacto 
durante 1.20 ms, halle (a) el impulso impartido a la pelota, 
(b) el impulso impartido al palo, (c) la-fuerza promedio 
ejercida en la pelota por el palo, y (d) el trabajo efectuado 
sobre la pelota. 

6. Un automovil de 1420 kg que se mueve a razon de 5.28 
m/s esta viajando inicialmente hacia el norte. Despues de 
completar una curva de 90° hacia la derecha en 4.60 s, el 
conductor distraido lo dirige contra un arbol, el cual 


detiene al auto en 350 ms. ^Cual es la magnitud del 
impulso transmitido al auto (a) durante la curva, y (b) 
durante la colision? iQue fuerza promedio actua en el auto 
(c) durante la curva y ( d ) durante la colision? 

7. Una bola de beisbol de 150 g (peso = 5.30 oz) lanzada a 
una velocidad de 41.6 m/s (= 136 ft/s) es bateada directa- 
mente hacia el lanzador a una velocidad de 61.5 m/s 
(= 202 ft/s). El bate estuvo en contacto con la bola durante 
4.70 ms. Halle la fuerza promedio ejercida por el bate 
sobre la bola. 

8. Una fuerza que promedia 984 N es aplicada a una bola de 
acero de 420 g que se mueve a razon de 13.8 m/s a causa 
de una colision de 27.0 ms de duracion. Si la fuerza esta 
en direccion opuesta a la velocidad inicial de la bola, halle 
la velocidad final de la bola. 

9. Una bola de 325 g a una velocidad v de 6.22 m/s golpea 
una pared con un angulo de 33.0° y luego rebota con la 
misma velocidad y angulo (Fig. 25). Esta en contacto con 
la pared durante 10.4 ms. (a) i Que impulso experimen- 
to la bola? ( b) ^Cual fue la fuerza promedio ejercida por 
la bola contra la pared? 
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Figura 25 Problema 9. 


10. La figura 26 muestra una representacion aproximada de la 

fuerza contra el tiempo durante la colision de una pelota 
de tenis de 58 g contra una pared. La velocidad inicial de 
la pelota es de 32 m/s perpendicular a la pared; rebota a la 
misma velocidad, tambien perpendicular a la pared. ^Cual 
es el valor de el valor maximo de la fuerza de contacto 

durante la colision? 

11. Una sonda espacial no tripulada de 2500 kg se mueve 
en linea recta a una velocidad constante de 300 m/s. Uno 
de los motores de un cohete de la sonda espacial ejecuta 
una combustion en la cual actua un empuje de 3000 N 
durante 65.0 s. (a) ^Cual es el cambio del l'mpetu (magni¬ 
tud solamente) de la sonda cuando el empuje es hacia 
atras, hacia adelante, o hacia un lado? (b) ^Cual es el 
cambio en la energia cinetica bajo las mismas tres condi- 
ciones? Supongase que la masa del combustible expulsado 
sea despreciable comparada con la masa de la sonda 
espacial. 

12. Una fuerza ejerce un impulso J sobre un objeto de masa 
m, cambiando su velocidad de v a u. La fuerza y el 
movimiento del objeto estan a lo largo de la misma linea 



Figura 26 Problema 10. 


recta. Demuestre que el trabajo efectuado por la fuerza es 
de U(u + v). 

13. Dos partes de un vehiculo espacial se separan al detonar 
los pemos explosivos que las mantiene juntas. Las masas 
de las partes son de 1200 kg y 1800 kg; la magnitud del 
impulso transmitido a cada parte es de 300 N • s. ^Cual es 
la velocidad relativa de retroceso de las dos partes? 

14. Una pelota de croquet con una masa de 0.50 kg es golpeada 
con un mazo, recibiendo el impulso mostrado en la grafica 
(Fig. 27). ^Cual es la velocidad de la pelota justo despues 
de que la fuerza llega a ser cero? 



Tiempo (ms) 


Figura 27 Problema 14. 


15. Es bien sabido que las balas y otros proyectiles dispara- 
dos contra Superman simplemente rebotan en su pecho 
como se muestra en la figura 28. Supongase que un gangs¬ 
ter dispara contra el pecho de Superman balas de 3 g a 
razon de 100 balas/min, siendo la velocidad de cada bala 
de 500 m/s. Supongase tambien que las balas rebotan 
directamente hacia atras sin cambiar la velocidad. De¬ 
muestre que la fuerza promedio ejercida por la rafaga de 
balas sobre el pecho de Superman es de 5.0 N (= 18 oz) 
solamente. 



Figura 28 Problema 15. 


16. Un experto en karate rompe un tablero de pino de 2.2 cm 
de espesor con un golpe seco de su mano. Una fotografia 
estroboscopica demuestra que la mano, cuya masa puede 
considerarse como de 540 g, golpea la parte superior del 
tablero con una velocidad de 9.5 m/s y llega al reposo 
2.8 cm por debajo de este nivel. ( a ) ^Cual es la duracion 
de tiempo del golpe de karate (suponiendo una fuerza 
constante)? ( b ) /,Que fuerza promedio fue aplicada? 

17. Un rifle de perdigones dispara 10 perdigones de 2.14 g por 
segundo con una velocidad de 483 m/s. Los perdigones 
chocan contra una pared rigida. (a) Halle el l'mpetu de cada 
perdigon. ( b ) Halle la energia cinetica de cada perdigon. 
(c) Calcule la fuerza promedio ejercida por la rafaga de 
perdigones sobre la pared, (d) Si cada perdigon esta en 
contacto con la pared durante 1.25 ms, £cual es la fuerza 
promedio ejercida en la pared por cada perdigon mientras 
esta en contacto? i,Por que es esto tan diferente de (c)? 

18. Durante una gran tormenta caen granizos del tamano de 
canicas de (diametro =1.0 cm) a una velocidad de 25 m/s. 
Se estima que caen 120 granizos por metro cubico de aire. 
Desprecie el rebote del granizo al chocar. ( a ) ^Cual es la 
masa de cada granizo? ( b ) iQue fuerza es ejercida por 
el granizo sobre un techo piano de 10 m * 20 m durante 
la tormenta? Supongase que, siendo hielo, 1.0 cm 3 de 
granizo tienen una masa de 0.92 g. 

19. Supongase que las helices de un helicoptero empujan 
verticalmente hacia abajo la columna cilindrica de aire que 
barren al girar. La masa total del helicoptero es de 1820 kg 
y la longitud de las helices es de 4.88 m. Halle la potencia 
minima necesaria para mantener al helicoptero en el aire. 
Supongase que la densidad del aire es de 1.23 kg/m 3 . 

20. Una cadena uniforme muy flexible de masa M y longitud 
L esta suspendida de un extremo de modo que cuelga 
verticalmente, y su extremo inferior toca apenas la super¬ 
ficie de una mesa. El extremo superior se suelta subita- 
mente de modo que la cadena cae sobre la mesa y se enreda 
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formando un pequeno monton, llegando cada eslabon al 
reposo en el instante en que alcanza a la mesa; vease 
la figura 29. Halle la fuerza ejercida por la mesa sobre la 
cadena en todo momento, en funcion del peso de la cadena 
que ya esta sobre la mesa en ese l'mpetu. 



Figura 29 Problema 20. 


Section 10-4 Colisiones en una dimension 

21. Los bloques de la figura 30 se deslizan sin friccion. (a) 
^Cual es la velocidad v del bloque de 1.6 kg despues de la 
colision? ( b ) ^Es la colision elastica? 


5.5 m/s 


2.5 m/s 



2.4kg 


Antes de la colision 


v 



4.9 m/s 



Despues de la colision 


Figura 30 Problemas 21 y 22. 


22. Refierase a la figura 30. Suponga que la velocidad inicial 
del bloque de 2.4 kg se invierte; se dirige directamente 
hacia el bloque de 1.6 kg. (a) ^Cual sera la velocidad v del 
bloque de 1.6 kg despues de la colision? (b) ^ Seri a esta 
colision elastica? 

23. Un elefante furioso embiste a razon de 2.1 m/s contra una 
mosca que revolotea. Suponiendo que la colision sea 
elastica, ^a que velocidad rebota la mosca? Notese que el 
proyectil (el elefante) es mucho mas masiyo que el bianco 
(la mosca). 

24. Dos esferas de titanio se aproximan una a la otra frontal- 
mente a la misma velocidad y chocan elasticamente. Des¬ 
pues de la colision una de las esferas, cuya masa de 300 g, 
permanece en reposo. ^Cual es la masa de la otra esfera? 


25. Una bala de 4.54 g de masa se dispara horizontalmente 
contra un bloque de madera de 2.41 kg en reposo sobre 
una superficie horizontal. El coeficiente de friccion cine- 
tica entre el bloque y la superficie es de 0.210. La bala 
llega al reposo dentro del bloque, el cual se mueve 1.83 m. 
(a) ,-Cual es la velocidad del bloque inmediatamente des¬ 
pues de que la bala llega al reposo dentro de el? (b) ^Cual 
es la velocidad de la bala? 

26. Un carrito de 342 g de masa que se mueve sobre una 
pista lineal sin friccion a una velocidad inicial de 1.24 m/s 
choca contra otro carrito de masa desconocida que esta en 
reposo. La colision entre los carritos es elastica. Despues 
de la colision, el primer carrito continua en su direccion 
original a 0.636 m/s. (a) ^Cual es la masa del segundo 
carrito? ( b ) Cual es su velocidad despues del impacto? 

27. Se cree que el Meteor Crater, en Arizona (vease la Fig. 
31), se formo por el impacto de un meteorito con la Tierra 
hace unos 20,000 ahos. La masa del meteorito se calcula 
que fue de 5 * 10 10 kg y su velocidad en 7.2 km/s. ^Que 
velocidad impartirfa a la Tierra tal meteorito en una coli¬ 
sion frontal? 



Figura 31 Problema 27. 


28. Una bala de 5.18 g que se mueve a 672 m/s golpea un 
bloque de madera de 715 g que esta en reposo sobre una 
superficie sin friccion. La bala sale con su velocidad redu- 
cida a 428 m/s. Halle la velocidad resultante del bloque. 

29. Un objeto de 2.0 kg de masa choca elasticamente contra 
otro objeto en reposo y continua moviendose en la direc¬ 
cion original pero a un cuarto de su velocidad original. 
^Cual es la masa del objeto golpeado? 

30. En un arma de fuego antigua de retrocarga automatica el 
mecanismo de recarga que esta en la parte trasera del 
canon se activa cuando el obturador, que recula despues 
de disparar el arma, comprime a un resorte en una distan- 
cia d predeterminada. (a) Demuestre que la vel ocidad de 
la bala de masa m debe ser cuando inenos d V kM/m al 
disparar, para obtener la carga automatica, donde k es la 
constante de fuerza del resorte y M es la masa del obtura¬ 
dor. ( b ) ^En que sentido, si procede, puede considerarse 
este proceso como una colision? 

31. La cabeza de un palo de golf que se mueve a 45.0 m/s 
golpea una pelota de golf (masa = 46.0 g) que descansa 


sobre el tee (punto donde se coloca la pelota). La masa 
efectiva de la cabeza del palo es de 220 g. (fl) iA que 
velocidad deja el tee la bola? ( b ) que velocidad lo 

dejaria si se duplicara la masa de la cabeza del palo? /Y 
si se triplicara? /.Que conclusiones pueden sacarse del uso 
de palos pesados? Supongase que las colisiones son per- 
fectamente elasticas y que el golfista puede manejar los 
palos mas pesados a igual velocidad en el impacto. Vease 
la pregunta 14. 

Una bola de acero de 0.514 kg de masa esta sujeta a un 
cordon de 68.7 cm de longitud del que se deja caer cuando 
el cordon esta horizontal. En el fondo de su trayecto, la bola 
golpea un bloque de acero de 2.63 kg inicialmente en reposo 
sobre una superficie sin friccion (Fig. 32). La colision es 
elastica. Halle (a) la velocidad de la bola y (b) la velocidad 
del bloque, ambos en el momento despues de la colision. (c) 
Suponga ahora que, durante la colision, la mitad de la 
energi'a cinetica mecanica se convierte en energia interna y 
en energi'a sonica. Halle las velocidades finales. 


Figura 32 Problema 32. 


33. Dos automoviles A y B patinan en una carretera helada 
cuando tratan de detenerse en un semaforo. La masa de A 
es de 1100 kg y la masa de B es de 1400 kg. El coeficiente 
de friccion cinetica entre las ruedas trabadas de ambos 
autos y la carretera es de 0.130. El automovil A logra llegar 
al reposo en el semaforo, pero el automovil B no puede 
parar y choca con la parte trasera del automovil A. Despues 
de la colision, A llega al reposo 8.20 m adelante del 
punto de impacto y B 6.10 m adelante: vease la figura 33. 
Ambos conductores tent'an sus ruedas trabadas durante el 
incidente. (a) A partir de las distancias en que cada auto 
se movio despues de la colision, halle la velocidad de cada 
automovil inmediatamente despues del impacto. ( b ) Usan- 
do la conservacion del l'mpetu halle la velocidad con la 
cual el auto B golpeo al auto A. ^Sobre que base puede 
objetarse aqut el uso de la conservacion del l'mpetu? 

34. Un peso de 2.9 ton que cae desde una distancia de 6.5 ft 
se hunde 1.5 in. en un monton de tierra de 0.50 ton. 
Suponiendo que la colision peso-monton sea completa- 
mente inelastica, halle la fuerza promedio de resistencia 
ejercida por la tierra. 

35. Un carro de carga del ferrocarril que pesa 35.0 ton choca 
contra un furgon que esta estacionado. Se acoplan entre si 
y el 27.0% de la energia cinetica inicial se disipa como 
calor, sonido, vibraciones, etc. Halle el peso del furgon. 

36. El parachoques de un automovil de 1220 kg esta disenado 
para que pueda absorber precisamente toda la energi'a 
cuando el auto a 5.20 km/h choque de frente contra una 
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Figura 33 Problema 33. 


pared solida de piedra. El automovil sufre una colision 
cuando corre a 75.5 km/h, chocando contra la parte trasera 
de un auto de 934 kg que va adelante y se mueve en la 
misma direccion a 62.0 km/h. El auto de 934 kg es acele- 
rado a 71.3 km/h como resultado de la colision. (a) ^Cual 
es la velocidad del auto de 1220 kg inmediatamente des¬ 
pues del impacto? ( b ) ^Cual es la razon entre la energi'a 
cinetica absorbida en la colision y la que puede ser absor- 
bida por el parachoques del auto de 1220 kg? 

37. Un carro de carga de ferrocarril que pesa 31.8 ton y 
que viaja a 5.20 ft/s logra alcanzar a otro que pesa 24.2 
ton y viaja a 2.90 ft/s en la misma direccion. (a) Halle 
las velocidades de los carros despues de la colision y la 
perdida de energi'a cinetica durante la colision si los ca¬ 
rros se acoplan entre si. (b) Si en cambio, como es proba¬ 
ble, la colision es elastica, halle las velocidades de los 
carros despues de la colision. 

38. Una bascula de plataforma esta calibrada para indicar la 
masa en kilogramos de un objeto colocado sobre ella. 
Desde una altura de 3.5 m caen particulas que chocan con 
el platillo de la bascula. Las colisiones son elasticas; las 
particulas rebotan hacia arriba a la misma velocidad que 
tern'an antes de chocar con el platillo. Cada particula tiene 
una masa de 110 g y las colisiones ocurren a 42 s' 1 . Halle 
la lectura de la escala. 

39. Se coloca una caja sobre una bascula que esta ajustada 
para que marque cero cuando la caja esta vacia. Mas tarde 
se vierte en la caja un monton de canicas desde una altura 
h desde el fondo de la caja a razon de R (canicas por 
segundo). Cada canica tiene una masa tn. Las colisiones 
entre las canicas y la caja son completamente inelasticas. 
Halle la lectura que la bascula da del peso en el tiempo t 
despues de que las canicas comiencen a llenar la caja. 
Encuentre una respuesta numerica cuando R = 115 s' 1 , 
h = 9.62 m, m = 4.60 g, y t = 6.50 s. 

40. Una bola de masa m se proyecta a una velocidad v ( en el 
canon de una pistola de resorte de masa M inicialmente 
en reposo sobre una superficie sin friccion; vease la figu¬ 
ra 34. La bola se pega en el canon en el punto de maxima 
compresion del resorte. No se pierde energia por la fric¬ 
cion. (a) ^Cual es la velocidad de la pistola de resorte 
despues de que la bola llega al reposo dentro del canon? 
( b) i Que fraccion de la energia cinetica inicial de la bola 
se almacena en el resorte? 

41. Un bloque de masa m l - 1.88 kg se desliza a lo largo de 
una mesa sin friccion a una velocidad de 10.3 m/s. Direc- 
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Figura 34 Problema 40. Figura37 Problemas 44 y 45. 


tamente enfrente de el, y moviendose en la misma direc¬ 
tion. esta un bloque de masa rn 2 = 4.92 kg que se mueve 
a razon de 3.27 m/s. Un resorte carente de masa con una 
fuerza constante de k = 11.2 N/cm esta unido a la parte 
posterior de m 2 , como se muestra en la figura 35. Cuando 
los bloques chocan, £cual es la maxima compresion del 
resorte? ( Sugerencia : En el momento de compresion ma¬ 
xima del resorte, los dos bloques se mueven como uno 
solo; halle la velocidad observando que la colision es 
completamente inelastica en este punto.) 



Figura 35 Problema 41. 


42. Se colocan dos trineos de 22.7 kg separados por una 
distancia pequena, uno atras del otro, como se muestra en 
la figura 36. Un gato de 3.63 kg que esta en uno de los 
trineos brinca al otro e inmediatamente se regresa al 
primero. Ambos brincos se efectuan a una velocidad de 
3.05 m/s respecto al trineo donde el gato estaba en reposo 
cuando se efectuo el brinco. Halle las velocidades finales 
de los dos trineos. 



Figura 36 Problema 42. 


43. Un electron, de masa /«, choca de frente con un atomo, de 
masa M, inicialmente en reposo. Como resultado de la 
colision, una cantidad caracteristica de energia E se alma- 
cena dentro del atomo. ^Cual es la velocidad inicial mini¬ 
ma v 0 que el electron debera tener? ( Sugerencia: Los 
principios de conservacion conducen a una ecuacion cua- 
dratica para la velocidad final v del electron y a una 
ecuacion cuadratica para la velocidad final Fdel atomo. 
El valor minimo v 0 se deduce del requerimiento de que el 
radical de las soluciones para v y V sea real.) 

44. Las dos esferas de la derecha en la figura 37 estan ligera- 
mente separadas e inicialmente en reposo; la esfera de la 
izquierda choca contra la otra a una velocidad v 0 . Supo- 


niendo colisiones elasticas de frente, (a) si M < m, de- 
muestre que existen dos colisiones y halle todas las velo¬ 
cidades finales; (6) Si M > in, demuestre que existen 
tres colisiones y halle todas las velocidades finales. 

45. Consideremos una situacion como la del problema ante¬ 
rior (Fig. 37), pero en la cual las colisiones puedan ser 
ahora todas elasticas, todas inelasticas, o algunas elasticas 
y otras inelasticas; tambien, las masas son ahora in, in', y 
M. Demuestre que para transferir de m a M la maxima 
energia cinetica, el cuerpo intermedio deberi'a tener una 
masa in' = mM, esto es, la media geometrica de las masas 
adyacentes. (Es interesante observar que esta misma rela¬ 
tion existe entre las masas de capas sucesivas de aire en 
la bocina exponencial en acustica. (Vease “Energy Trans¬ 
fer in One-Dimensional Collisions of Many Objets”, por 
John B. Hart y Robert B. Herrmann, American Journal of 
Physics, enero de 1968, pag. 46). 

Seccion 10-5 Colisiones bidimensionales 

46. Dos vehiculos Ay B viajan al oeste y al sur, respectiva- 
mente, hacia la misma interseccion donde chocan y se 
traban entre si. Antes de la colision, A (con un peso de 
2720 lb) se mueve a una velocidad de 38.5 mi/h y B (con 
un peso de 3640 lb) tiene una velocidad de 58.0 mi/h. Halle 
la magnitud y la direccion de la velocidad de los vehiculos 
(trabados) inmediatamente despues de la colision. 

47. Dos objetos, Ay B, chocan. A tiene una masa de 2.0 kg, y 
B una masa de 3.0 kg. Las velocidades antes de la colision 
son v u = 15i + 30j y v iB = -lOi + 5.0j. Despues de la 
colision, = -6.0i + 30j. Todas las velocidades estan 
dadas en metros por segundo. (a) ^Cual es la velocidad 
final de B1 (b) ^Cuanta energia cinetica se gano o se perdio 
en la colision? 

48. Una particula alfa choca con un nucleo de oxigeno, ini¬ 
cialmente en reposo. La particula alfa se desvia en un 
angulo de 64.0° respecto a su direccion inicial de movi- 
miento y el nucleo de oxigeno recula formando un angulo 
de 51.0° por debajo de su direccion inicial. La velocidad 
final del nucleo es de 1.20 * 10 5 m/s. ^Cual es la velocidad 
final de la particula alfa? (La masa de una particula alfa 
es de 4.00 u y la masa de un nucleo de oxigeno es de 
16.0 u.) 

49. Demuestre que un neutron lento (llamado neutron termi- 
co ) que se dispersa en 90° en una colision elastica con un 
deuteron, inicialmente en reposo, cede dos tercios de su 
energia cinetica inicial al deuteron. (La masa de un neu¬ 
tron es de 1.01 u; la masa de un deuteron es de 2.01 u.) 

50. Despues de una colision totalmente inelastica, se encuen- 
tra que dos objetos de la misma masa y velocidad inicial 
se mueven juntos a la mitad de su velocidad inicial. Halle 
el angulo entre las velocidades iniciales de los objetos. 



51. Un proton (masa atomica de 1.01 u) con una velocidad de 
518 m/s choca elasticamente con otro proton en reposo. 
El proton original se dispersa a 64.0° de su direccion 
inicial. (a) ^Cual es la direccion de la velocidad del proton 
bianco despues de la colision? ( b ) /.Cuales son las veloci¬ 
dades de los dos protones despues de la colision? 

52. Dos bolas Ay B, que tienen masas diferentes pero desco- 
nocidas, chocan. A esta inicialmente en reposo y B tiene 
una velocidad v. Despues de la colision. B tiene una 
velocidad de v/2 y se mueve en un angulo recto con su 
movimiento original, (a) Halle la direccion en que se 
mueve la bola A despues de la colision. (b) ^Puede usted 
determinar la velocidad de A a partir de la informacion 
dada? Explique. 

53. En un juego de billar, se le da a una bola una velocidad 
inicial V y choca contra el monton de las 15 bolas estacio- 
narias. Las 16 bolas sufren luego numerosas colisiones entre 
una y otra y entre ellas y la banda. Un tiempo despues se 
observa que (por alguna casualidad) todas las bolas tienen 
la misma velocidad v. Suponiendo que todas las colisiones 
sean elasticas y despreciando el aspecto rotatorio del movi¬ 
miento de las bolas, calcule v en funcion de V. 

54. Dos pendulos, de longitud L cada uno, estan inicialmente 
situados como se muestra en la figura 38. El primer 
pendulo se suelta desde una altura d y golpea al segundo. 
Suponga que la colision es completamente inelastica y 
despreciese la masa de los cordones y cualesquier efectos 
de friccion. que altura se eleva el centro de masa 
despues de la colision? 



Figura 38 Problema 54. 


55. Una barcaza de 1.50 x 10 5 kg de masa navega rio abajo a 
6.20 m/s envuelta en niebla densa cuando choca de costa- 
do contra otra barcaza que avanza en Irnea reacta cruzando 
el rio; vease la figura 39. La segunda barcaza tiene una 
masa de 2.78 x 10 5 kg y avanzaba a 4.30 m/s. Inmedia¬ 
tamente despues del impacto, la segunda barcaza sufre una 
desviacion de 18.0° en la direccion de la corriente y su 
velocidad aumenta a 5.10 m/s. La corriente del rio era 
practicamente nula en el momento del accidente. (a) ^Cua- 
les son la velocidad y la direccion del movimiento de la 
primera barcaza inmediatamente despues de la colision? 
(b) ^Cuanta energia cinetica se perdio en la colision? 

56. Una bola a una velocidad inicial de 10.0 m/s choca elas¬ 
ticamente con dos bolas identicas cuyos centros estan en 
una linea perpendicular a la velocidad inicial e inicialmen- 


1 


Problemas 257 



Figura 39 Problema 55. 


te en contacto entre si (Fig. 40). La primera bola se dirige 
directamente al punto de contacto y todas las bolas carecen 
de friccion. Halle las velocidades de las tres bolas despues 
de la colision. ( Sugerencia : En ausencia de friccion, cada 
impulso se dirige a lo largo de la linea de los centros de 
las bolas, normal a las superficies que chocan.) 

t 

3 

Figura 40 Problema 56. 

57. En un juego de billar, el mingo golpea contra otra bola que 
inicialmente esta en reposo. Despues de la colision, el 
mingo se mueve a razon de 3.50 m/s a lo largo de una linea 
que forma un angulo de 65.0° con su direccion de movi¬ 
miento original. La segunda bola adquiere una velocidad 
de 6.75 m/s. Usando la conservacion del l'mpetu, halle (a) 
el angulo entre la direccion del movimiento de la segunda 
bola y la direccion original del movimiento del mingo y 
(b) la velocidad original del mingo. 

58. En 1932 James Chadwick, en Inglaterra, demostro la 
existencia y propiedades del neutron (una de las particulas 
fundamentales que forman el atomo) con el aparato que se 
muestra en la figura 41. En una camara al vacio, una 
muestra de polonio radiactivo se desintegra produciendo 
particulas alfa (niicleos de helio). Estos nucleos chocan 
contra un bloque de berilo, induciendo un proceso por el 
cual se etniten neutrones. (En la reaccion se combinan 
el He y el Be para formar carbono + neutrones estables.) 
Los neutrones chocan contra una capa delgada de parafina 
(CHJ, liberando nucleos de hidrogeno que son detectados 
en una camara de ionizacion. En otras palabras, ocurre una 
colision elastica en la que el l'mpetu del neutron se trans- 
fiere parcialmente al nucleo de hidrogeno. (a) Halle una 
expresion para la velocidad maxima u„ que puede alcan- 
zar el nucleo de hidrogeno (de masa ;«„). Asignemos a 
los neutrones entrantes una masa m n y una velocidad u„. 

( Sugerencia : ^Se transferira mas energia en una colision 
frontal o en una colision oblicua?). (b) Una de las metas 
de Chadwick consistia en hallar la masa de su nueva 
particula. La inspeccion de la expresion (a), que contiene 
este parametro, sin embargo, muestra que estan presentes 
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las dos incognitas, v n y m n (n H se conoce; puede medirse 
con la camara de ionizacion). Para eliminar a la incognita 
v„, el sustituyo a la parafina con un bloque de paraciano- 
geno (CN). Los neutrones sufrieron entonces colisiones 
elasticas con los nucleos de nitrogeno en lugar de los 
nucleos de hidrogeno. Por supuesto, la expresion (a) se 
cumple todavia si d n se escribe para v H y «/ N se escribe 
para m H . Por lo tanto, si v„ y v N se miden en experimentos 
por separado, o N puede ser eliminada entre las dos expre- 
siones para el hidrogeno y el nitrogeno y dar un valor para 
//i n . Los valores de Chadwick fueron 

r H = 3.3 X 10 9 cm/s, 
u N = 0.47 X 10 9 cm/s. 

Cual es su valor para /«„? ^Como se compara este con 
el valor admitido ///„ = 1.00867 u? (Haga que in H = 1.0 u, 
in N = 14 u). 


A la bomba 



Figura 41 Problema 58. 


59. Demuestre que, en el caso de una colision elastica entre 
una particula de masa hi, con una particula de masa m 2 
inicialmente en reposo, (a) el angulo maxitno 0 m a traves 
del cual puede ser desviada hi, por la colision, esta dado 
por cos 2 6 „, = 1 - m]/in], de modo que 0 < d m <tt/ 2, cuando 
///, > m 2 ; ( b) d, + d 2 = k/2, cuando m, = m 2 ; ( c) 0, puede 
tener todos los valores entre 0 y n, cuando hi, < m 2 . 

Section 10-6 Marco de referenda del centro de masa 

60. (a) Demuestre que en una colision elastica unidimensional 
la velocidad del centro de masa de dos particulas, m, que 
se mueve a velocidad inicial v„ y m 2 que se mueve a una 
velocidad inicial v 2t es 

" cm = (^T+^) Dli + im”+m 2 ) V2 '- 

(b) Usense lasecuaciones 15 y 16 para u lf y u Jf ,esdecir, las 
velocidades de las particulas despues de la colision, para 
derivar el mismo resultado para v cm despues de la colision. 

61. En el laboratorio, una particula de 3.16 kg de masa que se 
mueve a razon de 15.6 m/s hacia la izquierda colisiona con 
una particula de 2.84 kg de masa que se mueve 12.2 m/s 
hacia la derecha. Halle la velocidad del centro de masa del 
sistema de dos particulas despues de la colision. 


62. Una particula de masa m, que se mueve a una velocidad. v„ 
choca de frente con m 2 , inicialmente en reposo, en una co¬ 
lision perfectamente inelastica. (a) ^Cual es la energia cine- 
tica del sistema antes de la colision? ( b ) ^Cual es la energia 
cinetica del sistema despues de la colision? (c) ^Que frac- 
cion de la energia cinetica original se perdio? (d) Sea v OT la 
velocidad del centro de masa del sistema. Vease la colision 
desde un marco de referencia preparado que se mueva con 
el centro de masa de modo que u,, - u H - u all , v 2i = - u nil . 
Repitanse las partes (a), ( b) y (c), como las ve un observador 
situado en este marco de referencia. ^Se pierde la misma 
cantidad de energia cinetica en cada caso? Explique. 

Section 10-7 Procesos de desintegracion espontanea 

63. Una particula llamada £", en reposo en cierto marco de 
referencia, se desintegra espontaneamente en dos particu¬ 
las distintas de acuerdo con 

1~ —» n~ + n. 


Las masas son 

m-z = 2340.5 m e , 

273.2 m e , 
m n ' 1838.65w e , 

donde ;;i e es la masa del electron, (a) Halle la energia 
cinetica total de los productos de la desintegracion. ( b ) 
^Cuanta energia cinetica obtiene cada producto de la 
desintegracion? 

64. Una particula de masa m en reposo se desintegra esponta¬ 
neamente en dos particulas de masa wj i y m 2 con velocida¬ 
des respectivas u, y v 2 . Demuestre que in > «/, + in 2 . 

65. Cierto nucleo, en reposo, se desintegra espontaneamente en 
tres particulas. Dos de ellas son detectadas; sus masas y 
velocidades son las que se muestran en la figura 42. (a) 
iCual es el l'mpetu de la tercera particula, de la cual se sabe 
que tiene una masa de 11.7 * 10' 27 kg? (b) ^Cuanta energia 
cinetica, en Me V, se genera en el proceso de desintegracion? 

66. Un pion en reposo se desintegra espontaneamente de 
acuerdo con el esquema 

71 p + V, 

en el que p representa a un muon (energia en reposo 
“ 105.7 MeV) y v a un neutrino (energia en reposo = 0). 
La energia cinetica medida del muon es de 4.100 MeV. 



(a) Halle el l'mpetu del neutrino, en unidndes MeV/c. ( b ) 
Calcule la energia de reposo del pion. 


Proyecto para la computadora 

67. Escriba un programa que describa la colision elastica entre 
dos particulas de masas m, y m 2 y velocidades iniciales u,, 




16.7 x 10“ 27 kg 


6.22 x 10 6 m/s 


• 8.35 x 10 kg 


^7.85 x 10 6 m/s 


Figura 42 Problema 65. 


y v 2r El programa debera aceptar valores numericos de 
estas cuatro cantidades como datos de entrada y dar resul- 
tados con valores numericos de las velocidades finales, u, f 
y u 2t , y de u cm , la velocidad del centro de masa. Use el 
programa para explorar todos los casos especiales que a 
usted se le ocurran, tales como in, = m 2 , in, »in 2 , in, «m 2 , 
»v 2i , v„ = v 2i , v„ = -u 2i . 








CAPITULO 11 


CINEMATICA 
DE LA ROTACION 


Hast a aqui hemos estudiado solamente el movimiento de traslacion de los objetos. Asi, hemos 
considerado tanto los cuerpos rigidos (en los que todas sus partes estan fijas unas entre si) 
como los sistemas no rigidos (cuyas paries pueden moverse unas con relacidn a las otras). 

El movimiento mas general de un cuerpo rigido comprende tanto los movimientos de rotacion 
como los de traslacion. En el presente capitulo comenzaremos a considerar este movimiento 
general. Iniciaremos con la descripcion de la rotacidn con sus variables apropiadas, relacio- 
nandolas entre si; esto pertenece al ambito de la cinematica de la rotacion, que es el tema 
de este capitulo. En los dos capitulos siguientes estudiaremos las relaciones del movimiento de 
rotacidn con la interne cion de un objeto y su entorno (dinamica de la rotacion). 


11-1 MOVIMIENTO DE ROTACION 


La figura 1 muestra una bicicleta de ejercicio fija. El eje 
de la rueda frontal al girar esta fijo en el espacio; asi, 
definiremos como z al eje de nuestro sistema de coorde- 
nadas. Un punto arbitrario P de la rueda esta a una distan- 
cia r perpendicular al punto A en el eje z. Tracemos la linea 
AB de modo que pase por P desde A. El movimiento del 
punto P traza un arco de circulo cuando gira la rueda. No 
lo hace necesariamente a velocidad constante, pues quien 


practica el ejercicio puede cambiar el ritmo al que esta 
pedaleando. 

El movimiento de la rueda es un ejemplo de la rota- 
cidn pura de un cuerpo rigido, que definiremos como 
sigue: 

Un cuerpo rigido se mueve en rotacidn pura si cada 
punto del cuerpo (como P en la Fig. 1) se mueve en 
trayectoria circular. Los centros de estos circulos de- 
ben estar sobre una linea recta comun llamada eje de 
rotacidn (el eje z de la Fig. 1). 



Figura 1 (a) La rueda de una bicicleta de ejercicio fija es un ejemplo de la 

rotacion pura de un cuerpo rigido. (b) Coordenadas utilizadas para describir 
la rotacion de la rueda. El eje de rotacion, que es perpendicular al piano de la 
figura, es el eje z. Un punto arbitrario P situado a la distancia r del eje A se 
mueve en un circulo de radio r. 
y 


r 
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Figura 2 Un cuerpo rfgido arbitrario 
con ambos movimientos de rotacion y 
de traslacion. En este caso 
bidimensional especial, el movimiento 
de traslacion se halla confinado al 
piano xy. La li'nea punteada muestra la 
trayectoria en el piano xy que 
corresponde al movimiento de 
traslacion del eje de rotacion, que es 
paralelo al eje z a traves del punto A. El 
movimiento de rotacion esta indicado 
por la li'nea AP. 


Podemos tambien caracterizar el movimiento de la rue- 
da por la li'nea de referencia AB en la figura 1. Al girar la 
rueda, la linea AB se mueve a traves de un cierto angulo 
en el piano xy. Otra manera de definir la rotacion pura es 
la siguiente: 

Un cuerpo ri'gido se mueve en rotacion pura si una 
li'nea de referencia perpendicular al eje (comoAB en la 
Fig. 1) se mueve a traves del mismo angulo en un 
intervalo de tiempo dado como cualquier otra linea de 
referencia perpendicular al eje del cuerpo. 

En el caso de una rueda de bicicleta ordinaria, la li'nea AB 
podria representar uno de los rayos (tornado como radial) 
de la rueda. La definicion anterior significa entonces que, 
para una rueda en rotacion pura, si un rayo gira en un cierto 
angulo A(j) en el intervalo de tiempo At, entonces cualquier 
otro rayo debera tambien girar a traves de A0 durante ese 
mismo intervalo. 

El movimiento general de un objeto ri'gido incluira 
componentes de traslacion y de rotacion, como, por ejem- 
plo, en el caso de una rueda de bicicleta movil. El punto P 
en tal rueda se mueve en circulo de acuerdo con un 
observador en el mismo marco de referencia que la rueda 
(el corredor, por ejemplo); pero otro observador fijo en 
el suelo describiria el movimiento de manera diferente. 
En casos aun mas complejos, como el de una pelota de 
futbol que vuele bamboleandose, podemos tener una com- 
binacion de un movimiento de traslacion, un movimiento 
de rotacion con respecto a un eje, y una variacion en la 
direction del eje. En general, la description tridimensio¬ 
nal de un cuerpo ri'gido requiere de seis coordenadas; tres 
para ubicar el centro de masa, dos angulos (como la latitud 
y la longitud) para orientar el eje de rotacion, y un angulo 
para describir las rotaciones alrededor del eje. La figura 2 
muestra un cuerpo ri'gido bidimensional arbitrario que 
experimenta movimientos de rotacion y de traslacion. En 
este caso solo se necesitan tres coordenadas: dos para el 
centro de masa y una para la coordenada angular de una 
linea de referencia en el cuerpo. 


En el presente capitulo consideramos unicamente el 
movimiento de rotacion pura. (En el capitulo siguiente se 
estudiara el caso mas complicado de la rotacion y la 
traslacion combinadas.) Asi, consideramos solo objetos 
rigidos, en los que no existe movimiento relativo de las 
partes al girar el objeto; por lo tanto, el caso de un liquido 
dentro de un recipiente en rotacion, por ejemplo, no lo 
estudiaremos ahora. 


11-2 LAS VARIABLES 

delarotaci6n _ 

La figura 3 a muestra un cuerpo de forma arbitraria que 
gira con respecto al eje z. Podemos decir exactamente del 
cuerpo completo en rotacion donde se encuentra este 
dentro de nuestro marco de referencia, si conocemos la 
ubicacion de un solo punto P del cuerpo en este marco. 
Asi, para la cinematica de este problema, necesitamos 
considerar solamente el movimiento (bidimensional) de 
un punto situado en el circulo de radio r igual a la distancia 
perpendicular desde P hasta el punto A sobre el eje z. La 
figura 36 b muestra una seccion del cuerpo paralela al 
piano xy que incluye al punto P. 

El angulo <p en la figura 3b es la posicion angular de la 
linea de referencia AP con respecto al eje x'. Arbitrariamente 
elegimos como sentido positivo de la rotacion el contrario 
al de las manecillas del reloj, de modo que (en la Fig. 3b) cp 
aumenta para una rotacion en sentido antihorario y disminu- 
ye para una rotacion en el sentido de las manecillas, de 
acuerdo con un observador que este mas alejado a lo largo 
del eje positivo z que el objeto en rotacion. 

Es conveniente medir cp en radianes en lugar de medirlo 
en grados. Por definicion cp esta dado en radianes (rad) por 
la relation 

= s/r, (1) 

donde s es la longitud de arco que se muestra en la 
figura 3b. 


Seccidn 11-2 Las variables de la rotacidn 263 


Z 



Figura 3 (a) Un cuerpo ri'gido arbitrario que gira en tomo 
al eje z. (b) Corte de cuerpo en seccion transversal. Los ejes 
x' y y son paralelos a los ejes xyy, respectivamente, pero 
pasan por el punto A. La linea de referencia AP, que une un 
punto P del cuerpo con el eje, esta ubicada instantaneamente 
a un angulo <f> con respecto al eje x'. El punto P se mueve a 
traves de una longitud de arco s cuando la linea AP gira a 
traves del angulo <p. 


El radian, por ser la razon de dos longitudes, es un 
numero puro y no tiene dimensiones. Puede, por lo tanto, 
incluirse en las unidades que corrspoden a las cantidades 
fisicas, o puede despreciarse, segun nos convenga. 

Puesto que la circunferencia de un circulo de radio r es 
2 nr, de la ecuacion 1 se deduce que una particula que se 
mueva en un arco de longitud igual a la circunferencia 
debe barrer un angulo de 2 n radianes. Asi, 

1 revolution = 2n radianes = 360°, 


o sea 

1 radian = 57.3° = 0.159 revoluciones. 


Hagamos que el cuerpo de la figura 3b gire en sentido 
contrario a las manecillas del reloj. En el tiempo t x la 
posicion angular de la linea AP es cp x , y en un tiempo t 2 
mas tarde su posicion angular es <f> 2 . Esto se muestra en la 
figura 4, la cual da las posiciones de P y de la linea de 
referencia en estos tiempos; por simplification, hemos 
omitido el croquis del propio cuerpo. 

El desplazamiento angular de P sera cp 2 - cp x = A durante 
el intervalo de tiempo t 2 -t x = At. Definimos a la velocidad 
angular promedio co de la particula P en este intervalo de 
tiempo asi: 


— <t>2 ~ </b _ A </> 

lO - ~ • 

t 2 - /, At 


y' 



\ 

> P at *2 
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Figura 4 La linea de referencia AP de la figura 3b esta en la 
coordenada angular (p x en el tiempo /, y en la coordenada 
angular <p 2 en el tiempo t 2 . En el intervalo de tiempo 
A t-t 2 - t x , el desplazamiento angular neto es Ap= <p 2 - <p v 


La velocidad angular instantanea ca es el limite alcan- 
zado por esta razon cuando At tiende a cero: 


y A<£ 
CO = lim — 
Al—0 At 


Para un cuerpo ri'gido en rotacion pura, todas las lineas 
fijas en el que sean perpendiculares al eje de rotacion giran 
a traves del mismo angulo en el mismo tiempo, de modo 
que la velocidad angular co alrededor de este eje es la 
misma para cada punto del cuerpo. Entonces co es carac- 
terisica del cuerpo como un todo. La velocidad angular 
tiene las dimensiones de un tiempo inverso (T 1 ); sus 
unidades pueden ser radianes/segundo (rad/s) o revolu- 
ciones/segundo (rev/s). 

Si la velocidad angular de P no es constante, entonces 
el punto tiene una aceleracion angular. Sean co x y co 2 las 
velocidades angulares instantaneas en los tiempos t x y t 2 , 
respectivamente; entonces, la aceleracion angular pro¬ 
medio a del punto P se define como 

^-coi .Ato (4) 

t 2 -t x At 

La aceleracion angular instantanea es el limite de esta 
razon cuando At tiende a cero: 



Puesto que co es la misma para todos los puntos de un 
cuerpo rigido, se deduce de la ecuacion 5 que a debe ser 
la misma para cada punto, y entonces a, como co, es una 
caracteristica del cuerpo como un todo. La aceleracion 


( 2 ) 
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angular tiene las dimensiones de un tiempo inverso al 
cuadrado (T 2 ); sus unidades pueden ser radianes/segun- 
do 2 (rad/s2) o revoluciones/segundo 2 (rev/s 2 ). 

En vez de la rotacion de un cuerpo rigido, podiamos 
haber considerado el movimiento de una particula aislada 
en una trayectoria circular. Esto es, P en la figura 4 puede 
representar a una particula de masa m, obligada a moverse 
en un circulo de radio r (quizas sostenida por una barra 
rigida carente de masa de longitud r pivotada en el eje z ). 
Todos los resultados derivados en esta seccion son vali- 
dos ya sea que veamos a P como un punto matematico o 
como una particula fisica; podriamos, por ejemplo, refe- 
rimos a la velocidad angular o a la aceleracion angular de 
la particula P mientras gira en tomo al eje z. Mas adelante 
hallaremos util ver al cuerpo rigido en rotacion de la 
figura 3 como un conjunto de particulas, cada una de 
las cuales esta girando con respecto al eje a la misma 
velocidad angular y a la misma aceleracion angular. 

La rotacion de una particula (o de un cuerpo rigido) con 
respecto a un eje fijo tiene una correspondence formal 
con el movimiento de traslacion de una particula (o de un 
cuerpo rigido) a lo largo de una direccion fija. Las varia¬ 
bles cinematicas son cp, co, y a en el primer caso y x, v, y 
a en el segundo. Estas cantidades se corresponden en 
pares: cp a x, co a v ,, y a a a. Notese que las cantidades 
angulares difieren dimensionalmente de las cantidades li- 
neales correspondientes por un factor de longitud. Notese, 
ademas, que las seis cantidades pueden ser tratadas como 
escalares en este caso especial. Por ejemplo, una particula 
en cualquier instante puede moverse en una direccion o en 
otra a lo largo de su trayectoria en linea recta, correspon- 
diendo a un valor de v positivo o negativo; del mismo 
modo, una particula en cualquier instante puede girar en 
una direccion o en otra con respecto a su eje fijo, corre- 
pondiendo a un valor de co positivo o negativo. 

Cuando, en el movimiento de traslacion, eliminamos la 
restriccion de que el movimiento sea a lo largo de una 
linea recta y consideramos el caso general del movimiento 
en tres dimensiones a lo largo de una trayectoria curva, 
las variables escalares x, v, y a deben ser reemplazadas 
por los vectores cinematicos r, v, y a. En la seccion 11-4 
veremos hasta que punto las variables cinematicas de 
rotacion se revelan como autenticos vectores cuando eli¬ 
minamos la restriccion de un eje de rotacion fijo. 


H-3 ROTACION CON ACELERACION 
ANGULAR CONSTANTE 


Hemos visto (en el capitulo 2) que, para el movimiento de 
traslacion de una particula o de un cuerpo rigido a lo largo 
de una direccion fija, como el eje x, el tipo de movimiento 
mas sencillo es aquel en el cual la aceleracion a es cero. 
El siguiente tipo mas sencillo corresponde a a = una 


constante (distinta de cero); para este movimiento deriva- 
mos las ecuaciones de la tabla 2 del capitulo 2, que 
relacionan las variables cinematicas x, v, a, y t en todas 
las combinaciones posibles. 

Para el movimiento de rotacion de una particula o de un 
cuerpo rigido alrededor de un eje fijo, el tipo de movi¬ 
miento mas sencillo es aquel en el que la aceleracion 
angular a es cero (como el movimiento circular unifor¬ 
me). El siguiente tipo mas sencillo de movimiento, en el 
que a = una constante (distinta de cero), corresponde 
exactamente al movimiento lineal con a = una constante 
(distinta de cero). Como antes, podemos derivar cinco 
ecuaciones que enlacen a las cuatro variables cinematicas 
0> «, y t en todas las combinaciones posibles. Estas 

ecuaciones angulares pueden ser derivadas, mediante los 
metodos que empleamos para derivar las ecuaciones li- 
neales, o pueden escribirse simplente, sustituyendo las 
cantidades angulares correspondientes por la cantidades 
lineales en las ecuaciones lineales. 

Como ejemplo, derivemos la expresion que enlaza a co, 
a, y t. Comenzaremos por reescribir la ecuacion 5 como 


dto = a dt. 

Integramos ahora el la do izquierdo desde co 0 (la velocidad 
angular en el tiempo t = 0) hasta co (la velocidad angular 
en el tiempo t ), y a la derecha desde el tiempo 0 hasta el 
tiempo t : 

I dco= a dt = a dt, 

J “Jo Jo Jo 

donde el ultimo paso puede ser considerado solamente 
cuando la aceleracion angular a es constante. Llevando a 
cabo la integracion, obtenemos 


co — co 0 = at, 


o sea 


co — co 0 + at. (g) 

Esto es el analogo de rotacion de la ecuacion 15 del 
capitulo 2, v - u 0 + at. Notese que podriamos obtener la 
expresion de rotacion sustituyendo a co por v y a a por a 
en la expresion de la traslacion. 

Por medio de tales derivaciones, podemos hallar cinco 
expresiones basicas de la cinematica de la rotacion con 
una aceleracion angular constante, que se listan en la ta¬ 
bla 1 junto con sus contrapartes de la traslacion. La ecua¬ 
cion 7 puede derivarse escribiendo la ec. 3 como dcp=codt 
e integrando. Las ecuaciones 8, 9, y 10 pueden derivarse 
eliminando, respectivamente, at, a, y co 0 de las ecuacio¬ 
nes 6 y 7 (que pueden ser consideradas como las dos 
ecuaciones basicas, porque se derivan de las definiciones 


TABLA 1 MOVIMIENTO CON ACELERACI6N LINEAL O ANGULAR CONSTANTE 


Numer o de la ecuacidn 
(capitulo 2) 

Movimiento de traslacion 
(direccidn fija) 

Movimiento de rotacidn 
(eje fijo) 

Numero de la ecuacidn 
(este capitulo) 

(15) 

v = v 0 + at 

co = co 0 + at 

(6) 

(19) 

x = x 0 + v 0 t + {at 2 

cp = cpQ -f" co 0 t + 2 at 2 

(7) 

(20) 

v 2 = vl + 2 a(x — x 0 ) 

co 2 = col + 2 a(cp - cpo) 

(8) 

(21) 

, v o + v , 
x - x 0 + t 

CO 0 +CO 

0 - 0o + 2 1 

(9) 

(22) 

x = x 0 + vt- {at 2 

cp — 0 O -f- cot {at 2 

(10) 


de la aceleracion angular y de la velocidad angular). Usted 
podria comprobar dimensionalmente todas las ecuaciones 
antes de verificarlas. Ambos grupos de ecuaciones se 
aplican tanto para particulas como para cuerpos rigidos. 

El sentido positivo de las cantidades angulares co y a se 
halla determinado por la direccion en la cual cp crece. A 
partir de la ecuacion 3, vemos que co es positiva si cf> crece 
con el tiempo (esto es, el objeto esta girando en direccion 
contraria a las manecillas del reloj). De igual forma, a 
partir de la ecucaion 5, vemos que a es positiva si co crece 
con el tiempo, aun si co es negativa y se toma menos ne- 
gativa. Estas convenciones son similares a las convencio- 
nes de signo correspondientes para las cantidades lineales. 


Problema muestra 1 Partiendo desde el reposo en el tiempo 
t = 0, una piedra abrasiva tiene una aceleracion angular cons¬ 
tante a de 3.2 rad/s 2 . En t = 0 la linea de referencia AB de la 
figura 5 es horizontal. Halle ( a ) el desplazamiento angular de 
la linea AB (y por lo tanto de la piedra abrasiva) y (b) la 
velocidad angular de la piedra abrasiva 2.7 s despues. 

Solucion (a) a y t estan dadas; deseamos hallar cp. De aqui que 
utilicemos la ecuacion 7 (vease la tabla 1): 


Solucion (a) Dadas co 0 = 8.6 rad/s y t = 192 s, buscamos a y, 
por lo tanto, utilizamos la ecuacion 6 (co = co 0 + oct), o sea 


</> = 0 O + co 0 t + {at 2 . 

0, co = co 0 , y a = 3.2 rad/s 2 . Por lo 


En / = 0, tenemos que < 
tanto, despues de 2.7 s, 


0 = 0 + (0X2.7 s) + K3.2 rad/s 2 X2.7 s) 2 
= 11.7 rad = 1.9 rev. 

(b) a y t estan dadas; deseamos hallar co. Por lo tanto, 
usaremos la ecuacion 6: 

co — co 0 + at = 0 + (3.2 rad/s 2 X2.7 s) 

= 8.6 rad/s = 1.4 rev/s. 


Problema muestra 2 Supongamos que la potencia que mueve 
a la rueda abrasiva del problema muestra 1 es desconectada 
cuando la rueda esta girando a una velocidad angular de 8.6 
rad/s. Una pequeiia fuerza de friccion en la flecha causa una 
deceleracion angular constante, y la rueda llega finalmente al 
reposo en un tiempo de 192 s. Halle ( a ) la aceleracion angular 
y ( b) el angulo total girado durante la deceleracion. 


a = 


co — co 0 _ 0 — 8.6 rad/s 


= -0.045 rad/s 2 . 


t 192 s 

( b ) Segun la ecuacion 9 de la tabla 1 tenemos que 

+ — 0+ 8 - 6 ^ /s + 0 (I92,) 

= 826 rad = 131 rev. 


11-4 CANTIDADES DE ROTACION ~ 

COMO VECTORES __ 

. .- -.- -.-.—.-........- 

El desplazamiento lineal, la velocidad y la aceleracion son 
vectores. Las cantidades angulares correspondientes pue¬ 
den ser tambien vectores, ya que ademas de su magni- 
tud debemos especificar tambien su direccion, es decir, la 
direccion del eje de rotacion en el espacio. Puesto que 
hemos considerado la rotacion solo en tomo a un eje 
fijo, hemos podido tratar a cp, co, y a como cantidades 
escalares. Si cambia la direccion del eje, sin embargo, ya 
no podemos eludir la pregunta, “/,son vectores las canti¬ 
dades de rotacion?” 

En la seccion 3-2 aprendimos que, para representar a 
un vector, una cantidad fisica no debe tener solamente mag- 
nitud y direccion, sino que debe obedecer tambien a las 
leyes de la suma vectorial. Solo experimentalmente pode¬ 
mos discemir si una cantidad fisica obedece a estas leyes. 



Figura 5 Problema muestra 1. La linea de referencia AB es 
horizontal en t = 0 y gira con la piedra abrasiva. 
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Figura 6 (a) A1 libro se le dan dos giros de 90°, 0, alrededor de un eje que forma un 
angulo recto con la pagina y 0 2 alrededor de un eje en la pagina seiialada con 
norte-sur. Como se muestra, la orientacion final depende del orden en que efectuemos 
estos giros. Asi, el resultado de la operacion 0, + 0 2 difiere del de 0 2 + <j> v ( b ) En giros 
de 45°, la diferencia entre las orientaciones finales es mas pequena de lo que era en el 
caso del giro de 90°. (c) En giros de 20°, las orientaciones finales son casi identicas. 
Las orientaciones finales seran mas parecidas al volverse mas pequenos los angulos 

0i y 02 - 


Veamos primero el desplazamiento angular 0. La mag- 
nitud del desplazamiento angular de un cuerpo es el 
angulo al cual gira el cuerpo. Sin embargo, los desplaza- 
mientos angulares no son vectores porque no se suman 
como vectores. Por ejemplo, demos dos rotaciones suce- 
sivas 0, y 0 2 a un libro que inicialmente esta en un piano 
horizontal (Fig. 6). Sea 0 t una rotacion a 90° en sentido 
de las manecillas del reloj en tomo al eje vertical que pasa 
por el centro del libro visto este desde arriba. Sea 0 2 un 
giro de 90° en sentido de las manecillas del reloj alrede¬ 


dor de un eje norte-sur que pasa por el centro del libro 
segun lo vemos mirando al norte. En un caso, apliquemos 
la operacion (p { primero, y luego 0 2 . En el otro caso, 
apliquemos primero la operacion 0 2 y luego 0,. Conviene 
que usted haga la prueba. Ahora, si los desplazamientos 
angulares son cantidades vectoriales, deben sumarse co¬ 
mo vectores. En particular, deben obedecer a la ley aso- 
ciativa de la suma de vectores, A + B = B + A, que nos 
dice que el orden en que sumemos a los vectores no afecta 
su suma. Como se indica en la figura 6a, esta ley no tiene 



Z 



Z 



Figura 7 El vector de la velocidad angular de 
(a) un cuerpo rigido al girar y ( b ) una particula 
al girar, ambos considerados con respecto a un 
eje fijo. 


validez para desplazamientos angulares finitos, y enton- 

ces 0 , + 02 * 02 + 0 P donde 01 y 02 significan las 

operaciones mostradas en la figura 6a. Por lo tanto, los 
desplazamientos angulares finitos no pueden ser repre- 
sentados como cantidades vectoriales. 

A medida que los dos desplazamientos angulares se 
hagan mas pequenos, el resultado de la operacion 0, + 0 2 
se acerca al de la operacion 0, + 0 2 (Fig. 6b, c). Si los 
desplazamientos angulares se hacen mfinitesimales, el 
orden de la suma ya no altera el resultado; asi, dtp 2 + dtp 2 
= d(p 2 + dtp,. De aqui que los desplazamientos angulares 
infinitesimales pueden ser representados como vectores. 

Las cantidades definidas en terminos de desplazamien¬ 
tos angulares infinitesimales pueden ser tambien vectores. 
Por ejemplo, la velocidad angular es co = dcpjdt. Puesto 
que dtp es un vector y dt es un escalar, el cociente co es 
un vector. Por lo tanto, la velocidad angular puede ser 
representada como un vector. En la figura la, por ejem¬ 
plo, representamos a la velocidad angular co del cuerpo 
rigido en rotacion por una flecha dirigida a lo largo del eje 
de rotacion; en la figura lb representamos a la rotacion de 
una particula P en tomo a un eje fijo precisamente de la 
misma manera. La longitud de la flecha se hace propor- 
cional a la magnitud de la velocidad angular. El sentido de 
la rotacion determina la direccion en la que la flecha apun- 
ta a lo largo del eje. Por convention, si los dedos de la 
mano derecha se doblan alrededor del eje en direccion de 
la rotacion del cuerpo, el pulgar extendido apunta a lo lar¬ 
go de la direccion del vector de la velocidad angular. Para 
la rueda de la figura 1, por lo tanto, el vector de la veloci¬ 
dad angular apunta perpendicularmente a la pagina (en la 
direccion de z negativa) si el corredor esta pedaleando 
hacia adelante. En la figura 3b, co es perpendicular a la 
pagina, apuntando hacia arriba y afuera correspondiendo 
a la rotacion en sentido contrario a las manecillas del reloj. 
La velocidad angular de la tomamesa de un fonografo 
(que gira en sentido de las manecillas si se la ve desde arri¬ 
ba) es un vector que apunta hacia abajo. Notese que nada 
se mueve en direccion al vector de la velocidad angular. 
El vector representa la velocidad angular del movimiento 
de rotacion que tiene lugar en un piano perpendicular a el. 

La aceleracion angular es tambien una cantidad vecto¬ 
rial. Esto se deduce de la definition cx — dco/dt, en la 
cual dco es un vector y dt un escalar. Mas adelante encon- 


traremos otras cantidades de rotacion que son vectores, 
como la torca y el impetu angular. El uso de la regia de 
la mano derecha para definir la direccion de los vectores 
dcp, co, y cx conduce a un formalismo vectorial que es 
consistente con todas las cantidades de rotacion. 


Problema muestra 3 Un disco gira en una flecha horizontal 
montada en chumaceras, a una velocidad angular co, de 84 rad/s 
como en la figura 8a. Todo el conjunto de disco y flecha esta 
colocado sobre una tomamesa que gira con respecto a un eje 
vertical a a> 2 = 43 rad/s, en sentido antihorario vista desde arriba. 
Describa la rotacion del disco vista por un observador dentro 
del salon. 

Solution El disco esta sujeto a dos velocidades angulares 
simultaneamente; podemos describir su movimiento resultante 
por la suma vectorial de estos vectores. La velocidad angular 
co, asociada con la rotacion de la flecha tiene una magnitud de 
84 rad/s y tiene lugar en tomo a un eje que no esta fijo pero que, 
visto por un observador situado dentro del salon, gira en un 
piano horizontal a 43 rad/s. La velocidad angular co 2 asociada 
con la tomamesa esta fija verticalmente y tiene una magnitud 
de 43 rad/s. 

La velocidad angular resultante co del disco es la suma 
vectorial de to, y co 2 . La magnitud de co es 

to -= Vw? + o) 1 = V(84 rad/s) 2 + (43 rad/s Y 
= 94 rad/s. 

La direccion de co no esta fija en el marco de referenda de 
nuestro observador sino que gira a la misma razon angular que 



Figura 8 Problema muestra 3. (a) Un disco que gira sobre 
una tomamesa que tambien gira. (b) La suma de los vectores 
de la velocidad angular. 
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la tomamesa. El vector co no esta en el piano horizontal sino 
que apunta hacia arriba en un angulo 6 (vease la Fig. 8 b), donde 


6 = tan 1 — = tan -1 

w, 


43 rad/s 
84 rad/s 


Podemos describir el movimiento del disco corao una sola 
rotacion en tomo a este nuevo eje (cuya direccion en el marco 
de referencia de nuestro observador esta cambiando con el 
tiempo como se describio anteriormente) en una cantidad angu¬ 
lar de 94 rad/s. ^Como cambiaria esta situacion si la direccion 
de rotacion del disco, o de la tomamesa, o de ambas, se invir- 
tieran? 


11-5 RELACIONES ENTRE 
VARIABLES LINEALES Y 
ANGULARES: FORMA ESC ALAR 


y 



Figura 9 Las componentes radial y tangencial de la 
aceleracion de una particula en el punto P de un cuerpo 
rigido que gira en tomo al eje Z- 


A1 diferenciar la ecuacion 12 con respecto al tiempo, 
tenemos que 


En las secciones 4-4 y 4-5 discutimos la velocidad y la 
aceleracion lineales de una particula que se mueve en 
circulo. Cuando un cuerpo rigido gira con respecto a un 
eje fijo, cada particula del cuerpo se mueve en circulo. De 
aqui que podamos describir al movimiento de tal particula 
ya sea en variables lineales o en variables angulares. 
La relacion entre las variables lineal y angular nos permite 
ir y venir de una descripcion a la otra, resultando muy util. 

Consideremos una particula en P situada en un cuerpo 
rigido, a una distancia perpendicular r del eje que pasa por 
A, como en la figura 7. Esta particula se mueve en un 
circulo de radio r. La posicion angular <p de la linea de 
referencia AP se mide con respecto al eje x o el x', como 
en la figura 3b. La particula se mueve a traves de una 
distancia 5 a lo largo del arco cuando el cuerpo gira en un 
angulo </>, de modo que 

s = 4>r, ( 11 ) 

donde <j> esta en radianes. 

Al diferenciar ambos lados de esta ecuacion respecto al 
tiempo, y observando que r es constante, obtenemos 

ds deb 
~dt~~di r - 

Pero ds/dt es la velocidad lineal (tangencial) de la parti¬ 
cula en P y dcpjdt es la velocidad angular co del cuerpo que 
gira, de modo que 

v = (or. (12) 

Esta es una relacion entre las magnitudes de la veloci¬ 
dad lineal tangencial y de la velocidad angular; la velo¬ 
cidad lineal de una particula en movimiento circular es el 
producto de la velocidad angular y la distancia r de la 
particula desde el eje de rotacion. 


dv _ dco 

~di~~di r ‘ 

Pero dv/dt es la magnitud de la componente tangencial a T 
de la aceleracion de la particula (vease la seccion 4-5), y 
dco/dt es la magnitud de la aceleracion angular del cuerpo 
que gira, de modo que 

a T = ar. ( 13 ) 

De aqui que la magnitud de la componente tangencial de 
la aceleracion lineal de una particula en movimiento cir¬ 
cular sea el producto de la magnitud de la aceleracion 
angular y la distancia r de la particula desde el eje de 
rotacion. 

Hemos visto en la seccion 4-4 que la componente radial 
a R de la aceleracion es v 2 /r para una particula que se 
mueve en circulo. Esto puede ser expresado en terminos 
de la velocidad angular usando la ecuacion 12. Tenemos 

v 2 , 

fl R = y = mV. (14) 

En la figura 9 se muestra la aceleracion resultante a del 
punto P. 

Las ecuacioanes 11 a 14 nos permiten describir el 
movimiento de un punto en un cuerpo rigido que gira 
en tomo a un eje fijo ya sea en variables angulares o en 
variables lineales. Podriamos preguntar por que necesita- 
mos las variables angulares cuando ya estamos familiari- 
zados con las variables lineales equivalentes. La respuesta 
es que la descripcion angular ofrece una ventaja distinta 
sobre la descripcion lineal cuando deben considerarse 
varios puntos del mismo cuerpo en rotacion. En un cuerpo 
en rotacion, los puntos que estan a diferentes distancias 
del eje no tienen el mismo desplazamiento, velocidad, o 
aceleracion lineales, sino que todos los puntos de un 
cuerpo rigido que giran en tomo a un eje fijo tienen el 



mismo desplazamiento, velocidad, o aceleracion angula¬ 
res en cualquier instante. Usando las variables angulares 
podemos describir el movimiento de todo el cuerpo de 
manera sencilla. 

La figura 10 muestra un ejemplo interesante de la razon 
entre las variables lineales y angulares. Cuando una chi- 
menea alta es demolida por una carga explosiva colocada 
en su base, a menudo se quebrara al caer, comenzando la 
rotura hacia el lado de abajo de la chimenea. 

Antes de la rotura, la chimenea es un cuerpo rigido, que 
pivotea en tomo a un eje cercano a su base con una cierta 
aceleracion angular a. Segun la ecuacion 13, la parte 
superior de la chimenea tiene una aceleracion tangencial 
a T dada por aL, donde L es la longitud de la chimenea. La 
componente vertical de a r puede exceder facilmente de g, 
la aceleracion de la caida libre. Esto es, la parte superior 
de la chimenea esta cayendo hacia abajo con una acelera¬ 
cion vertical mayor que la de un ladrillo en caida libre. 

Esto puede suceder solamente mientras la chimenea 
permanezca como un cuerpo rigido aislado. Dicho de otra 
manera, la parte del fondo de la chimenea, al actuar en 
el mortero que mantiene unidos a los ladrillos, debe “jalar 
hacia abajo” de la parte superior de la chimenea para 
provocar una caida tan rapida. Esta fuerza cortante es a 
menudo mayor de lo que el mortero puede tolerar, y la 
chimenea se rompe. La chimenea ha pasado a ser aho- 
ra dos cuerpos rigidos, cuya parte superior esta en caida 
libre llegando al suelo mas tarde de lo que lo haria si la 
chimenea no se hubiese roto. 


Problema muestra 4 Si el radio de la piedra abrasiva del 
problema muestra 1 es de 0.24 m, calcule (a) la velocidad lineal 
o tangencial de un punto en la periferia, ( b) la aceleracion 
tangencial de un punto en la periferia, y (c) la aceleracion radial 
de un punto en la periferia, al final de 2.7 s. ( d ) Repita para un 
punto a la mitad de la distancia entre el centro y la periferia, es 
decir, en r = 0.12 m. 

Solution Tenemos que a = 3.2 rad/s 2 , w = 8.6 rad/s despues 
de 2.7 s, y r- 0.24 m. Entonces, 

(a) v = cor = (8.6 rad/s)(0.24 m) = 2.1 m/s; 

( b ) a T = ar = (3.2 rad/s 2 )(0.24 m) = 0.77 m/s 2 ; 

(c) a R = ofr = (8.6 rad/s) 2 (0.24 m) = 18 m/s 2 . 

(d) Las variables angulares son las mismas para este punto en 
r = 0.12 m que para un punto de la periferia. Esto es, una vez 
mas a = 3.2 rad/s 2 y to = 8.6 rad/s. Usando las ecuaciones 12 a 
14 con r = 0.12 m, obtenemos para este punto 

v = 1.0 m/s, a r = 0.38 m/s 2 , a R = 8.9 m/s 2 . 

Lstas son cada una la mitad de sus valores respectivos para el 
punto de la periferia. Las variables lineales son proporcionales 
al radio desde el eje de rotacion. 

Notese una vez mas que, en las ecuaciones que implican 
variables angulares solamente, como las listadas en la tabla 1, 
usted puede expresar las cantidades angulares en cualquier 
unidad angular (grados, radianes, revoluciones), en tanto se 



Figura 10 Una chimenea, al caer, a menudo no es lo 
suficientemente fuerte como para proporcionar la aceleracion 
tangencial de gran radio que se necesitaria si todo el objeto 
fuese a girar como un cuerpo rigido con aceleracion angular 
constante. Para una descripcion completa de este fenomeno, 
vease “More on the Falling Chimney”, por A. A. Bartlett, 

The Physics Teacher, septiembre de 1976, pag. 351. 


haga asi de manera consistente. Sin embargo, en las ecuaciones 
en que se mezclan cantidades lineales y angulares, como las 
ecuaciones 11,12, 13,y 14, se debe ran de expresar las cantida¬ 
des angulares en radianes, como lo hemos hecho en este proble¬ 
ma muestra. Debemos hacerlo asi porque las ecuaciones 12,13, 
y 14 se basaron en la ecuacion 11, que define, en efecto, la 
medida radian. 


11-6 RELACIONES ENTRE LAS 
VARIABLES LINEALES Y 
ANGULARES: FORMA VECTORIAL 
(Opcional) 

En la seccion anterior expresamos a las variables tanto lineales 
como angulares en forma escalar. Regresaremos ahora a los 
metodos vectoriales haciendo un analisis similar al de la sec¬ 
cion 4-5, pero utilizando aqui variables angulares. Continuare- 
mos trabajando con el cuerpo rigido que gira en tomo al eje fijo, 
como en la figura 3. 

La figura 11a muestra una particula P en el cuerpo rigido en 
rotacion de la figura 3. (Aqui, por conveniencia, hemos elimi- 
nado incluso el perfil del cuerpo, mostrando solamente la par¬ 
ticula en P y el circulo que describe cuando gira el cuerpo.) El 
cuerpo puede tener cualquier aceleracion angular, incluro una 
aceleracion no constante. Como en la figura lb, el veator co 
representa la velocidad angular de la particula situada en P en 
el tiempo elegido t, vector que es paralelo al eje z y que se ha 
representado en la figura 11a en el origen, para mayor conve¬ 
niencia. 
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(a) ( b) 


Figura 11 (a) Una particula en P, en el cuerpo rigido en 

rotacion de la Fig. 3 esta ubicada en r con respecto al origen 
O. La particula tiene una velocidad angular co (dirigida a lo 
largo del eje z) y una velocidad tangencial v. (b) La particula 
situada en P tiene una aceleracion angular oc a lo largo del 
eje z. La particula tiene tambien una aceleracion tangencial a T 
y una aceleracion radial a R . 


La particula P esta ubicada en el sistema de coordenadas 
tridhnensionales de la figura 1 la por el vector de posicion r 
trazado desde el origen. Esto representa un cambio en la nota- 
cion acostumbrada, donde r representaba la distancia perpendi¬ 
cular desde P hasta el eje z (vease la Fig. 3). En la figura 11, 
aquella distancia perpendicular es ahora r sen 6. 

A partir de la ecuacion 12 podemos hallar la magnitud de la 
velocidad de la particula P (teniendo presente que r de la ecua¬ 
cion 12 es ahora r sen 0): 

v = car sen 6. ( 15 ) 

Aqui a) es la magnitud del vector co en la figura 11, r es la 
magnitud del vector r, y 6 es el angulo entre estos dos vectores. 

La ecuacion 15 tiene la misma forma que la ecuacion 16 del 
capitulo 3 para la magnitud del producto cruz o producto 
vectorial entre dos vectores: Si a y b son dos vectores cuales- 
quiera, su producto vectorial c tiene la magnitud c - ab sen 6, 
donde es el angulo entre a y b. La comparacion con la ecua¬ 
cion 15 sugiere que podemos expresar la velocidad como un 
producto vectorial: 

v = ft> X r. (16) 

La ecuacion 16 ciertamente da la magnitud correcta para v 
porque, como hemos visto, la definicion de la magnitud del 
producto vectorial, nos dara la ecuacion 15. Veamos si la 
ecuacion 16 nos da tambien la direccion correcta para v. 

Segiin la definicion del producto vectorial en la seccion 3-5, 
si c = a x b, entonces el vector c esta a lo largo de una linea en 
angulo recto con el piano formado por a y b. La direccion de c 
queda determinada por la regia de la mano derecha, en la cual 
damos un giro al primer vector a (el orden es importante) en el 
piano del segundo vector b con los dedos de la mano derecha 
moviendose a traves del angulo mas pequeno entre a y b; el 
pulgar extendido de la mano derecha nos da entonces la direc- 
cion de c. (Vease la Fig. 17 del capitulo 3.) 

Aplicando esta regia cuidadosamente a los vectores co y r de 
la figura 11a, hallaremos que la ecuacion 16 da realmente la 
direccion correcta para la velocidad v en el tiempo t, esto es, 


tangente a la trayectoria de la particula situada en P. (Al aplicar 
la regia de la mano derecha, esta permitido deslizar un vector a 
cualquier posicion en el espacio coordenado, en tanto no se 
cambie su direccion. Asi, podemos situar a v temporalmente en 
el origen, si esto nos ayuda a aplicar la regia de la mano derecha 
para hallar la direccion de v.) 

Volvamos ahora a la aceleracion. Podemos hallar la acelera¬ 
cion (lineal) al diferenciar la velocidad dada por la ecuacion 16. 
Esto es. 


d\ d . . dco , dr 

a = — = — (i)Xr =t Xr + wx T . (17) 

dt dt ’ dt dt v ’ 


Notese que, al considerar la derivada de un producto vectorial, 
seguimos la misma regia que empleamos al considerar la deri¬ 
vada de un producto algebraico ordinario, excepto que debe- 
mos tener cuidado de que el orden de los vectores en los 
terminos siga siendo el mismo. (Esto es, en ambos terminos 
de la derecha de la ecuacion 17, CO viene antes que r, como 
sucede en el producto original.) Es importante man tener el or¬ 
den apropiado porque, como lo aprendimos en la figura lib del 
capitulo 3, a x b = -b x a. 

En la ecuacion 17, al reemplazar a dco/dt con la aceleracion 
angular oc (vease la Ec. 5), y al reemplazar tambien a dr/dt con 
la velocidad v, obtenemos 

a = axr + wxv. (18) 

Estudiemos cada uno de los dos terminos del lado derecho de 
la ecuacion 18 por orden. 

En tanto que el eje de rotacion permanezca ftjo, dco apuntara 
tambien a lo largo del eje z. Puesto que la direccion de oc debe 
ser la misma que la direccion de dco, la aceleracion angular oc 
esta tambien a lo largo del eje z, como se muestra en la figu¬ 
ra 116. Puesto que oc es paralela a co, se deduce que oc x r debe 
de ser paralela a co x r y tambien a v (vease la Ec. 16). Por lo 
tanto, oc x r, al igual que v en la figura 1 la, es tangente a la 
trayectoria circular de la particula en P, y es la componente 
tangencial a T de la aceleracion a de la particula. La magnitud 
de la aceleracion tangencial estuvo dada por la ecuacion 13, la 
que escribimos como a T = ar sen 6 despues de reemplazar a r 
por r sen 6. 

Consideremos ahora el segundo termino del lado derecho de 
la ecuacion 18. Si imaginamos que el vector co en la figura 1 la 
se movio hasta P (quedando paralelo al eje z en el proceso), 
vemos inmediatamente al usar la regia de la mano derecha, que 
el segundo termino de la ecuacion 18 co x v, apunta radialmente 
hacia adentro en P. Este segundo termino tiene una magnitud 
©v (porque el angulo entre los vectores co y v es de 90°), lo cual 
se convierte en co 2 r sen 8 al usar la ecuacion 15. Al comparar 
con la ecuacion 14, vemos que esta es precisamente la compo¬ 
nente radial a R del vector de la aceleracion. 

Por lo tanto, podemos escribir la ecuacion 18 como 

a = a-r + a R , (19) 


donde 


y 


a T = a X r (20) 

a R = to X v. (21) 


Las ecuaciones 16 y 18 son, entonces, las relaciones vectoriales 
entre las variables lineales y angulares para la rotacion de un 
cuerpo rigido con respecto a un eje fijo. ■ 


PREGUNTAS 


1 . 


En la seccion 11-1 afirmabamos que, en general, se requie- 
ren seis variables para ubicar a un cuerpo rigido con 
respecto a un marco de referencia en particular. /.Cuantas 
variables se requieren para ubicar al cuerpo de la figura 2 
con respecto al marco xy mostrado en esa figura? Si este 
numero no es seis, explique la diferencia. 

^En que sentido es el radian una medida “natural” del 
angulo, y el grado una medida “arbitraria” de esa misma 
cantidad? Por lo tanto, /.que ventajas existen al usar radia- 
nes en lugar de grados? 

/.Podrian las cantidades angulares <p, co,y a ser expresa- 
das en terminos de grados en lugar de radianes en las 
ecuaciones de rotacion de la tabla 1? 

/Tiene que estar necesariamente a lo largo de un eje el 
vector que represente a la velocidad angular de una rueda 
que gire con respecto a ese eje fijo? Podria representarse 
simplemente como paralelo al eje, pero situado en cual¬ 
quier lugar? Recuerdese que estamos en libertad de desli¬ 
zar un vector de desplazamiento a lo largo de su propia 
direccion o trasladarlo lateralmente sin cambiar su valor. 

5. Haga girar un libro de la misma forma que en la figura 6a, 
pero esta vez use desplazamientos angulares de 180° en 
lugar de 90°. /.Que concluiria usted con respecto a las 
posiciones finales del libro? /.Le obliga esto a cambiar de 
opinion acerca de si los desplazamientos angulares (fini- 
tos) pueden ser tratados como vectores? 


2 . 


3. 


4. 



Figura 12 Pregunta 6. 


6 . 


7. 


8 . 


La rotacion del Sol puede monitorizarse siguiendo las 
manchas solares, tormentas magneticas del Sol de aspecto 
mas oscuro en el disco solar. La figura 12a muestra las po¬ 
siciones iniciales de cinco manchas y la figura 126 las 
posiciones de las mismas manchas al cabo de una rotacion 
solar mas. /.Que podemos concluir con respecto a la natu- 
raleza fisica del Sol a partir de estas observaciones? 

/Por que es aconsejable expresar a a en rev/s 2 en la 
ecuacion 7 de la tabla 1 (0 = 0 O + co Q t + \at 2 ) pero no en 
la ecuacion 13 (a T - ar)1 

Un cuerpo rigido esta libre de girar con respecto a un eje 
fijo. ^Puede el cuerpo tener una aceleracion angular dis- 
tinta de cero aun cuando la velocidad angular del cuerpo 
sea (quizas instantaneamente) cero? /.Cual es la equiva- 
lente lineal de esta pregunta? De ejemplos fi'sicos para 
ilustrar ambas situaciones, la lineal y la angular. 


9. Un golfista hace oscilar un palo de golf, haciendo un tiro 
largo desde la estaquilla o tee. /.Tienen todos los puntos 
del palo la misma velocidad angular co en cualquier ins- 
tante mientras el palo esta en movimiento? 

10. Cuando decimos que un punto situado en el ecuador de la 
Tierra tiene una velocidad angular de 2 n rad/dia, /.que 
marco de referencia utilizamos? 

11. Teniendo en cuenta la rotacion y la traslacion de la Tierra, 
/.se mueve un arbol mas rapidamente durante el dia o 
durante la noche? /.Con respecto a que marco de referencia 
se da la respuesta? (La rotacion y la traslacion de la Tierra 
son en la misma direccion.) 

12. Una rueda esta girando alrededor de su eje. Considerese 
un punto en la periferia. Cuando la rueda gira a una 
velocidad angular constante, /.tiene el punto una acelera¬ 
cion radial? /.Una aceleracion tangencial? Cuando la rueda 
gira con una aceleracion angular constante, /.tiene el punto 
una aceleracion radial? /.Una aceleracion tangencial? 
/.Cambian las magnitudes de estas aceleraciones con el 
tiempo? 

13. Supongase que se le pida determinar la distancia recorrida 
por una aguja al tocar un disco de vinilo de fonografo. 
/.Que informacion necesitara usted? Explique desde el 
punto de vista de un marco de referencia (a) fijo en 
el salon, (6) fijo en el disco que esta girando, y (c) fijo 
en el brazo del tocadiscos. 

14. /.Cual es la razon entre las velocidades angulares de un par 
de engranes acoplados de radios diferentes? 

15. El planeta Venus (vease la Fig. 13) se mueve en una orbita 
circular alrededor del Sol, completando una vuelta cada 
225 di'as. Venus gira tambien en tomo a un eje polar, 



Figura 13 Pregunta 15. 
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completando una rotacion cada 243 dias. El sentido (di¬ 
rection) del movimiento rotatorio es opuesto, pero para- 
lelo, al del movimiento de traslacion. (a) Describa el 
vector que represente la rotacion de Venus en tomo a su 


eje. ( b ) Describa el vector que represente la velocidad 
angular de Venus en tomo al Sol. (c) Describa la veloci¬ 
dad angular resultante, obtenida al sumar las velocidades 
de traslacion y angular rotatoria. 


PROBLEMAS 

Seccion 11-2 Las variables de la rotacion 

1. Demuestre que 1 rev/min = 0.105 rad/s. 

2. El angulo girado por el volante de un generador durante 
un intervalo de tiempo t esta dado por 

4> = at + bt 3 - ct 4 , 

donde a, b,y c son constantes. ^Cual es la expresion para 
(a) su velocidad angular y ( b ) su aceleracion angular? 

3. Nuestro Sol esta a 2.3 x 10 4 ly (anos luz) del centro de 
nuestra galaxia, la Via Lactea, y se mueve en circulo 
alrededor de este centro a una velocidad de 250 km/s. (a) 
iQue tanto tiempo le toma al Sol completar una vuelta 
alrededor del centro galactico? (b) ^Cuantas vueltas ha 
completado el Sol desde que se formo hace alrededor de 
4.5 x 10 9 anos? 

4. Una rueda gira con una aceleracion angular a dada por 

a — 4 at 3 — 3 bt 2 , 

donde t es el tiempo y a y b son constantes. Si la rueda 
tiene una velocidad angular inicial a) 0 , escriba las ecuacio- 
nes para (a) la velocidad angular y ( b ) el angulo girado, 
en funcion del tiempo. 

5. 4 Cual es la velocidad angular de ( a ) la manecilla de 
segundos, ( b ) la manecilla de minutos, y (c) la manecilla 
horaria de un reloj? 

6 . Un buen lanzador de beisbol puede lanzar una bola hacia 
la meta a 85 mi/h con una rotacion de 1800 rev/min. 
^Cuantas vueltas da la bola en su camino hacia la meta? 
Para simplificar, supongase que la trayectoria de 60 ft es 
una linea recta. 

7. Un clavadista da 2.5 vueltas completas en su trayecto de 
la platafonna de 10 m hasta la superficie del agua. Supo- 
niendo una velocidad inicial vertical nula, calcule la velo¬ 
cidad angular promedio de este clavado. 

8 . La position angular de un punto situado en la periferia 
de una rueda en rotacion esta descrita por 0 = 4.0r - 3.0F 
+ t 1 , donde 0 esta en radianes si t se ha dado en segundos. 

(a) ^Cual es la velocidad angular en t = 2.Q s, y en t = 4.0 s? 

( b ) ^Cual es la aceleracion angular promedio en el inter¬ 
valo de tiempo que comienza en f = 2.0 s y termina en 
t = 4.0 s? (c) ^Cual es la aceleracion angular instantanea 
al principio y al final de este intervalo de tiempo? 

9. Una rueda tiene 8 rayos y un radio de 30 cm. Esta montada 
sobre un eje fijo y gira a razon de 2.5 rev/s. Usted quiere 


disparar una saeta de 24 cm paralela a este eje y a traves 
de la rueda sin tocar ninguno de los rayos. Supongase que 
la saeta y los rayos son muy delgados; vease la figura 14. 
(a) i,Que velocidad minima debera tener la saeta? (b) 
(timporta a donde apunte usted entre el eje y la llanta? De 
ser asi, ^cual es la mejor ubicacion? 



Figura 14 Problema 9. 


10. Una rueda con 16 rayos que gira en sentido de las mane- 
cillas del reloj es fotografiada en pelicula. La pelicula es 
pasada por el proyector a razon de 24 cuadros/s, que es la 
velocidad apropiada para el proyector. Sin embargo, en 
la pantalla aparece la rueda girando en sentido contrario 
a las manecillas a razon de 4.0 rev/min. Halle la mas 
baja velocidad angular posible a la cual estuvo girando la 
rueda. 

11. Un dia solar es el intervalo de tiempo entre dos salidas 
sucesivas del Sol en lo mas alto de una longitud dada, esto 
es, el tiempo de una rotacion completa de la Tierra en 
relation al Sol. Un dia sideral es el tiempo de una rotacion 
completa de la Tierra en relation a las estrellas fijas, es 
decir, el intervalo de tiempo entre dos observaciones 
sucesivas en lo mas alto de una direction fija en el cielo 
llamada el equinoccio de primavera. (a) Demuestre que 
hay exactamente un dia solar (medio) menos en un aho 
que dias siderales (medios) en un aho. (b) Si el dia solar 
(medio) tiene exactamente 24 horas, ^que tan largo es un 
dia sideral (medio)? 

Seccion 11-3 Rotacion con aceleracion angular constante 

12. Una tornamesa de fonografo que gira a 78 rev/min dismi- 
nuye su velocidad y se detiene 32 s despues de que el 
motor ha sido desconectado. (a) Halle su aceleracion 



angular (uniforme) en rev/min 2 . ( b ) ^Cuantas revoluciones 
llevo a cabo en este tiempo? 

13. La velocidad angular de un motor de automovil aumenta 
de 1170 rev/min a 2880 rev/min en 12.6 s. (a) Halle la 
aceleracion angular en rev/min 2 . (2?) ^Cuantas revolucio¬ 
nes completa el motor durante este tiempo? 

14. Como parte de una inspection de mantenimiento, se hace 
que el compresor de un motor de propulsion a chorro gire 
de acuerdo con la grafica mostrada en la figura 15. ^Cuan- 
tas revoluciones completa el compresor durante la prueba? 



Figura 15 Problema 14. 


15. El volante de una maquina gira a 25.2 rad/s. Cuando la 
maquina es apagada, el volante decelera una cantidad 
constante y llega al reposo despues de 19.7 s. Calcule (a) 
la aceleracion angular (en rad/s 2 ) del volante, (b) el angulo 
(en rad) a traves del cual gira el volante al llegar al reposo, 
y (c) el numero de revoluciones llevadas a cabo por el 
volante para llegar al reposo. 

16. Mientras espera para abordar un helicoptero, usted obser- 
va que el movimiento del rotor cambio de 315 rev/min a 
225 rev/min en 1.00 min. (a) Halle la aceleracion angular 
durante el intervalo. (b) Suponiendo que esta aceleracion 
permanece constante, calcule el tiempo que tarda el rotor 
en detenerse. (c) ^Cuantas revoluciones dara el rotor des¬ 
pues de la segunda observation que usted realice? 

17. Cierta rueda gira 90 rev en 15 s, siendo su velocidad 
angular al final del periodo de 10 rev/s. (a) 4 Cual era la 
velocidad angular de la rueda al principio del intervalo de 
15 s, suponiendo una aceleracion angular constante? (b) 
^Cuanto tiempo transcurrio entre el tiempo en que la rueda 
estaba en reposo y el comienzo del intervalo de 15 s? 

18. Una polea de 8.14 cm de diametro tiene una cuerda de 
5.63 m de longitud enrollada a su periferia. Comenzando 
desde el reposo, se le da a la polea una aceleracion angular 
de 1.47 rad/s 2 , (a) 4 A traves de que angulo debe girar la 
rueda para que la cuerda se desenrolle? (b) ^Cuanto tiempo 
le toma? 

19. Un volante completa 42.3 rev cuando su velocidad angular 
disminuye desde 1.44 rad/s hasta detenerse por completo. 
(a) Suponiendo una aceleracion uniforme, ^cual es el 
tiempo necesario para que llegue al reposo? (b) ^Cual es 
la aceleracion angular? (c) 4 Cuanto tiempo se requiere 
para que complete la primera mitad de las 42.3 rev? 

20.. Comenzando desde el reposo en t = 0 , una rueda experi- 
menta una aceleracion angular constante. Cuando t = 


2.33 s, la velocidad angular de la rueda es de 4.96 rad/s. 
La aceleracion continua hasta t = 23.0 s, en que cesa de 
repente. 4 A traves de que angulo gira la rueda en el 
intervalo desde t = 0 hasta t - 46.0 s? 

21. Un pulsar es una estrella de neutrones que gira a gran 
velocidad y desde la cual recibimos pulsaciones de radio 
con una sincronizacion precisa, correspondiendo una pul¬ 
sation a cada rotacion de la estrella. El periodo T de la 
rotacion se halla midiendo el tiempo entre pulsaciones. 
Actualmente, el pulsar situado en la region central de la 
nebulosa del Cangrejo (vease la Fig. 16) tiene un periodo 
de rotacion T= 0.033 s, y se observa que la rotacion crece 
a razon de 1.26 x 10 ' 3 s/y. (a) Demuestre que la velocidad 
angular a de la estrella esta relacionada con el periodo de 
rotacion segun co = 2njT. {b) ^Cual es el valor de la 
aceleracion angular en rad/s 2 ? (c) Si la aceleracion angular 
es constante, ^cuando cesara de girar el pulsar? (d) El 
pulsar se origino por la explosion de una supernova en el 
aho 1054 D.C. ^Cual era el periodo de rotacion del pulsar 
al nacer? (Supongase una aceleracion angular constante.) 



Figura 16 Problema 21 . 


Seccion 11-4 Cantidades de rotacion como vectores 

22. Un planeta P gira alrededor del Sol en orbita circular, 
con el Sol en el centro, siendo coplanar y concentrica con 
la orbita circular de la Tierra E alrededor del Sol. P 
y E giran en el mismo sentido. Los tiempos requeridos 
para la revolution de P y E alrededor del Sol son T p y T c . 
Sea T s el tiempo necesario para que P complete una 
vuelta alrededor del Sol con relation a E: demuestre que 
1/T S = 1/T e - 1/7),. Suponga que T P > T E .. 

Seccion 11-5 Relaciones entre las variables lineales 
y angulares: forma escalar 

23. Un disco de fonografo esta colocado sobre una tornamesa 
girando a razon de 33± rev/min. (a) ^Cual es la velocidad 
angular en rad/s? ^Cual es la velocidad lineal de un punto 
en el disco situado donde esta la aguja (b) al comenzar 
y (c) al terminar el disco? En estas posiciones, las distan- 
cias desde la aguja al eje de la tornamesa son 5.90 in y 
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2.90 in, respectivamente. (d) Halle la aceleracion en ca- 
da una de estas posiciones. 

24. iCual es la velocidad angular de un automovil que da una 
vuelta circular de 110 m de radio a razon de 52.4 km/h? 

25. Un punto en la periferia de una rueda abrasiva de 0.75 m 
de diametro cambia su velocidad uniformemente de 
12 m/s a 25 m/s en 6.2 s. <; Cual es la aceleracion angular 
de la rueda durante este intervalo? 

26. ^Cuales son (a) la velocidad angular, (b) la aceleracion 
radial, y (c) la aceleracion tangencial de una nave espacial 
que ejecuta una vuelta circular de 3220 km de radio a una 
velocidad constante de 28,700 km/h? 

27. Un astronauta esta pasando una prueba en una centrffuga. 
La centrifuga tiene un radio de 10.4 m y, al comenzar, gira 
de acuerdo a 6 = 0.326Z 2 , donde I en segundos da 6 en 
radianes. Cuando t = 5.60 s, ^cuales son (a) la velocidad 
angular del astronauta, ( b ) su velocidad tangencial, (c) su 
aceleracion tangencial, y ( d ) su aceleracion radial? 

28. La orbita de la Tierra alrededor del Sol es casi un circulo. 
(a) ^Cual es la velocidad angular de la Tierra (vista como 
una particula) con respecto al Sol? (b) ^Cual es su veloci¬ 
dad lineal en su orbita? (c) ^Cual es la aceleracion de la 
Tierra con respecto al Sol? 

29. Una barra roscada con 12.0 vueltas/cm y un diametro de 
1.18 cm esta montada horizontalmente. Se atomilla a la 
barra una solera con un orificio roscado con el mismo 
paso que la barra; vease la figura 17. La barra gira a 
237 rev/min. ^Cuanto tiempo le tomara a la solera mover- 
se 1.50 cm a lo largo de la barra? 

30. (a) ^Cual es la velocidad angular con respecto al eje polar 
de un punto en la superftcie de la Tierra a una latitud de 
40°N? ( b ) ^Cual es la velocidad lineal? (c) ^Cuales son los 
valores para un punto en el ecuador? 

31. El volante de una maquina de vapor gira a una velocidad 
angular constante de 156 rev/min. Cuando se corta el 
vapor, la friccion de las chumaceras y del aire llevan 
al volante al reposo en 2.20 h. (a ) ^Cual es la aceleracion 
angular constante del volante, en rev/min 2 ? ( b ) ^Cuantas 
revoluciones dara el volante antes de llegar al reposo? (c) 
^Cual es la aceleracion lineal tangencial de una particula 
a 52.4 cm del eje de rotacion cuando el volante esta 
girando a 72.5 rev/min? ( d ) ^Cual es la magnitud de la 
aceleracion lineal total de la particula en la parte (c)? 

32. Un volante giroscopico de 2.83 cm de radio es acelerado 
desde el reposo a 14.2 rad/s 2 hasta que su velocidad 


1 



angular es de 2760 rev/min. (a) ^Cual es la acelera- 
cion tangencial de un punto situado en la llanta del volan¬ 
te? (b) ^Cual es la aceleracion radial de este punto cuando 
el volante esta girando a plena velocidad? (c) iQue dis- 
tancia recorre un punto sobre la llanta durante la acelera- 
cion? 

33. Si una helice de aeroplano de 5.0 ft (= 1.5 m) de radio gira 
a 2000 rev/min y el aeroplano es impulsado a una veloci¬ 
dad en tierra de 300 mi/h (= 480 km/h), ^cual es la 
velocidad de un punto en la punta de la helice, visto por 
(a) el piloto y (b) un observador en tierra? Supongase que 
la velocidad del aeroplano es paralela al eje de rotacion 
de la helide. 

34. Un metodo antiguo para medir la velocidad de la luz hace 
uso de una rueda dentada que gira. Un rayo de luz que pasa 
a traves de una ranura en el borde exterior de la rueda, 
como en la figura 18, viaja hasta un espejo distante, y 
regresa a la rueda en el momento preciso para pasar a 
traves de la siguiente ranura de la rueda. Esta rueda 
dentada tiene un radio de 5.0 cm y 500 dientes en su borde. 
Las mediciones tomadas cuando el espejo estaba a una 
distancia L = 500 m de la rueda indicaron una veloci¬ 
dad de la luz de 3.0 x 10 5 km/s. (a) 4 Cual era la velo¬ 
cidad angular (constante) de la rueda? ( b) ^Cual era la 
velocidad lineal de un punto en su borde? 

35. Una rueda A de radio r A = 10.0 cm esta acoplada por medio 
de una banda B a otra rueda C de radio r = 25.0 cm, como 
se muestra en la figura 19. La rueda A aumenta su veloci¬ 
dad angular desde el reposo a razon de una cantidad uni¬ 
forme de 1.60 rad/s 2 . Determine en cuanto tiempo llegara 
la rueda C a una velocidad de rotacion de 100 rev/min, 
suponiendo que la banda no se deslice. ( Sugerencia: Si la 
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banda no se desliza, las velocidades lineales en la periferia 
de las dos ruedas deben ser iguales.) 



Figura 19 Problema 35. 


36. Las aspas de un molino de viento parten del reposo y giran 
con una aceleracion angular de 0.236 rad/s 2 . ^Cuanto 
tiempo pasa antes de que un punto sobre un aspa experi- 
mente el mismo valor para las magnitudes de la acelera¬ 
cion centripeta y de la aceleracion tangencial? 

37. Un cuerpo rigido, que parte del reposo, gira con respecto 
a un eje fijo con aceleracion angular constante a. Consi- 
derese una particula a una distancia r del eje. Exprese (a) 
la aceleracion radial y ( b ) la aceleracion tangencial de esta 
particula en terminos de a, r, y el tiempo t. (c) Si la 
aceleracion resultante de la particula en cierto instante 
forma un angulo de 57.0° con la aceleracion tangencial, 
^que angulo total ha girado el cuerpo hasta ese momento? 

38. El disco de un sistema de audio para disco digital compac- 
to tiene un radio interior y exterior de su.material grabado 
(los conciertos para violin de Tchaikovsky y de Mendels¬ 
sohn) de 2.50 cm y 5.80 cm, respectivamente. Al funcio- 
nar, el disco es barrido con una velocidad lineal constante 
de 130 cm/s, comenzando desde el borde interior y mo- 
viendose hacia afuera. ( a ) Si la velocidad angular inicial 
del disco es de 50.0 rad/s, ^cual es su velocidad angular 
final? ( b ) Las lineas en espiral del barrido estan a una 


separacion de 1.60 ^m aparte; ^cual es la longitud total 
del barrido? (c) ^Cual es el tiempo de la grabacion sonora? 

39. Un automovil que viaja a 97 km/h tiene ruedas de 76 cm 
de diametro. (a) Halle la velocidad angular de las ruedas 
con respecto al eje. ( b ) El automovil es llevado a un alto 
uniformemente a las 30 vueltas de las ruedas. Calcule la 
aceleracion angular, (c) ^Que distancia recorre el automo¬ 
vil durante este periodo de frenado? 

40. Un velocimetro colocado en la rueda frontal de una bici- 
cleta da una lectura que es directamente proporcional a la 
velocidad angular de la rueda. Suponga que tal velocime¬ 
tro este calibrado para una rueda de 72 cm de diametro 
pero que, equivocadamente, se instala en una rueda de 
62 cm de diametro. ^Estaria equivocada la lectura de la 
velocidad lineal? De ser asi, ^en que sentido y por que 
fraccion de la velocidad real? 

Section 11-6 Relaciones entre las variables lineales 
y angulares: forma vectorial 

41. Un objeto se mueve en el piano xy de modo que jc = R cos 
cot y y = R sen cot. Aqui x y y son las coordenadas del 
objeto, t es el tiempo y R y co son constantes. (a) Eliminese 
a t entre estas ecuaciones para hallar la ecuacion de la 
curva en la que se mueve el objeto. ^Cual es esta curva? 
('Cual es el significado de la constante col ( b ) Diferencie 
las ecuaciones para xy y con respecto al tiempo para hallar 
las componentes x y y de la velocidad del cuerpo, v x y v r 
Combine avjav^ para hallar la magnitud y la direccion 
de v. Describa el movimiento del objeto. (c) Diferencie a 
v, y a v y con respecto al tiempo para obtener la magnitud 
y la direccion de la aceleracion resultante. 

42. Un objeto rigido que gira con respecto al eje z esta dece- 
lerando a razon de 2.66 rad/s 2 . Considerese una particula 
ubicada en r = 1.83j + 1.26k (en metros). En el instante 
en que co = 14.3k (en rad/s), halle (a) la velocidad de la 
particula y ( b ) su aceleracion. (c) ^Cual es el radio de 
la trayectoria circular de la particula? 







CAPITULO 12 


DINAMICA 
DE LA ROTACION 


En el capitulo 11 hemos considerado la cinemdtica de la rotacion y senalabamos que no 
contenia nuevas caracteristicas basicas distintivas, estando relacionados los parametros 0, a, 
y a de la rotacion con los correspondientes parametros x, v, y a de la traslacion para las 
partlculas queforman el sistema en rotacion. En este capitulo, siguiendo el patron de nuestro 
estudio del movimiento de traslacion, consideramos las causas de la rotacion, un tema que se 
conoce conio dinamica de la rotacion. Los sistemas en rotacion estan formados de partlculas, 
y ya hemos aprendido como aplicar las leyes de la mecanica clasica al movimiento de las 
partlculas. Por esta razon la dinamica de la rotacion, como la cinemdtica, no deberla contener 
caracteristicas distintivas que sean fundamentalmente nuevas. Sin embargo, al igual que en 
capitulo 11, es muy util volver a escribir los conceptos del movimiento de traslacion en una 
forma nueva, especialmente elegida por su conveniencia para describir a los sistemas en 
rotacion. 


12-1 DINAMICA DE LA ROTACION: 
UNA VISION GENERAL 


En el capitulo 5 planteabamos el problema fundamental 
de la dinamica: cuando se aplican fuerzas externas a un 
cuerpo de masa m, ^cual es el movimiento resultante? 
Explicabamos entonces como puede hallarse la solucion 
a este problema usando la segunda ley de Newton, que 
enunciabamos como sigue: 

fuerza = masa * aceleracion. 

En el presente capitulo buscamos una relacion dinamica 
que nos permita analizar el problema similar en la dina¬ 
mica de la rotacion: cuando una fuerza se aplica en cierto 
punto a un cuerpo rigido que puede girar libremente 
alrededor de un eje determinado, £cual es el movimiento 
resultante? El lugar donde se aplica la fuerza debe tener 
importancia, ya que de la experiencia sabemos que una 
fuerza dada aplicada a un cuerpo en un lugar puede 
producir una rotacion diferente a la producida si la fuerza 
se aplica en otro lugar. La cantidad en la dinamica de 
la rotacion que toma en cuenta tanto la magnitud de la 
fuerza como el lugar de aplicacion de la fuerza y su 


direccion se llama torca \ nuestro concepto de torca puede 
ser comparado por analogia con el de torsion o torcedura, 
de la misma manera que consideramos a la fuerza como 
un empujon o jalon. 

Tambien sabemos por la experiencia que el esfuerzo 
necesario para poner a un cuerpo en rotacion depende 
de como este distribuida la masa del cuerpo; es mas facil 
para una fuerza dada hacer girar a un cuerpo cuya masa 
este cercana al eje de rotacion que a otro cuya masa este 
alejada de este eje. La cantidad inercial que tiene en 
cuenta la distribucion de la masa de un cuerpo se llama 
inercia de la rotacion. * Al contrario de la masa, la inercia 
de la rotacion no es una propiedad intrinseca de un cuerpo, 
sino que esta depende del eje de rotacion alrededor del 
cual el cuerpo gira. 

Dadas las analogias entre las cantidades de la trasla¬ 
cion (fuerza y masa) y las cantidades de la rotacion (torca 
e inercia de la rotacion), nos conduce a suponer un analo- 
go para la rotacion de la segunda ley de Newton en 
la forma 

torca = inercia de la rotacion * aceleracion angular. 


* Conocida tambien como el momento de inercia. 
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Este es, de hecho, el resultado correcto, como lo demos- 
traremos en la section 12-5. 

A1 igual que la fuerza y la aceleracion, la torca y la 
aceleracion angular son cantidades vectoriales. Sin em¬ 
bargo, en este capitulo consideraremos unicamente casos 
en los que el eje de rotacion pueda ser considerado como 
fijo en cuanto a direccion. Esta restriction es similar al 
hecho de considerar solamente el movimiento unidimen¬ 
sional en el caso de la dinamica de la traslacion. Si bien 
la torca es una cantidad vectorial, como lo demostraremos 
en la seccion 12-4, podemos usar la forma escalar de las 
ecuaciones dinamicas en las que todas las cantidades 
vectoriales se refieren a las componentes a lo largo del eje 
de rotacion. (En el capitulo 13 discutiremos situaciones 
en las que debemos de considerar la naturaleza vectorial 
de las cantidades de la rotacion.) 

Existen dos enfoque que pueden adoptarse para derivar 
las ecuaciones de la dinamica de la rotacion. En el prime- 
ro, se considera a la fuerza que actua sobre cada particula 
del cuerpo, y las torcas que actiian sobre cada particula se 
suman para hallar la torca total que actua sobre el cuerpo. 
Para llevar a cabo este metodo debemos conocer como se 
transmiten las fuerzas extemas desde sus puntos de apli- 
cacion a la ubicacion de cada particula.* 

El segundo enfoque, que es el que aqui adoptamos, se 
basa en la conservation de la energia, en particular el 
teorema trabajo-energia que hemos estudiado en el capi¬ 
tulo 8, 

W = AK. 

Para este calculo en particular, W representa el trabajo 
neto efectuado sobre el objeto por las fuerzas extemas que 
cambian el movimiento de rotacion, y A K representa el 
cambio de la energia cinetica de la rotacion, la cual 
suponemos, en este caso, que es la unica forma de energia 
que el cuerpo puede tener. 

Comenzaremos, en las dos secciones siguientes, con una 
exposicion de lo que es la energia cinetica de rotacion y la 
inercia de la rotacion. La exposicion, despues, de la torca nos 
llevara a las ecuaciones de la dinamica de la rotacion. 


12-2 ENERGIA CINETICA DE 
LA ROTACION E INERCIA 
DE LA ROTACION 


La figura 1 muestra un cuerpo rigido que gira con respecto 
a un eje vertical fijo. Consideraremos al cuerpo como un 


* Para una exposicion critica de este metodo, vease “Rotational 
Motion and the Law of the Lever”, por Hans C. Ohanian, 
American Journal of Physics, febrero de 1991, pag. 182. 



Figura 1 Un cuerpo rigido gira en torno a un eje fijo. Cada 
particula del cuerpo tiene la misma velocidad angular to, pero 
la velocidad tangencial v varia con la distancia r de la 
particula al eje de rotacion. Aqui»/, y m 2 tienen la misma 
velocidad angular co, pero v 2 >v, porque r 2 > r,. 


conjunto de particulas, y analizaremos la rotacion de 
una particula sola como lo hicimos en el capitulo 11. Una 
particula de masa m a una distancia r del eje de rotacion 
se mueve en un circulo de radio r a una velocidad angular 
co con respecto a este eje y tiene una velocidad lineal 
tangencial v = cor. La energia cinetica de la particula es, 
por lo tanto, jmv 2 = jmr 2 co 2 . 

La energia cinetica total K del cuerpo que gira es la 
suma de las energias cineticas de todas las particulas de 
que se compone el cuerpo, que puede expresarse asi: 

K=\m l r\(jo 2 + \m 2 r\(jj 2 + • • • = i mfjjco 2 . (1) 

Aqui hemos supuesto que el cuerpo es rigido, de modo 
que todas las particulas tienen la misma velocidad angu¬ 
lar or, de aqui que el factor comun co 2 pueda ser eliminado 
de cada termino en la suma de la ecuacion 1. La cantidad 
Lm t r 2 es la suma de los productos de la masa de cada 
particula por el cuadrado de su distancia perpendicular al 
eje de rotacion. Se le llama inercia de rotacion del cuerpo 
con respecto al eje de rotacion particular, y se representa 
por el simbolo 7. 


I=^m t r 2 . (2) 

Notese que la inercia de rotacion de un cuerpo depende 
del eje en torno al cual este girando asi como de la manera 
en que este distribuida su masa. La inercia de rotacion 
tiene las dimensiones ML 2 y se expresa usualmente en 
kg • m 2 . 

Al combinar la ecuaciones 1 y 2 podemos escribir la 
energia cinetica del cuerpo rigido en rotacion como 


K = {ho 2 . (3) 

Esta es analoga a la expresion para la energia cinetica de 
traslacion de un cuerpo, K = Wu 2 . Ya hemos visto que la 
velocidad angular co es analoga a la velocidad lineal v. 


4 


3 
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Figura 2 Para hacer girar un barrote largo en torno al eje 
que esta a lo largo de su longitud, como en (a), se requiere 
menos esfuerzo que para hacerlo girar alrededor de un 
eje perpendicular a su longitud, como en ( b ). En (a), las 
particulas del barrote estan mas cerca del eje de rotacion que 
en ( b ), y por lo tanto el barrote tiene una inercia de rotacion 
mas pequeha en (a). 


Ahora veremos que la inercia de rotacion I es analoga a 
la masa M (que podemos considerar como la inercia de 
traslacion). 

En la ecuacion 3, como en todas las ecuaciones que 
mezclen cantidades angulares con cantidades no angula- 
res, la variable angular (co en este caso) debe expresarse 
en radian. 

La energia cinetica de rotacion dada por la ecuacion 3 
no es una nueva clase de energia; es, simplemente, la suma 
de las energias cineticas de traslacion ordinarias de todas 
las particulas del cuerpo. Aun cuando todo el cuerpo 
pudiera no estar en un movimiento de traslacion, cada una 
de sus particulas tiene una velocidad tangencial, y por lo 
tanto, cada particula tiene una energia cinetica. La direc¬ 
cion instantanea de la velocidad de cada particula cambia 
cuando el cuerpo gira, pero la energia cinetica depende de 
v 2 y es un escalar, de modo que no tiene una direccion 
asociada con ella. Por lo tanto, es bastante propio sumar 
las energias cineticas de todas las particulas del cuerpo 
que gira. La energia cinetica de rotacion ilco 2 es simple¬ 
mente una manera conveniente de expresar la energia 
cinetica total de todas las particulas del cuerpo rigido. 

La figura 2 muestra una demostracion simple que usted 
puede llevar a cabo para convencerse de que girar un cuerpo 
que tenga una inercia de rotacion grande exige un mayor 
esfuerzo (aplicado en un punto determinado) que dar la 
misma rotacion a un cuerpo de inercia de rotacion pequeha. 
Para hacer girar al barrote en torno a un eje a lo largo de su 
longitud (Fig. 2a) se requiere poco esfuerzo, relativamente; 
con relation al eje largo, todas las particulas del barrote 
tienen valores de r pequenos, y la inercia de rotacion’ es 
pequeha. Cuando tratamos de hacer el giro alrededor de un 
eje perpendicular al eje largo (Fig. 2b), esto no sucede asi. 
La masa no ha cambiado, por supuesto, pero una mayor 
cantidad de masa se halla situada lejos de este eje; de la 
ecuacion 2, la cual indica que la masa contribuye a I como 
el cuadrado de su distancia al eje, esta masa distante aporta 
una contribution mucho mayor a I que la masa que esta cerca 


del eje. Es facil comprobar que girar el barrote en tomo a 
este eje requiere un esfuerzo mayor. 


Problema muestra 1 Tres particulas de masas t«, (2.3 kg), m 2 
(3.2 kg), y rn 2 (1.5 kg) estan en los vertices de un triangulo 
rectangulo de relation 3-4-5, como se muestra en la figura 3. 
(a) Halle la inercia de rotacion en torno a los ejes perpendicu- 
lares al piano xy y que pasan a traves de cada una de las tres 
particulas. ( b ) Halle la inercia de rotacion en tomo a un eje 
perpendicular al piano xy y que pasa por el centro de masa. 


Solution (a) Consideremos primero el eje que pasa por /«,. 
Para las masas puntuales, w, esta sobre el eje, de modo que r, = 0 
y m, no contribuye a la inercia de rotacion. Las distancias 
desde este eje a m 2 y m } son r 2 = 3.0 my r 3 = 4.0 m. La inercia 
de rotacion en tomo al eje que pasa por m, es, entonces, 

It = 2) rn,r}= (2.3 kg)(0 m) 2 + (3.2 kg)(3.0 m) 2 
" +(1.5 kg)(4.0m) 2 

— 52.8 kg-m 2 . 

De manera similar, para el eje que pasa por m 2 , tenemos 


I 2 = £ m,r 2 = (2.3 kg)(3.0 m) 2 + (3.2 kg)(0 m) 2 
+ (1.5 kg)(5.0m) 2 
= 58.2 kg-m 2 . 

Para el eje que pasa por m } , 

7j = 2 «yr}= (2.3 kg)(4.0 m) 2 + (3.2 kg)(5.0 m) 2 
+ (1.5 kg)(0 m) 2 

= 116.8 kg-m 2 . 

^Alrededor de que eje requieren las rotaciones el mayor esfuer¬ 
zo? ^E1 menor? 

(b) Primero, debemos localizar el centro de masa: 

2 


(2.3 kg)(0 m) + (3.2 kg)(0 m) + (1.5 kg)(4.0 m) 


2.3 kg + 3.2 kg + 1.5 kg 


— 0.86 m. 


2 

2 m ‘ 


(2.3 kgXO m) + (3.2 kgX3.0 m) + (1.5 kg)(0 m) 

2.3 kg + 3.2 kg + 1.5 kg 

Las distancias elevadas al cuadrado desde el centro de masa a 
cada una de las particulas son 

r\ = *c 2 m + Lem - (0.86 m) 2 + (1.37 m) 2 = 2.62 m 2 , 

r\ = x 2 cm + (y 2 - y cm ) 2 = (0.86 m) 2 + (3.0 m - 1.37 m) 2 

= 3.40 m 2 , 


r 2 = (*j - x c J 2 + = (4.0 m - 0.86 m) 2 + (1.37 m) 2 

= 11.74 m 2 . 

La inercia de rotacion se deduce entonces directamente: 

7cm = I (2.3 kg)(2.62 m 2 ) + (3.2 kg)(3.40 m 2 ) 
+ (1.5 kg)( 11.74 m 2 ) 

= 34.5 kg-m 2 . 
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Figura 3 Problema muestra 1. El punto C marca el centro 
de masa del sistema que consta de las tres particulas. 


Notese que la inercia de rotacion en tomo al centro de masa es 
la mas pequena de las que hemos calculado. Este es un resultado 
general, el cual probaremos mas adelante. Es mas facil hacer 
girar a un cuerpo alrededor de un eje que pase por el centro de 
masa que alrededor de cualquier otro eje paralelo. 


El resultado del problema muestra anterior nos conduce 
a un resultado general importante, el teorema de los ejes 
paralelos : 

La inercia de rotacion de cualquier cuerpo en tomo a 
un eje arbitrario es igual a la inercia de rotacion 
alrededor de un eje paralelo que pase por el centro de 
masa mas la masa total por la distancia entre los dos 
ejes elevada al cuadrado. 

Matematicamente, el teorema con ejes paralelos tiene la 
forma siguiente: 

7 = 7 cm + Mh 2 , (4) 

donde 7 es la inercia de rotacion alrededor del eje arbitra- 
rio, 7 cm es la inercia de rotacion alrededor del eje paralelo 
que pasa por el centro de masa, M es la masa total del 
objeto, y h es la distancia perpendicular entre los ejes. 
Notese que los dos ejes deben ser paralelos. 

Antes de probar el teorema de los ejes paralelos, demos- 
tremos como podriamos haberlo usado para obtener los 
resultados del problema muestra previo. Comenzaremos 
con la inercia de rotacion en tomo al centro de masa, que 
hemos hallado en la parte ( b ): 7 cm = 34.5 kg • m 2 . La 
distancia h entre el eje que pasa por el centro de masa y el 
eje que pasa por m, es, precisamente, r„ la cual calculamos 
en la parte (b). Asi, 

h = 4m + Mh 2 

= 34.5 kg • m 2 + (2.3 kg + 3.2 kg + 1 .5 kg)(2.62 m 2 ) 

= 52.8 kg-m 2 , 

en concordancia con el resultado de la parte (a). Sera 
conveniente que compruebe que I 2 e 7, se verifican de la 
misma manera. 


y y' 



Figura 4 Una placa delgada en el piano xy va a girar en 
tomo al eje z, que es perpendicular a la pagina en el origen O. 
El punto C marca el centro de masa de la placa. Una particula 
P esta situada en las coordenadas x„ y, respecto al origen O y 
en las coordenadas x/, y' respecto al centro de masa C. 


El teorema los ejes paralelos tiene un corolario impor¬ 
tante: puesto que el termino Mh 2 es siempre positivo, 7 cm 
es siempre la inercia de rotacion mas pequena de cualquier 
grupo de ejes paralelos. (Puede no ser la inercia de rota¬ 
cion mas pequena absoluta del objeto; un eje que apunte 
en una direccion diferente puede dar un valor mas peque- 
ho.) Asi, para rotaciones en un piano dado y con una 
velocidad angular dada, la eleccion de un eje que pase por 
el centro de masa cuesta la menor cantidad de energia 
(porque K = -led 1 ). 

Demostracion del teorema de los ejes paralelos 

La figura 4 muestra una placa delgada en el piano xy, que puede 
considerarse como un conjunto de particulas. Deseamos calcu- 
lar la inercia de rotacion de este objeto alrededor del eje z, que 
pasa por el origen O en la figura 4, en angulo recto con el piano 
de esa figura. Representamos a cada particula de la placa por su 
masa /«;, sus coordenadas x, y y, con respecto al origen O, y sus 
coordenadas x/ y yj con respecto al centro de masa C. La inercia 
de rotacion alrededor de un eje que pase por O es 

1 = 2 m ‘ r ? = 2 m '( x l+ yf)- 

Con relacion a O, el centro de masa tiene las coordenadas x cm y 
3^«n> y de la geometria de la figura 4 podemos ver que las rela- 
ciones entre las coordenadas x„ y„ y x(, y’ son x, = x( + x cm y y, 

= y' + y c m- Sustituyendo estas transformaciones, tenemos que 

/=E^[W+^J 2 + (y' + y c J 2 ] 

= 2 m k x ? + 2x '. x cm + X cm + y? + 2y'y cm + y*J. 
Reagrupando los terminos, podemos escribir esto asi: 

1 = X m < (x - 2 + y'. 2 ) + 2x ^ 2 m - x ‘ + 2 Lm 2 W 'L' 

+ (x c 2 m + y 2 J m,. 

La primera suma de arriba es, precisamente, 7 cm = £ wi f r,' 2 . Los 
dos terminos siguientes se parecen a las formulas usadas para 
calcular las coordenadas de un centro de masa (Ec. 11 del 
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Figura 5 Problema muestra 2. Las dos particulas (el objeto) 
van a girar en tomo a un eje perpendicular a la varilla que las 
une y a una distancia x de /«,. 


rotacion en tomo a cualquier eje a partir de la ecuacion 2 , 
en la cual la suma se toma sobre todas las particulas. Sin 
embargo, si lo vemos como una distribucion continua de 
materia, podemos imaginarlo dividido en un gran numero 
de pequenos elementos de masa 5m r Cada 5m, esta ubi- 
cado a determinada distancia r, perpendicular al eje de 
rotacion. Considerando a cada 5m, aproximadamente co¬ 
mo una masa puntual, podemos calcular la inercia de 
rotacion de acuerdo con la ecuacion 2 : 


capitulo 9), pero (como lo muestra la Fig. 4) estan calculados 
dentro del sistema del centro de masa. Por ejemplo, £ wijX,' 2 = 
Mx' m = 0 porque = 0, x c ' m = 0 y similarmente £ m,y/ = My c ' m = 0: 
en ei sistema de coordenadas del centro de masa, el centro de 
masa esta, por definicion, en el origen, por lo que estos terminos 
se anulan. En el ultimo termino, h representa la distancia entre 
el origen O y el centro de masa C, de modo que h 2 = x c 2 „ + y 2 m ; 
tambien, £ m, = M, la masa total. Entonces, 

I = I cm +Mh 2 , 

lo cual demuestra el teorema de los ejes paralelos. ■ 


Problema muestra 2 El objeto mostrado en la figura 5 consta 
de dos particulas, de masas m, y m 2 , unidas por una varilla 
rigida de longitud L. (a) Despreciando la masa de la varilla, ha- 
lle la inercia de rotacion 7 de este sistema para las rotaciones 
de este objeto alrededor de un eje perpendicular a la varilla y 
a una distancia x de m v (b) Demuestre que 7es minima cuando 

X “ X cm' 

Solucion (a) Segun la ecuacion 2, obtenemos 
7 = m x x 2 + m 2 (L — x) 2 . 

(b) Hallamos el valor minimo de 7 haciendo que dl/dx sea 
igual a 0 ; 

— 2 m,x + 2 m 2 (L — x)(— 1) = 0. 
dx 

Resolviendo, hallamos el valor de x para el cual tenemos este 
minimo: 

m 2 L 

x = ~——. 

m, + m 2 

Esta es identica a la expresion para el centro de masa del objeto, 
y por lo tanto, la inercia de rotacion alcanza su valor minimo en 
x = x cra . Esto es consistente con el teorema los ejes paralelos, el 
cual exige que 7 cm sea la inercia de rotacion mas pequena entre 
ejes paralelos. 

Los puntos para los cuales la primera derivada de una funcion 
es igual a cero pueden no ser todos minimos de la funcion. 
Puede usted demostrar, mediante la segunda derivada, que 
hemos hallado realmente un minimo de 7? 


12-3 INERCIA DE ROTACION 
DE LOS CUERPOS SdLIDOS 


Si consideramos a un cuerpo como hecho de un numero 
de particulas discretas, podemos calcular su inercia de 


Pronto consideraremos a esta como el limite de 8rn i 
infinitesimalmente pequeno, de modo que la suma se 
convierta en una integral. Por ahora, ilustremos la transi- 
cion al calculo integral usando la ecuacion 5 para aproxi- 
mar la inercia de rotacion de una barra uniforme solida 
que gira en tomo a un eje perpendicular a la barra en su 
punto medio. La figura 6 a ilustra la situacion. La barra 
tiene una longitud L y una masa M. Imaginemos que la 
barra esta dividida en 10 trozos, cada uno de longitud Z./10 
y de masa M/10. Los trozos estan numerados de i = 1 a 
i = 10, de modo que el tesimo esta a una distancia r, del 
eje; para este calculo, hacemos que r, este medido desde 
el eje al centro del trozo. Entonces, los trozos de cada ex- 
tremo tienen r i = r l0 = 0.45L; los trozos proximos a los 
extremos tienen r 2 = r 9 = 0.357,, y los trozos mas cercanos 
al eje tienen r 5 = r 6 = 0.057,. Ahora llevamos a cabo la 
suma para los 10 trozos de acuerdo con la ecuacion 5: 

7 = r\ 5m.\ + r\ dm 2 + * • • + r 2 l0 Sm w 

= (0.1MX0.457,) 2 + (0.1MX0.357,) 2 + (0.1M)(0.25L) 2 
+ (0.1M)(0.157,) 2 + (0.1M)(0.05L) 2 + 
donde en la segunda ecuacion los cinco terminos listados 
corresponden a la mitad de la barra, y • • • significa que 
tenemos cinco terminos identicos de la otra mitad. Eva- 
luando los factores numericos, obtenemos el resultado 

7 = 0.825 ML 2 = -j ^ -ML 2 (10 trozos). 

Nuestro motivo para escribir el resultado de esta manera 
no tardara en ser evidente. 

Supongamos ahora que dividimos la barra en 20 trozos, 
cada uno de ellos con una longitud de 7./20 y masa M/20 
(Fig. 6b). Repitiendo el calculo anterior, obtenemos el 
resultado 

7 = 0.831 ML 2 = yy^-ML 2 (20 trozos). 

A medida que aumentemcs el numero de trozos, £tien- 
de el resultado a un valor limite que podamos ver como 
la inercia de rotacion? En el problema 12, se le pidio a 
usted derivar el resultado para cualquier numero N arbi¬ 
trario de trozos: 

1 / A T2_j\ 

7 = —ML 2 -j^~ 2 —J (N trozos). (6) 
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Figura 6 (a) La inercia de rotacion de una barra solida de 
longitud L, que gira en tomo a un eje que pasa por su centro 
y es perpendicular a su longitud, puede calcularse 
aproximadamente dividiendo la barra en 10 trozos iguales, 
cada uno de longitud Z,/10. Cada trozo es tratado como una 
masa puntual a una distancia r, del eje. (£>) Se obtiene una 
aproximacion mas precisa a la inercia de rotacion de la barra 
dividiendola en 20 trozos. 


Claramente, esto tiende al limite de ML 2 /12 cuando N —► oo ? 
y podemos senalarlo como el valor de la inercia de rota¬ 
cion de la barra. Notese que los coeficientes numericos para 

N= 10 y N = 20 (liW) demuestran la tendencia al limite 
(i) si N -*■ oo. 

El metodo algebraico anterior opera facilmente en unos 
cuantos casos, y ayuda a formamos una imagen de como 
el calculo integral divide a un objeto solido en trozos 
infinitesimales y suma a todos los trozos. En los calculos 
que intervienen para la mayoria de los solidos, el metodo 
algebraico es engorroso, siendo mucho mas facil usar las 
tecnicas de calculo directamente. Consideremos al limite 
de la ecuacion 5 cuando el numero de trozos es demasiado 
grande o, equivalentemente, cuando sus masas 5m se 
vuelven muy pequenas: 

7= lim \ rjSm h 

y, de la manera usual, la suma resulta ser una integral en 
el limite: 

7= r 2 dm. (7) 

La integracion se lleva a cabo sobre todo el volumen 
del objeto, pero a menudo ciertas simplificaciones geo- 
metricas pueden reducir la integral a terminos mas mane- 
jables. 

Como ejemplo, regresemos a la barra que giraba en 
tomo a un eje que pasa por su centro. La figura 7 muestra 
el problema trazado para el enfoque integral. Elegimos 
a un elemento arbitrario de masa dm situado a una dis¬ 
tancia x del eje. (Usamos a * como la variable de la 
integracion.) La masa de este elemento es igual a su 
densidad p (masa por unidad de volumen) o por el ele- 
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Figura 7 La inercia de rotacion de una barra solida se 
calcula integrando a lo largo de su longitud. Un elemento de 
masa dm esta ubicado a una distancia x perpendicular al eje 
de rotacion. 


mento de volumen dV. El elemento de volumen es igual 
al area multiplicada por su espesor dx: 

dV = Adx 

dm = p dV = pA dx. 

Suponemos que la barra tiene una seccion transversal 
uniforme de area/I y una densidad p uniforme, siendo esta 
igual a la masa total M dividida entre el volumen total AL: 
p = M/V= M/AL. Evaluando la ecuacion 7, obtenemos 

I=jr^ m -f x ^Adx- ffx'dx. 

Con * = 0 en el punto medio de la barra, los limites de la 
integracion van desde * = -L/2 hasta x = +L/2. La inercia 
de rotacion es, entonces, 


I 


M 

L 



M£> 
L 3 


+ L /2 
- L /2 


I — -faML 2 . 


( 8 ) 


Este resultado es identico al deducido del metodo alge¬ 
braico, ecuacion 6, en el limite N -* <*>. 

Si deseamos girar a la barra en tomo a un eje que pase 
por un extremo perpendicular a su longitud, podemos usar 
el teorema de los ejes paralelos (Ec. 4). Ya hemos hallado 
a ^an> y ^ a distancia h entre los ejes paralelos es precisa- 
mente la mitad de la longitud, de modo que 

7 - t \ML 2 + M(L/2) 2 = \ML 2 . 


A menudo podemos calcular la inercia de rotacion 
de un cuerpo solido descomponiendolo en elementos de 
inercia de rotacion conocida. Por ejemplo, supongamos 
que tenemos una placa rectangular solida y uniforme 
de longitud a y de anchura b, como se muestra en la 
figura 8. Deseamos calcular la inercia de rotacion en 
tomo a un eje perpendicular a la placa y que pase por su 
centro. 

La placa puede ser dividida en una serie de fajas, cada una 
de las cuales va a ser considerada como una barra. Conside¬ 
remos la faja de masa dm, longitud a, y anchura dx mostrada 
en la figura 8. La masa dm de la faja se relaciona con la masa 
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Figura 8 Una placa rectangular solida de lados a y b se 
hace girar en torno a un eje que pasa por su centro y es 
perpendicular a su superficie. Para calcular la inercia de 
rotacion, consideramos que la placa esta dividida en fajas. La 
faja soinbreada puede ser considerada como una barra, cuya 
inercia de rotacion en torno al eje central puede hallarse 
usando el teorema de los ejes paralelos. 


total M como el area de la superficie de la faja (a dx) se 
relaciona con el area ab de toda la superficie: 

dm _ a dx _ dx 
M ab b 

dm = ^ dx. 
b 

La inercia de rotacion dl de la faja en torno al eje se 
relaciona, segun el teorema de los ejes paralelos, con 
la inercia de rotacion de la faja (vista como una barra) 
en tomo a su centro de masa, dado por la ecuacion 8 como 
dl c,,, = a 2 ', 


dl = dl cm + dm h 2 
= -fcdm a 2 + dm x 2 . 


Sustituyendo a dm nos da 


j T Ma 2 , M 
dl = —rr- dx + — x 2 dx, 
12 b b 


el se deduce de la integral 

‘-j dr ~l£! dx+ 7l xldx - 

Los limites de la integracion sobre x van desde -b/2 hasta 
+b/2. Llevando a cabo las integraciones, obtenemos 

I = ^M(a 2 + b 2 ). (9) 

Notese que este resultado es independiente del espesor de 
la placa: obtendriamos el mismo resultado para un mon¬ 
ton de placas de masa total M o, de manera equivalente, 
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para un bloque rectangular solido de las mismas dimen- 
siones superficiales. Notese tambien que nuestro resulta¬ 
do depende de la diagonal de la placa mas bien que de a 
y b por separado. ^Puede usted explicar esto? 

Operando de este modo, podemos evaluar la inercia de 
rotacion de casi cualquier objeto solido regular. La figura 
9 muestra algunos objetos comunes y sus inercias de 
rotacion. Aunque es relativamente sencillo usar integrales 
bidimensionales o tridimensionales para calcular estas 
inercias de rotacion, a menudo es posible, como lo hici- 
mos en el calculo anterior, descomponer a un solido 
complejo en solidos mas sencillos de inercias de rotacion 
conocidas. El problema 14 al final del capitulo describe 
un calculo al respecto para una esfera solida. 


12-4 TORCA QUE ACTUA 

SOBRE UNA PARTICULA 


La experiencia con una puerta pesada nos ensena que una 
fuerza dada puede producir varias aceleraciones angulares 
dependiendo de donde se aplique la fuerza a la puerta y 
de como aquella este dirigida (vease la Fig. 10). Una 
fuerza (tal como F,) aplicada al borde y dirigida a lo largo 
de la puerta no puede producir una aceleracion angular, 
como tampoco lo puede hacer una fuerza (tal como F 2 ) 
aplicada a lo largo del gozne de la puerta; pero una fuerza 
(tal como F 3 ) aplicada en angulo recto con la puerta en su 
borde exterior produce la mayor aceleracion angular. 

El analogo de la rotacion de la fuerza se llama torca. 
Lo definiremos ahora para el caso especial de una parti¬ 
cula aislada observada desde un marco de referenda 
inercial. Mas adelante extenderemos el concepto de torca 
a sistemas de particulas (incluyendo a cuerpos rigidos) y 
demostraremos que la torca esta intimamente asociada a 
la aceleracion angular. 

Sea F una fuerza que actua sobre una particula aislada 
en un punto P cuya posicion en torno al origen O del 
marco de referencia inercial esta dado por el vector r (Fig. 
11). Puesto que dos vectores detenninanun piano, hemos 
elegido el piano xy para que contenga a los vectores r y 
F. La torca r que actua sobre la particula con respecto al 
origen O se define en terminos del producto vectorial 
(producto cruz) de r y F asi: 

t = r x F. (10) 

La torca es una cantidad vectorial. Su magnitud esta 
dada por 


T = rFsen0, (11) 

donde 6 es el angulo entre r y F; su direccion es normal 
al piano formado por r y F (esto es, paralela al eje z 
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Figura 9 La inercia de rotacion 
de varios solidos en torno a ejes 
elegidos. 


cuando r y F estan en el piano xy), dada por la regia de la 
mano derecha para el producto vectorial de dos vectores: 
si usted hace girar a r sobre F (cuando estan trazados cola 
con cola) a traves del angulo mas pequeno entre ellos con 
los dedos de su mano derecha doblados, entonces la 
direccion del pulgar extendido da la direccion de t. (Sin 


duda querra usted revisar la definicion del producto vec¬ 
torial (producto cruz) en la seccion 3-5.) 

Hemos trazado el vector torca en la figura 11 de modo 
que pase a traves del origen, pero no es necesario hacerlo. 
Si r y F estan en el piano xy, como hemos supuesto, 
entonces la ecuacion 10 requiere solamente que el produc- 




Figura 10 A1 aplicar una fuerza F dada a una puerta se 
produce una aceleracion angular a que varia con el punto en 
el que F se aplique y con su direccion respecto a la lfnea del 
gozne. La fuerza F, esta aplicada a lo largo de una lfnea que 
pasarfa por la lfnea del gozne, y no produce ninguna 
aceleracion angular (la puerta no se mueve). La fuerza F 2 se 
halla aplicada a la lfnea del gozne; tampoco produce ninguna 
aceleracion angular. La fuerza F } se halla aplicada a un punto 
alejado de la lfnea del gozne y en una direccion perpendicular 
a la lfnea que une al punto de aplicacion de F 3 con la lfnea del 
gozne; esta fuerza produce la mayor aceleracion angular 
posible. 


to cruz rsea paralelo al eje z, no necesariamente a lo largo 
del eje z. Podriamos situar al vector r en cualquier punto 
en la coordenada del espacio de la figura 11 sin cambiar 
la validez de la ecuacion 10, siempre y cuando rperma- 
nezca paralelo al eje z. 

La torca tiene las dimensiones de fuerza multiplicada 
por distancia; en terminos de nuestras dimensiones fun- 
damentales M, L, y T, tiene las dimensiones ML 2 T" 2 . Estas 
son las mismas que las dimensiones del trabajo. Sin 
embargo, la torca y el trabajo son cantidades fisicas muy 
diferentes. Por ejemplo, la torca es un vector, y el trabajo 
es un escalar. La unidad para la torca puede ser el new¬ 
ton-metro (N • m) o la libra-pie (lb ■ ft), entre otras 
posibilidades. (Aunque 1 N • m = 1 J, no expresamos la 
torca en unidades de J.) 

Notese de la ecuacion 10 que la torca producida por una 
fuerza depende no solamente de la magnitud y de la 
direccion de esta fuerza sino tambien del punto de aplica¬ 
cion de la fuerza respecto al origen, esto es, del vector r. 
En particular, cuando la particula P de la figura 11 esta en 
el origen, r es cero y la torca r con respecto al origen es 
cero. La torca con respecto a un punto O' a medio camino 
entre O y P es un vector (que puede ser trazado en O') 
paralelo al vector r mostrado en la figura 11 pero a la 
mitad de su longitud. 

Podemos tambien escribir la magnitud de t(Ec. 11 ) ya 
sea como 
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Figura 11 Una fuerza F actua sobre una particula de masa 
m situada en la posicion r en el piano xy. Esta fuerza ejerce 
una torca r = r x F sobre la particula con respecto al origen 
O. El vector torca apunta en la direccion de z creciente; 
podrfa estar trazado en cualquier lugar que escojamos, 
siempre y cuando sea paralelo al eje z. 


r = (r sen 9)F = Fr x , (12 a) 

o como 

r = r(F sen 9) = rF x , (12 b) 

donde, como lo muestra la figura 12, r x (= r sen 0) es 
la componente de r en angulo recto con la linea a lo largo de 
la cual actua F (llamada la linea de accion de F), y F x (= F 
sen 6) es la componente de F en angulo recto con r. La torca 
se llama a menudo momento de la fuerza, y r x en la ecua¬ 
cion 12zz se denomina el brazo del momento. La ecuacion 
12 b muestra que solo la componente de F perpendicular a 
r contribuye a la torca. En particular, cuando 8 es igual a 
0° o a 180°, no existe una componente perpendicular (F x = 
F sen 6 = 0); la linea de accion de la fuerza pasa a traves del 
origen, y el brazo del momento r x con respecto al origen es 
tambien cero. En este caso, tanto la ecuacion 12 a como la 
ecuacion 12 b muestra que la torca res cero. 


Problema muestra 3 Un pendulo consta de un cuerpo de 
masa m = 0.17 kg en el extremo de una varilla rfgida de longitud 
L = 1.25 m y masa despreciable (Fig. 13). (a) ^Cual es la 
magnitud de la torca debida a la gravedad en torno al punto de 
pivoteo O en el instante en que el pendulo se desplaza como se 
muestra a traves de un angulo de 6 = 10° de la vertical? (b) ^Cual 
es la direccion de la torca en torno a O en ese instante? ^Depende 
su direccion de que el pendulo se desplace hacia la izquierda o 
hacia la derecha de la vertical? 

Solucion (a) Podemos usar la ecuacion 11 directamente para 
hallar la magnitud de la torca, siendo r = L y F = mg: 

x = Lmg sen 6 = (1.25 mX0.17 kg)(9.8 m/s 2 )(sen 10°) 

= 0.36 N-m. 
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Figura 12 El piano xy, que contiene a la fuerza F y al 
vector de posicion r de la figura 11. La magnitud de resta 
dada por Fr ± (Ec. 12a) o por rF ± (Ec. 126). La direccion de r 
(hacia afuera de la pagina) se indica en la figura por el 
signo G (que sugiere la punta de una flecha). 


(6) Con el desplazamiento como se muestra en la figura 13, 
la torca alrededor del punto de pivoteo esta en el piano del papel. 
Conviene estar convencido aqui de que, si el pendulo se despla- 
za hacia el lado opuesto de la vertical, la torca tiene la direccion 
opuesta. Como lo veremos en la proxima seccion, el efecto de 
una torca es producir una aceleracion angular paralela. En el 
primer caso, la aceleracion angular hacia el papel tiende a mover 
al pendulo hacia su posicion de equilibrio. Cuando el pendulo 
se desplaza hacia el lado opuesto de la vertical, la torca hacia 
afuera del papel tiende otra vez a restituir al pendulo en su 
posicion de equilibrio. Compruebe estas conclusiones usando 
la regia de la mano derecha para relacionar el sentido de la 
rotacion en la direccion del vector de la aceleracion angular 
(supuesto como paralelo a la torca)._ 



En el movimiento de traslacion, las tecnicas que implican 
trabajo y energia nos ofrecen una forma diferente y a veces 
mas ilustrativa de enfocar los problemas. En esta seccion 
consideraremos el uso del trabajo y la energia en el movi¬ 
miento de rotacion. 

Supongamos que un cuerpo rigido arbitrario pivotea 
alrededor del eje z. Se aplica al cuerpo una fuerza externa 
F que actue en una direccion arbitraria en algun punto P 
del piano xy. La figura 14 muestra a la fuerza F y al punto 
P, omitiendose el resto del cuerpo para mayor claridad. 
Consideraremos el trabajo dW efectuado por esta fuerza 
cuando el cuerpo gira en un angulo d<j). 

El punto P, que esta a una distancia r del eje de rotacion, 
se mueve a lo largo de la distancia ds = r dtp cuando el 
cuerpo gira en el angulo dtp. El trabajo dW puede, enton- 
ces, expresarse asi: 

dW=F-ds, ( 13 ) 



Figura 13 Problema muestra 3. Un pendulo, que consta de 
un cuerpo de masa m en el extremo de una varilla rigida 
carente de masa de longitud L. La gravedad ejerce una torca 
sobre la pagina en O, indicado aqui por el simbolo ® (que 
sugiere la cola de una flecha). 


donde ds es un vector de magnitud ds en la direccion del 
movimiento de P. 

La componente z de F no contribuye al producto punto 
en la ecuacion 13, porque ds no tiene una componente z. 
(Recuerdese de la ecuacion 15 del capitulo 3 que el 
producto punto de F y ds puede ser escrito Fjdx + F y dy + 
F z dz. En nuestro caso, dz = 0, de modo que el producto 
punto no depende de la componente F z ). En los casos en 
que la direccion del eje de rotacidn sea fijo, necesitamos 
considerar solamente las componentes de la fuerza que 
estan en el piano perpendicular al eje. 

La figura 15 muestra el movimiento del punto P durante 
un intervalo de tiempo infinitesimal dt. Sobre el cuerpo actua 
una fuerza externa, que ahora se supone esta enteramente en 
el piano xy, en el punto P. El trabajo dW efectuado por esta 
fuerza durante esta rotacion infinitesimal es 

dW=F-ds — F cos 6 ds = (Fcos 6)(r dtpi). 


Z 



X 


Figura 14 Una fuerza externa F actua en el punto P de un 
cuerpo rigido (no mostrado) obligado a girar en tomo al eje z. 
El cuerpo gira en un angulo d<j>. 
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Figura 15 En un tiempo dt, el punto P de un cuerpo rigido 
se mueve una distancia ds a lo largo del arco de un circulo de 
radio r. El cuerpo rigido (que no aparece en la figura) y el 
vector r que localiza al punto P en el cuerpo giran cada uno 
en un angulo dip durante este intervalo. 


El termino F cos 8 es la componente de F en la direccion 
de ds-, es, por lo tanto, perpendicular ary puede ser 
representada como F x . De acuerdo con la ecuacion 126, 
p L r es la magnitud de la torca instantanea ejercida por F 
sobre el cuerpo rigido alrededor del eje perpendicular a la 
pagina que pasa por O, de modo que la ecuacion anterior 
se convierte en 

dW = F ± r <# = t dtp. (14) 

Esta expresion para el trabajo efectuado en la rotacion (en 
tomo a un eje fijo) es equivalente a la expresion dW - F 
dx para el trabajo efectuado en la traslacion (a lo largo de 
una linea recta). 

Supongamos ahora que varias fuerzas F p F 2 ,..., se 
aplican a diferentes puntos del cuerpo en el piano normal 
a su eje de rotacion (el piano xy de la Fig. 15). El trabajo 
neto efectuado por estas fuerzas sobre el cuerpo en una 
rotacion dtp es 

dW aao = (F, cos 0,) r { dtp + (F 2 cos d 2 ) r 2 dtp+--‘ 

= (r, + r 2 + • • • )d(f>, 

donde (F, cos djr, da la componente de la torca r, con 
respecto a O. Notese que, como debe suceder para un 
cuerpo rigido en rotacion pura, suponemos que dip es el 
desplazamiento angular de cualquier punto del cuerpo 
durante el intervalo de tiempo dt, sin importar donde este 
situado el punto en el cuerpo. Podemos escribir esto asi: 

<l5) 

donde en el ultimo resultado hemos usado d<p= todt de la 
ecuacion 3 del capitulo 11. Aqui Et cM representa la torca 
externa total que actua sobre el cuerpo, la cual se calcula 
considerando a cada torca externa como positiva en caso 
de que, al actuar aisladamente, tienda a girar al cuerpo en 
sentido contrario a las manecillas del reloj (aumentando 


<p, por lo tanto) y como negativa si tiende a girar al cuerpo 
en el sentido de las manecillas. 

Durante el intervalo de tiempo dt, la energia cinetica 
del cuerpo cambia en una cantidad dK como resultado de 
la accion de las fuerzas extemas. Suponemos que la ener¬ 
gia cinetica de rotacion es la unica forma de energia que 
el cuerpo puede contener. Usando la ecuacion 3, K = '-Ito 2 , 
hallamos que 

dK = dijlto 1 ) = I to dto = Itoac dt, (16) 

usando dto = a dt de la ecuacion 5 del capitulo 11. 
Durante el intervalo dt, el teorema trabajo energia da 

dW=dK, (17) 

y sustituyendo en las ecuaciones 15 y 16 nos da 

f Text ) <0 ^ = I(oa dt, 

o, cancelando los factores comunes de todt, 

2T„ t = /a. ( 18 > 

La ecuacion 18 es el analogo de la rotacion de la se- 
gunda ley de Newton en la forma escalar de £ F exl — ma, 
correspondiente al movimiento en una dimension. En el 
caso de la rotacion, es preciso advertir, una vez mas, que 
nos ocupamos solamente de la rotacion alrededor de un 
eje fijo. Es mas, observese que una torca positiva tiende 
a producir una aceleracion angular positiva; esto es, la 
misma regia de la mano derecha usada para obtener el 
signo de a puede utilizarse para determinar el signo de r. 
Como hicimos en el caso de la dinamica de la traslacion, 
abandonamos el subindice “ext” de r para mayor conve- 
niencia. 

Para obtener la razon a la cual se efectua el trabajo en 
el movimiento de rotacion (alrededor de un eje fijo), 
dividimos la ecuacion 14 entre el intervalo de tiempo 
infinitesimal dt durante el cual se desplaza el cuerpo por 
dtp y obtenemos 

P = TO), (1^) 

que da la potencia mecanica instantanea P. La ecua¬ 
cion 19 es el analogo de rotacion de P = Fv para el 
movimiento de traslacion. 

La analogia entre el movimiento de traslacion en una 
direccion fija y el movimiento de rotacion en tomo a un 
eje fijo queda puesto de relieve en la tabla 1, la cual 
compara las ecuaciones correspondientes en los dos ca¬ 
sos. La rotacion de un cuerpo rigido en tomo a un eje fijo 
no es la clase de movimiento de rotacion mas general; a 
menudo el eje no esta fijo en un marco de referencia 
inercial. En el capitulo 13 consideraremos este caso mas 
general, junto con el impetu angular que aparece listado 
en la ultima linea de la tabla 1 de ese mismo capitulo. 



288 Capitulo 12 Dinamica de la rotacidn 


Seccidn 12-5 Dinamica de la rotacidn de un cuerpo rigido 289 


TABLA 1 COMPARACION DE LAS ECUACIONES 
DE LA DINAMICA LINEAL Y DE ROTACION 


Movimiento lineal 


Rotacidn en tomo a un eje fijo 


Desplazamiento 

X 

Desplazamiento angular 


Velocidad 

II 

a 

Velocidad angular 

co — d<f)/dt 

Aceleracion 

a = dv/dt 

Aceleracion angular 

a = dco/dt 

Masa (inercia de traslacion) 

M 

Inercia de rotacion 

I 

Fuerza 

F= Ma 

Torca 

x — la 

Trabajo 

W= jF dx 

Trabajo 

W= fx d<t> 

Energia cinetica 

K— \Mv 2 

Energia cinetica 

K — \Ico 2 

Potencia 

P = Fv 

Potencia 

P=xco 

Impetu lineal 

p = Mv 

Impetu angular* 

L = Ico 


T El impetu angular se discute en el capitulo 13. 


Dada la relacion dinamica entre la torca y la aceleracion 
angular, podemos ahora reconsiderar el efecto de una 
torca arbitraria sobre un cuerpo rigido obligado a girar en 
tomo al eje z. Permitamos una vez mas que la fuerza tenga 
una direccion arbitraria, como se muestra en la figura 16. 
La torca debida a esa fuerza, dada por r = r x F, esta en 
una direccion perpendicular al piano formado por r y F. 
Podemos resolver a r en sus componentes x, y, y z, como 
se muestra en la figura 16. Cada componente de la torca 
tiende a producir una rotacion en tomo a su eje correspon- 
diente. Sin embargo, hemos supuesto que el cuerpo esta 
fijo de modo tal que solo sea posible la rotacion en tomo 
al eje z. Las componentes x y y de la torca no producen un 
movimiento. En este caso, las chumaceras sirven para 


X 



Figura 16 Un cuerpo rigido, en este caso una rueda, esta 
libre para girar en tomo al eje z . Una fuerza arbitraria F, que 
actua en un punto de la llanta, puede producir componentes 
de la torca a lo largo de los tres ejes de coordenadas. 
Solamente la componente z puede hacer girar a la rueda. Las 
componentes x y y de la torca tenden'an a desviar al eje de 
rotacion alejandolo del eje z. A esta tendencia deben de 
oponerse torcas iguales y opuestas (no mostradas) ejercidas 
por las chumaceras, que mantienen al eje en una direccion 
fija. 


obligar al sistema a girar en tomo al eje z unicamente, y 
por lo tanto deben de procurarse torcas que cancelen a las 
componentes x y y de la torca de la fuerza aplicada. Esto 
indica lo que se entiende por un cuerpo que esta obligado 
a moverse en tomo a un eje fijo: unicamente las compo¬ 
nentes de la torca paralelas a ese eje son eficaces para 
hacer girar al cuerpo y se supone que las componentes de 
la torca perpendiculares al eje estan balanceadas por otras 
partes del sistema. Las chumaceras deben ejercer torcas 
con componentes xyy que mantengan fija la direccion del 
eje de rotacion; las chumaceras pueden tambien propor- 
cionar una torca en la direccion z, como en el caso de 
chumaceras no ideales que ejerzan fuerzas de friccion 
sobre el eje de la meda. 


Problema muestra 4 En un parque de diversiones el papa de 
un nino empuja un tiovivo, ejerciendo una fuerza F de 115 N 
de magnitud en un punto P de la periferia situado a una distan- 
cia de r = 1.75 m del eje de rotacion (Fig. 17). La fuerza se ejerce 
en una direccion que forma un angulo de 32° debajo de la 
horizontal, y la componente horizontal de la fuerza esta en una 
direccion de 15° hacia adentro de la tangente en P. Halle la 
magnitud de la componente de la torca que acelera al tiovivo. 

Solucion Solamente la componente horizontal de F produce 
una torca vertical. Hallemos a F L , la componente de F a lo largo 
de la linea horizontal, perpendicular a r. La componente hori¬ 
zontal de F es 

F h = F cos 32° =97.5 N. 

La componente de F h perpendicular a r es 
F ± = F b cos 15° =94.2 N. 

La torca (vertical) a lo largo del eje de rotacion es, entonces, 
t = rF ± = (1.75 m)(94.2 N) = 165 N-m. 

La componente de F h paralela a r(=F h sen 15°) no produce tor¬ 
ca alguna en tomo ai eje de rotacion, y la componente vertical 
de F (= F sen 32°) produce una torca perpendicular al eje que 



Figura 17 Problema muestra 4. El padre de un nino empuja 
al tiovivo en un parque de atracciones. El papa esta 
inclinado hacia abajo, de modo que la fuerza tiene una 
componente hacia abajo. Ademas, como el esta fuera del 
horde, la fuerza se dirige ligeramente hacia adentro. La 
componente horizontal de la fuerza, F h , esta en el piano de 
la plataforma giratoria y forma un angulo de 15° con la 
tangente en P, el punto en que se aplica la fuerza. 


tenderia a ladear la plataforma giratoria afuera del piano hori¬ 
zontal (porque el padre esta empujando hacia abajo sobre la 
plataforma) si a esa torca no se le opusiera una torca igual y 
contraria desde las chumaceras. 

El padre debe ejercer una torca que exceda a cualquier torca 
por friccion proveniente de las chumaceras. Cuando el padre 
deja de empujar, esta torca por friccion, que ahora actua sola, 
hace mas lento el giro del tiovivo hasta que consigue frenarlo 
y llevarlo al reposo. 


Problema muestra 5 La figura 18a muestra un disco unifor¬ 
me de masa M = 2.5 kg y radio R = 20 cm montado en un eje 
horizontal fijo (sin friccion). Un bloque de masa m = 1.2 kg 
cuelga de un cordon que pasa alrededor del borde del disco. 
Halle la aceleracion del bloque al caer, la tension en el cordon, 
y la aceleracion angular del disco. 


Solucion La figura 186 muestra un diagrama de cuerpo libre 
para el bloque. El bloque acelera hacia abajo de modo que su 
peso mg debe exceder la tension T del cordon. Tomamos como 
positiva a la direccion hacia abajo y, de la segunda ley de 
Newton, tenemos 

2 F = mg — T — ma. 


La figura 18c muestra un diagrama parcial del cuerpo libre 
para el disco. La unica torca rque actua sobre el disco, tomada 
con respecto a su eje de rotacion, es TR, y la inercia de rotacion 
del disco es FMR 1 . (Sobre el disco actuan tambien otras dos 
fuerzas, su peso y la fuerza hacia arriba que el soporte ejerce 
sobre el disco. Sin embargo, ambas fuerzas actuan en el eje del 
disco, de modo que no ejercen torca alguna sobre el.) Aplicando 
la segunda ley de Newton en la forma angular (Ec. 18), y 
haciendo que tanto r como a sean positivas para una rotacion 
en sentido contrario a las manecillas del reloj, obtenemos 

=TR = WR 2 (j). 


Esto se reduce a 


T=\Ma. 

Podemos asi reemplazar a a por a/R porque el cordon no se 
desliza, y entonces la aceleracion lineal del bloque es igual a la 



m 

(a) 
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Figura 18 Problema muestra 5. (a) El bloque al caer hace 
que el disco gire. ( b ) Diagrama del cuerpo libre para el 
bloque. (c) Diagrama parcial del cuerpo libre para el disco. 
Las flechas muestran las direcciones tomadas como positivas. 


aceleracion lineal del borde del disco. Combinando las dos 
ecuaciones dinamicas, una para el bloque y la otra para el disco, 
eliminamos a T para obtener 


a = g 


2m 


M+ 2m 


= (9.8 m/s 2 ) 


(2X1.2 kg) 


2.5 kg+ (2X1.2 kg) 


= 4.8 m/s 2 . 


Como lo esperabamos, la aceleracion del bloque al caer es 
menor que g, y la tension en el cordon (= 6.0 N) es menor que 
el peso del bloque colgante (= mg = 11.8 N). Vemos tambien 
que la aceleracion del bloque y la tension dependen de la masa 
del disco pero no de su radio. A modo de comprobacion, 
observemos que las formulas arriba derivadas predicen que a = 
g y que T = 0 para el caso de un disco sin masa (M = 0). Esto es 
lo que esperamos; el bloque simplemente cae como un cuerpo 
libre, arrastrando al cordon tras de el. 

La aceleracion angular del disco se deduce de 



4.8 m/s 2 
0.20 m 


— 24 rad/s 2 = 3.8 rev/s 2 . 


Problema muestra 6 Reconsidere el problema muestra 5 
desde el punto de vista del trabajo y la energia. 

Solucion Supongamos que el sistema de la figura 18 ha salido 
del reposo. Lo examinamos mas tarde cuando el bloque ha cafdo 
una distancia L\ en ese punto el bloque se mueve a una velocidad 
v, y el disco esta girando a una velocidad angular co. Si el cordon 
no se desliza sobre el disco, entonces v = coR; ademas, cuando 
el bloque cae una distancia L, el disco debe girar un angulo <p 
de modo que L = R<j>. 

Consideramos tres sistemas diferentes: 
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Figura 19 Fotograffa con exposicion en tiempo prolongado de un disco al girar. Se han 
fijado pequenas luces al disco, una en su centro y otra en su borde. Esta ultima describe 
una curva llamada cicloide. 


1. Sistema = bloque + disco. La gravedad (la unica fuerza 
externa) efectua un trabajo extemo mgL sobre el sistema al 
moverse el bloque hacia abajo una distancia L. El trabajo 
extemo neto es, entonces, 


W nrAo = mgL. 

No existe un trabajo de friccion efectuado en el eje (sin friccion) 
o entre el cordon y el disco (donde no existe movimiento 
relacionado). 

El cambio en la energfa cinetica es la energfa cinetica final, 
puesto que el sistema fue liberado desde el reposo: 

A K = K ( - Ki = K { = \Ico 2 + \mv 2 . 


El teorema trabajo-energia nos da 

W mt o =&K 


mgL — \Ior + \mv 2 = {l + {mv 2 

[_A/ + 2m J 


La cantidad entre corchetes es la aceleracion que hallamos en 
el problema muestra 5, de modo que este resultado es, clara y 
sencillamente, la ya conocida ecuacion v 2 = v J + lax para el 
movimiento lineal con aceleracion constante. 

2. Sistema = bloque. Aquf el trabajo externo sobre el sistema 
es efectuado por la gravedad y por la tension en el cordon: 

= mgL - TL. 


El cambio en la energfa cinetica del sistema (el bloque) es 
precisamente kn v : , y el teorema trabajo-energia nos da 

mgL — TL = \mv 2 . 

Sustituyendo el resultado anterior para u 2 , podemos demostrar 
que esto da la tension hallada en la solucion al problema 
muestra 5. 

3. Sistema - disco. En este caso, solamente T ejerce un trabajo 
extemo y al usar la ecuacion 15 para una rotacion en un angulo 
total </> efectuada por una torca constante TR, obtenemos 

W m -TR^=TL, 


y el cambio en la energfa cinetica del sistema (el disco) es 
A K = | loo 2 = j(jMR 2 )v 2 /R 2 = \Mv 2 . 

Al aplicar nuevamente el teorema trabajo-energia, obtenemos 
TL = \Mv 2 . 

Usted puede demostrar facilmente que este resultado es consis- 
tente con los resultados anteriores para v 2 y T. 

En cada caso, al definir cuidadosamente al sistema y clasificar 
las fuerzas y las torcas externas, obtenemos resultados identicos 
de los enfoques basados en las leyes de Newton y las conside- 
raciones de la energfa._ 


12-6 MOVIMIENTOS DE ROTACION 
Y DE TRASLACION COMBINADOS 


El movimiento general de un sistema de particulas com- 
prende tanto traslacion como rotacion. Hasta ahora hemos 
considerado unicamente la rotacion pura mediante la cual 
el eje de rotacion esta fijo en el marco de referencia 
inercial elegido. Ahora, generalizaremos un tanto per- 
mitiendo que el sistema tenga tambien un movimiento 
de traslacion. Cuando el centro de masa se mueve a una 
velocidad de traslacion v cm , un observador que vea al sis¬ 
tema desde un marco de referencia inercial que se mue- 
va con esa velocidad vera que el centro de masa esta 
quieto. Para este observador, tendra todavia aplicacion 
la ecuacion basica de la dinamica de la rotacion (Ec. 18, 
Er = la) a condicion de que (1) el eje de rotacion pase 
por el centro de masa, y (2) el eje tenga siempre la mis- 
ma direccion en el espacio (esto es, al moverse el siste¬ 
ma, su eje en un instante es paralelo al eje en cualquier 
otro instante). En esta seccion consideraremos este ca¬ 
so especial del movimiento de rotacion y de traslacion 
combinado. 

Quizas, el giro de una rueda es el ejemplo mas conocido 
de este movimiento, en que el eje de rotacion permanece 
en una direccion fija mientras el cuerpo se halla en movi- 
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Figura 20 El centro de masa C de un cuerpo en movimiento 
de rotacion y traslacion esta situado instantaneamente 
en la posicion r cm . Una partfcula arbitraria P del cuerpo 
esta situada en r, respecto al origen O y en r/ respecto 
al centro de masa C. 


miento de traslacion. La figura 19 compara el movimiento 
de traslacion del centro de masa de una rueda al rodar con 
el movimiento mas complejo de un punto en la llanta, el 
cual debe describirse como una combinacion de despla- 
zamientos de traslacion y de rotacion. 

Demostremos primero que, en este caso especial, la 
energia cinetica de un cuerpo arbitrario puede expresarse 
como la suma de los terminos independientes de la tras¬ 
lacion y de la rotacion. La figura 20 muestra un cuerpo 
arbitrario de masa M. El centro de masa C esta ubicado 
instantaneamente en la posicion r cin respecto al origen del 
marco de referencia inercial elegido. Una partfcula P de 
masa m ( esta ubicada en la posicion r, respecto al origen 
y en la posicion r/ respecto al centro de masa del cuerpo. 
El movimiento de traslacion esta restringido al piano iy; 
esto es, el vector v, que describe el movimiento de m i 
tiene solo componentes x y y. El cuerpo gira tambien a 
una velocidad angular instantanea co alrededor de un eje 
que pasa por el centro de masa. Con relacion a O, la 
energia cinetica de la partfcula de masa m, es \m { v], y 
la energfa cinetica total del cuerpo se halla de la suma de 
todas esas particulas: 

( 20 ) 

En la figura 20 vemos que r, = r cm + r/. Al diferenciar, 
hallamos la relacion correspondiente entre las velocida- 
des: v,. = v cm + v,', donde v f es la velocidad de la partfcula 
en el sistema xy, v cm es la velocidad del centro de masa, y 
v/ es la velocidad de la partfcula respecto al centro de 
masa. Observado desde el marco de referencia del centro 
de masa, el movimiento es una rotacion pura alrededor de 
un eje que pasa por el centro de masa; entonces v/ tiene 
la magnitud cor-. 

La cantidad u ? que aparece en la ecuacion 20 puede 
expresarse como v, • v,. Sustituyendo la expresion de la 
transformacion de la velocidad, v ( = v cm + v/, hallamos 


K=Yj = 2 • V/ = X i W <( V cm + ▼/')' ( v cm + O 

= X cm + 2v cm -v' + v' 2 ). (21) 

El segundo termino de la ecuacion 21, que podemos 
expresar por u cm -(Ev,v/), incluye como factor al fmpetu 
total de todas las particulas en el marco del centro de masa 
(£p/ = EnijV/ = M\ CIII ', que es igual a cero porque v c ' m = 0 
en el marco del centro de masa. Asf pues tenemos, susti¬ 
tuyendo a v- = r\(o en el ultimo termino de la ecuacion 21, 

*= 2 ¥nflIn + X t m > v i 2 
= Wvlm + X \m,r’ 2 0 J 2 
= Wv 2 cm + tf cm co 2 . ( 22 ) 

La ecuacion 22 indica que la energfa cinetica total del 
objeto en movimiento consta de dos terminos, uno asocia- 
do con la traslacion pura del centro de masa del objeto a 
la velocidad v cin , y la otra asociada con la rotacion pura 
alrededor del eje que pasa por el centro de masa. Los dos 
terminos son bastante independientes: la rotacion estarfa 
presente incluso en ausencia de traslacion (por ejemplo, 
como se observarfa desde un marco de referencia que se 
moviese a razon de v cm ). Las velocidades v cm y co son, en 
este caso general, independientes entre sf: podemos pro- 
porcionar cualquier cantidad de energfa cinetica de rota¬ 
cion y cualquier cantidad de energfa cinetica de traslacion. 
Por ejemplo, en el lanzamiento de un satelite desde un taxi 
espacial (vease la figura 34 de este capftulo y la figura 15 
del capftulo 13), el satelite se coloca girando alrededor de 
su eje para su estabilidad (como estudiaremos en el capf¬ 
tulo 13) e independientemente se le da la velocidad de 
traslacion necesaria para ponerlo en orbita. 


Problema muestra 7 Un yoyo (Fig. 21) de masa M = 0.023 
kg, que consta de dos discos de radio R = 2.6 cm unidos por un 
eje de radio R 0 = 0.3 cm, esta girando en el extremo de un cordon 
de longitud L = 0.84 m con una velocidad angular co 0 . iQue 
velocidad angular se necesita para que el yoyo suba por el 
cordon? Suponga que el cordon tiene un espesor despreciable. 

Solucion Al comenzar la subida, solo existe energfa cinetica 
de rotacion, pero, al final, esta es, en parte, energfa cinetica de 
rotacion, en parte energfa cinetica de traslacion, y en parte 
energfa potencial gravitatoria. La conservacion de la energfa 
nos da, entonces, 

\IojI = \Iuj 2 + )Mv 2 + MgL y 

donde a y v son las velocidades finales angular y lineal. No 
podemos resolver este problema sencillamente para un yoyo 
real, pero podemos resolverlo para el yoyo ideal con un cordon 
de espesor despreciable hallando la condicion necesaria para 
que el yoyo llegue justo a la mano (llegando con v = w = 0): 

j/Wo = MgL. 

Usando la inercia de rotacion de un disco (/ = LMR 2 ) y despre- 
ciando la contribucion del eje a la inercia de rotacion, resolve- 
mos para co 0 y hallamos 
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Figura 21 Problema muestra 7. Un yoyo, mostrado en 
seccion transversal. El cordon, de un espesor que se supone 
despreciable, esta enrollado alrededor de un eje de radio R 0 . 



1 4(9.8 m/s 2 )(0.84 m) 
(0.026 m) 2 


= 221 rad/s - 35 rev/s. 


Esta considerable velocidad de rotacion es solo un lfmite infe¬ 
rior. Los valores de la velocidad angular de rotacion en exceso 
de 100 rev/s son bastante comunes, especialmente si el yoyo es 
lanzado hacia abajo de modo que su energia de traslacion 
inicial se convierte en energia de rotacion. En el caso de una 
velocidad angular inicial grande, llegarfa a la mano con una ve¬ 
locidad lineal considerable. De hecho, un truco muy conocido 
consiste en soltar el cordon del dedo en el ultimo momento, 
permitiendo que la velocidad vertical del yoyo lo lleve a varios 
metros hacia arriba. 

La interaccion de las energias cineticas de traslacion, de 
rotacion, y de la potencial gravitatoria es la causante del com- 
portamiento del yoyo y de los muchos trucos que pueden 
hacerse con el.* 


Rodamiento sin deslizamiento 

Consideremos ahora un caso especial de movimiento com- 
binado de traslacion y de rotacion, por el cual el objeto 
rueda por una superficie de modo tal que no existe movi¬ 
miento respectivo entre el objeto y la superficie en el pun- 
to instantaneo de contacto. Este caso especial se conoce 
como rodamiento sin deslizamiento. La figura 22 muestra 
la fotografia de una rueda de bicicleta que esta girando. 
Podemos ver como los rayos de la parte inferior, que esta 
instantaneamente en reposo, tienen un enfoque mas preci- 
so que los de la parte superior, los cuales se ven borrosos. 
jLa parte superior de la rueda se mueve claramente mas 
rapidamente que la inferior! La friccion entre la rueda y 
la superficie es, claro esta, la causante del rodamiento sin 
deslizamiento, pero en este caso especial la fuerza de fric¬ 
cion no trabaja y no disipa energia, porque no existe movi¬ 
miento entre la rueda y la superficie en el punto de contacto. 
Si bien en el problema existe movimiento, la fuerza es de 
friccion estatica. 


* Vease “The Yo-Yo: A Toy Flywheel”, por Wolfgang Burger, 
American Scientist, marzo-abril de 1984, pag. 137. 



Figura 22 Fotografia de una rueda de bicicleta girando. 
Notese que los rayos de la parte superior de la rueda se ven 
mas borrosos que los de la parte inferior. Elio se debe a que 
la parte superior tiene una velocidad lineal mas grande. 

No todos los casos de rodamiento sobre una superficie 
con friccion consisten en rodamiento sin deslizamiento. 
Por ejemplo, imaginemos que un automovil trata de 
arrancar en una calle cubierta de hielo. A1 principio, 
puede que las ruedas giren sin desplazarse; en este caso, 
tenemos una rotacion pura sin traslacion y existe una gran 
cantidad de trabajo de friccion efectuado, como lo indica 
el hielo que se funde por el aumento de la energia interna 
resultante del trabajo de friccion. Si se vierte arena sobre 
el hielo, las ruedas giran aun mas rapidamente, pero el 
automovil comienza a avanzar poco a poco. Ahora queda 
todavia cierto deslizamiento entre la llanta y el hielo, de 
modo que la fuerza de friccion esta todavia efectuando 
un trabajo, solo que con cierto movimiento de traslacion. 
Unicamente en el caso en que las llantas cesan de resbalar 
sobre el hielo, de modo que no haya movimiento en el 
punto de contacto entre la llanta y el hielo, nos encontra- 
mos con una situacion de rodamiento sin deslizamiento 
y sin trabajo de friccion. 

La figura 23 muestra una manera de ver al rodamiento 
sin deslizamiento como una superposicion de movimien- 
tos de rotacion y de traslacion. La figura 23 a muestra el 
movimiento de traslacion, en que el centro de masa C se 
mueve a velocidad v cm , y la figura 23 b muestra el movi¬ 
miento de rotacion a la velocidad angular co. Cuando se 
superponen los dos movimientos, el fondo B de la rueda 
tendra una velocidad o cm - a)R\ si esta es cero, de modo 
que el punto de contacto este en reposo, entonces debemos 
tener que v cm = coR. Al superponer los movimientos de 
traslacion y de rotacion resultantes, obtenemos la figu- 
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(al ( b) (c) 

Figura 23 El rodamiento puede considerarse una superposicion de traslacion y rotacion 
puras con respecto al centro de masa. (a) Movimiento de traslacion, en el que todos los 
puntos se mueven con la misma velocidad lineal. ( b ) Movimiento de rotacion, en el que 
todos los puntos se mueven con la misma velocidad angular alrededor del eje central, (c) La 
superposicion de ( a ) y (h), donde las velocidades en T, C, y B han sido obtenidas por la suma 
vectorial de las componentes de la traslacion y de la rotacion. 


D 


W ‘< 

Kj 




t£ It; 




ra 23c. Notese que la velocidad lineal en la parte superior 
de la rueda T es exactamente el doble de la del centro. 

Para una rotacion pura la velocidad tangencial tiene la 
magnitud v = coR. Entonces, para el caso especial del 
rodamiento sin deslizamiento, los movimientos de rota¬ 
cion y de traslacion deben estar relacionados por 

v cm = toR . (23) 

Este resultado se aplica unicamente en el caso del ro¬ 
damiento sin deslizamiento. En el caso general de los 
movimientos de traslacion y de rotacion combinados, la 
velocidad tangencial v (= coR) no es igual a u cm . 

La energia cinetica de los movimientos de rotacion y 
de traslacion combinados, ecuacion 22, ya no tiene dos 
terminos independientes en el caso del rodamiento sin 
deslizamiento. Podemos ver a la energia cinetica como si 
estuviese completamente determinada, bien por la veloci¬ 
dad de traslacion o bien por la velocidad de rotacion, y 
obtenemos las expresiones correspondientes al sustituir la 
ecuacion 23 en la ecuacion 22: 

K=hMvl m + hI cm vl m IR\ (24 a) 

K = iM(o 2 R 2 + {I cm co 2 . (24/)) 

En cualquier caso, es suficiente un solo parametro (v cm o 
co) para determinar la energia cinetica. 

Otra vision del rodamiento sin deslizamiento 

Existe otra manera instructiva de analizar el rodamiento 
sin deslizamiento: consideremos que el punto de contacto 
en B sea un eje instantaneo de rotacion, como se ilustra en 
la figura 24. En cada instante existe un nuevo punto de 
contacto B y, por lo tanto, un nuevo eje de rotacion, pero 
instantaneamente el movimiento consiste en una rotacion 
pura en tomo a B. La energia cinetica es 

K = ^IgCojg, (25) 


donde I B es la inercia de rotacion y co B es la velocidad 
angular, ambas consideradas en tomo al eje de rotacion 
que pasa por B. Partiendo del teorema del eje paralelo, 
I B = I cm + MR 2 , donde R es la distancia entre B y el centro 
de masa. Sabemos que el centro de masa se mueve a 
velocidad u cm , y entonces el movimiento de rotacion en 
tomo a B debe dar al centro de masa la velocidad tangen¬ 
cial apropiada: u cm = Rco B . Ahora podemos expresar la 
energia cinetica, usando la ecuacion 25, 

K = W cm + MR 2 ) (^fj 

= ±/« m (0% + WvL- (26) 

La velocidad'angular del centro de masa respecto a B debe 
ser la misma que la velocidad angular de B respecto al 
centro de masa; entonces co B = co, y la energia cinetica se 
convierte en identica a la dada por las ecuaciones 24. En 
este caso, la derivation se ha hecho suponiendo que las 
partes de la rotacion y la traslacion de la energia cinetica 
no son independientes. 


Problema muestra 8 Un cilindro solido de masa M y radio R 
rueda hacia abajo sin deslizamiento por un piano inclinado de 



Figura 24 Puede considerarse que un cuerpo, al rodar, gira 
alrededor de un eje instantaneo en el punto de contacto B. 
Los vectores muestran las velocidades lineales instantaneas 
de puntos seleccionados. 
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Figura 25 Problema muestra 8. Un cilindro rueda sin 
deslizamiento por un piano inclinado. 


longitud L y altura h (Fig. 25). Halle la velocidad de su centro 
de masa cuando el cilindro llega abajo. 

Solucion Para resolver este problema usamos la conservacion 
de la energia. El cilindro esta inicialmente en reposo. En el 
fondo del piano inclinado, el cambio de la energia potencial es 
A U = -Mgh. Si el cilindro comienza desde el reposo, su ener¬ 
gia cinetica cambia en una cantidad dada por la ecuacion 24a. 
Para un cilindro que gire en tomo a su eje, I m = ^MR 2 . Si 
no existen otros intercambios de energia, entonces A E = 0 da 
A K = - At/, o sea / \ 2 

+ KiA/K 2 ) = Mgh. 

Resolviendo para u cm , obtenemos 

La veloc idad del centro de masa deberia de haber sido 
v m = -Jlgh si el cilindro se deslizara liacia abajo (sin rodar) por 
un piano inclinado sin friccion. La velocidad del cilindro al 
rodar es, por lo tanto, menor que la velocidad del cilindro 
al deslizarse porque, para el cilindro que rueda, parte de la 
energia potencial inicial ha sido transformada en energia cine¬ 
tica de rotacion, dejando disponible menos energia para la parte 
de traslacion de la energia cinetica. Aunque el cilindro llegue 
rodando al fondo del piano inclinado mas tarde que un cilindro 
identico que se deslice habiendo comenzado a bajar al mismo 
tiempo por el piano inclinado sin friccion, pero por lo demas 
identico, ambos llegan al fondo con la misma cantidad de 
energia; el cilindro que rueda tiene un movimiento rotatorio a 
la vez que se traslada, mientras el cilindro que se desliza no 
tiene ese movimiento rotatorio. 


El problema muestra anterior fue resuelto mediante las 
tecnicas de la energia. Podemos tambien resolver proble- 
mas de este tipo usando metodos dinamicos basados en 
fuerzas y torcas. Al hacerlo asi, es conveniente usar la 
forma de rotacion de la segunda ley de Newton, Er = la, 
alrededor de un eje que pase por el centro de masa. 
Dejamos acentadas nuevamente las dos condiciones espe- 
ciales que nos permitan aplicar este resultado cuando el 
eje de rotacion no este fijo en el espacio: (1) el eje pasa 
por el centro de masa del objeto que gira, y (2) el eje no 
cambia su direccion en el espacio al moverse el objeto. 
Este problema satisface ambas condiciones. 

En la figura 26 se muestra el diagrama del cuerpo libre 
para este problema. Mg es el peso del cilindro que actua 



Figura 26 Las fuerzas que actuan sobre el cilindro rodante 
del problema muestra 8. 


verticalmente hacia abajo a traves del centro de masa, N 
es la fuerza normal ejercida por el piano inclinado sobre 
el cilindro, y f es la fuerza de friccion estatica que actua 
hacia arriba a lo largo del piano inclinado en el punto de 
contacto. 

Usando la segunda ley de Newton para el movimiento 
de traslacion, obtenemos, para un movimiento perpendi¬ 
cular al piano inclinado, 

N — Mg cos 0 = 0, 

y, para un movimiento a lo largo del piano inclinado, 

Mg sen 0 — f— Ma cm . 

Consideremos ahora el movimiento de rotacion. Ni N 
ni Mg tienen torcas en tomo al centro de masa C porque 
sus lineas de accion pasan por C, y tienen brazos de 
momento nulos. La fuerza de la friccion tiene un brazo 
de momento R en tomo a C, de modo que t=/R y entonces 

fR = 

/= I cm a/R. 

La inercia de rotacion en tomo al centro de masa es 
7 an = \MR 2 . Para un rodamiento sin deslizamiento, u mi = coR; 
al diferenciar, se deduce que a cm = aR, y la ecuacion anterior 
resulta ser 

/= (}MR 2 )(a c J R 2 ) = %Ma cm . 

Sustituyendo esta en la segunda ecuacion de traslacion, 
hallamos que 

tfcm = i? sen d - 

Esto es, la aceleracion del centro de masa del cilindro al 
rodar (| g sen 6) es menor de lo que seria su aceleracion 
si el cilindro se deslizara por el piano inclinado (g sen 0). 
Este resultado se cumple en cualquier instante, sin impor- 
tar la posicion del cilindro en el piano inclinado. 

Puesto que a cm es constante, podemos hallar la veloci¬ 
dad del centro de masa, comenzando desde el reposo. 
Segiin la ecuacion 20 del capitulo 2, v 2 = v l + lax, o sea 
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^cm 2.Q cm L, 

de modo que 

^ cm = 2(tg sen 6)L = 4# L = jgh 

o sea 



Este resultado es el mismo que el obtenido anteriormen- 
te por el metodo de la energia. El metodo de la energia es 
ciertamente mas sencillo y mas directo. Sin embargo, si 
estamos interesados en conocer los valores de las fuerzas, 
tales como N y f, debemos usar un metodo dinamico. 

Este metodo determina la fuerza de friccion estatica 
necesaria para el rodamiento: 

/= Ma c J2 = (M/2)(jg sen 0) = \Mg sen 0. 

^Que pasaria si la fuerza de friccion estatica entre las 
superficies fuese menor que este valor? 


Problema muestra 9 Una esfera, un cilindro, y un aro co- 
mienzan desde el reposo y ruedan hacia abajo por el mismo 
piano inclinado. ^Cual de todos estos cuerpos sera el primero 
en llegar al fondo? 

Solucion Resolveremos este problema comparando las acele- 
raciones de los centros de masa de los tres objetos. El que tenga 
la aceleracion mayor sera el primero en llegar al fondo. 

A partir de los calculos anteriores, tenemos la siguiente 
ecuacion general dinamica para el movimiento a lo largo del 
piano: 


donde 


Mg sen 9 —f— Ma cm , 
/= hufit/R = I cm a c JR 2 . 


Sustituyendo a/y resolviendo para a cin , hallamos 

__ g sen 6 
0cm ~ 1 + I cm /MR 2 ■ 


(27) 


Podemos evaluar esta expresion para cada uno de los objetos: 


Fsfera • cm = 2 
bSrera ' MR 2 ” 


Cilindro: 


Aro: 


cm _ 

2> 


MR 2 


MR 2 


= 1 , 


g sen# , 

= y + 1 = $g sen 0 

= 0.7 14g sen 9, 

gsen9 

« cm = ~n~r = & sen 6 
= 0.661 g sen 9, 
gsm9 

"cm = , + y = 2 g sen 9 


= 0.500# sen 9. 

Claramente la esfera tiene la mayor aceleracion y es la primera 
en llegar al fondo, seguida por el cilindro y luego por el aro. La 
esfera es el objeto mas “compacto” y puede aceptar una rotacion 
con el menor costo en energia cinetica, puesto que su inercia de 





Figura 27 Problema muestra 10. Un cilindro que 
inicialmente gira a una velocidad angular a> 0 hace contacto 
con una superficie horizontal que ejerce una fuerza de 
friccion f sobre el cilindro. 


rotacion es la mas pequeiia de las tres. Cada cuerpo tiene una 
energia cinetica igual a Mgh en el fondo del piano inclinado; en 
la esfera, se halla en mayor cantidad la energia cinetica del tipo 
de traslacion y en menor cantidad la energia cinetica del tipo de 
rotacion. 

Usted deberia poder resolver tambien este problema utilizan- 
do los metodos de la energia al hallar cual de los objetos tiene 
la v cm mas grande en el fondo del piano inclinado. 

Observese que nuestro resultado final para la aceleracion de 
cada objeto no depende ni de la masa ni del radio del objeto. 
Los tres objetos pueden ser de tamanos bastante diferentes, pero 
la esfera siempre sera la primera en llegar al fondo. Ademas, 
todas las esferas tienen al rodar la misma aceleracion, sin 
importar cuales sean sus tamanos o masas respectivos; una 
canica y una bola de boliche llegaran al fondo al mismo tiempo 
y con la misma velocidad. 


Problema muestra 10 A un cilindro solido uniforme de radio 
R (= 12 cm) y de masa M (= 3.2 kg) se le da una velocidad 
angular inicial co 0 (en sentido de las manecillas del reloj) de 
15 rev/s y luego se le hace descender a una superficie horizontal 
plana. El coeficiente de friccion cinetica entre la superficie y el 
cilindro es /y k = 0.21. Inicialmente, el cilindro se desliza al mo¬ 
verse a lo largo de la superficie, pero despues de un tiempo t 
inicia un rodamiento puro sin deslizamiento. (a) ^Cual es la 
velocidad u tm del centro de masa en el tiempo t ? ( b ) ^Cual es el 
valor de r? 

Solucion (a) La figura 27 muestra las fuerzas que actuan 
sobre el cilindro. Puesto que todas las fuerzas son constantes 
mientras ocurre el deslizamiento, la aceleracion a cm del centro 
de masa en la direccion x es constante. Entonces, para el 
movimiento de traslacion, podemos escribir 

Aqui, = 0 y v, = u cm , la velocidad en t cuando se inicia el 
rodamiento puro. Tambien, la unica fuerza horizontal es la de 
friccion, dada por fjjrfg, de modo que 


fi k Mg=Mv c Jt. (28) 

La aceleracion angular a alrededor de un eje que pase por el 
centro de masa es tambien constante (^por que?), de modo que, 
para el movimiento de rotacion, podemos escribir 
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2 T = J cm a = 7 8 cm • 


Aqui, eligiendo que las rotaciones en sentido contrario a las 
manecillas sean positivas, co, = - v m JR, la velocidad angular en 
el tiempo (, y ^ = -co 0 . Solamente la fuerza/produce una torca 
en torno al centro de masa; la torca resultante es p k MgR, una 
cantidad positiva. Usando E r = la, obtenemos 

/ 4 MgR = (\MR 2 ) (29) 

Eliminando a t de las ecuaciones 28 y 29 y resolviendo para 
v cm , obtenemos 

v cm - jco 0 R = 3(15 rev/s)(27r rad/rev)( 0.12 m) = 3.8 m/s. 


Notese que u tlll no depende de los valores de M, g, o p k . Sin 
embargo, ^que ocurriria si cualquiera de estas cantidades fuese 
cero? 

(b) Al eliminar a v cm entre las ecuaciones 28 y 29, podemos 
resolver para t y hallar 


Como ejercicio, deberia usted de comprobar estos resultados 
usando los metodos de la energia. Halle el cambio de energia 
cinetica de rotacion y comparelo con el trabajo efectuado por la 
torca de friccion. Notese que, debido a que ocurre una rotacion 
con deslizamiento entre el tiempo 0 y el tiempo t, el trabajo de 
friccion se efectua durante ese periodo._ 


PREGUNTAS 

1 . £Puede la masa de un objeto considerarse como concen- 
trada en su centro de masa con el fin de calcular su inercia 
de rotacion? Si se puede, explique por que. Si no, plantee 
un contraejemplo. 

2. yAlrededor de que eje es la inercia de rotacion del cuerpo 
humano minima? En torno a que eje que pase por el centro 
de masa es nuestra inercia de rotacion la mayor? 

3. ^En torno a que eje tendria un cubo una inercia de rota¬ 
cion minima? 

4. Si dos discos circulares del mismo peso y espesor estan 
hechos de metales con densidades diferentes, ^que disco, 
en caso de haber alguno, tendra la mayor inercia de 
rotacion en torno a su eje de simetria? 

5. Va a determinarse la inercia de rotacion de un cuerpo de 
forma considerablemente complicada. La forma hace extre- 
madamente dificil el calculo matematico defrdm. Sugiera 
modos en los que la inercia de rotacion en torno a un eje 
particular podria medirse experimentalmente. 

6 . En la figura 28 se muestran cinco solidos en seccion 
transversal. Las secciones transversales tienen igual altura 
e igual anchura maxima. Los solidos tienen masas iguales. 
(.Cual de ellos tiene la inercia de rotacion mas grande en 
torno a un eje perpendicular que pase por el centro de 
masa? ^Cual tiene la mas pequena? 







Aro Cubo Cilindro Prisma Esfera 

Figura 28 Pregunta 6 

7. ^Se cumplin'a la ecuacion 9 si la placa no fuese “delgada”, 
esto es, si su espesor fuera comparable a (o incluso mayor 
que) a obi 

8 . La figura 29 a muestra una regia de un metro, de la que 
una mitad es de madera y la otra mitad de acero, y cuyo 


extremo de madera esta pivoteado en O. Se aplica una 
fuerza al extremo de acero en a. En la figura 29 b, la regia 
esta pivoteada en el extremo de acero en O' y la misma 
fuerza se aplica en el extremo de madera en a'. 1 Se obtiene 
la misma aceleracion angular en cada caso? Si no, £en que 
caso es mayor la aceleracion angular? 


Figura 29 Pregunta 8 . 


9. Al talar un arbol, un lefiador hace un corte en el lado que 
da a la direccion en que va a caer el arbol. Explique por 
que. ^Estaria uno a salvo permaneciendo directamente 
detras del arbol en el lado contrario a la caida? 

10. Usted puede distinguir un huevo crudo de uno cocido 
haciendolos girar a ambos sobre una mesa. Explique co¬ 
mo. Tambien, si usted detiene el giro de un huevo crudo 
con los dedos y lo suelta rapidamente, continuara girando. 
iPor que? 

11. Comente cada una de las siguientes aseveraciones sobre 
el deporte del esqui. (a) En una carrera de descenso, con- 
viene utilizar esqufes que no giren con facilidad. (b) En 
una carrera de slalom, convienen los esquies que den 
vuelta facilmente. (c) Por lo tanto, la inercia de rotacion 
de los esquies en descenso deberia ser mas grande que 
la de los esquies para slalom. ( d ) Considerando que existe 
una friccion baja entre los esquies y la nieve, ^como ejerce 
el esquiador las torcas para girar a los lados o para detener 


Preguntas 297 


un giro? (Vease “The Physics of Ski Turns”, por J. I. 
Shonie y D. L. Mordick, The Physics Teacher, diciembre 
de 1972, pag. 491.) 

12. Considerese una vara recta apoyada en su extremo sobre 
el hielo (sin friccion). y,Cual seria la trayectoria de su 
centro de masa al caer? 

13. Para almacenar energia eolica o energia solar, se han 
sugerido volantes. La cantidad de energia que puede ser 
almacenada en un volante depende de la densidad y de la 
resistencia a la traccion del material de que este hecho el 
volante y, para un peso dado, es necesario el material recio 
de la menor densidad disponible. ^Puede usted explicar 
esto? (Vease “Flywheels”, por R. F. Post y S. F. Post, 
Scientific American, diciembre de 1973, pag. 17.) 

14. Explique por que una rueda que gira sobre una superficie 
horizontal plana no disminuye su marcha debido a la 
friccion estatica. Suponiendo que no haya deslizamiento, 
^que obligaria a la rueda a disminuir la marcha? 

15. Describa cualitativamente que le sucede al sistema de la 
figura 18 si se le imprime al disco una velocidad angular 
inicial, en sentido de las manecillas del reloj, antes de ser 
liberado. ^Que cambios ocurren, si los hay, en la acelera¬ 
cion lineal del bloque, o en la aceleracion angular del 
disco? Vease el problema muestra 5. 

16. Explique por que la rueda es un invento tan importante. 

17. Aparte de su aspecto exterior, /,por que los automoviles 
deportivos tienen ruedas de rayos? 

18. Una bala de canon y una canica ruedan desde el reposo 
por una pendiente hacia abajo. ^Cual de las dos llega 
primero al fondo? 

19. Un envase cilindrico de hojalata lleno de came de res y 
otro envase identico lleno de jugo de manzana ruedan por 
un piano inclinado hacia abajo. Compare sus aceleracio- 
nes angular y lineal. Explique la diferencia. 

20. Un cilindro solido de madera rueda hacia abajo por dos 
pianos inclinados diferentes de la misma altura pero con 
angulos de inclinacion distintos. ^Llegara al fondo con la 
misma velocidad en cada caso? ^Tardara mas tiempo en 
rodar por una pendiente que por la otra? Explique las 
respuestas. 

21. Un cilindro solido de laton y un cilindro solido de madera 
tienen el mismo radio y masa, siendo mas largo el cilindro 
de madera. Usted los suelta juntos en la parte superior de 
un piano inclinado. ^Cual le ganara al otro en llegar al 
fondo? Supongamos ahora que los cilindros sean de la 
misma longitud (y radio) y que las masas sean iguales por 
haber practicado un orificio a lo largo del eje del cilindro 
de laton. ^Cual de los dos cilindros ganara la carrera 
ahora? Explique las respuestas. Suponga que los cilindros 
ruedan sin deslizarse. 

22. Ruth y Rogelio pasean en bicicleta a lo largo de una trayec¬ 
toria a la misma velocidad. Las ruedas de la bicicleta de 
Ruth son de un diametro un poco mayor que las ruedas 
de la bicicleta de Rogelio. ^Como se comparan las veloci- 
dades angulares de sus ruedas? i,Que puede decir sobre las 
velocidades de las partes superiores de Iris ruedas? 

23. Un tambo cilindrico, etnpujado por una tabla desde una 
posicion inicial que se muestra en la figura 30, rueda hacia 


adelante en el suelo una distancia L/2, igual a la mitad de 
la longitud de la tabla. No existe deslizamiento en ningun 
punto de contacto. ^Donde estara la tabla entonces? ^Que 
distancia habra recorrido el hombre? 



Figura 30 Pregunta 23 


24. Dos discos pesados estan unidos por una barra corta 
de radio mucho menor. El sistema esta situado sobre 
una rampa de modo que los discos cuelgan por los lados 
como en la figura 31. El sistema rueda rampa abajo sin 
deslizamiento. (a) Cerca del fondo de la rampa los dis¬ 
cos tocan a la mesa horizontal y el sistema continua con 
una mayor velocidad de traslacion. Explique por que. (b) 
Si este sistema compitiera con un anillo (de cualquier 
radio) en descenso por la rampa, ^cual llegaria al fondo 
primero? 



Figura 31 Pregunta 24. 


25. Un yoyo cae hasta el final de su cordon y luego sube por 
el. i,Se invierte la direccion de la rotacion en el extremo 
final del cordon? Explique la respuesta. 

26. Un yoyo descansa sobre una mesa horizontal y puede 
rodar libremente (vease la Fig. 32). Si se jala del cordon 



Figura 32 Pregunta 26. 
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con una fuerza horizontal, como F,, ^en que sentido rodara 
el yoyo? ^Que sucede cuando se aplica la fuerza F 2 (pa- 
sando su lfnea de accion por el punto de contacto entre el 
yoyo y la mesa)? Si se jala del cordon verticalmente con 
la fuerza F 3 , £que sucede? 

27. Una rueda de reborde solida consta de dos discos concen- 
tricos unidos, el mas grande de los cuales tiene un radio R 
y el mas pequeno un radio r. La rueda va a rodar a lo largo 
de un riel de dos niveles, como se muestra en la figura 33. 
Sin embargo, al dar un giro, el centre de la rueda se mueve 
una distancia 2 nr, segun el disco mas pequeno y 2nR 
segun el disco mas grande. Explique la aparente discre¬ 
pancy. 



Figura 33 Pregunta 27. 


28. Enuncie las tres leyes de Newton para el movimiento en 
terminos que correspondan a cuerpos en rotacion. 


PROBLEMAS 

Section 12-2 Energia cinetica de la rotacion e inertia 
de la rotation 

1. Las masas y coordenadas de cuatro particulas son las 
siguientes: 50 g, x = 2.0 cm, y = 2.0 cm; 25 g, x = 0, y 
= 4.0 cm; 25 g,x = -3.0 cm, y = -3.0 cm; 30g,x = -2.0 cm, 
y = 4.0 cm. Calcule la inercia de rotacion de este conjunto 
con respecto a los ejes (a) x, (b ) y, y (c) z. 

2. Una molecula tiene una inercia de rotacion de 14,000 
u • pm 2 y esta girando a una velocidad angular de 4.30 
* 10 12 rad/s. (a) Exprese la inercia de rotacion en kg ■ m 2 . 
( b ) Calcule la energia cinetica de rotacion en eV. 

3. La molecula de oxigeno tiene una masa total de 5.30 
x 10' 26 kg y una inercia de rotacion de 1.94 x 10 46 kg ■ m 2 
en tomo a un eje que pasa por el centro perpendicular a la 
linea que une a los atomos. Supongase que tal molecula en 
el seno de un gas tiene una velocidad media de 500 m/s y 
que su energia cinetica de rotacion es de dos tercios de su 
energia cinetica de traslacion. Halle su velocidad angular 
promedio. 

Section 12-3 Inercia de rotacion de los cuerpos solidos 

4. Un satelite de comunicaciones es un cilindro uniforme con 
1220 kg de masa, 1.18 m de diametro, y 1.72 rn de 
longitud. Antes de lanzarlo desde la plataforma del taxi 
espacial, se le hace girar a razon de 1.46 rev/s en torno al 
eje del cilindro; vease la figura 34. Calcule la energia 
cinetica de rotacion del satelite. 

5. Cada una de las tres palas del rotor del helicoptero que se 
muestra en la figura 35 tiene 5.20 m de longitud y una 
masa de 240 kg. El rotor gira a 350 rev/min. (a) ^Cual es 
la inercia de rotacion del conjunto del rotor en tomo al eje 
de rotacion? (Cada pala puede considerarse como una 
varilla.) ( b ) ^Cual es la energia cinetica de rotacion? 

6 . La figura 36 muestra un bloque uniforme de masa M y 
aristas de longitudes a, b, y c. Calcule su inercia de 
rotacion alrededor de un eje que pase por una esquina y 



Figura 34 Problema 4. 



sea perpendicular a la cara grande del bloque. ( Sugeren- j§ 

cia: Vease la Fig. 9.) (| 

7. Calcule la inercia de rotacion de una regia de un metro, || 

cuya masa es de 0.56 kg, en torno a un eje perpendicular Jfi 

a la regia y que esta situado en la marca de 20 cm. J| 

8. Dos particulas, cada una de masa m, estan unidas entre si M 

y a un eje de rotacion por dos varillas, cada una de longitud J|. 



Figura 36 Problema 6. 


L y masa M, como se muestra en la figura 37. La combi- 
nacion gira alrededor del eje de rotacion con una velocidad 
angular to. Obtenga las expresiones algebraicas para (a) la 
inercia de rotacion de la combinacion en torno a O y (b) 
la energia cinetica de rotacion en tomo a O. 



Figura 37 Problema 8. 


9. (a) Demuestre que la suma de las inercias de rotacion de 
un cuerpo laminar piano en torno a dos ejes perpendicu- 
lares cualesquiera en el piano del cuerpo es igual a la 
inercia de rotacion del cuerpo en tomo a un eje perpendi¬ 
cular al piano que pase por el punto donde se intersecan. 
(b) Aplique esto a un disco circular para hallar su inercia 
de rotacion en tomo a un diametro como eje. 

10. En Europa se utilizan en algunos casos camiones de en- 
tregas que operan haciendo uso de la energia almacenada 
en un volante giratorio. Los camiones son cargados ha¬ 
ciendo uso de un motor electrico para llevar al volante a 
su velocidad maxima de 624 rad/s. Este volante es un 
cilindro solido, homogeneo, con una masa de 512 kg y 
un radio de 97.6 cm. (a) ^Cual es la energia cinetica del 
volante despues de la carga? (b) Si el camion opera con 
un requerimiento de potencia de 8.13 kW en promedio, 
£ durante cuantos minutos puede operar entre cargas? 

11. (a) Demuestre que un cilindro solido de masa M y ra¬ 
dio R es equivalente a un aro delgado de masa M y radio 
RjJ2, cuando ambos giran en tomo a un eje central. ( b) 
La distancia radial desde un eje dado en el que pudiera 
estar concentrada la masa del cuerpo sin alterarse la iner¬ 
cia de rotacion del cuerpo en torno a ese eje se llama radio 
de giro. Sea que k represente al radio de giro y demuestre 
que 


k = -JJ/M. 

Esto da el radio del “aro equivalente” en el caso general. 


12. La figura 38 muestra la barra solida que se considero en la 
seccion 12-3 (vease tambien la Fig. 6) dividida en un numero 
arbitrario de N trozos. (a) ^Cual es la masa m, de cada 
trozo? (b) Demuestre que la distancia de cada trozo al eje 
de rotacion puede ser escrita asi: r i = (i - 1 )L / N + (4)L / N 
= (i - k)L/N. (c) Utilice la ecuacion 5 para evaluar la inercia 
de rotacion de esta barra, y demuestre que se reduce a la 
ecuacion 6. Usted puede necesitar las sumas siguientes: 

X 1 = «, X/ = »(«+l)/2, 

I- 1 1- 1 

^ i 2 = n(n 4- 1)(2 n -I- l)/6. 

I-1 


mm rz z 

U - n - 


L 


Figura 38 Problema 12. 


13. En este problema buscamos calcular la inercia de rotacion 
de un disco de masa M y radio R en tomo a un eje que pasa 
por su centro y es perpendicular a su superficie. Considere 
un elemento de masa dm en forma de anillo de radio r y 
anchura dr (vease la Fig. 39). (a) ^Cual es la masa dm de 
este elemento, expresada como una fraccion de la masa 
total M del disco? (b) ^Cual es la inercia de rotacion dl de 
este elemento? (c) Integre el resultado de la parte ( b ) para 
hallar la inercia de rotacion de todo el disco. 



Figura 39 Problema 13. 


14. En este problema usamos el resultado del problema ante¬ 
rior de la inercia de rotacion de un disco para calcular la 
inercia de rotacion de una esfera solida uniforme de masa 
M y radio R en tomo a un eje que pase por su centro. 
Considerese un elemento dm de la esfera en forma de disco 
de espesor dz a una altura z sobre el centro (vease la 
Fig. 40). (a) Expresada como una fraccion de la masa 
total M, ^cual es la masa dm del elemento? ( b ) Conside- 
rando al elemento como un disco, ^cual es su inercia de 
rotacion dll (c) Integre el resultado de ( b ) sobre toda la 
esfera para hallar la inercia de rotacion de la esfera. 
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piano determinado, entonces t no tiene una componente 
en ese piano. 

Section 12-5 Dindmica de la rotacion de un cuerpo rigido 

19. Un cilindro que tiene una masa de 1.92 kg gira en torno a 
su eje de simetria. Se le aplican las fuerzas que se mues- 
tranenla figura43: F, = 5.88 N, F 2 = 4.13 N,y F 3 = 2.12 N. 
Tambien, /?, = 4.93 cm y = 11.8 cm. Halle la magnitud 
y la direccion de la aceleracion angular del cilindro. 



Figura 43 Problema 19. 



Figura 40 Problema 14. 


Section 12-4 Torca que actua sobre una particula 

15. La figura 41 muestra las h'neas de accion y los puntos de 
aplicacion de dos fuerzas en torno al origen O. Imagine 
que estas fuerzas actuan sobre un cuerpo rigido pivoteado 
en O, estando todos los vectores en el piano de la figura. 
(a) Halle una expresion para la magnitud de la torca 
resultante sobre el cuerpo. (b) Si r, = 1.30 m, r 2 = 2.15 m, 
F, = 4.20 N, F 2 = 4.90 N, 0, = 75.0°, y 0 2 = 58.0°, ^cuales 
son la magnitud y la direccion de la torca resultante? 



Figura 41 Problema 15. 


16. Vuelva a trazar la figura 12 bajo las transformaciones 
siguientes: (a) F -> -F, ( b ) r-*-r,y(c)F-*-Fyr -»-r, 
mostrando en cada caso la nueva direccion de la torca. 
Compruebe si hay consistencia con la regia de la mano 
derecha. 

17. El objeto que se muestra en la figura 42 esta pivoteado en 
O. Sobre el actuan tres fuerzas en las direcciones que se 
muestran en la figura: F A = 10 N en el punto A, a 8.0 m de 
0\ F b = 16 N en el punto B, a 4.0 m de 0; y F c = 19 N en 
el punto C, a 3.0 m de O. ^Cuales son la magnitud y la 
direccion de la torca resultante con respecto a 02 



Figura 42 Problema 17. 


18. (a) Dado que r = ix + jy + kz y F = iF, + jF r + kF z , halle 
la torca r = r x F. (b) Demuestre que si r y F estan en un 


20. Un cascaron esferico tiene un radio de 1.88 m. La aplica¬ 
cion de una torca de 960 N • m le imparte una aceleracion 
angular igual a 6.23 rad/s 2 en torno a un eje que pasa por 
el centro del cascaron. Calcule (a) la inercia de rotacion 
del cascaron enTorno al eje de rotacion y (b) la masa del 
cascaron. 

21. En el acto de saltar desde un trampolin, un clavadista 
cambio su velocidad angular de cero a 6.20 rad/s en 220 ms. 
La inercia de rotacion del clavadista es de 12.0 kg ■ m 2 . (a) 
Halle la aceleracion angular durante el salto. ( b ) ^Que torca 
externa actuo sobre el clavadista durante el salto? 

22. El motor de un automovil desarrolla 133 hp (= 99.18 kW) 
cuando gira a 1820 rev/min. ^Cual es la torca desarrollada? 

23. Una rueda de 31.4 kg y un radio de 1.21 m esta girando a 
razon de 283 rev/min. Debe ser detenida en 14.8 s. Halle 
la potencia promedio requerida. Suponga que la rueda es 
un aro delgado. 

24. Si en la figura 18a R = 12.3 cm, M = 396 g, y m = 48.7 g, 
halle la velocidad del bloque despues de que descen- 
dio 54.0 cm comenzando desde el reposo. Resuelva el 
problema usando los principios de conservacion de la 
energia. 

25. Suponga que la Tierra es una esfera de densidad uniforme, 
(a) Calcule su energia cinetica de rotacion. (b) Supon¬ 
ga que esta energia puede ser aprovechada para nuestro 
uso. ^Durante cuanto tiempo podria la Tierra suministrar 
1.00 kW de potencia a cada uno de los 4.20 x 10 5 habitan- 
tes de la Tierra? 

26. La figura 44 muestra una puerta blindada de gran masa en 
la instalacion para probar neutrones del Lawrence Liver¬ 
more Laboratory; esta es la puerta de bisagras mas pesada 
del mundo. La puerta tiene una masa de 44,000 kg, una 
inercia de rotacion en torno a la linea de sus bisagras de 
8.7 x 10 4 kg ■ m 2 , y una anchura de 2.4 m. ^Que fuerza 
uniforme, aplicada en el borde exterior en angulo recto 



Figura 44 Problema 26. 


con la puerta, puede moverla desde el reposo en un angulo 
de 90° en 30 s? 

27. Sobre una polea que tiene una inercia de rotacion de 
1.14 x 10 3 kg ■ m 2 y un radio de 9.88 cm actua una fuerza, 
aplicada tangencialmente a su borde, que varia en el tiempo 
segun F = 0.496? + 0.305/ 2 , donde Festa en newtons y t esta 
en segundos. Si la polea estaba inicialmente en reposo, halle 
su velocidad angular 3.60 s despues. 

28. La figura 45 muestra dos bloques, cada uno de masa in, 
suspendidos de los extremos de una barra rigida carente 
de peso de longitud L y + L 2 , siendo L, = 20.0 cm y L 2 = 
80.0 cm. La barra es sostenida en posicion horizontal 
como se muestra en la figura y luego se deja caer. Calcule 
las aceleraciones lineales de los dos bloques cuando co- 
mienzan a moverse. 



Figura 45 Problema 28. 

29. Dos bloques identicos, cada uno de masa M, estan unidos 
por un cordon que pasa sobre una polea sin friccion de 
radio R y de inercia de rotacion I (Fig. 46). El cordon no 
se desliza sobre la polea, y no se sabe si existe o no existe 


friccion entre el piano y el bloque al deslizarse. Cuando 
este sistema se deja caer, se halla que la polea gira a traves 
de un angulo 6 en el tiempo t y que la aceleracion de los 
bloques es constante. (a) ^Cual es la aceleracion angular 
de la polea? ( b ) ^Cual es la aceleracion de los dos bloques? 
(c) ^Cuales son las tensiones en las secciones superior e 
inferior del cordon? Todas las respuestas deben expresarse 
en terminos de M, /, R, 6, g, y t. 


M 



Figura 46 Problema 29. 


30. Una rueda de masa M y radio de giro k (vease el problema 
11) gira sobre un eje horizontal fijo que pasa por su cubo. 
Supongase que el cubo roce al eje de radio a solamente en 
el punto mas alto, siendo ju k el coeficiente de friccion 
cinetica. Se le da a la rueda una velocidad angular inicial 
co 0 . Suponga una deceleracion uniforme y halle (a) el 
tiempo transcurrido y ( b ) el numero de revoluciones antes 
de que la rueda se detenga por completo. 

31. En una maquina Atwood un bloque tiene una masa de 
512 g y el otro una masa de 463 g. La polea, que esta 
montada en chumaceras horizontales sin friccion, tiene un 
radio de 4.90 cm. Cuando es liberada a partir del reposo, 
se observa que el bloque mas pesado cae 76.5 cm en 5.11 s. 
Calcule la inercia de rotacion de la polea. 

32. Una rueda en forma de disco uniforme de 23.0 cm de radio 
y 1.40 kg de masa gira a razon de 840 rev/min en roda- 
mientos sin friccion. Para detener a la rueda, se oprime la 
zapata de un freno contra el borde de la rueda con una 
fuerza de 130 N, dirigida radialmente. La rueda completa 
2.80 revoluciones antes de detenerse. Halle el coeficiente 
de friccion entre la zapata del freno y la periferia de la 
rueda. 

33. Una vara de 1.27 m de longitud se mantiene vertical con 
un extremo sobre el piso y luego se deja caer. Halle la 
velocidad del otro extremo cuando alcanza el suelo, supo- 
niendo que el extremo del suelo no se deslice. 

34. Una esfera hueca, uniforme, gira en torno a un eje vertical 
en chumaceras sin friccion (Fig. 47). Un cordon delgado 
pasa alrededor del ecuador de la esfera, sobre una polea, 
y esta unido a un objeto pequeno que, por otra parte, esta 
libre de caer bajo la influencia de la gravedad. ^Cual es la 
velocidad del objeto despues de que ha caido una distancia 
h desde el reposo? 

35. Una barra uniforme de acero de 1.20 m de longitud y 
6.40 kg de masa tiene unida en cada extremo una pequena 
bola de 1.06 kg de masa. La barra esta obligada a girar en 
un piano horizontal con respecto a un eje vertical que pasa 
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Figura 47 Problema 34. 


por su punto medio. En cierto momento se observa que 
esta girando a una velocidad angular de 39.0 rev/s. Debido 
a la friccion del eje, llega al reposo 32.0 s mas tarde. 
Calcule, suponiendo una torca por friccion constante, ( a ) 
la aceleracion angular, (b) la torca retardante ejercida 
por la friccion del eje, (c) la energia disipada por la fric¬ 
cion del eje, y ( d ) el numero de revoluciones ejecutadas 
durante los 32.0 s. ( e ) Supongase ahora que se sabe que la 
torca por friccion no es constante. Cual, si hay alguna, de 
las cantidades (a), (b), (c), o (d) puede calcularse sin 
requerir ninguna informacion adicional? Si hay alguna 
cantidad, de su valor. 

36. Un cuerpo rigido esta hecho de tres varillas identicas 
aseguradas entre si en forma de letra H (Fig. 48). El cuerpo 
esta libre de girar en tomo a un eje horizontal que pasa por 
una de las piernas de la H. Se permite que el cuerpo caiga 
partiendo del reposo desde una posicion en que el piano 
de la H es horizontal. ^Cual es la velocidad angular del 
cuerpo cuando el piano de la H es vertical? 



Figura 48 Problema 36. 


37. La pala del rotor de un helicoptero tiene una longitud de 
7.80 m y una masa de 110 kg. (a) /,Que fuerza se ejerce 
sobre el pemo que une a la pala con el eje del rotor cuando 
este esta girando a razon de 320 rev/min? ( Sugerencia: 
Para este calculo puede considerarse que la pala es una 
masa puntual situada en el centro de masa. ^Por que?) ( b ) 
Calcule la torca que debe ser aplicada al rotor para llevarlo 
a una velocidad plena desde el reposo en 6.70 s. Ignore la 
resistencia del aire. (Para este calculo no puede conside¬ 
rarse que la pala sea una masa puntual. ^Por que no? 
Suponga la distribucion de una barra uniforme.) 

38. Una chimenea alta se rompe cerca de su base y cae. 
Exprese (a) la aceleracion lineal radial y ( b ) la aceleracion 
lineal tangencial de la parte superior de la chimenea en 
funcion del angulo 8 formado por la chimenea con la 
vertical, (c) ^Puede exceder de g la aceleracion lineal 
resultante? ( d ) La chimenea se rompe durante la caida. 


Explique como puede suceder esto. (Vease “More on the 
Falling Chimney”, por Albert A. Bartlett, The Physics 
Teacher, septiembre de 1976, pag 351). 

39. La longitud del dia aumenta alrededor de 1 ms/siglo. Esto 
se debe primordialmente a las fuerzas de friccion genera- 
das por el movimiento del agua en los mares de poca 
profundidad del mundo en respuesta a las fuerzas de la 
marea ejercidas por el Sol y la Luna, (a) ^En que cantidad 
esta perdiendo energia cinetica de rotacion la Tierra? (b) 
^Cual es la aceleracion angular? (c) ^Que fuerza tangen¬ 
cial, en las latitudes 60° N y 60° S, ejercen los mares sobre 
el lecho marino cercano a las costas? 

40. Un disco uniforme de radio R y masa M gira a una 
velocidad angular co 0 . Esta colocado sobre una superficie 
horizontal plana; el coeficiente de friccion cinetica entre 
el disco y la superficie es (a) Halle la torca por friccion 
sobre el disco. ( b ) ^Cuanto tiempo le tomara al disco llegar 
al reposo? 

41. Un automovil esta equipado con un volante que conserva 
la energia el cual, en operacion, esta engranado a la flecha 
motriz de modo tal que gira a razon de 237 rev/s cuando 
el automovil viaja a 86.5 km/h. La masa total del automo- 
vil es de 822 kg, el volante pesa 194 N, y es un disco 
uniforme de 1.08 m de diametro. El automovil desciende 
por una pendiente de 5.00°, de 1500 m de longitud, par¬ 
tiendo del reposo, con el volante embragado y sin que el 
motor proporcione potencia alguna. Despreciando la fric¬ 
cion y la inercia de rotacion de las ruedas, halle (a) la 
velocidad del automovil en el pie de la pendiente, (b) 
la aceleracion angular del volante en el pie de la pendiente, 
y (c) la potencia absorbida por la rotacion del volante en 
el pie de la pendiente. 

Section 12-6 Movimientos de rotation y de traslacion 
combinados 

42. Una esfera solida de 4.72 cm de radio rueda hacia arriba 
por un piano inclinado a un angulo de 34.0°. En el fondo 
del piano inclinado el centro de masa de la esfera tiene una 
velocidad de traslacion de 5.18 m/s. (a) iQue distancia 
recorrera la esfera por el piano hacia arriba? (b) ^Cuanto 
tiempo le toma regresar al pie del piano? (c) ^Cuantas 
rotaciones completa la esfera durante el viaje completo? 

43. Un aro que rueda por un piano inclinado con un angulo de 
inclinacion 8 marcha al parejo con un bloque que se 
desliza por el mismo piano. Demuestre que el coeficiente 
de friccion cinetica entre el bloque y el piano esta dado 
por ± tan 6. 

44. Un aro de 3.16 m de radio tiene una masa de 137 kg. Rueda 
a lo largo de un piso horizontal de modo que su centro de 
masa tiene una velocidad de 0.153 m/s. ^Cuanto trabajo 
debe realizarse sobre el aro para detenerlo? 

45. Un automovil que viaja a 78.3 km/h tiene Ilantas de 
77.0 cm de diametro. (a) ^Cual es la velocidad angular 
de las Ilantas con respecto al eje? (b) Si el automovil se 
detiene uniformemente en 28.6 vueltas de las Ilantas (sin 
patinar), ^cual sera la aceleracion angular de las ruedas? 
(c) ^Cuanto avanza el automovil durante este periodo de 
frenado? 


46. Un automovil de 1040 kg tiene cuatro ruedas de 11.3 kg. 
^Que fraccion de la energia cinetica total del automovil se 
debe a la rotacion de las ruedas en tomo a sus ejes? 
Suponga que las ruedas tienen la misma inercia de rota¬ 
cion que los discos de la misma masa y tamano. Explique 
por que no se necesita conocer el radio de las ruedas. 

47. Un yoyo (vease el problema 7) tiene una inercia de rota¬ 
cion de 950 g ■ cm 2 y una masa de 120 g. El radio de su 
eje tiene 3.20 mm y su cordon tiene 134 cm de longitud. 
El yoyo rueda desde el reposo hacia abajo hasta el extremo 
del cordon, (a) ^Cual es su aceleracion? ( b ) ^Cuanto 
tiempo le toma llegar al final del cordon? (c) Si el yoyo se 
queda estancado en el extremo del cordon en un movi¬ 
miento giratorio puro, ^cual es su velocidad angular, en 
rev/s? (d) Repita (c), pero esta vez suponga que el yoyo 
se lanza hacia abajo con una velocidad inicial de 1.30 m/s. 

48. Una esfera uniforme rueda por un piano inclinado. (a) 
^Cual debe ser el angulo de inclinacion si la aceleracion 
lineal del centro de la esfera ha de ser de 0.133g? (b) Para 
este angulo, ^cual seria la aceleracion de un bloque sin 
friccion que se deslizara por el piano inclinado? 

49. Una esfera homogenea arranca desde el reposo en el 
extremo superior de la pista que aparece en la figura 49 y 
rueda sin deslizarse hasta que se sale por el extremo de la 
derecha. Si H = 60 m y h = 20 m y la pista es horizontal 
en el extremo de la derecha, determine la distancia a la 
derecha del punto A a la que la bola golpea la linea 
horizontal de base. 



Figura 49 Problema 49. 

50. Una canica solida pequeha de masa m y radio r rueda sin 
deslizamiento a lo largo de la pista en rizo que se muestra 
en la figura 50, habiendo sido liberada desde el reposo en 
algun punto de la seccion recta de la pista. (a) ^Desde que 
altura minima desde el fondo de la pista debera soltarse la 
canica con el fin de que se quede en la pista en la parte 
superior del rizo? (El radio del rizo es R; suponga que 
R »r). (b) Si la canica se suelta desde una altura de 6 R 
medida desde el fondo de la pista, ^cual es la componente 
horizontal de la fuerza que actua sobre ella en el punto Q? 

51. Un cilindro solido de longitud L y radio R tiene un peso 
W. Alrededor del cilindro estan enrolladas dos cuerdas, 
cada una de ellas cerca de cada extremo, y los extremos 
de las cuerdas estan unidos a ganchos en el techo. El 
cilindro se mantiene horizontalmente con las dos cuerdas 
exactamente verticales y luego se deja caer (Fig. 51). Halle 
(a) la tension en cada cuerda cuando se desenrollan y (b) 
la aceleracion lineal del cilindro cuando cae. 



Figura 50 Problema 50. 



Figura 51 Problema 51. 


52. Una longitud L de cinta flexible esta enrollada firmemen- 
te. Luego se deja que se desenrolle mientras rueda por 
una pendiente inclinada que forma un angulo 8 con la 
horizontal, estando clavado el extremo superior de la cinta 
(Fig. 52). Demuestre que la cinta se d esenrolla completa- 
mente en un tiempo T = v 3 L/g sen 8. 



Figura 52 Problema 52. 


53. Demuestre que un cilindro se deslizara por un piano 
inclinado de angulo de inclinacion 8 si el coeficiente de 
friccion estatica entre el piano y el cilindro es menor 
de | tan 8. 

54. Un cuerpo rueda horizontalmente sin deslizamiento con 
una velocidad V. Luego rueda hacia arriba en un monticulo 
hasta una altura maxima h. Si h = 3 v 2 /4g, ^que cuerpo 
puede ser? 

55. Un disco uniforme, de masa M y radio R, esta sobre un 
lado inicialmente en reposo sobre una superficie hori¬ 
zontal carente de friccion. Luego se aplica una fuerza 
constante F tangencialmente en su perimetro por medio 
de un cordon enrollado alrededor de su borde. Describa el 


304 Capitulo 12 Dinamica de la rotation 



movimiento (de rotacion o de traslacion) posterior del 
disco. 

56. Un aparato para probar la resistencia al patinazo de llantas 
de automovil esta construido como se muestra en la figu- 
ra 53. Inicialmente la llanta no tiene movimiento y esta 
sujeta a un bastidor ligero que pivotea libremente en los 
puntos A y B. La inercia de rotacion de la rueda en torno 
a su eje es de 0.750 kg • m 2 , su masa es de 15.0 kg, y su 
radio es de 30.0 cm. La llanta esta situada sobre la super- 
ficie de una banda transportadora que se mueve a una 
velocidad superficial de 12.0 m/s, de modo que AB es 
horizontal, (a) Si el coeficiente de friccion cinetica entre 
la llanta y la banda transportadora es de 0.600, ^que 
tiempo necesitara la rueda para alcanzar su velocidad 
angular final? ( b ) ^Cual sera la longitud de la senal que 
deje el patinazo sobre la superficie del transportador? 



Figura 53 Problems 56. 


57. Un cilindro solido de 10.4 cm de radio y 11.8 kg de masa 
arranca desde el reposo y rueda sin deslizarse una distan- 
cia de 6.12 m por el techo de una casa, el cual tiene una 
inclinacion de 27.0°. (a) ^Cual es la velocidad angular del 
cilindro en tomo a su centro al abandonar el techo de la 
casa? (b) La pared exterior de la casa tiene 5.16 m de 
altura. i A que distancia de la pared golpea el cilindro el 
nivel del suelo? Vease la figura 54. 

58. Un cilindro solido de 23.4 kg de masa y 7.60 cm de radio 
tiene una cinta delgada enrollada a su alrededor. La cinta 
pasa sobre una polea ligera sin friccion hasta un objeto de 
4.48 kg de masa, que cuelga verticalmente (vease la Fig. 55). 
El piano sobre el que se mueve el cilindro esta inclinado a 
28.3° sobre la horizontal. Halle (a) la aceleracion lineal del 
cilindro al rodar por el piano inclinado y ( b ) la tension en la 
cinta, suponiendo que no hay deslizamiento. 



Figura 54 Problema 57. 



Figura 55 Problema 58. 


59. Una estudiante arroja una regia de longitud L hacia arri- 
ba en el aire. En el momento en que la regia abandons 
su mano la velocidad del extremo mas cercano de la regia 
es cero. Esta completa N vueltas hasta que es atrapada 
por la estudiante en el punto de liberacion inicial. De- 
muestre que la altura h a la que se elevo el centro de masa 
es h = ir.NL/ 4. 

60. Una bola de billar es golpeada por un taco como se aprecia 
en la figura 56. La linea de accion del impulso aplicado 
es horizontal y pasa por el centro de la bola. La velocidad 
inicial v 0 de la bola, su radio R, su masa M, y el coeficiente 
de friccion p k entre la bola y la mesa son todos conocidos. 
^Que tan lejos se movers la bola antes de que cese su 
deslizamiento sobre la mesa? 



Figura 56 Problema 60. 


CAPITULO 13 


IMPETU 

ANGULAR 


En el capitulo 12 hemos estudiado la dinamica del movimiento de rotation de un cuerpo rigido 
alrededor de un eje fijo en un marco de referenda inertial. Hemos visto que la relation escalar 
£ t = la, en la que solo se consideraban las componentes de la torca externa a lo largo del eje 
de rotation, era suficiente para resolver los problemas dindmicos en este caso especial. 

En este capitulo continuamos este analisis y lo extendemos a situaciones en las que el eje de 
rotation puede no estar fijo en un marco de referenda inertial. Para resolver estos problemas 
dindmicos desarrollamos y empleamos una relation vectorial para el movimiento de rotation, 
que es analoga a la forma vectorial de la segunda ley de Newton, F = dP/dt. Presentamos 
tambien el impetu angular y demostramos su importancia como una propiedad dinamica de las 
rotaciones. 

Finalmente, demostramos que, en sistemas en los que no actiia una torca externa neta, puede 
aplicarse la importante ley de la conservacion del fmpetu angular. 




13-1 IMPETU ANGULAR 
DE UNAPARTICULA 


Hemos visto que el impetu lineal es util en los casos que 
interviene el movimiento de traslacion de particulas ais- 
ladas o de sistemas de particulas, incluyendo a los cuerpos 
rigidos. Por ejemplo, el impetu lineal se conserva en las 
colisiones. Para una particula aislada el impetu lineal es 
p = mv (Ec. 19 del capitulo 9); para un sistema de parti¬ 
culas es P = Mv cm (Ec. 25 del capitulo 9), en donde M es 
la masa total del sistema y v cm es la velocidad del centro 
de masa. En el movimiento de rotacion, el analogo del 
impetu lineal se llama impetu angular, que definimos a 
continuacion para el caso especial de una particula aisla¬ 
da. Posteriormente, ampliamos la definicion para incluir 
sistemas de particulas, y demostramos que el impetu 
angular es un concepto tan util en el movimiento de 
rotacion como lo es el impetu lineal en el movimiento 
de traslacion. 

Consideremos una particula de masa m e impetu lineal 
p en una posicion r respecto al origen O de un marco de 
referencia inercial; para mayor conveniencia (vease la 
Fig. 1) hemos elegido que el piano xy sea el piano definido 


Z 



Figura 1 Una particula de masa m, localizada en el punto P 
por el vector de posicion r, tiene un impetu lineal p = mv. 
(Para mayor simplificacion se supone que tanto r como p 
estan en el piano xy.) Respecto al origen O, la particula tiene 
un impetu angular de 1 = r * p, paralelo al eje z en este caso. 


por los vectores p y r. Definimos que el impetu angular 1 
de la particula respecto al origen O sea 

1 = r x p. 


( 1 ) 
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Notese que debemos especificar el origen O con objeto de 
definir al vector de posicion r en la definicion del impetu 
angular. 

El impetu angular es un vector. Su magnitud esta dada 
por 

/ = rp sen 0. (2) 

donde 6 es el angulo mas pequeno entre r y p y su 
direccion es normal al piano formado por r y p. El sentido 
esta dado por la regia de la mano derecha: hagase girar a 
r sobre p, en el angulo mas pequeno entre ellos, con los 
dedos de la mano derecha doblados; el pulgar derecho 
extendido apunta entonces en la direccion de 1 (paralela al 
eje z en la Fig. 1). 

Tambien podemos escribir la magnitud de 1 ya sea como 
/ = (r sen 8) p = pr L , (3 a) 


l = r{p sen 6) = rp x , (3 b) 

donde r x (= r sen 6) es la componente de r en angulo recto 
con la linea de accion de p, y p ± (= p sen 6) es la 
componente de p en angulo recto con r. La ecuacion 3 b 
muestra que solo la componente de p perpendicular a r 
contribuye al impetu angular. Cuando el angulo 8 entre r 
y p es 0° 6 180°, no existe una componente perpendicular 
( p ± = p sen 9 = 0); entonces la linea de accion de p pasa 
por el origen, y r ± es tambien cero. En este caso ambas 
ecuaciones 3a y 3b muestran que el impetu angular l es 
cero. 

Derivaremos ahora una relacion importante entre la 
torca y el impetu angular para una sola particula. Primero 
diferenciamos a la ecuacion 1 y obtenemos 

dl d 

3 - 3 <rxp) ' (4) 

La derivada de un producto vectorial se considera de la 
misma manera que la derivada de un producto ordinario, 
excepto que no debemos cambiar el orden de los terminos. 
Tenemos 

dl dr .dp 

— = — x p + r x-f . 

dt dl dt 

Pero dr/dt es la velocidad instantanea v de la particula, y 

p es igual a mv. Haciendo estas sustituciones en el primer 
producto de la derecha, obtenemos 

dl , .. dp ... 

^=(TXmr) + tx—. (5) 

Ahora v x mv = 0, porque el producto vectorial de dos 
vectores paralelos es cero. Reemplazando a dp/dt en el 


segundo producto por la fuerza neta E F que actua sobre 
la particula, tenemos 

d\ v 1 t? 

— = r x V F. 

dt " 

El lado derecho de esta ecuacion es precisamente la 
torca neta L r. Por lo tanto, obtenemos 

< 6 > 

J 

que afirma que la torca neta que actua sobre una pat ticula 
es igual a la razon de cambio con respecto al tiempo de 
Impetu angular. En esta ecuacion, tanto la torca r como 
el impetu angular 1 deben definirse con respecto al mismo 
origen. La ecuacion 6 es el analogo de rotacion de la 
ecuacion 20 del capitulo 9,EF = dp/dt, que establece que 
la fuerza neta que actua sobre una particula es igual a la 
razon de cambio con respecto al tiempo de su impetu 
lineal. 

La ecuacion 6, como todas las ecuaciones vectoriales, 
es equivalente a tres ecuaciones escalares, a saber, 


5N- 


2 ^- 


y x = — 
^ 2 dt - 


Por lo tanto, la componente x de la torca externa neta esta 
dada por el cambio con el tiempo de la componente x del 
impetu angular. Se obtienen resultados similares para las 
direcciones y y z. 


Problema muestra 1 Una particula de masa m se libera desde 
el reposo en el punto P de la figura 2, cayendo paralela al eje y 
(vertical), (a) Halle la torca que actua sobre m en cualquier 
tiempo t, con respecto al origen O. (b) Halle el impetu angular 
de m en cualquier tiempo t, con respecto a este mismo origen. 
(c) Demuestre que la relacion £ t= d\/dt (Ec. 6) da un resultado 
correcto cuando se aplica a este conocido problema. 

Solution (a) La torca esta dada por r = r * F, y su magnitud es 
r = rF sen 6. 

En este ejemplo r sen 6 - b y F = mg, de modo que 
r = mgb = una constante. 

Notese que la torca es simplemente el producto de la fuerza mg 
por el brazo de momento b. La regia de la mano derecha muestra 
que resta dirigida perpendicularmente en la figura. 

( b ) El impetu angular esta dado por la ecuacion 1,1 = r * p. 
Su magnitud es, de la ecuacion 2, 

/ = rp sen 0. 

En este ejemplo r sen 6 = b y p = mv = m(gt), de modo que 
/ = mgbt. 

La regia de la mano derecha muestra que 1 esta dirigido perpen¬ 
dicularmente en la figura, lo que significa que 1 y rson vectores 
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y 


Figura 2 Problema muestra 1. Una particula de masa m cae 
verticalmente desde el punto P. La ternary el impetu angular 
1 con respecto al origen O estan dirigidos perpendicularmente 
en la figura, como se indica con el simbolo ® en el punto O. 


paralelos. El vector 1 cambia con el tiempo de magnitud sola- 
mente, su direccion permanece siempre la misma en este caso. 
(c) Escribiendo la ecuacion 6 en terminos de magnitudes, 

tenemos 

al 

Sustituyendo la expresion para ry l de (a) y (b) tenemos que 


mgb = j ( (mgbt) = mgb, 


la cual es una identidad. Entonces la relacion r dl/dt rinde 
resultados correctos en este caso. En efecto, si cancelamos a a 
constante b de los primeros dos terminos de arriba y sustituimos 
a gt por la cantidad equivalente v, tenemos 

mg = ^ ( mv '>■ 

Puesto que mg = F y mv = p, este es el conocido resultado F = 
dp/dt. Entonces, como lo hemos indicado anteriormente, las 
relaciones como r = dl/dt, aunque a menudo se usan en forma 
generalizada, no son postulados basicos nuevos de la mecamca 
clasica sino mas bien la reformulation de las leyes de Newton 
en el caso del movimiento de rotacion. 

Notese que los valores de r y de / dependen de nuestra 
eleccion del origen, esto es, de b. En particular, si b - 0, entonces 
r = 0 y / = 0.___ _ 


13-2 SISTEMAS DE PARTICULAS_ 

Hasta aqui hemos estudiado solamente particulas aisla- 
das. Para calcular el impetu angular total L de un sistema 
de particulas con respecto a un punto dado, debemos 
sumar vectorialmente los impetus angulares de todas las 
particulas individuals en tomo a este punto. Para un 
sistema que contenga N particulas, tenemos, entonces, 


N 

L = 1, + U + ' ‘ ' + liv"" S 

n= 1 

donde la suma (vectorial) se ha tornado sobre todas las 
particulas del sistema. 

A medida que el tiempo pasa, el impetu angular total L 
del sistema con respecto a un punto de referenda fijo 
(el cual elegimos, como en nuestra definicion basica de l 
en la ecuacion 1, que sea el origen de un marco de 
referenda inercial) puede cambiar. Esto es, 

dL _ dh_ , d}i i ... — y 
It ~ dt dt ", dt ’ 


Para cada particula, d 1„ /dt - r„, y haciendo esta sustitu- 
cion tenemos que 



Es decir, la razon de cambio con respecto al tiempo del 
impetu angular total de un sistema de particulas, es igual 
a la torca neta que actua sobre el sistema. 

Entre las torcas que actuen sobre el sistema estaran (1) 
las torcas ejercidas sobre las particulas del sistema por 
fuerzas intemas entre las particulas y (2) las torcas ejerci¬ 
das sobre las particulas del sistema por fuerzas extemas. 
Si la tercera ley de Newton se cumple en su llamada forma 
fuerte, esto es, si las fuerzas entre dos particulas cuales- 
quiera no solo son iguales y opuestas sino que tambien 
estan dirigidas a lo largo de la linea que une a las dos 
particulas, entonces la torca interna total es cero porque 
la torca resultante de cada par de fuerzas accion-reaccion 

intemas es cero. . 

De aqui que la primera fuente, la torca a partir de las 

fuerzas intemas, no contribuya al cambio en L. Solo 
permanece la segunda fuente (la torca a partir de las 
fuerzas extemas), y podemos escribir 

V T =— (8) 

2 , dr 


donde Lt cx{ es la suma de las torcas extemas que actuan 
sobre el sistema. Asi, decimos que la torca externa neta 
que actua sobre un sistema de particulas es igual a la 
razon de cambio en el tiempo del impetu angular total del 
sistema. La torca y el impetu angular deben calculate con 
respecto al mismo origen de un marco de reference 
inercial. En situaciones en las que no es probable que surja 
una confusion, evitamos el subindice de r ext para mayor 

conveniencia. ., 

La ecuacion 8 es la generalizacion de la ecuacion o a 

muchas particulas. Se cumple tanto si las particulas que 
forman el sistema estan en movimiento unas respecto a 
las otras o si tienen relaciones espaciales fijas, como en 
un cuerpo rigido. 

La ecuacion 8 es la analogia de rotacion de la ecuacion 
27 del capitulo 9, IF„, = dP/dt, que nos dice que para un 
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(a) 


F| 


P + Apt 


& - ' 0-0 

P API 



Figura 3 (a) Cuando una componente de una fuerza F„ 
actua paralelamente al fmpetu lineal p de una partfcula, el 
fmpetu lineal cambia en Ap„, el cual es paralelo a p. (b) 
Cuando una componente de una fuerza F x actua 
perpendicularmente al fmpetu lineal p de una partfcula, el 
fmpetu lineal cambia en Apj, el cual es perpendicular a p. La 
partfcula se mueve ahora en la direccion de la suma vectorial 
P + Ap j.. 


L + AL| 

I-'--1 

-^ ^ 

t, liJ L AL, 

(a) 

£ 



C b) 


Figura 4 (a) Cuando la componente Tj, de una torca actua 
paralelamente al fmpetu angular L de un sistema, el fmpetu 
angular cambia en AL,, el cual es paralelo a L. ( b ) Cuando 
una componente t ± de una torca actua perpendicularmente al 
fmpetu angular L de un sistema, el fmpetu angular cambia en 
AL X , el cual es perpendicular a L. El eje de rotacion apunta 
ahora en la direccion que corresponde a la suma vectorial 
L + AL X . 


sistema de partfculas (cuerpo rigido o no) la fuerza externa 
neta que actua sobre el sistema es igual a la razon de 
cambio en el tiempo de su fmpetu lineal total. 

Extendamos mas alia la analogfa entre el modo en que 
una fuerza cambia el impetu lineal y el modo en que una 
torca cambia el impetu angular. Supongamos que una 
fuerza F actua sobre una partfcula que se mueve con 
fmpetu lineal p. Podemos resolver a F en dos componen- 
tes, como se muestra en la figura 3: una componente (F (| ) 
es paralela a la direccion (instantanea) de p y otra (FJ es 
perpendicular a p. En un intervalo de tiempo pequeno At, 
la fuerza produce un cambio en el fmpetu Ap, determinado 
de acuerdo con F = Ap/A t. Asf, Ap es paralelo a F. La 
componente F M da un cambio en el fmpetu Apn paralelo a 
p, que se suma a p y cambia su magnitud pero no su 
direccion (vease la Fig. 3a). La componente perpendicular 
F ± , por otra parte, proporciona un incremento Ap ± que 
cambia la direccion de p pero, cuando Ap ± es pequeno 
comparado con p, deja a la magnitud de p sin alteracion 
(vease la Fig. 3b). Un ejemplo de lo ultimo es una partfcula 
que se mueve en circulo a velocidad constante sujeta 
solamente a una fuerza centrfpeta, la cual es siempre 
perpendicular a la velocidad tangencial. 

El mismo analisis rige para la accion de una torca, como 
se muestra en la figura 4. En este caso, r = AL/A t, y AL 
debe ser paralelo a r. Una vez mas resolvemos a r en dos 
componentes, Tj, paralelo a L y r x perpendicular a L. La 
componente de r paralela a L cambia de magnitud al 
fmpetu angular, pero no de direccion (Fig. 4a). La com- 
ponente de t perpendicular a L da un incremento AL X 
perpendicular a L, que cambia la direccion de L pero no 
su magnitud (Fig. 4 b). Esta ultima condicion es responsa- 
ble del movimiento de los trompos y de los giroscopios, 
como veremos en la seccion 13-5. Al comparar las figuras 


3 y 4 podemos ver las semejanzas entre la dinamica de 
rotacion y la dinamica de traslacion. 

Una comparacion adicional entre los fenomenos lineal 
y de rotacion es que no se efectua ningun trabajo si (1) la 
fuerza actua en angulo recto con el fmpetu lineal (Fig. 3b), 
o (2) la torca actua en angulo recto con el fmpetu angular 
(Fig. 4b). En cada caso, el agente extemo no provoca 
un cambio en la energfa cinetica, y el movimiento conti- 
nua con la misma velocidad lineal o de rotacion. 

En la figura 5 se muestra un ejemplo de la aplicacion 
de la ecuacion 8 a la dinamica de la rotacion. En la 
figura 5a, un extremo del eje de una rueda de bicicleta que 
esta girando descansa libremente sobre un poste, y el otro 
extremo esta detenido por la mano de un estudiante. El 
estudiante empuja tangencialmente a la rueda en la Uanta, 
con objeto de hacer que gire mas rapidamente. Conside- 
rada con respecto al centro de la rueda, la torca ejercida 
por el estudiante es paralela al fmpetu angular de la rueda, 
apuntando ambos vectores (ry L) hacia el estudiante. El 
resultado de esta torca es un aumento en el fmpetu angular 
de la rueda. En la figura 5b, el estudiante ha soltado un 
soporte del eje. Consideremos ahora las torcas respecto al 
punto de soporte que permanece. Existen dos fuerzas que 
actuan, una fuerza normal al punto de soporte, que no 
produce ninguna torca respecto a ese punto, y el peso de 
la rueda que actua hacia abajo en el centro de masa. La 
torca respecto al punto O debido al peso es perpendicular 
a L, y su efecto es, por lo tanto, un cambio en la direccion 
de L, como en la figura 4b. Sin embargo, puesto que la 
direccion de L es tambien la direccion del eje,* el efecto 


* Esto se cumple solo si el eje de rotacion es tambien un eje de 
simetrfa del cuerpo; vease la seccion 13-3. 
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Figura 5 (a) Una fuerza tangencial f en la llanta de la rueda 
proporciona una torca t (respecto al centro de la rueda) a lo 
largo del eje de rotacion, aumentando la magnitud de la 
velocidad angular de la rueda pero dejando a su direccion sin 
alterar. (b) Cuando el extremo del eje se libera, la torca de la 
gravitacion respecto al punto O apunta hacia el papel, esto es, 
perpendicularmente al eje de rotacion, como en la figura 4b. 
Esta torca cambia la direccion del eje de rotacion, y el eje de 
la rueda se mueve en el piano horizontal hacia la posicion 
mostrada por la lfnea punteada. 


de la fuerza de la gravedad (hacia abajo) es girar al eje 
hacia un lado. La rueda pivoteara lateralmente respecto al 
punto de soporte. jEnsayelo! (Si usted no tiene a la mano 
una rueda de bicicleta montada libremente, un giroscopio 
de juguete funciona de la misma manera.) 

Como la hemos derivado, la ecuacion 8 se cumple 
cuando ry L se miden con respecto al origen de un 
marco de referencia inercial. Bien podrfamos preguntar- 
nos si se cumple todavfa cuando medimos a estos dos 
vectores con respecto a un punto arbitrario (digamos, una 
partfcula determinada) del sistema en movimiento. En 
general, tal punto se moverfa de manera complicada si el 
cuerpo o sistema de partfculas se trasladara, se volteara y 
cambiara su configuracion, y la ecuacion 8 no se aplicarfa 
a tal punto de referencia. Sin embargo, si se elige que el 
punto de referencia sea el centro de masa del sistema, aun 
cuando este punto pudiera estar acelerando en nuestro 
marco de referencia inercial, entonces la ecuacion 8 sf se 
cumple. (Vease el problema 8.) Esta es otra notable pro- 
piedad del centro de masa. Entonces podemos separar el 
movimiento general de un sistema de partfculas en el mo¬ 
vimiento de traslacion de su centro de masa (Ec. 27 del 
capitulo 9) y un movimiento de rotacion en tomo a su 
centro de masa (Ec. 8). 


13-3 IMPETU ANGULAR 

Y VELOCIDAD ANGULAR 


Para presentar casos en los que sea absolutamente nece- 
sario considerar la naturaleza vectorial de la velocidad 
angular, de la torca, y del fmpetu angular, consideraremos 
primero un ejemplo sencillo del giro de una partfcula que 
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ilustra un caso en que la velocidad angular y el fmpetu 
angular no son paralelos. 

La figura 6 a muestra una partfcula aislada de masa m 
unida a un flecha rfgida, sin masa por un brazo rigido, sin 
masa, de longitud r' perpendicular a la flecha. La partfcula 
se mueve en un cfrculo de radio r', y suponemos que lo 
hace con una velocidad constante v. Imaginemos que este 
experimento tiene lugar en una region de gravedad des- 
preciable, de modo que no necesitemos considerar la fuer¬ 
za de la gravedad que actua sobre la partfcula. La unica 
fuerza que actua sobre la partfcula es la fuerza centrfpeta 
ejercida por el brazo que une a la partfcula con la flecha. 

La flecha se halla confinada al eje z por dos chumaceras 
delgadas ideales (sin friccion). Hagamos que la chuma- 
cera inferior defina al origen O de nuestro sistema de 
coordenadas. La chumacera superior, como veremos, es 
necesaria para impedir que la flecha se tambalee con 
respecto al eje z, lo cual sucede cuando la velocidad 
angular no es paralela al fmpetu angular. 

La velocidad angular co de la partfcula apunta hacia 
arriba a lo largo del eje z (o, de manera equivalente, 
paralelo a el) el eje z, como se muestra en la figura 6b. 
Esto es consistente con la relacion vectorial v = co x r (Ec. 
16 del capitulo 11). No importa donde se elija el origen a 
lo largo del eje z, el vector de la velocidad angular sera 
paralelo al eje. Su magnitud es, de manera similar, inde- 
pendiente de la ubicacion del origen, siendo (a partir del 
producto cruz) v/(r sen 0) = v/r'. 

El fmpetu angular 1 de la partfcula con respecto al origen 
O del marco de referencia esta dado por la ecuacion 1, o 
sea, 

1 = r x p, 

donde r y p (= m\) se muestran en la figura 6b. El vector 
1 es perpendicular al piano formado por r y p, lo que 
significa que 1 no es paralelo a co. Notese (y vease la 
Fig. 6c) que 1 tiene una componente (vector) lz que es 
paralela a co, pero tiene otra componente (vector) l x que 
es perpendicular a co. Este es un caso en que nuestra 
analogfa entre el movimiento lineal y circular no es valida: 
p es siempre paralelo a v, pero I no siempre es paralelo a 
co. Si elegimos que nuestro origen este en el piano de la 
partfcula que describe el cfrculo, entonces 1 es paralelo a 
co; de otro modo, no lo sera. 

Consideremos ahora la relacion entre lz y co para la 
partfcula que esta girando. De la figura 6c, en la que hemos 
trasladado a I al centro del cfrculo, obtenemos 

4 = / sen 9 = r(mv) sen 6 = r(mr'co) sen Q, 

usando v = r'o. Sustituyendo por r' (el radio del cfrculo 
en el que se mueve la partfcula) al producto r sen 0nos da 

4 = mr' 2 co. ( 9 ) 
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Figura 6 (a) Una particula de raasa m esta unida por medio de un brazo de longitud r' a 
una flecha fijada por dos chumaceras (en O y A) para girar en torno al eje z. (b) La particula 
gira a velocidad tangencial v en un circulo de radio r'alrededor del eje z (se omiten las 
barras y las chumaceras para simplificar la ilustracion). Se muestra el impetu angular 
1 = r x p con respecto al origen O. ( c) Para que la particula se mueva en circulo, debera 
haber una fuerza centripeta F que actue como se muestra, dando por resultado una torca r 
respecto a O. Por conveniencia, el vector 1 del momento angular y sus componentes a lo 
largo y perpendiculares a z se muestran en el centro del circulo. 




Ahora mr' 2 es la inercia de rotacion I de la particula con 
respecto al eje z. Entonces 

4 = la). (10) 

Notese que la relacion vectorial 1 = Ico (que es analoga a 
la relacion lineal p = m\) no es correcta en este caso, 
porque I y co no apuntan en la misma direccion. 

^En que circunstancias apuntaran en la misma direccion 
el impetu y la velocidad angular? Para ilustrarlo, anadire- 
mos otra particula de la misma masa m al sistema, como 
se muestra en la figura 7, por medio de otro brazo unido 
a la flecha central de la figura 6a en el mismo sitio que el 
primer brazo pero apuntando en la direccion opuesta. La 
componente debida a esta segunda particula sera igual 
y opuesta a la de la primera particula, y los dos vectores 
I ± sumaran cero. Sin embargo, los dos vectores I z apuntan 
en la misma direccion y se suman. Entonces, en este 
sistema de dos particulas el impetu angular total L es 
paralelo a co. 

Podemos ahora extender nuestro sistema a un cuerpo 
rigido, formado de muchas particulas, Si el cuerpo es 
simetrico respecto al eje de rotacion, con lo cual quere- 
mos decir que para cada elemento de masa del cuerpo 
debera haber un elemento de masa identico diametralmen- 


te opuesto al primer elemento y a la misma distancia del 
eje de rotacion, entonces el cuerpo puede ser visto como 
constituido por grupos de pares de particulas de la misma 
clase que hemos estado estudiando. Puesto que L y co son 
paralelos para todos estos pares, seran tambien paralelos 
para cuerpos rigidos que posean esta clase de simetria, que 
recibe el nombre de simetria axial. 

Para tales cuerpos rigidos simetricos L y co son parale¬ 
los y pueden ser escritos en forma vectorial 

L = Ico. (11) 

Sin embargo, no olvidemos que si L representa al impetu 
angular total, entonces la ecuacion 11 se aplica unicamen- 
te a cuerpos que sean simetricos con respecto al eje de 
rotacion. Si L representa a la componente del vector del 
impetu angular a lo largo del eje de rotacion (esto es, a 
L z ), entonces la ecuacion 11 se cumple para cualquier 
cuerpo rigido, simetrico o no, que gire con respecto a un 
eje fijo. 

En cuerpos simetricos (tales como el sistema de dos 
particulas de la figura 7), puede ser retirada la chumacera 
superior de la figura 6a, y la flecha permanecera paralela 
al eje z. Podemos verificar esto observando lo facil que es 
hacer girar sobre un eje a un objeto simetrico tal como un 
trompo o una pequeha rueda abrasiva mantenidos sola- 
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Figura 7 Dos particulas de masa m girando como en la 
figura 6, pero en los extremos opuestos de un diametro. El 
momento angular total L de las dos particulas es, en este 
caso, paralelo a la velocidad angular co. 


mente entre el pulgar y el indice de una mano. Cualquier 
pequeha asimetria del objeto requiere un segundo apoyo 
que mantenga a la flecha en una direccion fija; la chuma¬ 
cera debe ejercer una torca sobre la flecha, la cual se 
bambolea al girar el objeto, como veremos al final de esta 
seccion. Esto es particularmente serio para objetos que 
giran a altas velocidades, tales como los rotores de turbi- 
na. Aunque disenados para ser simetricos, tales rotores, 
debido a pequenos errores de colocacion de los alabes, por 
ejemplo, pueden ser ligeramente asimetricos. Pueden re- 
cuperar a la simetria por la adicion o eliminacion de metal 
en los lugares apropiados; esto se lleva a cabo haciendo 
girar a la rueda en un aparato especial de modo que el 
tambaleo pueda ser medido cuantitativamente, a la vez 
que calculada y automaticamente indicada la medida co- 
rrectiva necesaria. De manera parecida, en los rines de las 
llantas de los automoviles se colocan pesas de plomo en 
puntos estrategicos para reducir el bamboleo a altas velo¬ 
cidades. Para “balancear” una rueda de automovil, el 
mecanico busca precisamente que los vectores del impetu 
angular y de la velocidad angular de la rueda sean parale¬ 
los, reduciendo asi el esfuerzo sobre los baleros de las 
ruedas. 


Problema muestra 2 ^Cual es mayor, el impetu angular de la 
Tierra asociado con su rotacion sobre su eje o el impetu angular 
de la Tierra asociado con su movimiento orbital alrededor del 
Sol? 

Solucion Para la rotacion sobre su eje, tratamos a la Tierra 
como una esfera uniforme (/ = | Mi?|). La velocidad angular es 



Figura 8 Problema muestra 2. La Tierra gira en una orbita 
(supuesta circular) alrededor del Sol, y tambien gira 
alrededor de su eje. Los dos vectores del impetu angular no 
son paralelos, porque el eje de rotacion de la Tierra esta 
inclinado en un angulo de 23.5° con respecto a la normal al 
piano de la orbita. Las longitudes de los vectores no estan 
trazadas a escala; L orb debera ser mas grande que L rot por un 
factor de 4 x 10 6 , aproximadamente. 


co = 2njT, donde T es el periodo de rotacion (24 h = 8.64 x 10 J 
s). El impetu angular de rotacion es, entonces, 

L ro t = Lo = | MR\ — 

- *5.98 X 10“ WCTX 

= 7.05 X 10 33 kg • m 2 /s. 

Para calcular el impetu angular orbital, necesitamos la inercia 
de rotacion de la Tierra en torno a un eje que pase por el Sol. 
Para esto podemos tratar a la Tierra como una “particula”, con 
un impetu angular L = R orb p, en donde R 0Ih es el radio de la orbita 
y p es el momento lineal de la Tierra. La velocidad angular esta 
nuevamente dada por co = 2 k/T, en donde T es ahora el periodo 
orbital (1 y = 3.16 x 10 7 s). El impetu angular orbital es 

L a rb ?^orb P Rorh^V Rorb^L{(OR QT t,) AfR 2 rb) “JT 

= (5.98 X 10“ kg)( 1.50 X 10" m ) 2 3 f 6 ^jo 7 s 
= 2.67 X IO 40 kg• m 2 /s. 

El impetu angular orbital es, entonces, mucho mas grande 
que el impetu angular de rotacion. 

El vector del impetu angular orbital apunta en angulo recto 
al piano de la orbita de la Tierra (figura 8), mientras que el 
impetu angular de rotacion esta inclinado a un angulo de 23.5° 
con respecto a la normal al piano. Despreciando la lenta prece- 
sion del eje de rotacion, los dos vectores permanecen constantes 
tanto en magnitud como en direccion al moverse la Tierra en su 
orbita. 


Problema muestra 3 En el problema muestra 5 del capitulo 
12 halle la aceleracion del bloque al caer por aplicacion directa 
de la ecuacion 8 (r = dL/dt). 

Solucion Sobre el sistema que se muestra en la figura 9, que 
consiste del disco de masa M y el bloque de masa in, actuan dos 
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n 

= mv 

Figura 9 Problema muestra 3. La velocidad angular, el 
lmpetu angular, y la torca neta apuntan todos hacia afuera de 
la pagina, como lo indica el slmbolo © en O. 


fuerzas extemas, la atraccion de la gravedad (hacia abajo) mg 
que actua sobre m y la fuerza (hacia arriba) ejercida por las 
chumaceras de la flecha del disco, a la cual consideramos como 
el origen. (La tension en el cordon es una fuerza interna y no 
actua desde el exterior sobre el sistema disco + bloque.) Sola- 
mente la primera de estas fuerzas externas ejerce una torca con 
respecto al origen, y su magnitud es ( mg)R. 

El lmpetu angular del sistema respecto al origen O en cual- 
quier instante es 

L = Id) + ( mv)R, 

en donde Ico es el lmpetu angular del disco (simetrico) y ( mv)R 
es el lmpetu angular (= lmpetu lineal * brazo del momento) del 
cuerpo que cae con respecto al origen. Estas dos contribuciones 
a L apuntan ambas en la misma direccion, es decir, perpendi- 
cularmente hacia afuera del piano de la figura 9. 

Aplicando r = dL/dt (en forma escalar) nos da 

( mg)R = ^ (Ico + mvR) 

-'(fMf) 

= la + mRa. 

Puesto que a = aR e / = \MR 2 , esto se reduce a 
mgR = QMR 2 )(a/R) + mRa 

o sea 

_ 2mg 
° M4-2m' 

Este resultado es identico al resultado del problema muestra 5 
del capitulo 12._ 


La torca sobre una particula que se mueve en una 
trayectoria circular (Opcional) 

El quizas inesperado resultado de que 1 y co no sean paralelos 
en el caso simple mostrado en la figura 6 puede causar cierta 
preocupacion. Sin embargo, este resultado es consistente con la 



Figura 10 (a) Una vista bidimensional del piano de la 
particula de la figura 6, que esta girando. La componente z 
del lmpetu angular apunta hacia afuera del papel. ( b) Cuando 
la particula gira a traves de un angulo d<p, la componente l x 
del vector en el piano cambia en dl. Notese que di es paralelo 
a r. 


relacion general r = dl/dt para la torca que actua sobre una 
particula aislada. El vector 1 esta cambiando con el tiempo al 
moverse la particula; el cambio es totalmente en direccion y no 
en magnitud. Al girar la particula, l 2 permanece constante tan- 
to en magnitud como en direccion, pero l x cambia su direccion. 
Este cambio de l x debe surgir de la aplicacion de una torca. 
^Cual es la fuente de esta torca? 

Para que la particula se mueva en clrculo debera actuar 
una fuerza centrlpeta, como en la figura 6c, proporcionada 
por el brazo de soporte que une a la particula con la flecha. 
(Hemos despreciado otras fuerzas externas, como la gravedad.) 
La unica torca con respecto a O es proporcionada por F y esta 
dada por 

T = r X F. 

La torca res tangente al clrculo (perpendicular al piano forma- 
do por r y F) y tiene la direccion mostrada en la figura 6c, como 
puede usted verificarlo por la regia de la mano derecha. 

Demostremos que esta torca satisface la forma de la rotacion 
de la segunda ley de Newton, r = dl/dt. La figura 10<a muestra 
una vista bidimensional de la particula al girar, viendo hacia 
abajo a lo largo del eje z sobre el piano xy. Al moverse la 
particula en un pequeno angulo dip = co dt (Fig. 106), el vector 
l x cambia en el pequeno incremento dl. Usted puede ver en la 
figura 106 que dl sera siempre paralelo a t, y as! las direcciones 
de dl y de r son consistentes con t = dl/dt. Podemos tambien 
demostrar que las magnitudes concuerdan. La torca con respec¬ 
to a O es, refiriendonos de nuevo a la figura 6c, 

T — rF sen(^7r + 6) = rF cos 8. 

En este caso, F es la fuerza centrlpeta y tiene una magnitud F = 
mu 2 '/f' = mo) 2 r', donde r' es el radio de la trayectoria circular (r' 
= r sen 0). Entonces 

r = mco 2 r 2 sen 8 cos 8. (12) 

De la figura 106, dl = l x dd = l L co dt, donde obtenemos que 




Figura 11 Un sistema de dos partlculas girando, similar a 
la figura 7, pero con el eje de rotacion formando un angulo (3 
con la barra de union. El vector L del lmpetu angular gira 
con el sistema, como tambien las fuerzas F y -F ejercidas por 
las chumaceras. 


Con / = m vr, entonces / x = m vr cos 6. La velocidad tangencial 
v es cor' = cor sen 8, de modo que 


y 


/ x = moor 2 sen 8 cos 8 


— = a >/ x = mco 2 r 2 sen 8 cos 8. (13) 

dt 


Comparando las ecuaciones 12 y 13, vemos que t= dl/dt, como 
se esperaba. 


Cuerpos simetricos y cuerpos asimetricos 

^En que difiere la situacion entre cuerpos simetricos y asime¬ 
tricos que esten girando? Supongamos que la barra que une a 
las dos partlculas en el cuerpo simetrico de la figura 7 estuviese 
inclinada en un angulo arbitrario (3 con respecto a la flecha 
central. La figura 11 muestra a la barra de union, que, junto con 
la flecha y las dos chumaceras (que se suponen sin friccion) 
mantiene al eje a lo largo del eje z. La flecha gira con una 
velocidad angular constante co en tomo a este eje, apuntando 
entonces el vector co a lo largo de este eje. La experiencia nos 
dice que tal sistema esta “desbalanceado” o “colgado hacia un 
lado” y que, si la barra de union no estuviera rlgidamente unida 
a la flecha vertical cerca de O, tenderla a moverse hasta que el 
angulo (3 se convirtiera en 90°, en cuya posicion el sistema serfa 
entonces simetrico con respecto a la flecha. 

En el instante mostrado en la figura 11, la particula superior 
se mueve hacia adentro de la pagina en angulo recto, y la 
particula inferior se mueve hacia afuera de la pagina en angulo 
recto tambien. Los vectores del impetu lineal de las dos parti- 
culas son, por lo tanto, iguales pero opuestos, como tambien lo 
son sus vectores de posicion con respecto a O. De aqui que, por 
aplicacion de la regia de la mano derecha en r x p, hallamos 
que 1 es el mismo para cada particula y que su suma, el vector 
del impetu angular total L del sistema, esta, como se muestra 
en la figura, formando angulo recto con la barra de union y esta 
en el piano de la pagina. Por lo tanto, L y co no son paralelos 
en ese instante. Al girar el sistema, el vector del impetu angular, 


si bien de magnitud constante, gira alrededor del eje de rotacion 
fijo. 

La rotacion de L alrededor del eje fijo de la figura 11 es per- 
fectamente consistente con la relacion fundamental T= dL/dt. 
La torca externa de todo el sistema proviene de las fuerzas 
laterales desbalanceadas ejercidas por las chumaceras sobre la 
flecha y transmitidas por la flecha a la barra de union. En el 
instante mostrado en la figura, la particula superior tendera 
a moverse hacia afuera a la derecha. La flecha seria jalada hacia 
la derecha contra la chumacera superior, la que a su vez ejerce 
una fuerza F sobre la flecha que apunta a la izquierda. De igual 
manera, la particula inferior tiende a moverse hacia afuera a la 
izquierda. La flecha seria jalada a la izquierda contra la chuma¬ 
cera inferior, la que a su vez ejerce una fuerza -F sobre la flecha 
que apunta a la derecha. La torca t con respecto a O que 
resulta de estas fuerzas apunta perpendicularmente hacia afuera 
de la pagina, formando en angulo recto con el piano formado 
por L y co, y en la direccion correcta para responder al movi- 
miento de rotacion de L. (Comparese con la Fig. 106, en la que 
r era paralelo a dl pero perpendicular a 1.) Observese que, a 
causa de que res perpendicular a co, no efectua trabajo y, por 
lo tanto, no cambia la energia cinetica del sistema que esta 
girando. En ausencia de friccion, el sistema giraria a perpetui- 
dad. La friccion en las chumaceras daria lugar a una torca 
dirigida a lo largo de la flecha (paralela a co), la cual efectuarla 
un trabajo sobre el sistema y cambiaria su energia cinetica. 

Las fuerzas F y -F estan en el piano de la figura 11 en el 
instante mostrado. Al girar el sistema, estas fuerzas, y por lo 
tanto la torca r, giran con el, de modo que t permanece siempre 
en angulo recto al piano formado por co y L. Las fuerzas de 
rotacion F y -F causan un bamboleo en las chumaceras superior 
e inferior. Las chumaceras y sus soportes deben ser lo suficien- 
temente fuertes como para proporcionar estas fuerzas. En un 
cuerpo simetrico que este girando no existe un bamboleo en las 
chumaceras, y la flecha gira suavemente. ■ 


13-4 CONSERVATION DEL iMPETU 
ANGULAR 


En la ecuacion 8, hallamos que la razon de cambio en el 
tiempo del impetu angular total de un sistema de particu- 
las respecto a un punto fijo en un marco de referencia 
inercial (o con respecto al centro de masa) es igual a la 
torca externa neta que actua sobre el sistema, esto es, 


2 ©x, 


dh 

dt ‘ 


( 8 ) 


Si no actua ninguna torca externa neta sobre el sistema, 
entonces el impetu angular del sistema no cambia con el 
tiempo: 

= 0 obien L = una constante. (14) 
dt 

La ecuacion 14 es el postulado matematico del principio 
de conservation del impetu angular. 


Cuando la torca externa neta que actua sobre un 
sistema sea cero, el vector del impetu angular total del 
sistema permanece constante. 
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Esta es la tercera de las leyes de conservacion mas impor- 
tantes que hemos estudiado. Junto con la conservacion de 
la energia y el impetu lineal, la conservacion del impetu 
angular es un resultado general valido para una amplia 
gama de sistemas. Es valido tanto en el limite relativista 
como en el limite cuantico y hasta ahora, no se ha encon- 
trado ninguna excepcion alguna. 

A1 igual que la conservacion del impetu lineal en un 
sistema en el cual no actue ninguna fuerza externa neta, 
la conservacion del impetu angular se aplica al impetu 
angular total de un sistema de particulas en el que no actue 
ninguna torca externa neta. El impetu angular de particu¬ 
las individuales de un sistema puede cambiar (del mismo 
modo en que puede cambiar el impetu lineal de cada 
particula en una colision), pero el total permanece cons- 
tante. 

El impetu angular es (como el impetu lineal) una can- 
tidad vectorial de modo que la ecuacion 14 es equivalente 
a tres ecuaciones escalares, una para cada direccion de 
coordenadas que pase por el punto de referencia. La 
conservacion del impetu angular nos proporciona, por lo 
tanto, tres condiciones del movimiento de un sistema al 
cual se aplique. Cualquier componente del impetu angular 
sera constante si la componente correspondiente de la 
torca es cero; pudiera darse el caso de que solo una de las 
tres componentes de la torca sea cero, lo cual significaria 
que solo sera constante una componente del impetu angu¬ 
lar, cambiando las otras componentes como lo determinen 
las componentes de la torca correspondientes. 

Para un sistema que consista en un cuerpo rigido que 
gire alrededor de un eje (digamos, el eje z) que este fijo 
en un marco de referencia inercial, tenemos que 

L z = Ico, (15) 

donde L z es la componente (escalar) del impetu angular a 
lo largo del eje de rotacion e /es la inercia de rotacion para 
este mismo eje. Es posible que la inercia de rotacion 7 de 
un cuerpo que gira cambie (desde q hasta 7 f ) mediante un 
reacomodo de sus partes. Si no actua ninguna torca exter¬ 
na neta, entonces L z debe permanecer constante y, si 7 
cambia, deberia existir un cambio compensatorio en co 
desde co i hasta co ( . En este caso, el principio de conserva¬ 
cion del impetu angular se expresa asi: 

TiCUj = If a> { = una constante. (16) 

La ecuacion 16 es valida no solo para la rotacion con 
respecto a un eje fijo sino tambien para la rotacion alre¬ 
dedor de un eje que pase por el centro de masa de un 
sistema que se mueva, de modo que el eje permanezca 
siempre paralelo a si mismo (vease la explicacion al 
comienzo de la Sec. 12-6). 

La conservacion del impetu angular es un principio que 
regula una amplia variedad de procesos fisicos, desde el 
mundo subatomico (vease la Sec. 13-6) hasta el movi¬ 
miento de los acrobatas, los clavadistas, los bailarines de 


ballet, la contraccion de las estrellas a las que se les haya 
acabado el combustible, y la condensacion de las galaxias. 
Los siguientes ejemplos muestran alguna de estas aplica- 
ciones. 


El giro de una patinadora 

Una patinadora sobre hielo, al girar, pega sus brazos al 
cuerpo para girar mas rapidamente y los extiende para 
girar mas despacio. Al hacerlo, no hace sino aplicar la 
ecuacion 16. En la figura 12 se ilustra otra aplicacion de 
este principio, mostrando a un estudiante sentado sobre 
un banquillo que puede girar libremente en tomo a un eje 
vertical. Hagamos que el estudiante extienda sus brazos 
sosteniendo a las pesas, y que gire con una velocidad 
angular co v En la figura, el vector L de su impetu angular 
yace a lo largo del eje vertical. 

El sistema, que consta de estudiante + banquillo + 
pesas, es un sistema aislado sobre el cual no actua ninguna 
torca vertical externa. Por lo tanto, la componente vertical 
del impetu angular debe conservarse. 

Cuando el estudiante pega sus brazos (y las pesas) hacia 
el cuerpo, la inercia de rotacion de su sistema se reduce 
desde su valor inicial l t hasta un valor mas pequeno 7 f , 
porque las pesas estan ahora mas cerca del eje de rotacion. 
Su velocidad angular final, segun la ecuacion 16, es co f = 
co,(IJI t ), la cual es mas grande que su velocidad angular 
inicial (porque 7 f < 7,), y el estudiante gira mas rapidamen¬ 
te. Para disminuir su velocidad solo necesita extender sus 
brazos otra vez. 

^Cambia la energia cinetica del sistema? De ser asi, 
^cual es la fuente del trabajo que hace cambiar a la energia 
cinetica? 


La clavadista en el trampolin* 

La figura 13a muestra a una clavadista abandonando el 
trampolin. Al saltar, se empuja a si misma ligeramente 
hacia adelante, de modo que adquiera una velocidad de 
rotacion pequeha, justo la suficiente para llevarla de ca- 
beza hacia el agua al tiempo que su cuerpo gira en una 
media vuelta durante el arco. 

Mientras esta en el aire, no actuan sobre ella torcas 
extemas que cambien su impetu angular con respecto a su 
centro de masa. (La unica fuerza externa, la gravedad, 
actua a traves de su centro de masa y, por lo tanto, no 
produce una torca con respecto a ese punto. Despreciamos 


* Vease “The Mechanics of Swimming and Diving”, por R. L. 
Page, The Physics Teacher, febrero de 1976, pag. 72; “The 
Physics of Somersaulting and Twisting”, por Cliff Frohlich, 
Scientific American, marzo de 1980, pag. 155. 



Figura 12 (a) En esta configuracion, el sistema (estudiante 
+ pesas) tiene una inercia de rotacion mas grande y una 
velocidad angular mas pequena. ( b ) Aqui el estudiante ha 
llevado a las pesas hacia adentro, dando una inercia de 
rotacion mas pequena, y por lo tanto, una velocidad angular 
mas grande. El impetu angular L tiene el mismo valor en 
ainbas situaciones. 


la resistencia del aire, que podria producir una torca neta 
y cambiar su impetu angular.) Cuando ella impulsa su 
cuerpo hacia la position de escuadra , disminuye su iner¬ 
cia de rotacion y, por lo tanto, de acuerdo con la ecuacion 
16, su velocidad angular debe aumentar. El aumento en la 
velocidad angular le permite completar 1| vueltas, si bien 
ella habia completado previamente solo media vuelta 
(Fig. 13b). Al final del clavado, vuelve a la position 
normal de caida y disminuye su velocidad angular para 
entrar en el agua. 


El giro de una rueda de bicicleta 

La figura 14a muestra a una estudiante sentada sobre un 
banquillo que esta libre de girar en tomo a un eje vertical. 
La estudiante sostiene una rueda de bicicleta que ha sido 
puesta a girar. Cuando la estudiante le da vuelta a la rueda, 
el banquillo comienza a girar (Fig. 14b). 

No actua ninguna torca vertical sobre el sistema que 
consiste en estudiante + banquillo + rueda, y por lo tanto 
la componente vertical del impetu angular total del siste¬ 
ma debe permanecer constante. Inicialmente, la rueda esta 
girando con un impetu angular L hacia arriba, que es el 
total del sistema. Cuando la rueda se voltea, la componen¬ 
te vertical del impetu angular de la rueda es ahora -L„ pero 
la componente vertical del impetu angular total debe 
permanecer constante en +L i . La estudiante + el banquillo 
deben por lo tanto adquirir un impetu angular de L‘ = +2L j5 
de modo que el impetu angular final de +2 L s -L. perma¬ 
nece igual al impetu angular inicial. Si I s es la inercia de 
rotacion de la estudiante + el banquillo, la velocidad 
de rotacion sera co = 2LJI S . 




Figura 13 (a) Una clavadista abandona el trampolin de 
manera tal que este le imparte un impetu angular L. Ella gira 
con respecto a su centro de masa (indicado por el punto 
grueso) una media vuelta, mientras que el centro de masa 
sigue una trayectoria parabolica. (b) Al entrar a la posicion de 
escuadra, reduce su inercia de rotacion y, por lo tanto, 
aumenta su velocidad angular, permitiendole dar 1± vueltas. 
Las fuerzas externas y las torcas sobre ella son las mismas en 
(a) y en ( b ), como lo indica el valor constante del impetu 
angular L. 


Podemos tambien considerar esta situacion desde el 
punto de vista de dos sistemas por separado, siendo uno 
la rueda y el otro la estudiante + el banquillo. Ninguno de 
estos sistemas esta ahora aislado: la mano de la estudiante 
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Figura 14 (a) Una estudiante sostiene una rueda de 
bicicleta que esta girando. El impetu angular total del sistema 
es L,. ( b ) Cuando la rueda de bicicleta es invertida, la 
estudiante comienza a girar. (c) El impetu angular final total 
debe ser igual al impetu angular inicial. 


constituye una union entre ellos. Cuando la estudiante 
intenta voltear la rueda, debe aplicar una torca para cam- 
biar el impetu angular de la rueda. La fuerza que ella ejerce 
sobre la rueda para producir esa torca es regresada por la 
rueda como una fuerza de reaccion sobre ella, segun la 
tercera ley de Newton. Esta fuerza externa sobre el siste¬ 
ma estudiante + banquillo causa que ese sistema gire. 
Desde este punto de vista la estudiante ejerce una torca 
externa sobre la rueda para cambiar su impetu angular, 
mientras que la rueda ejerce una torca sobre la estudiante 
para cambiar su impetu angular. Si consideramos al siste¬ 
ma completo consistente en estudiante + banquillo + 
rueda, como hicimos antes, esta torca es una torca interna 
que no ha sido incluida en nuestros calculos. El hecho de 
que consideremos a la torca como interna o como externa 
depende de como definamos a nuestro sistema. 

La estabilidad de los objetos que giran 

Consideremos una vez mas la figura 3b. Un objeto que se 
mueva con un impetu lineal p = Mv tiene una estabilidad 
directional ; una fuerza de desviacion proporciona el im- 
pulso correspondiente a un incremento lateral del impetu 
APi y, como resultado, la direccion del movimiento cam- 
bia segun un angulo 6 = tan" 1 (A pjp). Cuanto mas grande 
sea el impetu p, mas pequeiio sera el angulo 6. La misma 


fuerza de desviacion es menos eficaz en desviar un objeto 
con un impetu lineal grande que en desviar un objeto con 
un impetu lineal pequeno. 

El impetu angular proporciona a un objeto una estabi¬ 
lidad de orientation de manera muy similar. Un objeto en 
rotacion tiene un cierto impetu angular L. Una torca r 
perpendicular a L cambia la direccion de L y, por lo tanto, 
la direccion del eje de rotacion, en un angulo d = tan 1 
(ALJL). Una vez mas, cuanto mas grande sea el impetu 
angular L, menor posibilidad tendra una torca dada para 
cambiar la direccion del eje del objeto en rotacion. 

Cuando le damos a un objeto un impetu angular de 
rotacion respecto a un eje de simetria, en efecto, estabili- 
zamos su orientacion y hacemos mas dificil que las fuer- 
zas extemas cambien su orientacion. Existen muchos 
ejemplos comunes de este efecto. Una bicicleta sin ocu- 
pante a la que se le imprima un ligero empujon puede 
permanecer en posicion vertical durante una distancia mas 
larga de lo que pudieramos esperar. En este caso es el 
impetu angular de las ruedas al girar el que proporciona 
la estabilidad. Las protuberancias y curvas pequenas del 
camino, que de otro modo derribarian o desviarian a un 
objeto que no estuviese girando, equilibrado en una base 
tan angosta como una llanta de bicicleta, tendran menos 
efecto en este caso debido a la tendencia del impetu 
angular de las ruedas a fijar su orientacion.* 

Una pelota de futbol americano es lanzada para un pase 
largo hacia el frente de modo que gire en tomo a un eje 
que es aproximadamente paralelo a su velocidad de tras- 
lacion. Esto estabiliza la orientacion de la pelota de futbol 
e impide que se bambolee, lo cual hace posible lanzarla 
con mayor precision y atraparla mas eficazmente. Tam- 
bien mantiene el perfil mas pequeno de la pelota en la 
direccion hacia adelante, minimizando la resistencia del 
aire y aumentando el alcance. 

Es importante estabilizar la orientacion de un satelite, 
en particular si este utiliza sus impulsos para llegar a una 
posicion orbital especifica (Fig. 15). La orientacion pu- 
diera cambiar, por ejemplo, por la friccion de una atmos- 
fera residual enrarecida en altitudes orbitales, por el viento 
solar (un haz de particulas cargadas proveniente del Sol), 
o por los impactos con pequenos meteoroides. Para redu- 
cir los efectos de tales encuentros, se hace que el artefacto 
gire en tomo a un eje, estabilizando, por lo tanto, su 
orientacion. 

El colapso de las estrellas 

La mayoria de las estrellas giran, como lo hace nuestro 
Sol. Nuestro astro rey gira una vez alrededor de su eje cada 


* Vease “The Stability of the Bicycle”, por David E. H. Jones, 
Physics Today, abril de 1970, pag. 34. 



Figura 15 El satelite Morelos-D, un satelite de 
comunicaciones de Mexico, desde el compartimiento de 
carga del taxi espacial el 17 de noviembre de 1985. Se hace 
que el satelite gire alrededor de su eje central (el eje vertical 
en esta foto) para estabilizar su orientacion en el espacio 
mientras viaja hacia su orbita de geosincronismo. 


mes, aproximadamente. (El Sol es una bola de gas y no 
gira realmente como un cuerpo rigido; las regiones cerca- 
nas a los polos tienen un periodo de rotacion de unos 37 
dias, mientras que el ecuador gira una vez cada 26 dias.) 
El Sol no llega al colapso a causa de su presion de 
radiation, en esencia, el efecto del impulso de las coli- 
siones de la radiacion emergente contra los atomos del 
Sol. Cuando el combustible nuclear del Sol se haya con- 
sumido, la presion de radiacion desaparecera, y el Sol 
comenzara colapsarse, aumentando su densidad en for¬ 
ma correspondiente. En algun punto la densidad sera tan 
grande que los atomos simplemente no podran aglutinarse 
mas, y el colapso quedara detenido. 

Sin embargo, en las estrellas con una masa de 1.4 veces 
mayor que la del Sol la fuerza de la gravedad es tan fuerte 
que los atomos no pueden impedir que continue el colap¬ 
so. En efecto, los atomos se aplastan por la accion de la 
gravedad, y el colapso continua hasta que los nucleos se 
tocan entre si. La estrella se convierte realmente en un 
nucleo atomico gigante, y recibe el nombre de estrella 
neutronica. El radio de una estrella neutronica de alrede¬ 
dor 1.5 veces la masa solar es de 11 km. 

Supongamos que la estrella comenzo a colapsarse igual 
que nuestro Sol, girando una vez cada mes. Las fuerzas 
durante el colapso son claramente fuerzas intemas, que no 
pueden cambiar el impetu angular. La velocidad angular 


final, por lo tanto, se relaciona con la velocidad angular 
inicial por la ecuacion 16: a) f = (o. ( IJI f ). La razon de 
las inercias de rotacion sera la misma que la razon de los 
cuadrados de los radios: IJI { = rj/rj. Si el radio inicial 
fuese aproximadamente igual al del Sol (alrededor de 7 x 
10 5 km), entonces 

IJIf = r\/r\ = (7 X 10 5 km) 2 /( 11 km) 2 = 4 X 10 9 . 

Esto es, su velocidad de rotacion va desde una vez por mes 
hasta 4 x 10 9 veces por mes, ja mas de 1000 revoluciones 
por segundo! 

Las estrellas neutronica pueden ser observadas desde la 
Tierra, porque (de nuevo al igual que el Sol) tienen cam- 
pos magneticos que atrapan electrones y, al girar la estre¬ 
lla, los electrones se aceleran a velocidades tangenciales 
muy elevadas. Estos electrones acelerados emiten una 
radiacion, que vemos desde la Tierra como si fuera un faro 
reflector mientras la estrella gira. Estos vivos impulsos de 
radiacion son la causa de que estas estrellas neutronicas 
en rotacion reciban el nombre de pulsar es. En la figura 16 
se muestra un ejemplo de la radiacion emitida por un 
pulsar. 

La conservacion del impetu angular se aplica a una 
amplia variedad de fenomenos astrofisicos. La rotacion 
de nuestra galaxia, por ejemplo, es el resultado de una 
rotacion inicial mucho mas lenta de la nube gasosa de la 
cual se condenso la galaxia; la rotacion del Sol y las 
orbitas de los planetas quedaron determinadas por la 
rotacion original del material con que se formo nuestro 
Sistema solar. 


Problema muestra 4 Un astronauta de 120 kg, que lleva a 
cabo una “caminata espacial”, esta atado a una nave espacial 
por medio de una cuerda totalmente extendida de 180 m de 
longitud. Una operacion no intencional del paquete propulsor 
provoca que el astronauta adquiera una pequena velocidad 
tangencial de 2.5 m/s. Para regresar a la nave, el astronauta 
comienza a jalarse a lo largo de la cuerda a razon lenta y 
constante. ^Con que fuerza debera jalar el astronauta hasta las 
distancias de ( a ) 50 m y (b) 5 m de la nave? ^Cual sera la 
velocidad tangencial del astronauta en estos puntos? 

Solucion No actuan torcas externas sobre el astronauta, de 
modo que se cumple la conservacion del impetu angular. Esto 
es, el impetu angular inicial del astronauta con relacion a la nave 
espacial como origen (Mu/) cuando comienza a jalar de la 
cuerda, debe ser igual al impetu angular ( Mvr) en cualquier 
punto del movimiento. Asi, 

Mvr = Mv,r i 



La fuerza centripeta en cualquier etapa esta dada por 
_ Mv 2 Mv\r\ 







Intensidad 
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Tiempo, intervalos de 1 s. 


Figura 16 Las pulsaciones 
electromagneticas recibidas en la Tierra 
desde una estrella neutronica que gira 
rapidamente. Las flechas verticales 
indican pulsaciones demasiado debiles 
como para ser detectadas. El intervalo 
entre pulsaciones es notablemente 
constante, siendo igual a 1.187,911,164 s. 


Inicialmente, la fuerza centripeta requerida es de 

= (120 kg)(2.5 m/sf _ 2 N (about j lb) 

180 m 

(a) Cuando el astronauts este a 50 m de la nave, la velocidad 
tangencial es 


(2.Sm/sX180m)_ 
50 m 


y la fuerza centripeta es 

p = (120 kg)(2.5 m/s) 2 ( 180 m£ _ m N (alrededor de 44 lb). 

(50 m) 3 

(fc) A5m de la nave, la velocidad sube en un factor de 10 
a 90 m/s, mientras que la fuerza aumenta en un factor de 10 3 a 
1.94 x 10 5 N, o j alrededor de 22 tons! Esta claro que el astro- 
nauta no puede ejercer tal fuerza para regresar a la nave. Incluso 
si el astronauts fuera arrastrado hacia la nave por medio de un 
malacate desde el interior de la nave, la cuerda no podri'a 
soportar una tension tan grande; en algun punto se romperia y 
el astronauta saldria disparado hacia el espacio con la velocidad 
tangencial que tuviera en el momento de romperse la cuerda. 
Conclusion: Los astronautas que caminen por el espacio deben 
evitar adquirir una velocidad tangencial. ^Que podri'a hacer el 
astronauta para regresar con seguridad a la nave? 


Problema muestra 5 Una tomamesa que consta de un disco 
de 125 g de masa y un radio de 7.2 cm gira a una velocidad 
angular de 0.84 rev/s en tomo a un eje vertical (Fig. 17a). De 
repente, se deja caer un disco identico, que inicialmente no 
estaba girando, sobre el primero. La friccion entre los dos discos 
causa que eventualmente giren a la misma velocidad. Sobre 
estos dos, se deja luego caer un tercer disco identico, que 
inicialmente no estaba girando, siguiendo los tres en giro juntos 
(Fig. 17 b). (a) ^Cual es la velocidad angular de rotacion de la 
combinacion? ( b ) ^Cuanta energia cinetica de rotacion se pierde 
debido a la friccion? (c) Un motor que impulse al primer disco 
debe restituir la velocidad angular de la combinacion a su valor 
original en una revolucion. ^Que torca constante debera ejercer 
el motor? 

Soiucion (a) Este problema es el analogo de rotacion de la 
colision completamente inelastica. No existe una torca vertical 
neta, de modo que la componente vertical del impetu angular es 
constante. La fuerza de friccion entre los discos es una fuerza 
interna, la cual no puede cambiar el impetu angular. Entonces 
se aplica la ecuacion 16, y podemos escribir: 

1,0), = If (Of 
(Df= (O-ilJIf). 


Sin hacer ningun calculo detallado, sabemos que la inercia 
de rotacion de tres discos identicos en torno a su eje comun 
sera tres veces la inercia de rotacion de un solo disco. Entonces, 

W = \ y 

(Of = (0.84 rev/sXi) = 0.28 rev/s. 

( b ) La inercia de rotacion de un disco con respecto a su eje es 
i MR j, asi que, para cada disco, 

/ = K0.125 kg)(0.072 m) 2 = 3.24 X KT 4 kg-m 2 . 

La energia cinetica de rotacion inicial es 

K, = j la )f 

= 4(3.24 X 1(T 4 kg - m 2 )(27T rad/rev X 0.84 rev/s) 2 
= 4.51 X 1(T 3 J. 

Podemos seguir un procedimiento mas rapido calculando la 
energia cinetica final, porque sabemos que la inercia de rotacion 
final sube en un factor de 3, mientras que la velocidad an¬ 
gular final baja en un factor de h Puesto que la energia cinetica 
depende del cuadrado de la velocidad angular, tenemos 

Kf=K i X3X (4) 2 = (4X4-51 X 10- 3 J) 

= 1.50 X 10" 3 J. 

El cambio en la energia cinetica es 

AK = K { — A!) = (1.50 X 10- 3 J) — (4.51 X 1(T 3 J) 

= -3.01 X 10- 3 J. 

El signo menos indica que la energia cinetica se pierde. 



Figura 17 Problema muestra 5. (a) Un disco que gira con 
una velocidad angular inicial (o,. ( b ) Dos discos identicos, 
ninguno de los cuales esta girando inicialmente, se dejan caer 
sobre el primero, y todo el sistema gira entonces con una 
velocidad angular a,. 
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Figura 18 (a) Un trompo gira en precesion alrededor de un eje vertical, (b) El peso del 
trompo ejerce una torca con respecto al punto de contacto con el suelo. (c) La torca es 
perpendicular al vector del impetu angular. ( d) La torca cambia la direccion del vector del 
impetu angular, causando la precesion. 


(c) Para restituir la velocidad angular inicial, el motor tendra 
que aumentar a> desde 0.28 rev/s hasta 0.84 rev/s, esto es, en un 
factor de 3. Eso significa que la energia cinetica debe aumentar 
en un factor de 3 2 = 9, desde 1.50 x 10' 3 J hasta 13.5 x 10 3 J. El 
cambio en energia cinetica, que es igual al trabajo efectuado por 
el motor, es 

A K= 13.5 X 10- 3 J - 1.50 X 1(T 3 J = 12.0 X 10" 3 J. 

En el movimiento de rotacion, el trabajo esta dado por W- T(f>, 
donde <p (= 2k rad en este caso) es el desplazamiento angular 
del cuerpo que gira por medio del cual debe mantenerse la torca. 
Entonces 

_ W _ AK 12.0 X 10~ 3 J 
T </> </> In rad 


= 1.91 X 10~ 3 N-m. 



Un trompo nos proporciona el ejemplo quiza mas cono- 
cido del fenomeno mostrado en la figura 4b, donde una 
torca lateral cambia la direccion pero no la magnitud 
de un impetu angular. La figura 18a muestra un trom¬ 
po que gira en tomo a su eje. Se supone que la punta 
inferior del trompo esta fija en el origen O de nuestro 
marco de referenda inercial. Sabemos por experiencia 
que el eje de este trompo que gira rapidamente se movera 
lentamente en tomo al eje vertical. Este movimiento se 
llama precesion, y surge de la configuration ilustrada 
en la figura 4b, donde la gravedad proporciona la torca 
externa. 


* Vease “The Amateur Scientist: The Physics of Spinning Tops, 
Including Some Far-Out Ones”, por Jearl Walker, Scientific 
American, marzo de 1981, pag. 185. 


La figura 18 b muestra un diagrama simplificado, en el 
cual el trompo se halla sustituido por una particula de ma¬ 
sa M ubicada en el centro de masa del trompo. La fuerza 
gravitatoria Mg proporciona una torca con respecto a O 
de magnitud 

x —Mgr send. (17) 

La torca, que es perpendicular al eje del trompo y, por lo 
tanto, perpendicular a L (Fig. 18c), puede cambiar la 
direccion de L pero no su magnitud. El cambio en L en 
un tiempo At esta dado por 

AL = x At (18) 

y esta en la misma direccion que r, esto es, perpendicular 
a L. El efecto de r es, por lo tanto, cambiar L a L + AL, 
un vector de la misma longitud que L pero que apunta en 
una direccion diferente. (Suponemos que el trompo gira 
tan rapidamente que L es grande, y entonces L »AL.) 

Si el trompo tiene simetria axial, entonces el impetu 
angular estara a lo largo del eje de rotacion del trompo. 
Al cambiar L de direccion, el eje cambia de direccion 
tambien. La punta del vector L y el eje del trompo trazan 
un circulo en tomo al eje z, como se muestra en la figura 
18a. Este movimiento es la precesion del trompo. 

En un tiempo At, el eje gira en un angulo A</> (vease la 
Fig. 18c0, y entonces la rapidez angular de la precesion es 



De la figura 18of vemos que 


A (f) = 


AL 

L send 


r At 

L sen 9 ’ 


(19) 

( 20 ) 


Entonces 


A(f> _ r _ Mgr send _ Mgr 

At LsenO L send L 
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La velocidad de la precesion es inversamente proporcio- 
nal al impetu angular; cuanto mas rapido este girando el 
trompo, mas lenta sera la precesion. 

El movimiento de precesion ocurre en tomo al eje z, y 
entonces el vector co p esta en la direccion de z. Le sera 
posible a usted demostrar que la siguiente ecuacion vec¬ 
torial da la relacion apropiada entre las magnitudes y las 
direcciones de las variables dinamicas en este calculo: 

T = (Op x L. (22) 

,-Puede usted escribir una ecuacion vectorial similar para 
el caso correpondiente de una particula que se mueva en 
circulo a velocidad constante bajo la influencia de una 
fuerza centripeta? 


13-6 CUANTIZACION DEL IMPETU 
ANGULAR (Opcional) 

En la seccion 8-8 hemos estudiado la cuantizacion de la energia, 
la cual se restringia a la emision o absorcion de la energia de 
forma que tuviese lugar solamente en haces discretos o cuantos. 
En el mundo microscopico de los sistemas atomicos y subato- 
micos, no podemos cambiar la energia en una cantidad arbitra- 
ria, sino solamente en cantidades de un tamano predeterminado. 
Estos cuantos son tan diminutos que no nos es posible observar 
esta estructura discreta en los cambios de energia de sistemas 
de tamano ordinario. 

La cuantizacion del impetu angular ocurre de un modo simi¬ 
lar. Desarrollaremos este concepto mas extensamente, propor- 
cionando una evidencia experimental y un soporte teorico, en 
el capitulo 51 de la version ampliada de este texto cuando 
estudiemos la estructura de los atomos. Por ahora, simplemente 
presentaremos alguna de las ideas generales y tnostraremos 
como se relacionan con las propiedades asociadas al impetu 
angular que hemos desarrollado en este capitulo. 

Los cambios cuantizados del movimiento de rotacion de un 
sistema se hallan restringidos a presentarse en unidades dadas 
por multiplos enteros de una constante fundamental: 

AL = n{h/2n) {n= 1, 2, 3, ... ). (23) 

Aqui h es la constante de Planck, que tiene un valor de 6.63 x 
10■ 3J J • s. Esta unidad basica es una cantidad de impetu angular 
extraordinariamente pequena. Por ejemplo, un disco de fono- 
grafo gira con relativa lentitud pero tiene un impetu angular del 
orden de 10 32 unidades de hj2n. Cuando afinamos las velocida- 
des de nuestras tomamesas, ciertamente no nos es posible 
observar estos sencillos brincos discretos en una escala de 
j 1 parte en 10 32 ! 

La ecuacion 23 de la cuantizacion del impetu angular se 
aplica al movimiento de los electrones de los atomos en sus 
orbitas en torno al micleo. Este sistema tiene un impetu angular 
orbital, el cual debe permanecer constante durante la orbita, 
porque la fuerza entre el electron y el micleo es una fuerza 
interna en el sistema y, por lo tanto, no puede cambiar su impetu 
angular. Las fuerzas externas, como los campos electricos o 
magneticos, pueden provocar que el electron brinque a otra 
orbita, donde su impetu angular pudiera tener un valor diferente, 
pero el cambio en L debe ser un multiplo entero de h/2;r, como 
lo requiere la ecuacion 23. El impetu angular orbital sirve 
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Figura 19 (a) Un proton con un impetu angular intrinseco 
(espin) s tiene una componente s z a lo largo del eje z. (b) 
Despues de absorber a un foton, la componente z del espin se 
invierte. (c) La componente z del impetu angular inicial, 
igual a la unidad +i, se suma a la componente z del impetu 
angular de] foton, igual a la unidad -1, dando por resultado 
una unidad de 


entonces como un distintivo conveniente y util de las orbitas 
electronicas de los atomos. 

Los experimentos efectuados en los anos 1920 indicaban que 
los electrones de los atomos tenian otra clase de impetu angular, 
que no podia ser responsable del movimiento orbital. Esta nueva 
clase de impetu angular, que se conoce como impetu angular 
intrinseco, es una propiedad caracteristica de la propia particula 
y no es un resultado de su estado de movimiento en particular. 
Una manera util (pero estrictamente incorrecta) de visualizar el 
impetu angular intrinseco es en terminos del giro de la particula 
sobre su eje; por esta razon, al impetu angular intrinseco se le 
llama, a menudo, “espin” y se le indica con el simbolo s. 

El electron tiene un impetu angular intrinseco de -(Ii/2k). Esto 
significa que, con relacion a cualquier eje z que podamos ele- 
gir para definirla, la componente z del impetu angular debe ser 

s z = +#h/2n) o s z = -Hh/l7i). 

Notese que la diferencia entre estas dos posibilidades, la cual 
pudiera corresponder a un cambio en la direccion del impetu 
angular intrinseco de un electron, es /;/27T, consistente con la 
ecuacion 23. 

Por lo general, el impetu angular intrinseco se expresa asig- 
nandole el numero cuantico del espin, que es el impetu angular 
intrinseco en unidades de /r/2zr; el electron tiene entonces un 
numero del espin cuantico de I. El proton y el neutron tienen 
tambien numeros del espin cuantico de j. El foton (el haz 
cuantizado de radiacion electromagnetica) tiene un numero del 
espin cuantico de 1. Todas las particulas elementales pueden 
caracterizarse por su numero del espin cuantico, el cual se 
considera una propiedad fundamental de la particula junto con 
su masa y carga electrica. 



j 
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Figura 20 Vista del craneo de un paciente mediante la 
imagen de resonancia magnetica (MRI). 

Una aplicacion importante del principio de conservacion del 
impetu angular cuantizado consiste en el efecto conocido como 
resonancia magnetica nuclear. Consideremos al proton (el 
micleo del atomo de hidrogeno), con su numero del espin 
cuantico de-. En la figura 1 9a se muestra una representacion del 
impetu angular intrinseco del proton en una orientacion parti¬ 
cular. La componente z del momento angular es s, = -+'-{hj2ji). 
Si exponemos protones a la radiacion de la energia apropiada, 
la absorcion de un foton electromagnetico (espin = 1, impetu 
angular = /i/2 zr) puede cambiar la componente z del impetu an¬ 
gular del proton en una unidad, desde +~(Ii/2ji) hasta ~(h/2n:), 
como en la figura 19b. La adicion de las' component es z de s y 
de L en la figura 19c muestra como se suman el espin inicial s z 
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del proton y el impetu angular L z del foton para dar el espin final 
(invertido) s 2 ' del proton. La figura 19c es otro ejemplo mas de 
la conservacion del impetu angular, siendo el impetu angular 
inicial (s + L) igual al impetu angular final (s') en ausencia de 
una torca externa. 

En la resonancia magnetica nuclear (NMR o nuclear magne¬ 
tic resonance), se usa un campo magnetico estatico en la direc¬ 
cion z para alinear los giros del proton con el eje z, como en la 
figura 19a. Un campo electromagnetico separado que varia con 
el tiempo a frecuencias de radio proporciona fotones de apenas 
la energia correcta para ser absorbidos y provoca que los giros 
del proton se inviertan. 

Puesto que el cuerpo humano esta formado en su mayoria de 
agua, la cual es rica en hidrogeno, la absorcion de esta radiacion 
electromagnetica provee un modo de formar una imagen de los 
organos internos del cuerpo (figura 20). Se cree que la radia¬ 
cion electromagnetica en forma de ondas de radio significa 
poco peligro para el cuerpo; los rayos X, que se usan tam¬ 
bien para formar imagenes, tienen un potencial mucho mas 
grande para causar dano al organismo. Las imagenes de reso¬ 
nancia magnetica pueden reemplazar ampliamente las fotogra- 
fias con rayos X como tecnica de diagnostico. ■ 


13-7 DINAMICA DE LA ROTACION: 
UN REPASO 


En los capitulos 11 al 13 hemos presentado una vision 
general de los temas de la dinamica y la cinematica de la 
rotacion. Un tratamiento completo del tema queda fuera 
del alcance de este texto, pero existen muchas situaciones 
fisicas que pueden ser analizadas usando los resultados 
que hemos derivado. Es importante recordar que algunos 
de nuestros resultados pueden aplicarse solamente en 
ciertas situaciones especiales. Para ayudar al lector a este 
respecto, hemos reunido algunas ecuaciones fundamenta- 
les de la dinamica de la rotacion en la tabla 1. 


TABLA 1 RESUMEN DE LAS ECUACIONES DE LA DINAMICA DE LA ROTACION 


Ecuacion 


t = rxF 

*Lxt y. tn 


1 = r x p 



X T «. 


dL 

dt 


Observaciones 

I. Ecuaciones de definicion 

Torca sobre una particula con respecto a un punto O debido a una fuerza F. 

Torca externa resultante de un sistema de particulas sobre el que actuan varias torcas individuales r„ con 
respecto a un punto O. 

Impetu angular de una particula con respecto a un punto O. 

Impetu angular resultante de un sistema de particulas con respecto a un punto O. 

II. Relaciones generales 

La ley del movimiento de una sola particula aislada sobre la que actua una torca r. Tanto r como 1 se miden 
con respecto a un punto O de un marco de referencia inercial. Esta expresion es el analogo rotatorio de la 
expresion F = dpfdt del movimiento de traslacion. 

La ley del movimiento para un sistema de particulas sobre el que actua una torca externa resultante. Se 
mantiene solamente r ex , si y L se miden con respecto a (1) cualquier punto O fijo en un marco de referencia 
inercial _____ 
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TABLA 1 RESUMEN DE LAS ECUACIONES DE LA DINAMICA DE LA ROTACION 
Ecuacion Observaciones 

III. Caso especial 

Los resultados siguientes se cumplen en el caso de un cuerpo rigido que gire con respecto a un eje que este fijo en un marco de 
referencia inercial. 

t = la a debe estar a lo largo del eje; / debe referirse tambien al eje, y t es la componente escalar de r„, a lo largo del 

mismo eje. Esto es el analogo rotatorio de F = Ma. 

L = Ito a> debe estar a lo largo del eje; I debe referirse tambien al eje,, y L debe ser la componente escalar del l'mpetu 

angular total a lo largo de este eje. Esto es el analogo rotatorio de P = Mv. 


PREGUNTAS 

1. Hasta aqui nos hemos encontrado con muchas cantidades 
vectoriales, incluyendo la posicion, el desplazamiento, la 
velocidad, la aceleracion, la fuerza, el l'mpetu, y el l'mpetu 
angular. ^Cuales de estas se definen independientemente 
de la eleccion del origen en el marco de referencia? 

2. Un fisico ilustre (R. W. Wood), quien gusta de las bromas 
practicas, monto un volante que giraba rapidamente en 
una maleta; la maleta la dio a un maletero con instruccio- 
nes de que este lo siguiera. ^Que pasara si el maletero era 
conducido muy deprisa a doblar una esquina? Explique en 
terminos de r = dL/dt. 

3. Un cilindro gira a una velocidad angular co alrededor de 
un eje que pasa por un extremo, como en la figura 21. Elija 
un origen apropiado y muestre cualitativamente los vec- 
tores L y co. ^Son estos vectores paralelos? ^Intervienen 
aqui consideraciones de simetria? 



Figura 21 Pregunta 3. 


4. Suponga que una barra uniforme descansa en una posicion 
vertical sobre una superficie de friccion despreciable. 
Entonces se le da a la barra un golpe horizontal en su 
extremo inferior. Describa el movimiento del centro de 
masa de la barra en su extremo superior. 

5. Si el aparato de la figura 5 se ancla al piso de una gran 
nave espacial que se halle flotando en una region carente 
de gravidez, ^de que manera, si existe alguna, afectaria 
esta accion al experimento? 

6 . Un automovil con impulsion en las ruedas traseras acelera 
rapidamente desde el reposo. El conductor observa que el 


automovil “levanta la nariz”. ^Por que sucede esto? Se 
comportaria de modo diferente un automovil con impul¬ 
sion en las ruedas delanteras? 

7. Una saeta gira en su vuelo de modo que resulte tangente 
a la trayectoria del vuelo en todo momento. Sin embargo, 
una pelota de futbol americano (arrojada con un giro 
considerable con respecto a su eje largo) no lo hace asi. 
^Por que existe diferencia en el comportamiento de una y 
otra? 

8 . Un pasador lanza una pelota de futbol americano que 
vuela en espiral hacia el receptor. ^Es su l'mpetu angular 
constante, o casi constante? Distinga entre los casos en 
que la pelota se bambolea y en los que no lo hace. 

9. ^Puede usted sugerir una teori'a sencilla que explique la 
estabilidad de una bicicleta en movimiento? Usted debe 
explicar por que es mucho mas dificil mantener el equilibrio 
sobre una bicicleta que este en reposo que sobre una que este 
en marcha. (Vease “The Stability of the Bicycle”, por David 
E. H. Jones, Physics Today, abril de 1970, pag. 34.) 

10 . ^Por que una barra larga le ayuda a un equilibrista que 
camine por un cable a mantener el equilibrio? 

11. Usted esta caminando a lo largo de un riel angosto y 
comienza a perder el equilibrio. Si comenzara a caerse 
hacia la derecha, ^de que modo debera hacer girar su 
cuerpo para recuperar el equilibrio? Explique. 

12. Los pemos de montaje que fijan los motores de los aviones 
de propulsion a chorro al bastidor estructural del mismo 
estan disenados para partirse en dos instantaneamente si 
el motor (que gira rapidamente) se agarrotara en forma 
subita debido a alguna averi'a. ^Por que se emplean estos 
“fusibles estructurales”? 

13. Un jugador de hockey enojado arroja un palo a lo largo 
del hielo. El palo gira en tomo a su centro de masa al 
deslizarse hasta que llega al reposo por la accion de la 
friccion. Su movimiento de rotacion se detiene en el 
preciso momento en que su centro de masa llega al reposo, 
ni antes ni despues. Explique por que. 

14. Cuando la velocidad angular co de un objeto aumenta, su 
momento angular puede o no aumentar tambien. De un 
ejemplo en que lo haga y otro en que no lo haga asi. 

15. Un estudiante esta de pie sobre una mesa que gira con una 
velocidad angular co mientras sostiene dos pesas iguales 


con sus brazos estirados. Sin mover nada mas, deja caer 
las dos pesas. ^Que cambio, si lo hay, existe en la veloci¬ 
dad angular del estudiante? ^Se conserva el impetu angu¬ 
lar? Explique sus respuestas. 

16. El helicoptero levanta el vuelo girando sus aspas. <Por que 
no gira el fuselaje del helicoptero en la direccion opuesta? 

17. Un aeroplano monomotor debe ser “equilibrado” para que 
vuele a nivel. (El arreglo consiste en elevar un aleron y 
bajar el opuesto.) ^Por que es esto necesario? i,Es esto 
necesario en un aeroplano bimotor en circunstancias nor- 
males? 

18. La helice de un aeroplano gira en sentido de las manacillas 
del reloj vista la helice desde atras. Cuando el piloto enfila 
hacia arriba despues de un clavado empinado, decide 
aplicar el timon de direccion hacia la izquierda en el fondo 
del clavado para mantener su rumbo. Explique. 

19. Muchos de los grandes rios fluyen hacia el ecuador. ^Que 
efecto produce el sedimento que acarrean hacia al mar 
sobre la rotacion de la Tierra? 

20. Si toda la poblacion mundial se concentrara en la Antlan- 
tida, afectaria esto la duracion del dia? Si asi fuera, ^en 
que forma afectaria? 

21. Una tornamesa circular gira con velocidad angular cons¬ 
tante en tomo a un eje vertical. No existe friccion ni una 
torca que la impulse. Una cazuela circular descansa sobre 
la tornamesa y gira con ella; vease la figura 22. El fondo 
de la cazuela esta cubierto con una capa de hielo de espesor 
uniforme, la cual esta, por supuesto, girando tambien con 
la cazuela. El hielo se funde pero de la cacerola no escapa 
ni una gota de agua. ^Es ahora la velocidad angular mas 
grande, la misma, o menor que la rapidez original? De las 
razones de su respuesta. 



Figura 22 Pregunta 21. 


22. La figura 23a muestra a un acrobata lanzado hacia arriba 
por un trampolin con un impetu angular nulo. ^Puede el 
acrobata, maniobrando su cuerpo, caer sobre su espalda 
como en la figura 23 bl Como dato interesante, el 38% de 
los entrenadores de clavados a quienes se les pregunto y 
el 34% de un grupo de fisicos seleccionados dieron la 
respuesta incorrecta. ^Que piensa usted? (Para un estudio 
completo, vease “Do Springboard Divers Violate Angular 
Momentum Conservation?”, por Cliff Frohlich, American 
Journal of Physics, julio de 1979, pag. 583.) 
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(a) (b) 


Figura 23 Pregunta 22. 


23. Explique exactamente, en terminos del impetu angular y 
de la inercia de rotacion, como se “genera” un balanceo 
en la posicion de sentado en un columpio. (Vease “How 
to Get the Playground Swing Going: A First Lesson in The 
Mechanics of Rotation”, por Jearl Walker, Scientific Ame¬ 
rican, marzo de 1989, pag. 106.) 

24. ^Puede usted columpiarse de forma que logre girar en un 
circulo completo, moviendose totalmente alrededor del 
soporte de un columpio? Suponga (si lo desea) que el 
asiento del columpio esta unido a su soporte por una barra 
rigida en Iugar de una cuerda o una cadena. Explique su 
respuesta. 

25. Una tornamesa circular gira libremente en torno a un eje 
vertical. No existe friccion en el eje de rotacion. (a) Un 
bicho, inicialmente en el centro de la tornamesa, camina 
hacia el borde y se detiene. ^Como cambia el impetu 
angular del sistema (tornamesa + bicho)? (,Como cambia 
la velocidad angular de la tornamesa? ( b ) Si el bicho se 
cae del borde de la tornamesa (sin brincar), como cambiara 
la velocidad angular de la tornamesa? 

26. Una rueda giratoria de gran masa puede ser utilizada para 
producir un efecto estabilizador sobre un buque. Si esta 
montada con su eje de rotacion en angulo recto con la 
cubierta del buque, ^cual sera su efecto cuando el buque 
tienda a bambolearse de un lado a otro? 

27. Si el trompo de la figura 18 no estuviese girando, se caeria. 
Si su impetu angular de giro es grande comparado con el 
cambio causado por la torca aplicada, el trompo entraria 
en precesion. ^Que pasa entre tanto, cuando el trompo gira 
lentamente? 

28. Un Tippy-Top, con una section de una superficie esferica 
de radio grande sobre un extremo y una espiga para girar 
sobre el extremo opuesto, descansara sobre su superficie 
esferica sin girar pero deslizandose hacia un lado despues 
de girar, de modo que se quede parado sobre la espiga. 
Explique. (Vease “The Tippy-Top”, por George D. Freier, 
The Physics Teacher, enero de 1967, pag. 36.) Si usted no 
tiene a la mano un Tippy-Top, use un huevo duro; el 
comportamiento de “pararse sobre una punta” del huevo 
al girar se sigue mas facilmente si se pone una marca de 
tinta en el extremo “puntiagudo” del huevo. 
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PROBLEMAS 

Section 13-1 Impetu angular de una particula 

1. Si se nos dan r, p, y 6, podemos calcular el impetu angular 
de una particula a partir de la ecuacion 2. Sin embargo, a 
veces se nos dan en su lugar las componentes (x, y, z) de 
r y (v x , v y , v z ) de v. (a) Demuestre que las componentes 
de 1 a lo largo de los ejes x, y, y z estan entonces dados por 

4 = m{yv 2 - zv y ), 

l y = m(zv x — xv z ), 

4 = m(xv y - yv x ). 

( b ) Demuestre que si la particula se mueve solamente en 
el piano xy, el vector del impetu angular resultante tiene 
solo una componentez. ( Sugerencia: vease la ecuacion 17 
del capitulo 3.) 

2. Una particula P con 2.13 kg de masa tiene una posicion r 
y una velocidad v, como se muestra en la figura 24. Sobre 
ella actua la fuerza F. Los tres vectores estan en un piano 
comun. Suponga que r = 2.91 m, 4.18 m/s, yF = 1.88 
N. Calcule (a) el impetu angular de la particula y (b) la 
torca, con respecto al origen, que actua sobre la particula. 
^Cuales son las direcciones de estos dos vectores? 

3. Demuestre que el impetu angular con respecto a cualquier 
punto de una sola particula que se mueva a velocidad 
constante permanece constante durante el movimiento. 

4. (a) Utilice los datos de los apendices para calcular el 
impetu angular total de todos los planetas debido a su 
vuelta alrededor del Sol. ( b ) ^Que fraccion de esto se 
asocia con el planeta Jupiter? 

5. Dos particulas, cada una de masa m y velocidad v, viajan 
en direcciones opuestas a lo largo de lineas paralelas 
separadas por una distancia d. Halle una expresion para el 
impetu angular total del sistema con respecto a cualquier 
origen. 

6. Calcule el impetu angular, respecto al centro de la Tierra, 
de una persona de 84.3 kg situada en el ecuador de la 
Tierra en rotacion. 

Section 13-2 Sistemas de particulas 

7. El impetu angular total de un sistema de particulas respec¬ 
to al origen O de un marco de referencia inercial esta dado 
por L = £r, x p„ en donde r, y p, estan medidos con 
respecto a O. (a) Utilice las relaciones r, = r cin + r,' y p, = 
»iy em + p,-' para expresar a L en terminos de las posiciones 
r/ y los impetus p/ en relacion al centro de masa C; 
vease la figura 25. ( b) Utilice la definicion del centro de 
masa y la definicion del impetu angular L' con respecto 
al centro de masa para obtener L = L' + r cm x M\ c m - (c) 
Demuestre como puede ser interpretado este resultado 
teniendo en cuentas que el impetu angular total es la 
suma del momento angular de giro, (impetu angular con 
relacion al centro de masa) mas el impetu angular orbital 
(impetu angular del movimiento del centro de masa C con 
respecto a O si toda la masa del sistema estuviese concen- 
trada en C). 



Figura 24 Problema 2. 



Figura 25 Problemas 7 y 8. 


8. Sea r cm el vector de posicion del centro de masa C de un 
sistema de particulas respecto al origen O de un marco de 
referencia inercial, y sea r,' el vector de posicion de la 
iesima particula, de masa m„ con respecto al centro de 
masa C. De aqui que r, = r cm + r; (vease la Fig. 25). 
Definamos ahora que el impetu angular total del sistema 
de particulas con relacion al centro de masa C sea L' = 
Zr,' x p.', en donde p/ = m, dr'/dt.fa) Demuestre que p,' 
= m, drjdt - m,dr a Jdt = p, - m, v cm . ( b) Demuestre des¬ 
pues que dL'/dt = Zr,' x dp-/dt. (c) Combine los resulta- 
dos de (a) y ( b ) y, usando la definicion del centro de 
masa y la tercera ley de Newton, demuestre que T zxi = 
dL'/dt, donde T c (, es la suma de todas las torcas externas 
que actuan sobre el sistema con respecto a su centro de 
masa. 

Section 13-3 Impetu angular y velocidad angular 

9. La integral con respecto al tiempo de una torca se llama 
impulso angular, (a) A partir de t= dL/dt, demuestre que 
el impulso angular resultante es igual al cambio en impetu 
angular. Esto es la analogia de rotacion de la relacion 
impulso-impetu lineal, (b) Para una rotacion alrededor de 
un eje fijo, demuestre que 

/ t dt = Fr(At) = I(a> f — <y ; ), 

donde r es el brazo del momento de la fuerza, F es el valor 
promedio de la fuerza durante el tiempo que actua sobre 
el objeto, y o>,y a, son las velocidades angulares del objeto 
justo antes y justo despues de actuar la fuerza. 


10. Un disco abrasivo con una inercia de rotacion de 1.22 x 
10 " 3 kg ■ m 2 esta unido a un taladro electrico cuyo motor 
desarrolla una torca de 15.8 N ■ m. Halle (a) el impetu 
angular y ( b ) la velocidad angular del disco 33.0 ms 
despues de haber encendido el motor. 

11. Una rueda de 24.7 cm, que se mueve inicialinente a razon 
de 43.3 m/s, rueda hasta detenerse en 225 m. Calcule ( a) 
su aceleracion lineal y ( b ) su aceleracion angular, (c) La 
inercia de rotacion de la rueda es 0.155 kg • m 2 ; calcule 
la torca ejercida por la friccion sobre la rueda al rodar. 

12. Dos ruedas, Ay B, estan conectadas por una banda como 
en la figura 26. El radio de B es tres veces el radio de A. 
^Cual seria la razon de las inercias de rotacion I A // B si ( a) 
ambas ruedas tienen los mismos impetus angulares y ( b ) 
las dos ruedas tienen la misma energia cinetica de rota¬ 
cion? Suponga que la banda no se patina. 



Figura 26 Problema 12. 


13. Demuestre que L = Ico para el sistema de dos particulas 
de la figura 7. 

14. Usando los datos de los apendices, halle el impetu angular 
del giro de la Tierra respecto a su propio eje de rotacion. 
Suponga que la Tierra es una esfera uniforme. 

15. El impetu angular de un volante que tiene una inercia de 
rotacion de 0.142 kg • m 2 disminuye de 3.07 a 0.788 
kg • m 2 /s en 1.53 s. (a) Halle la torca promedio que actua 
sobre el volante durante este periodo. ( b ) Suponiendo una 
aceleracion angular uniforme, <,en que angulo habra gira- 
do el volante? (c) ^Cuanto trabajo se efectuo sobre el 
volante? (d) ^Cuanta potencia promedio fue suministrada 
por el volante? 

16. La figura 27 muestra un cuerpo rigido simetrico que gira 
en torno a un eje fijo. El origen de coordenadas ha sido 
fijado por conveniencia en el centro de masa. Probar, 
sumando las contribuciones hechas al impetu angular por 
todos los elementos de masa m, en que esta dividido el 
cuerpo, que L = Ico, donde L es el impetu angular total. 

17. Unpolin tiene una masa de 4.42 kg y una longitudde 1.23m. 
Inicialmente esta en reposo sobre una superficie horizontal 
sin friccion y es golpeado perpendicularmente por un disco 
de hule que le imparte una fuerza impulsiva horizontal de 
12.8 N • s de impulso a una distancia de 46.4 cm del centro. 
Determine el movimiento subsiguiente del polin. 

18. Un cilindro rueda hacia abajo por un piano inclinado en 
un angulo 6. Demuestre, por aplicacion directa de la 
ecuacion 8 (Z T lat = dL/dt), que la aceleracion de su centro 
de masa es sen 6. Compare este metodo con el emplea- 
do en el problema muestra 8 del capitulo 12. 

19. Para hacer que una bola de billar ruede sin deslizarse desde 
el reposo, el taco debe golpear a la bola no en el centro 
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Figura 27 Problema 16. 


(esto es, no a una altura sobre la mesa igual al radio R de 
la bola) sino exactamente a una altura de 2R/5 sobre el 
centro. Demuestre este resultado. [Vease Arnold Sommer- 
feld, Mechanics, Volume I of Lectures on Theoretical 
Physics, Academic Press, Orlando (edicion en rustics de 
1964), pags. 158 a 161, para un suplemento sobre la 
mecanica de los billares.] 

20. El eje del cilindro de la figura 28 esta fijo y el cilindro esta 
inicialmente en reposo. El bloque de masa M se esta mo- 
viendo inicialmente hacia la derecha sin friccion con una 
velocidad Pasa sobre el cilindro a la posicion senalada 
en lineas punteadas. Cuando hace contacto por primera 
vez con el cilindro, se desliza sobre el cilindro, pero la 
friccion es suficientemente grande como para que el des- 
lizamiento cese antes de que M pierda contacto con el 
cilindro. El cilindro tiene un radio R y una inercia de 
rotacion I. Halle la velocidad final v 2 en terminos de v„ 
M, I, y R. Esto puede hacerse mas facilmente usando la 
relacion entre el impulso y el cambio de impetu. 


vi—p> v 2 -0 



Figura 28 Problema 20. 


21. Un barrote de longitud L y masa M esta sobre una mesa 
horizontal sin friccion sobre la cual puede moverse libre- 
mente de cualquier modo. Un disco de hule de los usados 
en el hockey sobre hielo de masa m, que se mueve como 
se muestra en la figura 29 con velocidad v, choca elasti- 
camente con el barrote. (a) ^Que cantidades se conservan 
en la colision? (b) ^Cual debe ser la masa m del disco de 
hule con el fin de que permanezca en reposo inmedia- 
tamente despues de la colision? 

22. Dos cilindros que tienen radios R, y R 2 e inercias de 
rotacion /,e/ ; , respectivamente, estan soportados por ejes 
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perpendiculares al piano de la figura 30. El cilindro grande 
gira inicialmente a una velocidad angular a 0 . El cilindro 
pequeno se mueve hacia la derecha hasta que toca al 
cilindro grande y comienza a girar a causa de la fuerza de 
friccion entre los dos. Al cabo de un tiempo, el resbala- 
miento cesa, y los dos cilindros giran a razones constantes 
en direcciones opuestas. Halle la velocidad angular final 
co 2 del cilindro pequeno en terminos de /„ I 2 , /?,, R 2 , y <w 0 
(Sugerencia: No se conserva ningun impetu angular ni la 
energia cinetica. Apliquese la ecuacion del impulso angu¬ 
lar a cada cilindro. Vease el problema 9.) 

23. Una bola de billar, inicialmente en reposo, recibe de un 
taco un impulso rapido. El taco es sostenido horizontal- 
mente a una distancia h sobre la linea central como en la 
figura 31. La bola deja el taco a una velocidad v 0 y, a causa 
de una “inglesa hacia el frente”, adquiere una velocidad 
final de 9 vjl. Demuestre que h = 4RJ5, donde R es el radio 
de la bola. 

24. En el problema 23, imaginemos que F va a ser aplicada 
debajo de la linea central, (a) Demuestre que es imposible, 
con esta “inglesa en reversa”, reducir la velocidad hacia 
adelante a cero, sin que sobrevenga un rodamiento, a no 
ser que h = R. (b) Demuestre que es imposible darle a la 
bola una velocidad hacia atras, a no ser que F tenga una 
componente vertical hacia abajo. 

25. Un bolichista lanza una bola de boliche de radio R = 
11.0 cm a lo largo de la pista con una velocidad inicial v 0 
= 8.50 m/s. La bola se lanza de forma que patina durante 
cierta distancia antes de que comience a rodar. No gira en 
absoluto cuando toca primero la pista, siendo su movi- 
miento una traslacion pura. El coeficiente de friccion 
cinetica entre la bola y la pista es de 0.210. (a) ^Durante 
que lapso de tiempo patina la bola? ( Sugerencia : Mien- 
tras que la bola patine, su velocidad v disminuye y su 
velocidad angular co aumenta; el patinaje cesa cuando v = 
Rco). (b) iA lo largo de que distancia patina la bola? (c) 
^Cuantas vueltas da la bola antes de que comience a rodar? 
(d) ^Con que velocidad se mueve cuando empieza a rodar? 

Section 13-4 Conservation del impetu angular 

26. Las observaciones astronomicas demuestran que desde 
1870 hasta 1900 la longitud del dia aumento unos 6.0 * 
10' 3 s. (a) iQue cambio fraccionario correspondiente re- 
sulto en la velocidad angular de la Tierra? ( b ) Supongase 
que la causa de este cambio haya sido un desplazamiento 
del material fundido en el nticleo de la Tierra. ^Que cam¬ 
bio fraccionario resultante en la inercia de rotacion de la 
Tierra podrfa considerarse para la respuesta a la parte (a)? 

27. Supongamos que al Sol se le agote el combustible nuclear 
y subitamente se colapse para formar la asi llamada estre- 
11a enana blanca, con un diametro igual al de la Tierra. 
Suponiendo que no hubiera perdida de masa, ^cual serfa 
en*onces el nuevo periodo de rotacion del Sol, que actual- 
mente es de unos 25 dias? Supongase que el Sol y la 
estrella enana blanca sean esferas uniformes. 

28. Una persona esta de pie sobre una plataforma sin friccion 
que gira con una velocidad angular de 1.22 rev/s; sus brazos 
estan en cruz y en cada mano sostiene una pesa. Con sus 
manos en esta posicion la inercia de rotacion total de la 


persona, junto con las pesas, y la plataforma es de 6.13 
kg • m 2 . Si al mover las pesas la persona disminuye la inercia 
de rotacion a 1.97 kg • m 2 , (a) ^cual es la velocidad angular 
resultante de la plataforma y ( b ) ^cual es la razon entre la 
nueva energia cinetica y la energia cinetica original? 

29. En una clase demostrativa, se montan unos carriles de un 
tren de juguete sobre una rueda grande que puede girar 
libremente con friccion despreeiable en tomo a un eje 
vertical; vease la figura 32. Sobre los carriles se coloca un 
tren de juguete de masa m y, con el sistema inicialmente en 
reposo, se conecta la potencia electrica. El trenecito llega a 
una velocidad uniforme v respecto a los carriles. i,Cual es 
la velocidad angular co de la rueda, si su masa es M y su radio 
/f? (Desprecie la masa de los rayos de la rueda.) 

n m 



Figura 29 Problema 21. 
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30. El rotor de un motor electrico tiene una inercia rotatoria 
I m = 2.47 x IO .3 ^8 ' m2 respecto a su eje central. El motor 
esta montado paralelo al eje de una sonda espacial que se 
mueve con una inercia rotatoria I p = 12.6 kg • m 2 en tomo 
a su eje. Calcule el numero de vueltas necesarias para 
hacer girar a la sonda a traves de 25.0° en tomo a su eje. 



Figura 30 Problema 22. 


31. Una rueda con una inercia rotatoria de 1.27 kg ■ m 2 esta 
girando a una velocidad angular de 824 rev/min en una 
flbcha cuya inercia rotatoria es despreeiable. Una segunda 
rueda, inicialmente en reposo y con una inercia rotatoria 
de 4.85 kg • m 2 se acopla de repente a la misma flecha. (a) 
^Cual es la velocidad angular de la combinacion resultante 
de la flecha y las dos ruedas? (b) i Que fraccion de la 
energia cinetica original se pierde? 

32. Con centro y rayos de masa despreeiable, cierta rueda de 
bicicleta tiene un rin delgado de 36.3 cm de radio y 3.66 kg 
de masa; puede girar sobre su eje con una friccion despre- 
ciable. Un hombre sostiene a la rueda sobre su cabeza con 
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Figura 31 Problema 23. 

el eje vertical mientras esta de pie sobre una tornamesa 
con libertad para girar sin friccion; la rueda gira en el 
sentido de las manecillas del reloj, vista desde arriba, con 
una velocidad angular de 57.7 rad/s, y la tornamesa esta 
inicialmente en reposo. La inercia de rotacion de rueda + 
hombre + tornamesa respecto al eje de rotacion comun es 
de 2.88 kg • m 2 . ( a ) La mano del hombre detiene subita¬ 
mente la rotacion de la rueda (relativa a la tornamesa). 
Determine la velocidad angular (magnitud y direccion) 
resultante del sistema. ( b ) Se repite el experimento intro- 
duciendo una friccion notable sobre el eje de la rueda, la 
cual, comenzando desde la misma velocidad angular ini¬ 
cial (57.7 rad/s), llega gradualmente al reposo (en relacion 
a la tornamesa) mientras el hombre mantiene a la rueda 
como se describio antes. (La tornamesa puede todavia 
girar libremente sin friccion.) Describa que le sucede al 
sistema, dando tanta informacion cuantitativa como los 
datos lo permitan. 
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Figura 32 Problema 29. 


33. Una joven de 50.6 kg de masa esta de pie sobre el borde 
de un tiovivo sin friccion de 827 kg de masa y 3.72 m 
de radio, que no se mueve. Lanza una piedra de 1.13 kg 
en una direccion horizontal tangente al borde exterior del 
tiovivo. La velocidad de la piedra, en relacion al suelo, es 
de 7.82 m/s. Calcule (a) la velocidad angular del tiovivo 
y ( b ) la velocidad lineal de la joven despues de haber 
lanzado la piedra. Suponga que el tiovivo es un disco 
uniforme. 

34. En un parque de diversiones hay un pequeno tiovivo de 
1.22 m de radio y 176 kg de masa. El radio de giro (vease 
el problema 11 del capitulo 12) es de 91.6 cm. Lin nifio de 
44.3 kg de masa corre a una velocidad de 2.92 m/s tangente 
al borde del tiovivo cuando esta en reposo y luego salta 
sobre el. Desprecie la friccion entre las chumaceras y la 
flecha del tiovivo y halle la rapidez angular del tiovivo y 
el nino. 

35. Un disco piano uniforme de masa M y radio R gira en tomo 
a un eje horizontal que pasa por su centro con una veloci¬ 


dad angular co 0 . (a) ^Cual es su energia cinetica? ^Cual es 
su impetu angular? ( b ) Del borde del disco se rompe en 
cierto momento un trozo de masa m, de modo que el trozo 
se eleva verticalmente sobre el punto en que se rompio 
(Fig. 33). iA que altura de ese punto llegara antes de que 
comience a caer? (c) ^Cual es la velocidad angular final 
del disco roto? 





Figura 33 Problema 35. 


36. Una cucaracha, de masa /«, corre en contra de las maneci¬ 
llas del reloj por el borde de un plato circular giratorio 
montado sobre un eje vertical de radio R e inercia de 
rotacion I que tiene chumaceras sin friccion. La velocidad 
de la cucaracha (con relacion a la Tierra) es i>, mientras 
que el plato gira en sentido de las manecillas del reloj a 
una velocidad angular co. La cucaracha encuentra un miga 
de pan sobre el borde y, por supuesto, se detiene. ( a ) Halle 
la velocidad angular del plato despues de haberse detenido 
la cucaracha. ( b ) ^Cuanta energia cinetica se ha perdido, 
si esto ha sucedido? 

37. Una parti'cula se proyecta horizontalmente en el interior 
de un tazon hemisferico sin friccion de radio r, que se 
mantiene en reposo (Fig. 34). Deseamos hallar la veloci¬ 
dad inicial v 0 requerida para que la parti'cula llegue a 
la parte superior del tazon. Halle u 0 en funcion de 0 O , la 
posicion angular inicial de la parti'cula. ( Sugerencia: Em- 
plee los principios de la conservacion.) 



Figura 34 Problema 37. 


38. En una gran pista circular horizontal sin friccion, de radio 
R, se encuentran dos pequenas bolas de masas m y M, que 
pueden deslizarse libremente sobre la pista. Entre las dos 
bolas hay un resorte comprimido el cual, sin embargo, no 
se halla unido a las bolas. Las dos bolas se mantienen 
juntas por medio de un cordon, (a) Si el cordon se rompe, 
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el resorte comprimido (que se supone sin masa) dispara a 
las dos bolas en direcciones opuestas; el propio resorte 
queda atras. Las bolas chocan cuando se encuentran de 
nuevo sobre la pista (Fig. 35). En donde tiene lugar esta 
colision? Exprese la respuesta en terminos del angulo, en 
radianes, a traves del cual se desplaza la bola M. (b) La 
energia potencial inicialmente almacenada en el resorte 
era U 0 . Halle el tiempo que trascurre desde que el cordon 
se rompe hasta que sucede la colision. (c) Suponiendo 
que la colision sea perfectamente elastica y de frente, £en 
donde chocarian las bolas nuevamente despues de la pri- 
mera colision? 



Figuras 35 Problema 38. 


39. Dos patinadores, cada uno de 51.2 kg de masa, se aproxi- 
man uno al otro a lo largo de trayectorias paralelas sepa- 
radas por 2.92 m. Tienen velocidades iguales y opuestas 
de 1.38 m/s. El primer patinador lleva en sus manos una 
barra ligera larga de 2.92 m de longitud, y el segundo 
patinador toma el extremo de esta al pasar; vease la 
figura 36. Suponga que el hielo carece de friccion. (a) 
Describa cuantitativamente el movimiento de los pati¬ 
nadores despues de que estan unidos por la barra. (b) 
Ayudandose al jalar la barra, los patinadores reducen su 
separacion a 0.940 m. Halle su velocidad angular enton- 
ces. (c) Calcule la energia cinetica del sistema en las partes 
(a) y (b). ^De donde proviene el cambio? 

40. Si las capas de hielo polar de la Tierra se fundiesen y el 
agua retornase a los oceanos, estos serian unos 30 m mas 
profundos. ^Que efecto tendria esto sobre la rotacion de 
la Tierra? Haga una estimacion del cambio resultante 
en la longitud del dia. (Se ha expresado la preocupacion 
de que el calentamiento de la atmosfera como consecuen- 
cia de la contaminacion industrial pudiera provocar que 
las capas de hielo se fundan.) 

41. Se cree que la Tierra se formo hace unos 4500 millones 
de anos, como una esfera de densidad aproximadamente 
uniforme. Poco tiempo despues, el calor de la desintegra- 
cion de elementos radiactivos hizo que gran parte de la 
Tierra se derritiera. Esto favorecio que el material mas 
pesado se hundiera hacia el centre de la Tierra, forman- 
do el nucleo. Hoy dia podemos representar a la Tierra 
con un nucleo de 3570 km de radio y 10.3 g/cm 3 de den¬ 
sidad rodeado por una capa de 4.50 g/cm 3 de densidad que 



Figura 36 Problema 39. 


se extiende hasta la superficie del planeta (6370 km de 
radio). Desconocemos la corteza de la Tierra. Calcule el 
cambio fraccionario en la longitud del dia debido a la 
formacion del nucleo. 

Seccion 13-5 El trompo 

42. Un trompo gira a razon de 28.6 rev/s en torno a un eje que 
forma un angulo de 34.0° con la vertical. Su masa es de 
492 g y su inercia rotatoria es de 5.12 x 10' 4 kg ■ m 2 . El 
centro de masa esta a 3.88 cm del punto de pivoteo. El giro 
es en sentido de las manecillas del reloj visto desde arriba. 
Halle la magnitud (en rev/s) y la direccion de la velocidad 
angular de la precesion. 

43. Un giroscopio consta de un disco rotatorio con un radio de 
48.7 cm convenientemente montado en el punto central 
de un eje de 12.2 cm de longitud de modo que pueda girar 
y entrar en precesion libremente. Su velocidad de giro es de 
975 rev/min. La masa del disco es de 1.14 kg y la masa del 
eje es de 130 g. Halle el tiempo requerido para una precesion 
si el eje esta sujeto en un extremo y es horizontal. 

Seccion 13-6 Cuantizacion del impetu angular 

44. En 1913, Niels Bohr postulo que el impetu angular 
de cualquier sistema rotatorio mecanico con una iner¬ 
cia de rotacion 1 esta cuantizado. Esto es, 

L — Ia> = n(h/2n), 

donde L es el impetu angular y n es cualquier entero 
positivo o cero. ( a ) Demuestre que este postulado restringe 
a la energia cinetica que el sistema rotatorio puede tener 
a un grupo de valores discretos: es decir, la energia esta 
cuantizada; halle una expresion para la energia. (b) Con- 
sideremos al rotador rigido, consistente en una particula 
de masa m obligada a girar en un circulo de radio R. iC on 
que velocidades angulares podria girar la particula si el 
postulado fuese correcto? ^Que valores de energia cinetica 
podria tener? (c) Trace un diagrama energia-nivel como 
el de la figura 37, indicando como varia el espaciamien- 
to entre los niveles de energia al aumentar n. Ciertas 
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Figura 37 Problema 44. 


moleculas biatomicas de baja energia se comportan como 
un rotador rigido. 

45. (a) Supongamos que el electron se mueve en una orbita 
circular en torno al proton de un atomo de hidrogeno. La 
fuerza centripeta sobre el electron es proporcionada por 
una fuerza electrica e 2 /4 nEj 2 , donde e es la magnitud de 
la carga de un electron y de un proton, r es el radio 
de la orbita, y £ t es una constante. Demuestre que el 
radio de la orbita es 

— g 2 
4ne 0 mv 2 

en donde m es la masa del electron y v es su velocidad. 

(, b ) Suponga ahora .que el impetu angular del electron 
respecto al proton solo puede tener valores que sean 
multiplos enteros n de hj 2k, donde h es la constante de 
Planck. Demuestre que las unicas orbitas posibles del 
electron son aquellas con un radio 

nh 

2nmv ' 

(c) Combine estos resultados para eliminar any demues¬ 
tre que las unicas orbitas que son consistentes con ambos 
requerimientos tienen radios 

_ n 2 e 0 h 2 
nme 2 

De aqui que los radios permitidos sean proporcionales al 
cuadrado de los enteros n= 1,2, 3, etc. Cuando n = 1, res 
el mas pequeno y tiene el valor de 0.529 x 10 40 m. 

Proyecto para la computadora 

46. Consideremos dos volantes que esten montados sobre la 
misma flecha pero libres de girar independientemente. 
El volante 1, que inicialmente gira a 100 rad/s, tiene 
una inercia rotatoria de 2.5 kg ■ nr. El volante 2, que 
esta inicialmente en reposo, tiene una inercia rotatoria de 
1.5 kg • m 2 . Al deslizar un volante a lo largo de la flecha 
ambos volantes entran en contacto entre si, cara contra 
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: v t^ Ll^fSflS torcas entre S1 y lle S an a alcanzar la misma 

Tr Cy^gi^d angular, (a) Suponga que no actuan otras torcas 
que las de cada volante entre si y utilice el principio de la 
conservacion del impetu angular para hallar la velocidad 
angular final de los volantes. 

Si la torca de cada volante sobre el otro puede ser 
calculada, se puede usar una computadora para seguir a 
los volantes hasta que lleguen a la misma velocidad. 
Suponga que la torca del volante 2 sobre el volante 1 esta 
dada por r, = -0.20(6), - <o 2 ), donde 6), es la velocidad 
angular del volante 1 y ffl 2 es la velocidad angular del 
volante 2. Aqui r, esta en N • m y las velocidades angulares 
estan en rad/s. La torca del volante 1 sobre el volante 2 es 
r 2 = +0.20(6), - co 2 ). Las torcas continuan actuando hasta 
que los volantes tengan la misma velocidad angular, y 
luego se anulan. Mientras estan interactuando, el volante 

1 obedece at, - 7, ct, y el volante 2 obedece a t 2 — / 2 cq. 
Estas ecuaciones son matematicamente similares a las 
ecuaciones de la segunda ley de Newton y pueden ser 
integradas numericamente de la manera descrita en la 
seccion 6-6 y en los proyectos para la computadora al final 
del capitulo 6. Considere intervalos de tiempo de duracion 
At y suponga que el volante 1 tiene una posicion angular 
d lb y una velocidad angular w lb al principio de un intervalo. 
Entonces, su posicion angular y su velocidad angular al 
final del intervalo pueden aproximarse por 0, e - 9 lh + a lb At 
y co lf - a lb + a lb At = a> ib + (r lt //,) AT, donder,, es la torca 
al principio del intervalo. Se tienen ecuaciones similares 
para el volante 2. Cuanto mas pequeno sea At mejor sera 
la aproximacion. 

(, b ) Escriba un programa de computacion o disene una 
hoja de calculo para hallar la velocidad angular de los 
volantes al final de cada segundo desde t = 0 hasta t = 25 s. 
Use un intervalo de integracion de 0.001 s. Trace las 
velocidades angulares en funcion del tiempo en la misma 
grafica, luego usar la grafica o la lista de valores para 
hallar las velocidades angulares finales y compare el re- 
sultado con el valor obtenido en la parte (a). 

(c) Para ver la influencia de una torca externa suponga 
que la torca que actua sobre el volante 1 esta dada por r, 
= -4.0 - 0.20 (ca, - a> 2 ) y la torca que actua sobre el volante 

2 es r 2 = +0.20(w, - co 2 ), donde las torcas estan en N • m y 
las velocidades angulares en rad/s. Esto representa una 
torca externa de -4.0 N • m. Use el programa de compu¬ 
tacion para hallar las velocidades angulares de los volan¬ 
tes y el impetu angular total en cada 1 s desde t = 0 hasta 
t = 25 s. De nuevo, use un intervalo de integracion de 
0.001 s. Grafique las velocidades angulares en funcion del 
tiempo. Puesto que r„, = dL IM Jdt, la torca externa deberia 
producir un cambio en el impetu angular total de AL - 
T At = -4.0 x 25 = -100 kg • m/s durante los primeros 
25 s. ^Concuerdan sus resultados? ^Cual volante sufre el 
cambio (comparado con el caso de una torca externa nula); 
o queda el cambio compartido? 

(d) La velocidad angular final no depende de los deta- 
lles de la torca que cada volante ejerce sobre el otro. iQue 
depende de las torcas? 







CAPITULO 14 


EQUILIBRIO DE 
LOS CUERPOS 
RIGIDOS 


no * desplomen bajo el peso del puente y no debe demon- 

aeroplano no debe romperse si e pi oro rea i ^ e.ws problemas el disemdor se 

““iTeZcCede' 

“?rrrzzzz sst-«^s£ 

TZXouJai rST^S~»T - t en lo m,na seccldn de esu capllulo 
ofrecemos una breve exposicion. 


__- bien, como veremos, las mismas restricciones son aplica- 

. pnvnrrTnMFS DE EOUILIBRIO bles tanto si el equilibrio es estatico como si no lo es. 

14-1 CO NDICIO NES Ut> v — E1 movimient0 de traslacion del centro de masa de un 

~ - rilprD o n'sido se rige por la ecuacion 27 del capitulo 9, 

Se dice que un cuerpo rigido, como puede ser una si- cuerpo rigido g 

11a, un puente, o un edificio, esta en equilibria ™ eca ™ c0 V p ext = ^ , 

si, visto desde un marco de referenda mercial, tanto el L dt 

impetu lineal P como el impetu angular L del cuerpo Ef es la suma de todas las fuerzas extemas 

rigido tienen un valor constante. De manera equival 9 cue si p tiene un valor constante, 

tcf podriamos deck que tanto la aceleracion line 1 a debemos ^ que dP/dt = 0. Asi pues, la 

de su centro de masa como la aceleracion angular nrimera condicion del equilibrio es que la suma vectorial 

respecto a cualquier eje fijo en el marco de referenda P^ ^ fuerzas externas que actiien sobre el cuerpo 

S °Es C t e adefinici6n del equilibrio mecanico no requiere que kefre *r cero, o sea 

el cuerpo este en reposo; esto es, P y L no tienen necesa y Fext = 0. ( 1 ) 

riamente el valor constante de cero. Si son cero (o, lo que 

es lo mismo, si la velocidad del centro de masa v yi ecuacion vectorial es equivalente a tres ecuaciones 

velocidad angular or respecto a cualquter eje en el marco « 

son ambas cero), entonces eslamos ante una sttuactonde escalates. 

equilibrio estatico. Vf^O, Y F y = °, X"°’ (2) 

En este capitulo buscamos cuales son las restricciones 2* 

que deben imponerse a las fuerzas y a las torcas donde con veniencia, hemos suprimido el subindice 

sobre un cuerpo para crear una condicion de equilibria P ecuac i one s 1 y 2 postulan que la suma 

Nos concentraremos en los casos de equilibrio estatico, si ext 
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de las componentes de las fuerzas extemas a lo largo de 
cada una de tres direcciones mutuamente perpendiculares 
es cero. 

El movimiento rotatorio de un cuerpo rigido esta regi- 
do por la ecuacion 8 del capitulo 13, es decir, 

y x = — 

2j ex, ^ , 

donde Et; x1 es la suma de todas las torcas extemas que 
actuan sobre el cuerpo. Si el impetu angular L tiene 
cualquier valor constante, incluso cero, debemos tener 
que dL/dt = 0. Por tanto, la segunda condicion del equili- 
brio es que la suma vectorial de todas las torcas extemas 
que actuen sobre el cuerpo debe ser cero, o sea, 

2 T e*t = °- (3) 

Esta ecuacion vectorial puede expresarse como tres ecua- 
ciones escalares (nuevamente suprimiendo el subindice 
“ext”): 

2 t * = 0 » 2 r y^ 0 ’ 2^ = 0, (4) 


Z 



X 


Figura 1 La fuerza F, es una de las N fuerzas externas que 
actuan sobre un cuerpo rigido (no mostrado). El vector r, 
situa al punto de aplicacion de F, con relacion aOyse usa 
para calcular la torca de F, con respecto a O. El vector - r,, 
se usa para calcular la torca de F, con respecto a P 


El primer grupo de terminos entre corchetes da t q de 
acuerdo con la ecuacion 5. Podemos reescribir el segundo 
grupo suprimiendo el factor constante de r p : 


que postulan que, en el equilibrio, la suma de las compo¬ 
nentes de las torcas que actuan sobre un cuerpo, a lo largo 
de cada una de tres direcciones mutuamente perpendicu¬ 
lares, es cero. 

La segunda condicion del equilibrio es independiente 
de la eleccion del origen y de los ejes de coordenadas que 
se usen para calcular las componentes de las torcas. Si la 
torca neta es cero, entonces sus componentes son cero 
para cualquier eleccion de los ejes x, y, y z. Ademas, para 
un cuerpo en equilibrio, la eleccion del origen para calcu¬ 
lar las torcas es irrelevante y puede hacerse segun conven- 
ga; si t = 0 con respecto a un origen O en particular, 
entonces es cero con respecto a cualquier otro punto en el 
marco de referenda de un cuerpo en equilibrio. 

Probemos este ultimo postulado. Supongamos que se 
aplican N fuerzas extemas sobre el objeto. Respecto al 
origen O, la fuerza F, se ejerce en un punto ubicado en r 1} 
la fuerza F 2 en r 2 , y asi sucesivamente. La torca neta con 
respecto a O es, por lo tanto. 


t p = x o~ f r /> x (F, + F 2 + • • • +F„)] 

-*b-[r,x( 2 F„)] 

= T 0 , 

donde llevamos a cabo el ultimo paso porque L F cxt = 0 para 
un cuerpo en equilibrio de traslacion. Entonces, la torca con 
respecto a dos puntos cualesquiera tiene el mismo valor 
cuando el cuerpo esta en equilibrio de traslacion. 

A menudo tratamos con problemas en que todas las 
fuerzas estan en un piano. En este caso las seis condicio- 
nes de las ecuaciones 2 y 4 se reducen a tres. Resolvemos 
las fuerzas en dos componentes: 

= 2^ = o, (6) 

y, si calculamos las torcas con respecto a un punto que 
tambien este en el piano xy, todos las torcas deben estar 
en la direccion perpendicular al piano xy. En este caso 
tenemos 


To T| -(- T2 H" ‘ + Xff 

= r 1 xFi + r 2 xF 2 + • • • Lr^xF^. (5) 

Supongamos que un punto P esta situado en el desplaza- 
miento r p con respecto a O (Fig. 1). El punto de aplicacion 
de Fj, con respecto a P, es (r, - r p ). La torca con respecto 
a P es 

t p = (r! - t p ) x F, + (r 2 - r P ) x F 2 
+ • ' • + (Lv — tp) x F^ 

= [r,xF, +r 2 xF 2 + • • • +r jV xF JV ] 

~ [i> x Fj +r f xF 2 + • • • + r ,xF # ]. 


2u=o. (7) 

Nos limitaremos, sobre todo, a problemas en un piano 
para simplificar los calculos; esta condicion no impone 
ninguna restriccion fundamental a la aplicacion de los 
principios generates del equilibrio. 

14-2 EL CENTRO DE GRAVED AD 

Una de las fuerzas que se encuentran en la dinamica del 
cuerpo rigido es la fuerza de la gravedad, la cual es 
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y 



Figura 2 Cada particula de un cuerpo, como el 
representado con masa m„ experimenta una fuerza 
gravitatoria como m, g. Todo el peso del cuerpo, aunque 
distribuido en todo su volumen como la suma de las fuerzas 
gravitatorias sobra todas sus particulas, puede ser 
reemplazado por una fuerza tinica de magmtud Mg que actua 
en el centro de gravedad. Si el campo gravitatorio es 
uniforme (esto es, el mismo para todas las particulas), el 
centro de gravedad coincide con el centro de masa, y 
entonces r cm es el mismo que r cg . 


responsable del peso del cuerpo. Con autoridad (y sin 
justificacion), hemos representado a fuerza sobre un cuer¬ 
po de masa M por medio de un vector aislado Mg que 
actuaba en el centro de masa del cuerpo. Aqui justificare- 
mos este paso y estudiaremos las condiciones bajo las 

cuales es valida. . 

El peso de un cuerpo extenso es en realidad la resultante 

de un gran numero de fuerzas, cada una de ellas debida a 
la gravedad, que actua sobre cada una de las particulas del 
cuerpo. Esto es, podemos reemplazar al vector suma de 
las fuerzas gravitatorias de todas las particulas de un 
cuerpo con una sola fuerza: el peso. Ademas, la resultante 
neta de las torcas gravitatorias correspondientes sobre 
todas las particulas puede ser reemplazada por la torca 
debida a esa fuerza unica si imaginamos que actua en un 
punto del cuerpo llamado el centro de gravedad. 

Si la aceleracion gravitatoria g tiene el mismo valor en 
todos los puntos del cuerpo, lo cual es asi en todos los 
casos practicos de interes, ocurren entonces dos simplifi- 
caciones: (1) el peso es igual a Mg, y (2) el centro de 
gravedad coincide con el centro de masa. Comprobemos 
estos dos resultados. 

Imaginemos al cuerpo de masa M dividido en un gran 
numero de particulas. La fuerza gravitatoria ejercida por 
la Tierra sobre la iesima particula de masa m i es m, g. 
Esta fuerza se halla dirigida hacia el centro de la Tierra 
La fuerza neta sobre todo el objeto debida a la gravedad 
es la suma sobre todas y cada una de las particulas, o sea 


2) F = ^ m,g. ( 8 > 

Puesto que hemos supuesto que g tiene el mismo valor 
para cada particula del cuerpo, podemos sacar el factor g 
de la suma de la ecuacion 8, lo cual da 

2 f = g 2 m < = 

Esto comprueba la primera de las afirmaciones hechas 
anteriormente acerca de que podemos reemplazar a la 
fuerza resultante de la gravedad que actua sobre todo el 

cuerpo por la fuerza unica Mg. _ 

Apliquemos ahora la condicion de la torca, ecuacion 3, 
tomando las torcas respecto al punto arbitrario O, como 
se muestra en la figura 2. El vector r, localiza a la particula 
de masa m,. con relacion a este origen. La torca neta en 
tomo a este punto debida a la gravedad que actua sobre 
todas las particulas es 

2 T = 2 x m ' g) = 2 (m ' r ' x gX (10) 

donde el ultimo paso se toma introduciendo al escalar m, 
dentro de la suma. Una vez mas usamos la constancia de 
g para sacarla de la suma, teniendo cuidado de no cambiar 
el orden de los vectores r, y g de modo que el signo del 
producto cruz no cambie. Segun la ecuacion 12 del capi¬ 
tulo 9, la suma restante, I m i r i es precisamente Mr , 
donde r cm es el vector que situa al centro de masa del 
cuerpo con relacion al origen O. En estos dos pasos, 
podemos expresar la ecuacion 10 asi: 

£ x = (2 m ' T i) x 8 = Mr ™ x 8 = x M & ( U) 

La torca resultante sobre el cuerpo es, entonces, igual a la 
torca que seria producida por la fuerza unica Mg que actua 
en el centro de masa del cuerpo, y entonces el centro de 
gravedad (eg) coincide con el centro de masa, lo cual com¬ 
prueba la segunda afirmacion hecha anteriormente. Un co- 
rolario util de la ecuacion 11 es que la torca debida a la 
gravedad en tomo al centro de masa de un cuerpo es cero. 

^En que condiciones estara en equilibrio un cuerpo 
en la gravedad de la Tierra? Las ecuaciones 9 y 11 de 
muestran que, si aplicamos una fuerza unica F' hacia 
arriba de magnitud Mg en el centro de masa, entonces 
tanto la fuerza neta como la torca neta seran cero, y 
nuestras condiciones de equilibrio se cumpliran. Sin em¬ 
bargo, tambien es cierto que el cuerpo estara en equilibrio 
si la fuerza F' hacia arriba esta aplicada en cualquier punto 
de una linea vertical que pase por el centro de masa. La 
torca neta es cero en este caso, porque Mg y F ( Mg) 
tienen la misma linea de accion. Por lo tanto, podemos 
equilibrar un objeto aplicando una fuerza vertical F no 
solo en el centro de masa, sino tambien en cualquier punto 
situado directamente encima o debajo del centro de masa. 

Podemos emplear esta propiedad para hallar el centro 
de masa de un objeto extenso. Consideremos un cuerpo 
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y y y 



(“) (b) (c) 

Figura 3 Un cuerpo suspendido de un punto arbitrario S, 
como en (a) y ( b ), estara en equilibrio estable solo si su 
centro de gravedad (eg) cuelga verticalmente bajo su punto 
de suspension S. La Ii'nea punteada en (6) representa a la 
li'nea vertical en (a), demostrando que el centro de gravedad 
puede ser localizado al suspender al cuerpo de dos puntos 
diferentes en forma sucesiva. (c) Si un cuerpo es suspendido 
en su centro de gravedad, esta en equilibrio sin importar cual 
sea su orientacion. 


de forma arbitraria suspendido de un punto S (Fig. 3). El 
punto de soporte, que ejerce una fuerza hacia arriba F' = 
-Mg, debe estar sobre una linea vertical con el centro de 
masa. Si trazamos una linea vertical a traves de S, entonces 
sabemos que el centro de masa debe estar en algun punto 
de la linea. Podemos repetir el procedimiento tras una 
nueva eleccion del punto S, como en la figura 3b, y 
hallaremos una segunda linea que debe contener el centro 
de masa. El centro de masa debe, por lo tanto, estar en la 
interseccion de las dos lineas. 

Si suspendemos el objeto del centro de masa, como en 
la figura 3c, el cuerpo estara en equilibrio sin importar 
cual sea su orientacion. Podemos voltearlo a nuestro an- 
tojo y permanecera en equilibrio. Esto ilustra el corolario 
de la ecuacion 11: la torca debida a la gravedad es cero 
con respecto al centro de masa. 

En esta seccion hemos usado de manera indistinta los 
terminos “centro de masa” y “centro de gravedad”. El 
centro de masa se define asi para cualquier cuerpo cuerpo 
y puede calcularse, segun los metodos descritos en el 
capitulo 9, a partir del tamano y la forma del cuerpo. Por 
otra parte, el centro de gravedad se define unicamente 
para los cuerpos situados dentro de un campo gravitatorio. 
Para calcular el centro de gravedad, debemos conocer no 
solo los detalles geometricos del cuerpo, sino tambien la 
variation de g sobre el cuerpo. Si g no es constante sobre 
el cuerpo, entonces el centro de gravedad y el centro de 
masa no coinciden, y g no puede suprimirse de las sumas 
en las ecuaciones 8 y 10. Consideremos una barra unifor¬ 
me como la que se muestra en la figura 4, cuyo eje esta 
inclinado en cierto angulo diferente de cero respecto a la 
horizontal. El centro de masa C esta el centro geometrico 
de la barra. Si el eje de la barra fuese horizontal, el centro 



Figura 4 Una barra uniforme en un campo gravitatorio no 
uniforme. El centro de gravedad esta en P, el cual no 
coincide con el centro de masa C. 


de gravedad P coincidiria con el centro de masa; esto es, 
una fuerza unica hacia arriba F' (de igual magnitud a Mg) 
situada en C mantendria a la barra en equilibrio. Cuando 
el eje no es horizontal, esto no sucede asi. Puesto que g 
disminuye ligeramente con la distancia desde la Tierra, la 
particula iVen el extremo mas bajo de la barra experimenta 
una atraccion gravitatoria mayor que una particula iden- 
tica 1 en el extremo mas alto. Para compensar la tendencia 
resultante de la barra a girar en sentido horario (o de las 
manecillas del reloj) en tomo a C, el centro de gravedad 
P (el punto de aplicacion de la fuerza equilibrante hacia 
arriba) debe estar situado un poco mas abajo de C. Al 
cambiar el angulo con la horizontal, cambiara la position 
de P. Ademas, si movemos la barra a un lugar en donde g 
tenga un valor diferente, la relation entre P y C para un 
angulo de inclination dado sera diferente. Asi, el centro 
de gravedad puede, en general, depender de la orientacion 
del objeto, asi como del campo gravitatorio local. Para una 
barra de un metro, inclinada en un angulo de 45° en las 
cercanias de la superficie de la Tierra, la distancia entre el 
centro de masa y el centro de gravedad es de alrededor 
18 nm, mucho mas pequena que la precision con la que 
normalmente se trabaja en los problemas de equilibrio y, 
por lo tanto, completamente insignificante. En problemas 
de equilibrio, podemos suponer con seguridad que el 
centro de gravedad y el centro de masa coinciden. 


14-3 EJEMPLOS DE EQUILIBRIO 


Al aplicar las condiciones de equilibrio (fuerza resultante 
nula y torca resultante nula respecto a cualquier punto), 
podemos aclarar y simplificar el procedimiento como 
sigue. 

En primer lugar, trazamos una frontera imaginaria al¬ 
rededor del sistema en estudio. Esto ayuda a ver claramen- 
te a que cuerpo o a que sistema de cuerpos estamos 
aplicando las leyes de equilibrio. A este proceso se le 
llama aislar al sistema. 

En segundo lugar, trazamos los vectores que repre- 
senten la magnitud, la direccion, y el punto de aplicacion 
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de todas las fuerzas externas. Una fuerza externa es aque- 
11a que actua desde el exterior de la frontera que hayamos 
trazado en primer lugar. Ejemplos de fuerzas externas que 
se encuentran a menudo son las fuerzas gravitatorias y las 
fuerzas ejercidas por cuerdas, alambres, barras, y vigas 
que cruzan la frontera. Notese que solo es necesario con- 
siderar a las fuerzas externas que actuan sobre el sistema; 
todas las fuerzas intemas se cancelan entre si en pares. 

Existen ciertos casos en que la direccion de una fuerza 
pudiera no ser obvia. Para determinar la direccion de 
cierta fuerza, tracemos un corte imaginario a traves del 
miembro que ejerce la fuerza en el punto en que cruza la 
frontera. Si los extremos de este corte tienden a separarse, 
la fuerza actua hacia afuera. En caso de duda, conviene 
elegir la direccion de la manera arbitraria. Un valor nega¬ 
tive de una fuerza en la solucion significa que la fuerza 
actua en direccion opuesta contraria a la que habriamos 
supuesto. 

En tercer lugar, elegimos un sistema de coordenadas 
conveniente a lo largo de cuyos ejes resolvemos las fuer¬ 
zas externas antes de aplicar la primera condicion de 
equilibrio (Ecs. 1 6 2). La meta, aqui, consiste en simpli¬ 
ficar los calculos. El sistema de coordenadas preferible es, 
por lo general, aquel que haga minimo el numero de 
fuerzas que deban ser resueltas en componentes. 

En cuarto lugar, elegimos un sistema de coordenadas 
conveniente a lo largo de cuyos ejes resolvemos las torcas 
externas antes de aplicar la segunda condicion de equili¬ 
brio (Ecs. 3 6 4). Una vez mas, la meta consiste en 
simplificar los calculos, y podemos usar sistemas de coor¬ 
denadas diferentes al aplicar las dos condiciones para el 
equilibrio estatico si esto demuestra ser conveniente. Por 
ejemplo, al calcular las torcas con respecto a un punto a 
traves del cual actuen varias fuerzas se eliminan las fuer¬ 
zas de la ecuacion de la torca. 

En el equilibrio, las componentes de la torca que resulta 
de todas las fuerzas externas debe ser cero en tomo a 
cualquier eje. Las torcas intemas se cancelaran en pares 
y no necesitan ser consideradas. Seguimos la misma con¬ 
vention que en capitulos anteriores para el signo algebrai- 
co de la torca en tomo a un eje en particular: tomamos a 
una torca como positiva si por si misma produjera una 
rotation antihoraria en tomo al eje. 


Problema muestra 1 Una viga uniforme de longitud L cuya 
masa m es de 1.8 kg descansa sobre sus extremos en dos basculas 
digitales, como en la figura 5a. Un bloque cuya masa M es de 
2.7 kg reposa sobre la viga, con su centro situado a un cuarto 
de L a partir del extremo izquierdo de la viga. i,Que lectura 
arrojaran las basculas? 

Solucion Elegimos como nuestro sistema a la viga y al bloque 
juntos. La figura 5b es un diagrama de cuerpo fibre de este 
sistema, que muestra todas las fuerzas externas que actuan 
sobre el sistema. El peso de la viga, mg, actua hacia abajo en su 


limites del sistema 



Figura 5 Problema muestra 1. (a) Una viga de masa m 
soporta a un bloque de masa M. Las basculas digitales 
muestran las fuerzas verticales ejercidas en los dos extremos 
de la viga. ( b ) Diagrama de cuerpo fibre que muestra las 
fuerzas que actuan sobre el sistema consistente en viga + 
bloque. 


centro de masa, el cual esta en su centro geometrico, puesto que 
la viga es uniforme. De igual manera, Mg, el peso del bloque, 
actua hacia abajo en su centro de masa. Las basculas empujan 
hacia arriba en los extremos de la viga con fuerzas F, y F r . Lo 
que buscamos son las magnitudes de estas ultimas dos fuerzas, 
reflejadas en las lecturas que dan las basculas. 

Nuestro sistema esta en equilibrio estatico, de modo que se 
apfica la ecuacion del equilibrio de las fuerzas (Ec. 6) y la 
ecuacion del equilibrio de las torcas (Ec. 7). Resolveremos este 
problema de dos modos equivalentes. 

1. Primera solucidn. Las fuerzas no tienen componentes x, y 
por lo tanto la condicion de que E Fx = 0 no nos proporciona 
information alguna. Para las componentes y, tenemos 

J i F y = F, + F r -Mg-mg = 0. (12) 

Existen dos fuerzas desconocidas (F, y F r ) pero no podemos 
obtenerlas por separado porque solo tenemos (hasta ahora) una 
ecuacion. Por fortuna, tenemos otra ecuacion a la mano, es 
decir, la ecuacion 7, la ecuacion de equilibrio de las torcas. 

Podemos aplicar la ecuacion 7 a cualquier eje que forme un 
angulo recto con el piano de la figura 5. Elijamos un eje que 
pase por el extremo izquierdo de la viga, de modo que desapa- 
rezea la incognita F, de la ecuacion de la torca. Tendremos 
entonces, de la ecuacion 7, 

t 2 = (F,X0) + (F r )(L) - (mg)(L/2) - [Mg)(L/ 4) = 0, (13) 

F r = (g/4XM + 2m) 

= (i)(9.8 m/s 2 )[2.7 kg + 2(1.8 kg)] = 15 N. 


o sea 
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Notese como nuestra eleccion elimina a la fuerza F, de la 
ecuacion de la torca y nos permite resolver directamente para 
la otra fuerza. Si nos hubieramos inclinado por tomar las torcas 
respecto a cualquier punto arbitrario, habriamos obtenido una 
ecuacion en la que F t y F r podrian resolverse simultaneamente 
con la ecuacion 12. Nuestra eleccion de ejes nos ayuda a 
simplificar el algebra un tanto pero, por supuesto, de ninguna 
manera cambia la solucion final. 

Si sustituimos el valor de F r en la ecuacion 12 y resolvemos 
para F h hallamos que 

F, = {M+ m)g - F r 

= (2.7 kg + 1.8 kg)(9.8 m/s 2 ) - 15 N = 29 N. 

Notese que la altura del centro de masa del bloque no interviene 
en la solucion de este problema. ^Es esto fisicamente razonable? 

2. Segunda solucion. Como comprobacion, resolvamos este 
problema de un modo diferente, aplicando la ecuacion de equi- 
librio de las torcas en torno a dos ejes diferentes. A1 elegir a un 
eje que pase por el extremo izquierdo de la viga, como lo 
hicimos anteriormente, hallamos la solucion F r = 15 N. 

Para un segundo eje que pase por el extremo derecho de la 
viga, la ecuacion 7 nos da 

= ( F r)( 0) - (F/)(L) + ( mg)(L/2 ) + (Mg)(3L/4) = 0. 

(14) 

Resolviendo para F„ hallamos 
Ft - (g/4)(3M + 2m) 

= (i )(9.8 m/s 2 )[3(2.7 kg) + 2(1.8 kg)] = 29 N, 

de acuerdo con nuestro resultado anterior. Notese que la longi- 
tud de la viga no interviene explicitamente en este problema. 

La solucion para las dos incognitas en este problema (F ; y F) 
exige dos ecuaciones independientes. En este segundo metodo 
nuestras dos ecuaciones (Ecs. 13 y 14) provienen de las dos 
ecuaciones de las torcas; la ecuacion de la fuerza (Ec. 12) no 
proporciona una informacion independiente. De hecho, como 
puede demostrarse, al restar las dos ecuaciones de las torcas nos 
da la ecuacion de la fuerza. 


Problema muestra 2 Un bolichista sostiene en la palma de la 
mano una bola de boliche cuya masa M es de 7.2 kg. Como lo 
muestra la figura 6a, el brazo esta vertical y el antebrazo esta 
horizontal. ,-Que fuerzas deberan ejercer el musculo biceps y la 
estructura osea del brazo sobre el antebrazo? El antebrazo y 
la mano juntos tienen una masa m de 1.8 kg, y las dimensiones 
necesarias son d = 4.0 cm, D = 15 cm, y L = 33 cm. 

Solucion Nuestro sistema consta del antebrazo y la bola de 
boliche juntos. La figura 6b muestra un diagrama de cuerpo 
libre. Las fuerzas desconocidas son T, la fuerza ejercida por el 
musculo biceps, y F, la fuerza ejercida por el brazo sobre el 
antebrazo. Al igual que en el problema muestra 1, todas las 
iuerzas son verticales. 

Partiendo de la ecuacion 6, Z F y - 0, hallamos 

H F y=T-F-mg-Mg = 0. (15) 

Aplicando la ecuacion 7 respecto a un eje que pase por O y 
tomando las rotaciones en sentido antihorario como positivas 
obtenemos 


Sistema 


Punto de 
contacto 
(a) del codo 



Figura 6 Problema muestra 2. (a) Una mano sostiene una 
bola de boliche. Se marca la frontera del sistema. 

(b) Diagrama de cuerpo libre, que muestra las fuerzas que 
actuan. Los vectores estan a escala, mostrando las potentes 
fuerzas ejercidas por el musculo biceps y por el brazo en la 
articulacion del codo (punto O). 


Al elegir que nuestro eje pase por el punto O, hemos eliminado 
la variable F de esta ecuacion. La ecuacion 16, resuelta para T 
nos da ’ 

„ mD + ML 

T = g- - 

* d 

= (9.8 m/s 2 ) k g)U5 cm) + ( 1.2 kg)(33 cm) 

4 0 rm 



Xu- (T)(d) + (F)(0) - (mg)(D) - (Mg)(L) = 0. (16) 


= 648 N = 146 lb. 


Seccion 14-3 Ejemplos de equilibria 337 


Figura 7 Problemas muestra 3 y 4. 
(a) Un bombero esta a medio camino 
de una escalera apoyada contra una 
pared sin friccion. (b) Diagrama de 
cuerpo libre, que muestra (a escala) las 
fuerzas que actuan. 




Entonces el musculo biceps debe jalar del antebrazo con una 
fuerza que sea alrededor de nueve veces mas grande que el 
peso de la bola de boliche. 

Si resol vemos la ecuacion 15 para F y sustituimos en ella el 
valor de T dado arriba, hallamos 

F = T~g(M+m) 

= 648 N - (9.8 m/s 2 )(7.2 kg + 1.8 kg) 

= 560 N = 126 lb. 

La fuerza F es tambien grande, siendo alrededor de ocho veces 
el peso de la bola de billar. 


Problema muestra 3 Una escalera cuya longitud L es de 12 m 
y cuya masa m es de 45 kg descansa contra una pared. Su 
extremo superior esta a una distancia h de 9.3 m del suelo, como 
vemos en la figura la. El centro de masa de la escalera esta a 
un tercio del camino hacia arriba. Un bombero cuya masa M es 
de 72 kg sube por la escalera. Suponga que la pared, pero no el 
suelo, carece de friccion. ^Que fuerzas ejercen sobre la escalera 
la pared y el suelo? 


Solucion La figura lb muestra un diagrama de cuerpo libre. 
La pared ejerce una fuerza horizontal F w sobre la escalera; no 
puede ejercer fuerza vertical alguna porque se supone que el 
punto de contacto entre la pared y la escalera esta libre de 
friccion. El suelo ejerce una fuerza sobre la escalera con una 
componente horizontal/debida a la friccion y una componente 
vertical N, la fuerza normal. Elegimos los ejes de coordenadas 
como se muestra, con el origen O en el punto en que la escalera 
se apoya en el suelo. La distancia a desde la pared al pie de la 
escalera se halla facilmente a partir de 


a = -1L 2 — h 2 = V(12 m) 2 — (9.3 m) 2 = 7.6 m. 


Partiendo de la ecuacion 6, la ecuacion de equilibrio de las 
fuerzas, tenemos que, respectivamente, 


XF x = F w -/= 0 

(17) 

X Fy = N - Mg - mg = 0. 

(18) 


N = g(M + m) 

= (9.8 m/s 2 )(72 kg + 45 kg) = 1150 N. 

Partiendo de la ecuacion 7, la ecuacion del equilibrio de las 
torcas, tenemos, tomando un eje que pase por O, el punto de 
contacto de la escalera con el suelo, 

X U = ~(F w m + (Mg)(a/2) + (mg){a/ 3) = 0. (19) 

Esta acertada eleccion de la posicion de los ejes elimina dos 
variables, / y N, de la ecuacion de equilibrio de las torcas. 
Podemos hallar, resolviendo la ecuacion 19 para F,„, 

^ __ ga(M/2 + m/3) 

F„ - 

(9.8 m/s 2 X7.6 m)[(72 kg)/2 + (45 kg)/3] _ 11Q N 
9.3 m 

Partiendo de la ecuacion 17 tenemos 
/=F W = 410N. 

Problema muestra 4 En el problema muestra 3, el coeficiente 
de friccion estatica p s entre la escalera y el suelo es de 0.54. ^A 
que altura puede subir el bombero antes de que la escalera 
empiece a deslizarse? 

Solucion En el problema muestra 3 hallamos que, cuando el 
bombero esta a medio camino hacia arriba en la escalera, la 
fuerza normal N es 1150 N. La fuerza maxima de friccion 
estatica es = p s N = (0.54)(1150 N) = 620 N. La fuerza real 
de friccion hemos hallado en ese problema era/= 410 N, que 
es menor que/„. Al continuar subiendo el bombero,/aumen- 
tara, y ocurrira un deslizamiento cuando el bombero haya 
subido una distancia d a lo largo de la escalera, de modo que/ 
=_/+„. Deseam os hallar la distancia d. 

Las fuerzas que actuan tienen la misma nomenclatura que los 
de la figura 7. Al aplicar la ecuacion 7 en torno a un eje que pase 
por el punto de contacto de la escalera con el suelo, tenemos 

X U = “( F w )(h ) + (mg)(a/ 3) + ( Mg)(da/L) = 0, 

donde da/L es la distancia horizontal entre O y la linea de accion 
del peso Mg del bombero. Resolviendo para F„, hallamos 


La ecuacion 18 da 
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La ecuacion 20 nos muestra que al subir el bombero por la 
escalera (esto es, al aumentar d), la fuerza F w ejercida por 
la pared debe aumentar para que se mantenga el equilibrio. Para 
hallar a den el punto de deslizamiento, debemos primero hallar 
a F w . 

La ecuacion 6 del equilibrio de fuerzas en la direccion x 
nos da 

2 F *=F»-f=o- 

En el punto de deslizamiento, tendremos entonces que 

F w =f=f max =H>N. ( 21 ) 

De la ecuacion 6 para el equilibrio de fuerzas en la direccion y, 
tenemos 


^ F y — N— Mg — mg = 0, 

o sea 

N = g(M+m). (22) 


Al combinar las ecuaciones 21 y 22, tenemos 


F w = p,g(M+m). (23) 

Finalmente, si combinamos las ecuaciones 20 y 23 y resolvemos 
para d, tendremos 


p s h (M + m) m 
~a M W. 


= (12m) 


= 10.4 m. 


'(0.54X9.3 m) (72 kg+ 45 kg) 


7.6 m 


72 kg 


45 kg 
(3X72 kg). 


El bombero puede subir el 87% de la escalera antes de que 
comience a deslizarse. 

^Cual es el coeficiente de friccion mmimo que permite que 
el bombero suba toda la escalera (d = L)1 ^Cual es el coeficiente 
de friccion minimo necesario para hacer que la escalera no se 
deslice antes de que el bombero comience a subir? 



Figura 8 Problema muestra 5. ( a ) Una viga soportada por 
un gozne situado en el extremo inferior de una pared y por un 
alambre unido a la pared en su extremo superior. Un objeto 
de masa M cuelga del extremo superior de la viga. 

( b ) Diagrama de cuerpo libre, que muestra las fuerzas 
que actuan sobre la viga. El gozne ejerce una fuerza F y 
la tension en el alambre proporciona una fuerza T. 


y 

Y J F y = F v +T v -mg-Mg = 0. (25) 

Para aplicar la condicion del equilibrio rotatorio, elegimos un 
eje que pase por el extremo superior de la viga. (^Por que?) 
Segun la ecuacion 7, tenemos entonces 

2 T z = ~F V (L cos 6) + F h (L sen 6) + cos ~ 0, 


Problema muestra 5 Una viga uniforme de longitud L = 
3.3 m y masa m = 8.5 kg esta engoznada a una pared como en 
la figura 8a. Un alambre unido a la pared a una distancia d = 
2.1 m sobre el gozne esta unido al otro extremo de la viga, 
siendo la longitud del alambre tal que la viga forma un angulo 
de 8 = 30° con la horizontal. Un cuerpo de masa M = 56 kg esta 
suspendido del extremo superior de la viga. Halle la tension en 
el alambre y la fuerza ejercida por el gozne sobre la viga. 

Solucion La figura 8 b muestra todas las fuerzas extemas que 
actuan sobre la viga, la cual hemos elegido como nuestro 
sistema. A causa de que dos de las fuerzas estan dirigidas 
verticalmente hacia abajo, elegimos que nuestros ejes sean 
horizontal y vertical. La tension en el alambre y la fuerza 
ejercida por el gozne sobre la viga estan representadas por sus 
componentes horizontal y vertical. 

Partiendo de la ecuacion 6 para el equilibrio de traslacion, 
obtenemos 

2F x = F h -T h = 0, (24) 


o sea 

F v = F h tan 6 + (26) 

Si sustituimos los valores numericos, las ecuaciones 24 a 26 dan 
por resultado 

F h =T h , 

F v +T v = 632 N, 

F,“(0.577)F* + 41.7 N. 

Observemos que tenemos cuatro incognitas, a saber, F v , F k , 
T u , y T h , pero solo tres ecuaciones que las relacionen. Necesita- 
mos otra relacion entre estas cantidades si queremos resolver 
este problema. Esta relacion final se deduce del hecho de que 
T v y T h deben de sumarse para dar un vector resultante T dirigido 
a lo largo del alambre. El alambre (flexible) no puede soportar 
una fuerza transversal a su dimension larga. [Notese que esto 
no sucede asi en el caso de la viga (rigida).] De aqui que nuestra 
cuarta ecuacion sea 


T v = T h tan a, (27) 

donde tan a = (rf - L sen 0)1 (L cos &) = 0.157, que corresponde 
a a = 8.9°. Asi nuestra cuarta ecuacion resulta ser 

T v = 0.1577;. 

Al combinar las cuatro ecuaciones hallamos que, despues de 
llevar a cabo el algebra necesaria, 

F v = 506 N, F k = 804 N, T v = 126 N, T h = 804 N. 

La tension en el alambre sera entonces 

+ 71 = 814 n, 

y la fuerza ejercida por el gozne sobre la viga es 
F= dFl + F\ — 950 N. 

Notese que tanto Tcomo Fson considerablemente mas grandes 
que los pesos combinados de la viga y el cuerpo suspendido 
(632 N). 

El vector F forma un angulo con la horizontal de 

0 = tan- 1 = 32.2”. 

F h 

Entonces, el vector de la fuerza resultante que actua sobre la 
viga en el gozne no apunta a lo largo de la direccion de la viga. 


En los ejemplos anteriores hemos tenido cuidado de li- 
mitar el numero de fuerzas desconocidas al numero de 
ecuaciones independientes que relacionan a las fuerzas. 
Cuando todas las fuerzas actuan en un piano, podemos 
tener solamente tres ecuaciones de equilibrio indepen¬ 
dientes, una para el equilibrio de rotacion respecto a 
cualquier eje normal al piano, y las otras dos para el 
equilibrio de traslacion en el piano. Sin embargo, a menu- 
do tenemos mas de tres fuerzas desconocidas. Por ejem- 
plo, en los problemas muestra 3 y 4, si abandonamos la 
hipotesis artificial de una pared sin de friccion, tenemos 
cuatro cantidades escalares desconocidas, es decir, las 
componentes horizontal y vertical de la fuerza que actua 
sobre la escalera y la pared, y las componentes horizontal 
y vertical de la fuerza que actua sobre la escalera en el 
suelo. Estas fuerzas no pueden ser determinadas porque 
tenemos solamente tres cantidades escalares. Al asignar 
cualquier valor a una fuerza desconocida, pueden deter- 
minarse las otras tres fuerzas. Pero si carecemos de una 
base para asignar cualquier valor particular a una fuerza 
desconocida, es posible, matematicamente, un numero 
infinito de soluciones. Por lo tanto, debe ser posible hallar 
otra relacion independiente entre las fuerzas desconocidas 
si esperamos resolver el problema en forma unica. (En el 
problema muestra 5, esta ultima ecuacion provino de una 
propiedad fisica de uno de los elementos del sistema.) El 
hecho de considerar torcas respecto a un segundo eje no 
ofrece una cuarta ecuacion independiente; podemos de- 
mostrar que tal ecuacion es una combinacion lineal de la 
primera ecuacion de la torca y las dos ecuaciones de las 


fuerzas, y por lo tanto no contiene ninguna informacion 
nueva. 

Otro ejemplo sencillo de una estructura indeterminada 
ocurre cuando deseamos determinar las fuerzas ejercidas 
por el suelo sobre cada una de las cuatro llantas de un 
automovil cuando esta en reposo sobre una superficie 
horizontal. Si suponemos que estas fuerzas son normales 
al suelo, tenemos cuatro cantidades escalares desconoci¬ 
das. Todas las demas fuerzas, como el peso del automovil 
mas los pasajeros, actuan como normales al suelo. Por lo 
tanto, tenemos solamente tres ecuaciones independientes 
que nos dan las condiciones del equilibrio, una para el 
equilibrio de traslacion en la direccion unica de todas las 
fuerzas y dos para el equilibrio (rotatorio) con respecto a 
los dos ejes perpendiculares entre si en un piano horizon¬ 
tal. De nuevo, la solucion del problema es matematica¬ 
mente indeterminada. Una mesa de cuatro patas, con todas 
ellas en contacto con el piso, es un ejemplo similar. 

Desde luego, puesto que existe realmente una solucion 
unica a este problema fisico, debemos hallar una base 
fisica para la relacion independiente adicional entre las 
fuerzas que nos permita resolver el problema. La dificul- 
tad desaparece cuando pensamos que las estructuras nun- 
ca son perfectamente rigidas, como lo hemos supuesto 
tacitamente hasta ahora. Todas las estructuras se defor- 
man en realidad, de alguna manera. Por ejemplo, las 
llantas del automovil y el suelo se deforman, como tam- 
bien lo hacen la escalera y la pared. Las leyes de la 
elasticidad y las propiedades elasticas de la estructura de- 
terminan la naturaleza de la deformacion y proporcionan 
la relacion adicional necesaria entre las cuatro fuerzas. 
Por lo tanto, un analisis completo requiere no solamente 
de las leyes de la mecanica del cuerpo rigido sino tam- 
bien de las leyes de la elasticidad. En la seccion 14-5 
consideraremos brevemente estos temas. 


14-4 EQUILIBRIO ESTABLE, 
INESTABLE, Y NEUTRO 
DE LOS CUERPOS RIGIDOS 
EN UN CAMPO GRAVITATORIO 


En el capitulo 8 vimos que la fuerza de la gravedad es una 
fuerza conservativa. Para las fuerzas conservativas pode¬ 
mos definir una funcion de la energia potencial U(x, y, z), 
donde U se relaciona con F segun 



dU = _dt/ 

dy ’ tz dz' 


En los puntos donde dUjdx sea cero,' una particula some- 
tida a esta fuerza conservativa estara en equilibrio de 
traslacion en la direccion x, ya que entonces F x es igual a 
cero. En forma equivalente, en los puntos en que dUjdy o 




340 Capitulo 14 Equilibria de los cuerpos rigidos 


Seccion 14-5 Elasticidad 341 


B 



Figura 9 Una superficie con energia potencial gravitatoria. 
Una particula que experimente la fuerza gravitatoria 
correspondiente se comportarfa de modo similar a una 
particula que se deslizara sin friccion sobre una superficie 
solida real de esta forma. Una particula situada en A, B, o C 
estaria en equilibrio. El punto A representa un equilibrio 
estable, porque una particula que se desplace ligeramente 
desde A tendera a regresar alii. El punto B representa un 
equilibrio inestable, porque una particula que se desplace 
ligeramente desde B tendera a aumentar su desplazamiento. 
En el punto C, una particula que se desplace a lo largo del eje 
aa‘ tendera a regresar a C, pero si su desplazamiento fuera a 
lo largo del eje bb', tenderia a aumentar su desplazamiento. 

El punto C se llama punto silla, porque la superficie de esta 
region tiene forma parecida a una silla de montar. El 
equilibrio neutro, que no se ilustra, estaria representado por 
una superficie horizontal plana. 


dU/dz sean cero, una particula estara en equilibrio de 
traslacion en las direcciones y y z, respectivamente. La 
derivada de U en un punto, y la correspondiente compo- 
nente de la fuerza sobre una particula, sera cero cuando U 
tenga un valor extremo (maximo o minimo) en ese punto 
o cuando U sea constante con respecto a la coordenada 
variable. Entonces la particula puede estar en equilibrio 
cuando U sea maxima, minima, o constante. Conside- 
remos, por orden, cada una de estas tres posibilidades. 

Cuando U sea un minimo (el punto A de la figura 9), la 
particula esta en equilibrio estable', cualquier desplaza¬ 
miento desde esta posicion dara por resultado una fuerza 
de restitucion que tiende a regresar a la particula a la 
posicion de equilibrio. De igual forma, podemos decir que 
si un cuerpo esta en equilibrio estable, para que cambie 
su posicion debera efectuarse un trabajo sobre el por 
un agente externo. Esto dara por resultado un aumento en 
su energia potencial. 

Cuando U sea un maximo (el punto B en la figura 9), la 
particula esta en equilibrio inestable', cualquier desplaza¬ 
miento desde esta posicion dara por resultado una fuerza 
que tiende a empujar a la particula mas alia de la posicion 
de equilibrio. En este caso, para que cambie su posi¬ 


cion no debera efectuarse trabajo alguno sobre la particula 
por un agente externo; el trabajo efectuado para desplazar 
al cuerpo lo proporciona la fuerza conservativa, dando 
por resultado una disminucion en su energia potencial. 

Cuando U sea una constante, la particula esta en equi¬ 
librio neutro. En este caso una particula puede desplazarse 
ligeramente sin experimentar una fuerza, sea esta repulsi- 
va o de restauracion. 

Todas estas observaciones se aplican a particulas, esto 
es, al movimiento de traslacion. Supongamos ahora que 
tratamos con un cuerpo rigido. Debemos considerar tanto 
el equilibrio rotatorio como el equilibrio de traslacion. Sin 
embargo, el problema de un cuerpo rigido situado en un 
campo gravitatorio es particularmente sencillo, porque 
puede considerarse que todas las fuerzas gravitatorias de 
las particulas del cuerpo rigido actiian en un punto, tanto 
para propositos de traslacion como para propositos de 
rotacion. Para propositos del equilibrio bajo fuerzas gra¬ 
vitatorias, podemos reemplazar al cuerpo rigido por una 
sola particula en el centro de gravedad, cuya masa sea la 
del cuerpo. 

Por ejemplo, consideremos un cubo en reposo sobre una 
de sus caras situado sobre una mesa horizontal. En la 
figura 10a se muestra al centro de gravedad en la seccion 
transversal central del cubo. Proporcionemos una fuerza 
al cubo de modo que lo haga girar sin deslizamiento en 
tomo a un eje a lo largo de una arista. Notese que el centro 
de gravedad se eleva y que sobre el cubo se efectua un 
trabajo, lo cual aumenta su energia potencial. Si se retira 
la fuerza, el cubo tiende a regresar a su posicion original. 
Por lo tanto, esta posicion inicial es la de un equilibrio 
estable. En terminos de una particula de masa equivalente 
situada en el centro de gravedad, este proceso se describe 
con la linea de puntos que indica la trayectoria seguida por 
el centro de gravedad durante este movimiento. Se ve que 
la particula tiene una energia potencial minima en la 
posicion de equilibrio estable, como se requiere. Podemos 
concluir que el cuerpo rigido estara en equilibrio estable 
si la aplicacion de cualquier fuerza puede elevar el centro 
de gravedad del cuerpo, pero no bajarlo. 

Si se hace girar al cubo hasta que se equilibre sobre una 
esquina, como en la figura 10 b, entonces el cubo estara de 
nuevo en equilibrio. Esta posicion de equilibrio se consi- 
dera inestable, pues la aplicacion de una fuerza horizontal, 
aun la mas leve, causaria que el cubo se cayera de esta 
posicion con una disminucion de su energia potencial. 
La particula de masa equivalente en el centro de grave¬ 
dad sigue la trayectoria punteada que se muestra. En la 
posicion de equilibrio inestable esta particula tiene una 
energia potencial maxima, como se requiere. Podemos 
concluir que el cuerpo rigido estara en equilibrio inestable 
si la aplicacion de cualquier fuerza horizontal tiende a 
descender el centro de gravedad del cuerpo. 

Un cubo en equilibrio sobre una de sus aristas puede 
considerarse en equilibrio inestable si se aplica una fuerza 
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Figura 10 El equilibrio de un cuerpo extenso. (a) Un cubo 
que descansa sobre una mesa se lialla en equilibrio estable, 
porque su centro de gravedad C se eleva cuando el cubo es 
volteado por una fuerza horizontal F. ( b ) Un cubo en 
equilibrio sobre una de sus esquinas se halla en equilibrio 
inestable, porque C cae cuando el cubo es ladeado por F. 

(c) Una esfera esta en equilibrio neutro respecto a una fuerza 
horizontal, porque C no se eleva ni cae cuando se aplica F. 
Comparense estos criterios de equilibrio de un cuerpo 
extenso con los de una particula, ilustrados en la figura 9. 



Figura 11 Los atomos de un solido se distribuyen en 
estructuras de redes tridimensionales repetitivas. Las fuerzas 
interatomicas se hallan representadas aqui por resortes. 


horizontal perpendicular a la arista, pero esta en equilibrio 
estable respecto a una fuerza horizontal paralela a la arista. 
Asi, una particula puede estar en equilibrio estable respec¬ 
to a una coordenada y en equilibrio inestable respecto a 
otra. Esta condicion recibe el nombre de punto silla y 
corresponde al punto C de la figura 9. 

El equilibrio neutro de un cuerpo rigido se ilustra me- 
diante la esfera sobre una mesa horizontal (Fig. 10c). Si la 
esfera se halla sometida a una fuerza horizontal, el centro 
de gravedad no se eleva ni desciende, sino que se mueve 
a lo largo de la linea punteada horizontal. La energia 
potencial de la esfera es constante durante el desplaza¬ 
miento, como lo es la de la particula de masa equivalente 
situada en el centro de gravedad. El sistema no tiende a 
moverse en ninguna direccion cuando se retira la fuerza 
aplicada. Un cuerpo rigido estara en equilibrio neutro si 
la aplicacion de cualquier fuerza horizontal no eleva ni 
baja el centro de gravedad del cuerpo. 

<jEn que circunstancias estaria en equilibrio estable un 
cuerpo rigido suspendidol ^Cuando estaria en equilibrio 
inestable un cuerpo rigido suspendido, y cuando estaria 
en equilibrio neutro? 


14-5 ELASTICIDAD 


Una mesa de tres patas es una estructura que puede 
analizarse mediante las tecnicas de este capitulo. Las tres 
patas estan en contacto con el suelo, el cual ejerce una 
fuerza normal vertical sobre cada pata. Usando una ecua- 
cion de la fuerza para el equilibrio (el peso, que actua en 
el centro de gravedad, debe ser igual a la suma de las tres 
fuerzas normales) y dos ecuaciones de la torca (conside- 
rando torcas respecto a dos ejes perpendiculares en el 
piano horizontal del suelo), podemos hallar las tres fuer¬ 
zas normales desconocidas a partir de tres ecuaciones. 


Una mesa de cuatro patas, sin embargo, nos ofrece 
cuatro incognitas y no puede analizarse por estas tecnicas 
sin tener mas informacion respecto a la relation entre las 
fuerzas normales. Por ejemplo, supongamos que las pa¬ 
tas sean de longitudes ligeramente diferentes. Cuando 
colocamos un peso muy pesado sobre la mesa, podemos 
comprimir a las patas en cantidades diferentes para que 
las cuatro patas esten en contacto con el suelo. A partir 
de la compresion de las patas, podemos hallar la relation 
faltante entre las fuerzas que nos permita resolver el 
problema (vease problema muestra 8). 

La rigidez de los llamados cuerpos rigidos es en reali¬ 
dad una ilusion. Los solidos estan compuestos de atomos 
que no estan en contacto rigido. Los atomos no tienen 
superficies duras que puedan compactarse apretadamen- 
te; sus nubes de electrones pueden ser moldeadas o defor- 
madas por fuerzas extemas. En un solido, los atomos estan 
unidos entre si por fuerzas que se comportan de modo muy 
parecido a las fuerzas de los resortes. La figura 11 muestra 
una representation de una parte de una red solida, que es 
la ordenacion regular de los atomos como los podriamos 
encontrar en un cristal. Cada atomo esta en equilibrio bajo 
la influencia de los seis resortes que lo rodean; las cons- 
tantes efectivas de los resortes son muy grandes, de modo 
que se necesita una gran fuerza para cambiar la separa¬ 
tion. A esto se debe la idea de rigidez que percibimos. En 
otros solidos, los atomos pueden estar ordenados en filas 
largas mas bien que en redes cubicas; estos materiales no 
son sumamente rigidos, como no lo es, por ejemplo, el 
hule. Cuando estiramos un material asi, aplicamos la 
fuerza suficiente para cambiar los espacios atomicos. 

Todos los cuerpos “rigidos” reales son elasticos hasta 
cierto punto, lo cual significa que podemos cambiar sus 
dimensiones ligeramente al jalarlos, empujarlos, torcer- 
los, o comprimirlos. Para formarse una idea de los ordenes 
de magnitud implicados, consideremos una barra de acero 
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Figura 12 (a) Un cilindro, sometido a 
un esfuerzo de traccion, es estirado en 
una cantidad A L. ( b ) Un cilindro, 
sometido a un esfuerzo cortante, se 
deforma como un monte de naipes. 


de 1 m de longitud y 1 cm de diametro. Si colgamos un 
automovil del extremo de la barra, esta se estirara, pero 
solo unos 0.5 mm, 6 0.05%. Mas aun, la barra retomara a 
su longitud original cuando se haya descolgado el auto¬ 
movil. 

Si colgamos dos automoviles de la misma barra, esta se 
estirara permanentemente y no recuperara su longitud 
original cuando hayamos retirado la carga. Por otra parte, 
si colgamos a tres automoviles de la barra, esta se rompe- 
ra. Justo antes de la rotura, la elongacion de la barra sera 
menor del 0.2%. Aunque deformaciones como esta pare- 
cen pequenas, en la practica de la ingenieria son impor- 
tantes. 

La figura 12 muestra dos modos en que el solido puede 
cambiar sus dimensiones cuando ciertas fuerzas actuan 
sobre el. En la figura 12a, un cilindro es estirado. En la 
figura 12 b, el cilindro es deformado por las llamadas 
fuerzas cortantes, como podria deformarse un monte de 
naipes o un libro. (Un tercer modo es la compresion 
uniforme, la cual resulta de la aplicacion de las fuerzas 
uniformemente en todas direcciones. En el capitulo 17 
consideraremos la compresion uniforme). Los tres modos 
tienen en comun que existe un esfuerzo, que se relaciona 
con las fuerzas aplicadas, y existe tambien una deforma¬ 
tion de alguna clase. 

El esfuerzo y la deformacion adquieren formas dife- 
rentes en los casos de la figura 12 pero, en lo que respecta 
a la practica diaria de la ingenieria, son proporcionales 
entre si. La constante de proporcionalidad se llama modu¬ 
lo de elasticidad. Asi pues, 

esfuerzo = modulo * deformacion (28) 

La figura 13 muestra la relacion entre el esfuerzo y la 
deformacion para cilindros de prueba de acero tal como 
el de la figura 14. Para una parte sustancial de la gama de 
esfuerzos aplicados, la curva esfuerzo-deformacion es 
lineal y tiene aplicacion la ecuacion 28, con un modulo 
constante (correspondiente a la porcion lineal de la figu¬ 
ra 13). A1 continuar creciendo el esfuerzo, la relacion 


esfuerzo-deformacion puede ser no lineal, pero el material 
permanece elastico: es decir, si se retira el esfuerzo, la 
muestra retoma a sus dimensiones originales. 

Si el esfuerzo aumenta mas alia del limite de cedencia 
o limite elastico del material, la muestra sufre un cambio 
permanente y no recupera sus dimensiones originales 
cuando se haya retirado el esfuerzo; esta clase de compor- 
tamiento se llama plasticidad. Mas alia de la elasticidad 
o cedencia sucede, inevitablemente, la rotura, la cual se 
da tras un esfuerzo llamado resistencia a la rotura o 
resistencia final. 

Tension y compresion 

Para un estiramiento o una compresion simples, el esfuer¬ 
zo se define como FI A, la fuerza dividida por el area sobre 
la que actua, y la deformacion se define como la cantidad 
sin dimensiones A LIL, la fraction de cambio de longitud 
de la muestra. Si la muestra es una barra larga, notese que 
no solo toda la barra sino tambien cualquier seccion de 



Deformacion (AL7L) 


Figura 13 Curva de esfuerzo-deformacion de una muestra 
de prueba de acero, tal como la de la figura 14. La muestra de 
prueba se deforma permanentemente cuando el esfuerzo es 
igual al limite de cedencia del material. Se rompera cuando el 
esfuerzo sea igual a la resistencia a la rotura del material. 
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Figura 14 Una muestra de prueba, usada para determinar la 
curva de esfuerzo-deformacion como la de la figura 13. 


ella experimenta la misma deformacion cuando se le 
aplica un esfuerzo determinado. Puesto que el esfuerzo no 
tiene dimensiones, en la ecuacion 28 el modulo tiene las 
mismas dimensiones que el esfuerzo, es decir, fuerza por 
unidad de area. 

El modulo de los esfuerzos de tension y de compresion 
se llama modulo de Young, y en la practica de la ingenieria 
se representa mediante el simbolo E. La ecuacion 28 se 
convierte en 



Figura 15 Medidor de deformacion, cuyas dimensiones son 
9.8 mm por 4.6 mm. El medidor se fija con un adhesivo al 
objeto cuya deformacion va a medirse. La resistencia 
electrica del medidor varia con el esfuerzo, permitiendo 
medir deformaciones liasta de un 3%. 


Esfuerzo cortante 


o bien pT 

M= t -- A . (29) 

EA 

En una muestra a menudo puede medirse la deforma¬ 
cion A L/L convenientemente por medio de un medidor 
de deformation-, vease la figura 15. Estos aparatos senci- 
llos y utiles, que pueden colocarse directamente en la 
maquina en operacion con adhesivos, se basan en el 
principio de que la resistencia electrica de alambres he- 
chos de ciertos materiales es una funcion de la deforma¬ 
cion del alambre. 

Aunque el modulo puede ser el mismo tanto para la 
compresion como para la tension, la resistencia a la 
rotura puede ser distinta en ambos casos. Por ejemplo, el 
concreto es muy resistente a la compresion, pero tan debil 
a la tension que casi nunca se usa de esta manera en la 
practica de la ingenieria. La tabla 1 muestra los valores 
del modulo de Young y otras propiedades elasticas de 
algunos materiales de interes en ingenieria. 


En el caso del esfuerzo cortante, el esfuerzo es tambien 
una fuerza por unidad de area pero el vector de fuerza esta 
en el piano del area en lugar de formar un angulo recto 
con ella. Una vez mas la deformacion es una razon sin 
dimensiones A L/L estando las cantidades definidas como 
se muestra en la figura 12b. El modulo que se indica con 
el simbolo G en la practica de la ingenieria, recibe el 
nombre de modulo del esfuerzo cortante. La ecuacion 29 
se aplica a los esfuerzos cortantes, siendo el modulo E 
reemplazado por el modulo G. 

Los esfuerzos cortantes juegan un papel esencial en las 
flechas que giran bajo carga, en las fracturas de huesos 
provocados por torceduras, y en los resortes. 


Problema muestra 6 Una barra de acero estructural tiene un 
radio R de 9.5 mm y una longitud L de 81 cm. Se le estira 
axialmente con una fuerza F de 6.2 x 10“ N (unas 7 ton), (a) 
^Cual es el esfuerzo en la barra? (b) ^Cual es el alargamiento 
de la barra bajo esta carga? 





TABLA 1 ALGUNAS PROPIEDADES ELASTICAS DE MATERIALES 
SELECTOS DE INTERES EN INGENIERIA 




Modulo de 

Limite de 

Limite de 


Densidad 

Young 

resistencia 

cedencia 

Material 

(kg/m 3 ) 

(10 9 N/m 2 ) 

(10 6 N/m 2 ) 

(10 6 N/m 2 ) 

Acero' 

7860 

200 

400 

250 

Aluminio 

2710 

70 

110 

95 

Vidrio 

2190 

65 

50* 

— 

Concreto* 

2320 

30 

40* 

— 

Madera 1 

525 

13 

50* 

— 

Hueso 

1900 

9* 

170* 

— 

Poliestireno 

1050 

3 

48 

— 


* Acero estructural (ASTM-A 36). 5 Alta resistencia. 

* En compresion. 1 Pino. 
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Solucion (a) El esfuerzo se define de 

F F _ 6.2 X 10 4 N 

Str£SS A nR 2 (n)( 9.5 X 10~ 3 m) 2 

= 2.2 X 10 8 N/m 2 . 

El limite de cedencia del acero estructural es de 2.5 * 10 s N/m 2 , 
de modo que esta barra esta peligrosamente cerca de su limite 
de cedencia. 

( b ) De la ecuacion 29, usando el resultado que hemos calcu- 
lado, obtenemos 

(F/A)L (2.2 X 10 8 N/m 2 )(0.81 m) 

AL E 2.0X10“ N/m 2 

= 8.9 X 10" 4 m = 0.89 mm. 

Asi, la deformacion AL/L es (8.9 x 10 4 m)/(0.81 m), lo cual es 
1.1 x 10' 3 , o sea 0.11 %. 


Problema muestra 7 El femur, que es el hueso primordial del 
muslo, tiene un diametro minimo de unos 2.8 cm en un hombre 
adulto, lo cual corresponde a una seccion transversal A de 6 x 
10 4 m 2 . /Con que carga de compresion se romperia? 

Solucion De la tabla 1 vemos que la resistencia de la rotura 
S„ del hueso sujeto a compresion es de 170 x 10 6 N/m 2 . La fuerza 
de compresion es, entonces, 

F= S U A = (170 X 10 6 N/m 2 )(6 X 10“ 4 m 2 ) 

= 1.0 X 10 5 N. 

Lo que significa 23,000 lb, unas 11 ton. Aunque se trata de 
fuerza grande, esta puede presentarse durante, por ejemplo, un 
mal aterrizaje en paracafdas sobre terreno firme. La fuerza no 
necesita ser prolongada; unos cuantos milisegundos bastan’an. 


Ahora estamos preparados para comprender como nos 
pueden ayudar las propiedades elasticas de los materiales 
a determinar sus condiciones de equilibrio, como lo su- 
giere el siguiente problema muestra. 


Problema muestra 8 Una mesa de cuatro patas tiene tres de 
ellas de longitud D = 1.00 m; la cuarta es mas larga por una 
pequena distancia d = 0.50 mm, de modo que la mesa se 
bambolea ligeramente. Sobre la mesa se coloca verticalmente 
un pesado cilindro de acero, cuya masaMes de 290 kg, de modo 


que las cuatro patas se comprimen y la mesa ya no se tambalea. 
Cada pata es un cilindro de madera cuya area de seccion 
transversal A es 1.0 cm 2 . El modulo de Young E para la madera 
es de 1.3 x 10 10 N/m 2 . Supongase que el tablero de la mesa 
permanece a nivel y que las patas no se pandean. /Con que 
fuerza empujara el suelo contra cada pata? 

Solucion Consideremos al tablero de la mesa como nuestro 
sistema. Si el tablero permanece a nivel, cada una de las tres 
patas cortas debe comprimirse en la misma cantidad AL 3 , con la 
misma fuerza F y La unica pata larga debe comprimirse en una 
cantidad mayor AL,, por una fuerza F„ y debemos tener 

AL 3 + d= AL,. 

De la ecuacion 29 (AL = FL / EA ), podemos escribir esta relacion 
asi: 


F 3 D + dAE = F,(D + d)~ F X D, (30) 

donde despreciamos a d en comparacion con D en el ultimo 
termino. De la ecuacion 6 para el equilibrio de las fuerzas en la 
direccion vertical, tenemos 

^F y =3F 3 + F l -Mg = 0. (31) 

Si resolvemos las ecuaciones 30 y 31 para las fuerzas descono- 
cidas, hallamos 


F 3 = 


Mg dAE 
4 4D 
(290 kg)(9.8 m/s 2 ) 

4 

(5.0 X 10~ 4 m)(10~ 4 m 2 )(1.3 X 1Q‘° N/m 2 ) 
(4)( 1.00 m) 


= 711 N- 163 N = 548 N. 


De igual manera, 

„ Mg , 3dAE 

= 711 N + 489 N= 1200 N. 

Usted puede demostrar que, para llegar a su configuracion de 
equilibrio, las tres patas cortas se comprimieron en 0.42 mm 
cada una, y la unica pata larga en 0.92 mm, siendo la diferencia 
0.50 mm, como se esperaba. 

El cilindro debe colocarse situado mas cerca de la pata larga 
que de cualquiera de las tres patas mas cortas si el tablero ha de 
permanecer horizontal. Puede usarse la condicion de equilibrio 
de las torcas para hallar su posicion, si conocemos las dimen- 
siones del tablero y la colocacion de sus patas._ 


PREGUNTAS 


1. /Son ambas ecuaciones 1 y 3 condiciones necesarias y 
suficientes para el equilibrio mecanico? /Para el equili¬ 
brio estatico? 

2. /Esta en equilibrio una bola de beisbol en el instante en 
que llega al reposo en la cima de un disparo vertical? 


3. En un pendulo simple, /esta el disco en equilibrio en 
cualquier punto de su balanceo? Si es asi, /donde? 

4. Una rueda que gira a una velocidad angular constante co 
respecto a un eje fijo esta en equilibrio mecanico porque 
no actua sobre ella una fuerza externa neta o una torca. Sin 


embargo, las particulas que conforman la rueda experi¬ 
mental! una aceleracion centripeta a dirigida hacia el eje. 
Puesto que a * 0, /como podemos decir que la rueda esta 
en equilibrio? 

5. De varios ejemplos de un objeto que no este en equilibrio 
aun cuando la resultante de todas las fuerzas que actuen 
sobre el sea cero. 

6. /Coinciden el centra de masa y el centro de gravedad en 
un edificio? /Y en un lago? /Bajo que condiciones resulta 
insignificante la diferencia entre el centro de masa y el 
centro de gravedad? De un ejemplo. 

7. Si un cuerpo rigido es arrojado al aire sin darle un giro, no 
girara durante su vuelo, siempre que la resistencia del aire 
pueda despreciarse. /Que implica este simple resultado 
respecto a la ubicacion del centro de gravedad? 

8. La gimnasta olimpica Mary Lou Retton realizo algunos 
ejercicios admirables en las barras paralelas asimetricas. 
Un amigo le dice a usted que un analisis cuidadoso de las 
peliculas de sus proezas demuestra que, no importa lo que 
haga, su centro de masa esta arriba de su(s) punto(s) de 
apoyo en todo momento, como lo exigen las leyes de la 
fisica. Comente la afirmacion de su amigo. 

9. /Que es mas probable que se rompa con el uso: una 
hamaca fuertemente estirada entre dos arboles o una que 
se combe un poco? Explique su respuesta. 

10. Una escalera de mano esta en reposo con su extremo 
superior contra una pared y su extremo inferior sobre el 
suelo. /Es mas probable que se resbale cuando alguien esta 
parado sobre ella en la parte mas baja o en la parte mas 
alta? Explique. 

11. Un libro reposa sobre una mesa. La mesa lo empuja hacia 
arriba con una fuerza precisamente igual al peso del libro. 
En terminos poco formales, /como “sabe” la mesa que 
fuerza hacia arriba debe proporcionar? /Cual es el meca- 
nismo por el cual entra en juego esta fuerza? (Vease “The 
Smart Table”, por Earl Zwicker, The Physics Teacher, 
diciembre de 1981, pag. 633.) 

12. Pongase de pie frente al borde de una puerta abierta, con 
un pie a cada lado de ella. Hallara que no le es posible estar 
parado sobre las puntas de los pies. /Por que? 

13. Sientese en una silla de respaldo recto y trate de ponerse 
de pie sin inclinarse hacia el frente. /Por que no puede 
hacerlo? 

14. Una barra larga le ayuda a un equilibrista a mantener el 
equilibrio. /Como? 

15. Un bloque compuesto hecho de madera y metal descansa 
sobre una mesa. /En que orientacion de las dos mostradas 
en la figura 16 puede usted volcarlo con la menor fuerza? 

16. En el problema muestra 5, /por que no es necesario con- 
siderar la friccion en el gozne? 

17. Un cuadro esta colgado de una pared por dos alambres. 
/Que orientacion deben tener los alambres para soportar 
una tension minima? Explique como es posible el equili¬ 
brio con cualquier mimero de orientaciones y tensio- 
nes, aun cuando el cuadro tenga una masa definida. 



Figura 16 Pregunta 15. 

18. Demuestre como usar una bascula de resorte para pesar 
objetos bastante mas alia de la lectura maxima de la 
bascula. 

19. Explique, usando fuerzas y torcas, como un arbol puede 
mantener el equilibrio en un vendaval. 

20. Un virus en un tubo lleno de liquido de una centrifuga que 
esta en movimiento circular uniforme (es decir, en movi- 
miento acelerado) como lo ve un observador en el labo¬ 
ratory. Sin embargo, un observador que girara con la 
centrifuga declararia que el virus no esta acelerado. Ex¬ 
plique como puede estar el virus en equilibrio para este 
segundo observador pero no para el primero. 

21. Un bloque uniforme, en forma de paralelepipedo rectan¬ 
gular de lados en la razon 1:2:3, se halla sobre una super - 
ficie horizontal. /En que posicion, en caso de que haya 
alguna, es decir, sobre cual de sus tres caras, puede decirse 
que es mas estable? 

22. /Existe algun cuerpo que sea realmente rigido? Si existe, 
de un ejemplo. Si no, explique por que. 

23. Usted esta sentado en el asiento del conductor de un 
automovil estacionado. Se le dice que las fuerzas ejer- 
cidas hacia arriba por el suelo sobre cada una de las 
cuatro llantas son diferentes. Exponga los factores que 
deben considerarse para formar esta afirmacion como 
cierta o no. 

24. En el problema muestra 3, si la pared no estuviese carente 
de friccion, /nos proporcionarian las leyes empiricas de 
la friccion una condicion extra necesaria para determi¬ 
nar la fuerza (vertical) extra ejercida por la pared sobre la 
escalera? 

25. Cuando el cilindro de prueba de la figura 14 se estira bajo 
el esfuerzo aplicado se hace mas larga. /Que cambio, si lo 
hay, esperaria usted en el diametro del cilindro? 

26. /Es el modulo de Young para el hule mayor o menor que 
el modulo de Young para el acero? Segun este criterio, /es 
mas elastico el hule que el acero? 

27. Una viga horizontal apoyada en ambos extremos esta 
cargada en el centro. Demuestre que la parte superior de 
la viga esta bajo compresion mientras que la parte inferior 
esta bajo tension. 

28. /Por que se usan varillas de refuerzo en las estructuras de 
concreto? (Compare la resistencia a la tension del concreto 
con su resistencia a la compresion.) 
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PROBLEMAS 

Section 14-1 Condiciones de equilibria 

1. Una familia de ocho miembros, cuyos pesos en libras se 
indican en la figura 17, se halla en equilibrio en un 
balandn de sube y baja. ^Cual es el numero que corres- 
ponde a la persona que produce la torca mas grande, 
respecto al punto de pivoteo, dirigido (a) hacia afuera de 
la pagina y (b) hacia adentro de la pagina? 


1 2 3 4 5 6 7 8 



12 9630369 12 ft 


Figura 17 Problema 1. 


2. Tres fuerzas actuan sobre un objeto cuadrado rigido de 
peso despreciable jalando en sus esquinas como se mues- 
tra, a escala, en la figura 18. (a) ^Se satisface la primera 
condicion del equilibrio? (b) ^Se satisface la segunda 
condicion del equilibrio? (c) Si alguna de las respuestas 
precedentes es negativa, ^podria una cuarta fuerza restituir 
el equilibrio del objeto? Si es asi, especifique la magnitud, 
direccion, y punto de aplicacion de la fuerza necesaria. 



Figura 18 Problema 2. 


3. Demuestre que cuando actuan solamente tres fuerzas so¬ 
bre un objeto en equilibrio, deben ser coplanares y sus 
li'neas de accion deben encontrarse en un punto o ser 
paralelas. 

Section 14-3 Ejemplos de equilibrio 

4. Se sabe que cierta nuez requiere, para romperse, fuer¬ 
zas de 46 N ejercidas sobre ella en ambos lados. ^Que 
fuerzas F se requeriran cuando este colocada en el casca- 
nueces mostrado en la figura 19? 



Figura 19 Problema 4. 


5. La torre inclinada de Pisa (vease la figura 20) tiene 55 m 
de altura y 7.0 m de diametro. La parte superior de la torre 
se desplaza 4.5 m de la vertical. Considerando a la torre 
como un cilindro uniforme, circular, ( a) £ que desplaza- 
miento adicional, medido en la parte superior, llevara a 
la torre a un vuelco inminente? ( b ) ^Que angulo con la 
vertical formara la torre en ese momento? (La razon de 
movimiento actual de la parte superior es de 1 mm/afio.) 



Figura 20 Problema 5. 


6. Un cubo descansa en reposo sobre una mesa horizontal 
cuando se le aplica una pequena fuerza horizontal perpen¬ 
dicular y en el centro de una arista de la parte superior. 
La fuerza aumenta ahora uniformemente. iQue le ocurrira 
al cubo primero, se deslizara o se volcara? El coeficiente 
de friccion estatica entre las superficies es igual a 0.46. 

7. Un guacal en forma de cubo de 1.12 m contiene una pieza 
de maquinaria cuyo diseno es tal que el centro de gravedad 
del guacal y de su contenido esta situado a 0.28 m sobre 
su centro geometrico. El guacal descansa sobre una rampa 
que forma un angulo 6 con la horizontal. Al aumentar 8 
desde cero, se llegara a un angulo en el cual el guacal o 
bien comenzara a deslizarse hacia abajo o bien se volcara. 


Cual de estos fenomenos sucedera si el coeficiente de 
friccion estatica es (a) ^0.60? (b) ^0.70? En cada caso de 
el angulo en el cual ocurre el fenomeno. 

8. Una cadena flexible de peso W cuelga entre dos puntos 
fijos. Ay B, situados en el mismo nivel, como lo muestra 
la figura 21. Halle (a) la fuerza ejercida por la cadena sobre 
cada punto extremo y ( b ) la tension en la cadena en el 
punto mas bajo. 



Figura 21 Problema 8. 

9. En la figura 22 un hombre trata de sacar a su automovil 
del lodo en el borde de una carretera. Ata fuertemente un 
extremo de una cuerda alrededor de la defensa delantera 
y el otro extremo alrededor de un poste de telefonos que 
esta a una distancia de 62 ft de la defensa. Luego empuja 
de lado a la cuerda en su punto medio con una fuerza F = 
120 lb, desplazando el centro de la cuerda 1.5 ft de su 
posicion previa, y el automovil comienza a moverse. Halle 
la fuerza ejercida por la cuerda sobre el automovil. (La 
cuerda se estira un tanto bajo la tension.) 



Figura 22 Problema 9. 

10. Una esfera uniforme de peso w y radio r esta sostenida 
mediante una cuerda amarrada a una pared sin friccion a 
una distancia L medida desde el centro de la esfera, como 
se ilustra en la figura 23. Halle (a) la tension en la cuerda 
y ( b ) la fuerza ejercida sobre la esfera por la pared. 

11. Un automovil estacionado de 1360 kg de masa tiene una 
base de ruedas (distancia entre el eje delantero y el trasero) 
de 305 cm. Su centro de gravedad esta ubicado a 178 cm 
detras del eje delantero. Determine (a) la fuerza hacia 
arriba ejercida por el suelo contra una de las dos ruedas 
delanteras (se suponen iguales) y ( b ) la fuerza hacia arriba 
que el suelo ejerce contra cada una de las dos ruedas 
traseras (se suponen iguales). 

12. Una persona de 160 lb de peso camina por un puente 
nivelado y se detiene a mas de tres cuartas partes de la 
distancia desde un extremo del puente. fiste es uniforme 
y pesa 600 lb. ^Cuales son los valores de las fuerzas 
verticales que los soportes ejercen sobre cada extremo del 
puente por sus apoyos? 

13. Una clavadista de 582 N de peso esta de pie sobre el 
extremo de un trampoltn uniforme de 4.48 m de longitud. 



Figura 23 Problema 10. 
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Figura 24 Problema 13. 


sujeto por dos pedestales entre los cuales hay una separa- 
cion de 1.55 m, como se ilustra en la figura 24. Halle la 
tension (o compresion) en cada uno de los dos pedestales. 

14. Una barra de un metro se balancea sobre el borde de un 
cuchillo en la marca de 50.0 cm. Cuando se colocan dos 
monedas sobre la marca de 12.0 cm, se encuentra que la 
barra cargada se equilibra en la marca de 45.5 cm. Cada 
moneda tiene una masa de 5.00 g. Halle la masa de la barra. 

15. Una viga es transportada por tres obreros, uno en un 
extremo y los otros dos soportando la viga entre ellos sobre 
un travesano situado de modo tal que la carga se reparte 
igualmente entre los tres. Halle donde esta colocado el 
travesano. Desprecie la masa del travesano 

16. Un limpiador de ventanas de 74.6 kg usa una escalera de 
mano de 10.3 kg que tiene 5.12 m de largo. Situa un 
extremo a 2.45 m de una pared y descansa la parte superior 
contra una ventana cuyos vidrios estan quebrados y sube 
por la escalera. Cuando llega a 3.10 m se rompela ventana. 
Despreciando la friccion entre la escalera y la ventana y 
suponiendo que la base de la escalera no se desliza, halle 
(a) la fuerza ejercida sobre la ventana por la escalera justo 
antes de que se rompa la ventana y (b) la magnitud y 
direccion de la fuerza ejercida sobre la escalera por el 
suelo justo antes de que se rompa la ventana. 

17. La figura 25 muestra las estructuras anatomicas de la 
pierna y el pie que intervienen cuando se levanta del suelo 
el talon de modo que el pie haga en efecto contacto con el 
suelo en un solo punto, mostrado como P en la figura. 
Calcule las fuerzas que deben ejercerse sobre el pie por el 
musculo de la pantorrilla y por los huesos de la pierna 
cuando una persona de 65 kg se para de puntillas sobre un 
pie. Compare estas fuerzas con el peso de la persona. 
Suponga que a = 5.0 cm y b = 15 cm. 
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Figura 25 Problema 17. 


18. Dos esferas uniformes e identicas, sin friccion, cada una 
con un peso W, descansan como se muestra en la figura 
26 en el fondo de un recipiente rectangular, fijo. La linea 
que une los centres de las esferas forma un angulo 6 con 
la horizontal. Halle las fuerzas ejercidas sobre las esferas 
(a) por el fondo del recipiente, (b) por los costados del 
recipiente, y (c) una contra la otra. 


rn 2 colocado en el platillo del lado izquierdo. Demuestre 
que 

m = Vw, m 2 . 

21. Una esfera uniforme de peso w esta en reposo encajada 
entre dos pianos inclinados de angulos de inclinacion 0 t y 
d 2 (Fig. 28). ( a ) Suponga que no existe friccion y determi¬ 
ne las fuerzas (direcciones y magnitudes) que los pianos 
ejercen sobre la esfera. ( b) ^Que cambio habrr'a, en prin- 
cipio, si se tomase en cuenta la friccion? 



punto en la pared a 4.12 m sobre el punto en que la barra 
se halla fija a la pared, como se muestra en la figura 30. 
(a) Halle la tension en el cable, (b) Calcule las componen- 
tes horizontal y vertical de la fuerza ejercida por la pared 
sobre la barra. 



2.88 m 


Figura 30 Problema 23. 



Figura 26 Problema 18. 


19. ^Que fuerza minima F, aplicada horizontalmente en el eje 
de la rueda de la figura 27, es necesaria para elevar la rueda 
sobre un obstaculo de altura hi Tome r como el radio de 
la rueda y W como su peso. 



Figura 27 Problema 19. 

20. Una balanza esta hecha de una barra n'gida que puede 
girar libremente en torno a un punto que no esta en el 
centre de la barra. Se equilibra con pesas desiguales situa- 
das en los platillos a cada extremo de la barra. Cuando 
se coloca un objeto de masa desconocida m en el plati¬ 
llo del lado izquierdo, se equilibra con un objeto de masa 
m, colocado en el platillo del lado derecho, y de igual 
modo cuando el objeto de masa rn se coloca en el plati¬ 
llo del lado derecho, se equilibra con un objeto de masa 


Figura 28 Problema 21. 


22. Un objeto de 15.4 kg es levantado por el sistema de poleas 
que se muestra en la figura 29. El brazo esta vertical, 
mientras que el antebrazo forma un angulo de 27.0° con 
la horizontal. ^Que fuerzas se ejercen en el antebrazo por 
(a) el musculo triceps y ( b ) el hueso del brazo (el humero)? 
El antebrazo y la mano juntos tienen una masa de 2.13 kg 
con el centre de masa a 14.7 cm (medidos a lo largo del 
brazo) desde el punto en que los dos huesos estan en 
contacto. El musculo triceps jala verticalmente hacia arri- 
ba en un punto situado a 2.50 cm detras del punto de 
contacto. 



Figura 29 Problema 22. 


23. Un letrero cuadrado uniforme, de 52.3 kg, y 1.93 m de 
lado, esta colgado de una barra de 2.88 m de masa despre- 
ciable. Un cable esta unido al extremo de la barra y a un 


24. Una puerta de ventilacion cuadrada colocada en un techo 
tiene 3.0 ft (= 0.91 m) de lado y pesa 25 lb (masa = 11 kg), 
esta embisagrada en un lado y tiene un pestillo o cerradura 
en el lado opuesto. Si el centro de gravedad de la puerta 
esta a 4.0 in (= 10 cm) del centro de la puerta y mas cercana 
al lado embisagrado, ^que fuerzas deben sostener (a) el 
pestillo y ( b ) las bisagras? 

25. Un extremo de una viga uniforme que pesa 52.7 lb y 
tiene 3.12 ft de longitud esta unido a un mure por medio 
de un gozne. El otro extremo esta soportado por un alam- 
bre que forma angulos iguales de 27.0° con la viga y el 
mure (vease la Fig. 31). (a) Halle la tension en el alambre. 
( b ) Calcule las componentes horizontal y vertical de la 
fuerza en el gozne. 



Figura 31 Problema 25 


26. Una puerta de 2.12 m de altura y 0.907 m de anchura tiene 
una masa de 26.8 kg. Una bisagra situada a 0.294 m del 
extremo superior y otra situada a 0.294 m del extremo 


inferior sostienen cada una la mitad del peso de la puerta. 
Suponga que el centro de gravedad esta en el centro 
geometrico de la puerta y determine las componentes 
horizontal y vertical de la fuerza ejercida sobre cada 
bisagra por la puerta. 

27. El sistema mostrado en la figura 32 esta en equilibrio. El 
objeto que cuelga del extremo de la armadura S pesa 
513 lb y la propia armadura pesa 107 lb. Halle (a) la 
tension en el cable C y (b) las componentes horizon¬ 
tal y vertical de la fuerza ejercida sobre la armadura por 
el pivote P. 



P 


Figura 32 Problema 27. 

28. Una barra no uniforme de peso W esta suspendida en 
reposo en una posicion horizontal por dos cuerdas delga- 
das como se muestra en la figura 33; el angulo que forma 
una cuerda con la vertical es 0; la otra cuerda forma angulo 
<j) con la vertical. La longitud de la barra es L. Halle la 
distancia x desde el extremo izquierdo hasta el centro de 
gravedad. 



Figura 33 Problema 28. 


29. Una barra horizontal delgada AB de peso despreciable y 
longitud L esta pivotada a un mure vertical en A y sopor- 
tada en B por un alambre delgado BC que forma un angulo 
dcon la horizontal. A lo largo de la barra, un peso W puede 
moverse en cualquier direccion segun se defina por la 
distancia x desde el mure (Fig. 34). (a) Halle la tension T 
en el alambre delgado en funcion de x. Halle (b) la com- 
ponente horizontal y (c) la componente vertical de la 
fuerza ejercida sobre la barra por el pivote en A. 

30. En la figura 34, la longitud L de la barra es 2.76 m y su 
peso w es de 194 N. Tambien, TF=315Ny0 = 32.0°. El 
alambre puede soportar una tension maxima de 520 N. (a) 
^Cual es la distancia maxima x posible antes de que el 
alambre se rompa? ( b ) Con W situada en esta x maxima, 
^cuales son las componentes horizontal y vertical de la 
fuerza ejercida sobre la barra por el pivote? 
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Figura 34 Problemas 29 y 30. 


31. Dos vigas uniformes estan unidas a una pared con goznes 
y luego empemadas juntas con holgura como en la figura 
35. Halle las componentes horizontal y vertical de (a) la 
fuerza sobre cada gozne y (b) la fuerza ejercida por el 
pemo sobre cada viga. 



Figura 36 Problema 32. 



Figura 35 Problema 31. 


32. Una plancha de 274 N, de longitud L = 6.23 m, descansa 
sobre el suelo y sobre un rodillo sin friccion situado en 
la parte superior de un muro de altura h = 2.87 m (vease la 
Fig. 36). El centro de gravedad de la plancha esta en su 
centro. La plancha permanece en equilibrio para cualquier 
valor de 6 > 68.0° pero se resbala si 8 < 68.0°. Halle el 
coeficiente de friccion estatica entre la plancha y el suelo. 

33. En la escalera de tijera que se muestra en la figura 37, AC y 
CE tienen 8.0 ft de longitud y estan embisagradas en C. BD 
es una barra de enlace de 2.5 ft de longitud a la mitad de la 
escalera. Un hombre que pesa 192 lb sube 6.0 ft por la 
escalera. Suponiendo que el suelo carezca de friccion y 
despreciando el peso de la escalera, halle (a) la tension en 
la barra de enlace y ( b ) las fuerzas ejercidas sobre la escalera 
por el suelo. ( Sugerencia : Sera de ayuda aislar partes de la 
escalera al aplicar las condiciones del equilibrio.) 

34. En el marco cuadrado ABCD que se representa en la figura 
38 se produce una tension T en la barra AB por medio de 
un tensor de tornillo G. Determine las fuerzas que se 
producen en las otras barras. Las diagonales AC y BD 
pasan libremente sobre si mismas en E. Las conside- 
raciones de simetria pueden conducir a una simplificacion 
considerable en este y en problemas similares. 

35. Una caja cubica esta llena de arena y pesa 892 N. Se desea 
que la caja “ruede” empujandola horizontalmente en uno 
de los bordes superiores. ( a ) /,Que fuerza minima se re- 



Figura 37 Problema 33. 


G 



Figura 38 Problema 34. 


quiere? ( b ) iQue coeficiente mi'nimo de friccion estatica 
se requiere? (c) ^Hay una manera mas eficiente de hacer 
que la caja ruede? De ser asi, halle la menor fuerza posible 
que deberia aplicarse directamente a la caja. 

36. Un automovil hace una parada de emergencia en una 
carretera horizontal accionando los frenos de modo que 
las cuatro ruedas se traban y el auto patina a lo largo de la 
carretera. El coeficiente de friccion cinetica entre las 
llantas y la carretera es de 0.40. La separacion entre los 
ejes delantero y trasero es de 4.20 m, y el centro de masa 
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del automovil se localiza a 1.80 m atras del eje delantero 
y a 0.750 m sobre la carretera; vease la figura 39. El 
automovil pesa 11.0 kN, con su ocupante. Calcule (a) 
la deceleracion por el frenado del automovil, (b) la fuerza 
normal en cada rueda delantera y trasera, y (c) la fuerza 
de frenado en cada rueda delantera y trasera. ( Sugerencia : 
Aunque el automovil no este en equilibrio de traslacion, 
esta en equilibrio rotatorio.) 



Figura 39 Problema 36. 


37. Un problema muy conocido es el siguiente (vease, por 
ejemplo, Scientific American, noviembre de 1964, pag. 
128). Se colocan ladrillos uniformes uno sobre otro de 
manera que tengan el salidizo maximo. > Esto se logra ha- 
ciendo que el centro de gravedad del ladrillo de arriba 
este directamente sobre el borde del ladrillo que esta deba- 
jo, que el centro de gravedad de los dos ladrillos de arriba 
combinados este directamente sobre el borde del tercer 
ladrillo desde arriba, y asi sucesivamente. (a) Justifique este 
criterio del maximo salidizo; halle los salidizos en equilibrio 
mas grandes para cuatro ladrillos. (b) Demuestre que, si el 
proceso continuara asi, podriamos obtener un salidizo tan 
grande como quisieramos. (Martin Gardner, en el articulo 
mencionado anteriormente, aflrma: “Con 52 naipes, el pri- 
mero colocado de modo que su extremo este al ras con un 
borde de la mesa, el salidizo maximo es un poco mas de 2-f 
longitudes de naipe... ”) (c) Suponga ahora, en cambio, que 
aplicamos ladrillos uniform,es de modo que el extremo de 
un ladrillo se saiga del que esta abajo por una fraccion 
constante, 1 jn, de una longitud de ladrillo L. ^Cuantos 
ladrillos, N, podemos usar en este proceso antes de que la 
pila se caiga? Compruebe la posibilidad de la respuesta para 
n = 1 ,n = 2, n - 

38. Una esfera homogenea de radio r y peso W se desliza a lo 
largo del suelo bajo la accion de una fuerza horizontal 
constante P aplicada a un cordon, como se muestra en la 
figura 40. (a) Demuestre que si p es el coeficiente de 
friccion cinetica entre la esfera y el suelo, la altura h esta 
dada por h = r(l - pW/P). ( b ) Demuestre que la esfera no 
esta en equilibrio de traslacion bajo estas circunstancias. 
^Existe algun punto con respecto al cual la esfera este en 



Figura 40 Problema 38. 


equilibrio rotatorio? (c) ^Podemos hacer que la esfera este 
en equilibrio de rotacion y de traslacion, eligiendo una h 
diferente? ^Y una direccion de P diferente? Explique. 

Seccion 14-4 Equilibrio estable, inestable, y neutro de los 
cuerpos rigidos en un campo gravitatorio 

39. Un tazon que tiene un radio de curvatura r reposa sobre 
una mesa horizontal. Demuestre que el tazon estara en 
equilibrio estable respecto al punto central de su fondo 
solamente si el centro de masa del material apilado en el 
tazon no esta tan alto como r sobre el centro del tazon. 

40. Un cubo de densidad uniforme y arista a esta equilibrado 
sobre una superficie cilindrica de radio r como se muestra 
en la figura 41. Demuestre que el criterio para el equilibrio 
estable del cubo, suponiendo que la friccion sea suficiente 
para impedir el resbalamiento, es r > aj2. 



Figura 41 Problema 40. 


Seccion 14-5 Elasticidad 

41. La figura 42 muestra la curva de esfuerzo-deformacion de 
la cuarcita. Calcule el modulo de Young de este material. 



Figura 42 Problema 41 . 


42. Despues de una caida, un alpinista de 95 kg de peso queda 
columpiandose al final de una cuerda de 15 m de longitud 
y 9.6 mm de diametro. La cuerda se estira 2.8 cm. Calcule 
el modulo de Young de la cuerda. 

43. El elevador de una mina esta soportado por un solo cable de 
acero de 2.52 cm de diametro. La masa total de la jaula del 
elevador mas los ocupantes es de 873 kg. ^En cuanto se 
estira el cable cuando el elevador esta suspendido a 42.6 m 
debajo del motor del elevador? (Desprecie la masa del 
cable.) 


▲ 
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1.27 



Figura 43 Problema 45. 


44. Un poste horizontal de aluminio de 48.0 cm de diametro 
sobresale 5.30 cm de un muro. Un objeto de 120 kg esta 
suspendido del extremo del poste. El modulo de corte del 
aluminio es de 3.00 x io 10 N/m 2 . (a) Calcule el esfuerzo 
cortante en el poste. ( b ) Halle la deflexion vertical del 
extremo del poste. 

45. Calcule la fuerza F necesaria para troquelar un agujero de 
1.46 cm de diametro en una placa de acero de 1.27 cm de 
espesor; vease la figura 43. El limite de resistencia al corte 
del acero es de 345 MN/m 2 . 

46. Una barra uniforme de 4.7 kg de masa y 1.3 m de longitud 
esta suspendida de los extremes por dos alambres vertica- 
les. Un alambre es de acero y tiene un diametro de 1.2 mm; 
el otro alambre es de aluminio y tiene un diametro de 
0.84 mm. Antes de unirlos a la barra, los alambres eran 
de la misma longitud, o sea, de 1.7 m. Halle el angulo d 
entre la barra y la horizontal; vease la figura 44. (Desprecie 
el cambio en los diametros de los alambres; la barra y los 
alambres estan en el mismo piano.) 



Figura 44 Problema 46. 


47. La pala de un rotor de 5.27 m de longitud esta compuesta 
de un material de 4.55 g/cm 3 de densidad y un limite de 
resistencia a la tension de 446 MN/m . Calcule la veloci- 
dad de rotacion mas grande posible. Suponga que la pala 
gira en torno a un eje perpendicular a la pala y que pasa 
por el extremo. 

48. Se va a construir un tunel de 152 m de longitud, 7.18 m 
de altura y 5.77 m de anchura (de techo piano) a 61.5 m 
bajo tierra. El techo del tunel va a estar soportado entera- 
mente por columnas de acero cuadradas, cada una con un 
area de seccion transversal de 962 cm 2 . La densidad del 
material del Suelo es de 2.83 g/cm 3 . (a) Calcule el peso 



que deben soportar las columnas. (b) ^Cuantas columnas 
se necesitan para proporcionar un factor de seguridad de 
2 contra la rotura? Vease la figura 45. 

49. Una losa rectangular de roca descansa sobre un piano 
inclinado a 26.0°; vease la figura 46. La losa tiene las 
dimensiones de 43.3 m de longitud, 2.50 m de espesor, y 
12.2 m de anchura. Su densidad es de 3.17 g/cm 3 . El 
coeficiente de friccion estatica entre la losa y la roca sobre 
la que esta es de 0.390. (a) Calcule la componente del peso 
de la losa que actua paralela al piano inclinado. ( b ) Calcule 
la fuerza estatica de la friccion. (c) Comparando (a) y (b), 
convenzase usted mismo de que la losa esta a punto de 
deslizarse. Solamente evita esto la cohesion entre la losa 
y el piano inclinado. Se desea estabilizar la losa con anclas 
dirigidas perpendicularmente al piano inclinado de modo 
que, despreciando la cohesion, la losa sea estable. Cada 
ancla tiene un area de 6.38 cm 2 y una resistencia al corte 
de 362 MN/m 2 . Halle el numero nn'nimo de anclas nece- 
sario. (Las tuercas de las anclas no estan apretadas y por 
lo tanto no afectan la fuerza normal.) 

50. Considerese una barra de metal de longitud L, area de la 
seccion transversal A, separacion atomica de equilibrio x, 
y modulo de Young E. Cuando se aplica una fuerza de 
tension F a la barra, provoca un estiramiento de AL. 
Calcule la constante k de la fuerza atomica derivando 
expresiones de (a) el numero de cadenas de atomos en 
cualquier seccion transversal, (b) el numero de atomos en 
una sola cadena de longitud L, (c) el alargamiento micros- 
copico Ax entre los atomos, y (d) la fuerza de traccion/ 
entre los atomos. ( e ) Escriba f-kAxy demuestre que k = 
Ex. (f ) Calcule el valor de k para un metal ti'pico para el 
cual E = 1.2 GN/m 2 y x = 16 nm. 



Figura 46 Problema 49. 
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CAPITULO 15 


OSCILACIONES 


Todos los dias nos encontramos con muchas closes de movimiento oscilatorio. Entre los 
ejemplos mas commies podemos mencionar el pendulo de un reloj al oscilar, el salto de una 
persona desde un trampolm, y la cuerda de una guitarra al vibrar. En la escala microscopica, 
otros ejemplos son la vibracion de los atomos en el cristal de cuarzo de un reloj de pulsera o 
la vibracion de las moleculas de aire que transmiten las ondas sonoras. Los casos citados son 
oscilaciones mecanicas. Tampoco nos resultan desconocidas las oscilaciones electromagneti- 
cas, como los electrones que entran y salen en circuitos que dan origen a la transmision y la 
recepcion de senates de radio o de televisidn. 

Una caracteristica comun de todos estos sistetnas, a pesar de las diferencias en sus atributos 
y en las leyes que rigen su comportamiento, es la formula matemdtica que se utiliza para 
describir sus oscilaciones. En todos los casos, la cantidad de oscilacion, ya sea el desplaza- 
miento de una partlcula o la magnitud de un campo electrico, puede describirse en terminos 
de funciones seno y coseno, que son las funciones periddicas mas conocidas para nosotros. 

En este capitulo nos concentraremos en las oscilaciones mecanicas y su descripcion. Mas 
adelante, en este libro, estudiaremos las diversas closes de ondas y las oscilaciones electro- 
magneticas, las cuales utilizan tambien la misma descripcion matemdtica. 


15-1 SISTEMAS OSCILATORIOS 


Imaginemos un sistema que oscila, como el pendulo de 
un reloj o una masa suspendida de un resorte. ^Cuales 
deben ser las propiedades de la fuerza que produzca tales 
oscilaciones? 

Si desplazamos a un pendulo en una direccion desde 
su posicion de equilibrio, la fuerza (debida a la grave- 
dad) impulsa de regreso hacia su posicion de equilibrio. 
Si lo desplazamos en la otra direccion, la fuerza sigue 
actuando hacia la posicion de equilibrio. No importa cual 
sea la direccion del desplazamiento, la fuerza siempre 
actua en una direccion que restituye al sistema a su 
posicion de equilibrio. Esta fuerza recibe el nombre de 
fuerza de restitucion. (La posicion de equilibrio pertenece 
a la clase que llamamos estable en el capitulo 14; el 
sistema tiende a regresar al equilibrio cuando se le despla- 
za ligeramente.) 

Consideremos un ejemplo sencillo. Supongamos que 
tenemos una particula que puede moverse libremente solo 
en la direccion x, y hagamos que la particula experimente 


una fuerza de magnitud constante F m que actue en la 
direccion +x cuando x < 0 y en la direccion -x cuando 
x > 0, como se muestra en la figura 1 a. La fuerza, que se 
muestra en la figura lb, es similar a las fuerzas seccional- 
mente constantes que consideramos en el capitulo 2. 

Una particula de masa m en la coordenada x = +x m 
experimenta una fuerza cuya componente x es -F m , y la 
componente correspondiente x de la aceleracion de la par¬ 
ticula es -a m = -F n Jm. La particula se mueve hacia su 
posicion de equilibrio en x = 0 y llega a esa posicion con 
una velocidad v = - v m . Cuando pasa por el origen a la x 
negativa, la fuerza se convierte en +F m , y la aceleracion 
es +a m . La particula pierde velocidad y llega al reposo por 
un instante en x = -x m antes de invertir su movimiento a 
traves del origen y regresar eventualmente a x = +x m . En 
ausencia de la friccion y de otras fuerzas disipativas, el 
ciclo se repite una y otra vez. 

La figura 2 muestra una grafica del movimiento resul- 
tante, trazada al estilo de los ejemplos considerados en el 
capitulo 2. La posicion x(t) consta de una secuencia de 
segmentos de parabola unidos suavemente, como es siem¬ 
pre el caso del movimiento con aceleracion constante. La 
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Figura 1 (a) Una fuerza constante F que esta siempre 
dirigida liacia el origen actua sobre una particula. 

(£>) Diagrama de esta fuerza seccionalmente constante, igual 
a +F m cuando i<Oya -F m cuando x > 0. Cualquier fuerza 
real de este tipo debe estar representada por una funcion 
continua, aun cuando pueda ser de pendiente muy grande al 
pasar por x = 0. (c) La energia potencial que corresponde a 
esta fuerza. Si el sisteina tiene una energia mecanica total E, 
entonces la diferencia E - U da la energia cinetica en 
cualquier posicion. 


particula oscila yendo y viniendo entre * = +x m y x = -x m . 
La magnitud del desplazamiento maximo desde el equili- 
brio (x m en este caso) se llama amplitud de movimiento. 
El tiempo necesario para un ciclo completo (una repeti- 
cion completa del movimiento) se llama periodo T, como 
se indica en la figura 2a. El numero de ciclos por unidad 
de tiempo recibe el nombre d efrecuencia v. La frecuencia 
y el periodo son reciprocos entre si: 

v= l/T. ( 1 ) 

El periodo se mide en unidades de tiempo (segundos, 
por ejemplo), mientras que la frecuencia se mide en una 
unidad SI: el hertz (Hz),* donde 1 Hz = I ciclo/s. Enton¬ 
ces, por ejemplo, una oscilacion con un periodo de T = 5 s 
tiene una frecuencia v = 0.2 Hz. 

Hasta ahora hemos usado una descripcion dinamica de 
la oscilacion, pero a menudo es conveniente una descrip¬ 
cion en funcion de la energia. La figura 1 c muestra la ener¬ 
gia potencial que corresponde a la fuerza de la figura lb. 
Notese que, como se indica con la expresion F = -dU/dx, 
el negativo de la pendiente de U(x) da la fuerza. La energia 


* La unidad de frecuencia se llama asi en memoria de Heinrich 
Hertz (1857-1894), cuya investigacion proporciono la confir- 
macion experimental de las ondas electromagneticas. 



Figura 2 La posicion, la velocidad, y la aceleracion de la 
particula de la figura 1 graficadas en funcion del tiempo. 

La aceleracion consta de segmentos liorizontales alternativos 
con valores + F m /m y -FJm; la velocidad consta de 
segmentos lineales alternativos con pendientes + FJ)n y 
-FJm, y la posicion consista de secciones de parabola 
unidas suavemente. Puesto que la fuerza F(x) es en realidad 
una funcion continua, a(t) es tambien continua, teniendo los 
segmentos horizontales uniones muy empinadas. Ademas, los 
picos agudos de u(t) estan redondeados. Sin embargo, las 
curvas que se muestran son aproximaciones excelentes si la 
fuerza carnbia de +F m a -F m durante un intervalo de tiempo 
muy corto. 

mecanica E = K + U permanece constante en un siste- 
ma aislado. En cada punto, la diferencia E - U da la 
energia cinetica K en ese punto. Si extendemos la grafica a 
desplazamientos suficientemente grandes, eventualmente 
llegariamos a posiciones en las que E = U y entonces 
K = 0. En estos puntos, como lo muestra la figura 2, la 
velocidad es cero y la posicion es x = ±x m . Estos puntos se 
llaman los puntos de retorno del movimiento. 

Las figuras lb y lc ilustran dos maneras equivalentes 
de describir las condiciones de la oscilacion: la fuerza 
debe actuar siempre para restituir la particula al equilibrio, 
y la energia potencial debe tener un minimo en la posicion 
de equilibrio. 

Siempre agrada trabajar con el caso de la aceleracion 
constante, porque la matematica es sencilla, pero rara vez 
constituye una descripcion precisa de la naturaleza. La 
figura 3a muestra un ejemplo de una fuerza mas realista 
que puede producir un movimiento oscilatorio. Tal fuerza 
es la causa del enlace de las moleculas que contienen dos 
atomos. La fuerza aumenta rapidamente si tratamos de 
empujar a un atomo mas cerca del otro; su componente 


m 



Figura 3 (a) La fuerza que actua sobre una particula que 

oscila entre los limites x t y x 2 . Notese que la fuerza tiende 
siempre a empujar a la particula hacia su posicion de 
equilibrio, como en la figura 1. Tal fuerza puede actuar sobre 
un atomo en una molecula. ( b ) La energia potencial 
correspondiente a esta fuerza. 


de repulsion impide que la molecula se colapse. Cuando 
tratamos de jalar a los atomos hacia espaciamientos mas 
grandes, la fuerza trata de oponerse a nuestros intentos; 
esta fuerza puede ser una fuerza electrostatica entre dos 
cargas electricas opuestas, pero a menudo es mas comple- 
ja e implica la distribucion espacial de las orbitas electro- 
nicas de los atomos. 


F(x ) 



Figura 4 (a) La fuerza y ( b ) la energia potencial 
correspondiente de un oscilador armonico simple. Notense 
las similitudes y las diferencias con la figura 3. 


La figura 3b muestra la funcion de la energia potencial 
U(x) correspondiente. Notese que, como era el caso en la 
figura 1, la fuerza carnbia de signo en la posicion de 
equilibrio, y la energia potencial tiene un minimo en esa 
posicion. Notese tambien que, en este caso, los puntos de 
cambio (x, y x 2 en la Fig. 3) no son simetricos respecto a 
la posicion de equilibrio. Si estirasemos la molecula un 
poco mas alia de su configuration de equilibrio y la sol- 
tasemos (lo cual ocurre a menudo cuando una molecula 
absorbe radiation infrarroja), efectuaria un movimiento 
periodico con respecto a la posicion de equilibrio, aunque 
la descripcion matematica seria mas compleja que la de la 
figura 2. El estudio de estas oscilaciones es una tecnica 
importante para el entendimiento de la estructura molecu¬ 
lar, lo cual trataremos en la seccion 15-10. 


15-2 EL OSCILADOR ARMONICO 
SIMPLE 


El movimiento de una particula en un sistema complejo, 
como el atomo de la molecula en vibration tratado en la 
seccion anterior, es mas facil de analizar si consideramos 
que el movimiento es una superposition de oscilaciones 
armonicas, las cuales pueden describirse en terminos de 
funciones seno y coseno. 

Consideremos un sistema oscilatorio consistente en una 
particula sometida a una fuerza 

F(x) = -kx, (2) 

donde k es una constante y x es el desplazamiento de 
la particula a partir de su posicion de equilibrio. Tal sis¬ 
tema oscilatorio recibe el nombre de oscilador armonico 
simple, y su movimiento se llama movimiento armoni¬ 
co simple. La energia potencial que corresponde a esta 
fuerza es 

</(*) = i/a 2 . (3) 

La fuerza y la energia potencial estan, por supuesto, 
relacionadas por F(x) - -dU/dx. Como vimos por la 
ecuacion 2 y como podemos apreciar en la grafica de 
la figura 4 a, la fuerza que actua sobre la particula es 
directamente proporcional al desplazamiento pero opues- 
ta a el en direction. La ecuacion 3 muestra que la energia 
potencial varia con el cuadrado del desplazamiento, como 
lo ilustra la curva parabolica de la figura 4b. 

Usted reconocera las ecuaciones 2 y 3 como las expre- 
siones de la fuerza y de la energia potencial de un resorte 
“ideal” con constante de fuerza k, comprimido o estirado 
en una distancia x; vease la seccion 8-3. De aqui que un 
cuerpo de masa m unido a un resorte ideal con constante 
de fuerza k y libre de moverse sobre una superficie hori¬ 
zontal sin friction es un ejemplo de un oscilador armonico 
simple (vease la Fig. 5). Notese que existe una posicion 


J 
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F = 



a - +a m I 



v - +v m 



x = -i m 1 = 0 x = +i m 


Figura 5 Oscilador armonico simple, consistente en un 
resorte que actua sobre un cuerpo que se desliza en una 
superficie horizontal sin friccion. En (a), el resorte se estira 
de modo que el cuerpo tenga su desplazamiento maximo a 
partir del equilibrio. En (c) el resorte esta totalmente 
comprimido. En (b) y (d), el cuerpo pasa por la posicion de 
equilibrio con velocidad maxima y con el resorte relajado. 


(la posicion de equilibrio; vease la Fig. 5 b) en que el re¬ 
sorte no ejerce ninguna fuerza sobre el cuerpo. Si el 
cuerpo se desplaza hacia la derecha (como en la Fig. 5a), 
la fuerza ejercida por el resorte sobre el cuerpo apunta 
hacia la izquierda. Si el cuerpo se desplaza hacia la iz- 
quierda (como en la Fig. 5c), la fuerza apunta hacia la 
derecha. En cada caso la fuerza es una fuerza de restitu- 
cidn. (Concretamente aqui, es una fuerza de restitucion 
lineal, esto es, proporcional a la primera potencia de x.) 

Apliquemos la segunda ley de Newton, F ~ ma, al mo- 
vimiento de la figura 5. Sustituimos a Epor -kx y en vez 
de la aceleracion a ponemos d 2 x/dt 2 (= dvfdt). Esto nos da 



La ecuacion 4 recibe el nombre de ecuacion del movimien- 
to del oscilador armonico simple. Su solucion, la cual 
describiremos en la siguiente seccion, es una funcion x(t) 
que describe la posicion del oscilador en funcion del 
tiempo, en analogia con la figura 2a, la cual representa la 


variacion de la posicion con el tiempo de un oscilador 
diferente. 

El problema del oscilador armonico simple es impor- 
tante por dos razones. Primera, muchos problemas que 
implican vibraciones mecanicas con amplitudes pequehas 
se reducen al del oscilador armonico simple, o a una 
combinacion de tales osciladores. Esto equivale a decir 
que si consideramos una porcion suficientemente pequena 
de la curva de una fuerza de restitucion cerca de la posi¬ 
cion de equilibrio, la figura 3a, por ejemplo, resulta arbi- 
trariamente cercana a una linea recta, la cual, como lo 
muestra la figura 4a, es caracteristica del movimiento 
armonico simple. O, dicho de otra manera, la curva de la 
energia potencial de la figura 3b es casi parabolica en las 
proximidades de la posicion de equilibrio. 

Segunda, como lo hemos ya indicado, ecuaciones como 
la ecuacion 4 se presentan en muchos problemas fisicos 
de acustica, de optica, de mecanica, de circuitos electricos, 
e incluso de fisica atomica. El oscilador armonico simple 
exhibe caracteristicas comunes a muchos sistemas fisicos. 


15-3 MOVIMIENTO ARMONICO 

SIMPLE _ 

Resolvamos ahora la ecuacion del movimiento del oscila¬ 
dor armonico simple, 


d 2 x k 

—J -r- + — X = 0. 

dt 2 m 


Obtuvimos la ecuacion 4 para una fuerza F = -kx de un 
resorte (donde la constante de fuerza k es una medida de 
la rigidez del resorte) que actua sobre una particula de ma- 
sa m. Veremos mas adelante que otros sistemas oscilato- 
rios se rigen por ecuaciones de movimiento similares, en 
las que la constante k se relaciona con otras caracteristicas 
fisicas del sistema. Podemos usar el sistema oscilatorio 


masa-resorte como nuestro prototipo. 

La ecuacion 4 da una relacion entre una funcion del 
tiempo x(t) y su segunda derivada con respecto al tiempo, 
d 2 x/dt 2 . Nuestra meta es hallar una funcion x(t) que satis- 
faga a esta relacion. Comenzaremos por reescribir la 
ecuacion 4 como sigue: 



La ecuacion 5 requiere que x(t) sea una funcion cuya 
segunda derivada sea la negativa de la funcion misma, 
excepto por un factor constante k/m. Sabemos del calculo 
que las funciones seno y coseno tienen esta propiedad. Por 
ejemplo. 


— cos cot = —co sen cot 
dt 
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j 2 j 

— cos cot = — (— CO sen cot) = - co 2 cos cot. 
dt 2 dt 

La segunda derivada de un coseno (o de un seno) nos da 
de nuevo la funcion original multiplicada por un factor 
negativo -co 2 . Esta propiedad no sufre alteracion si multi- 
plicamos a la funcion coseno por cualquier constante. 
Elegimos que la constante sea x m , de modo que el valor 
maximo de x (la amplitud del movimiento) sera x m . 

Escribimos una solucion tentativa de la ecuacion 5 
como: 

x = x m cos ( cot + (j)). (6) 

Aqui, puesto que 

x m cos (cot + 0>) = x m cos cf) cos cot - x m sen <0 sen cot 
— a cos cot + b sen cot. 


permitiendonos la constante <f> cualquier combinacion de 
soluciones seno y coseno. 

Con las constantes (todavia) desconocidas x m , co, y <j>, 
hemos escrito una solucion de la ecuacion 5 en la forma 
mas general posible. Para determinar estas constantes de 
modo que la ecuacion 6 sea realmente la solucion de la 
ecuacion 5, diferenciamos a la ecuacion 6 dos veces con 
respecto al tiempo. Tenemos que 


— = — cox m sen (cot + </>) 
dt 


//2 y 

— = — uo 2 x m cos (cot + (0). 


Poniendo esto en la ecuacion 5, obtenemos 


— co 2 x m cos (cot + cf)) -- x m cos (cot + (0). 

m m 


Por lo tanto, si elegimos a la constante co de modo que 



(7) 


entonces la ecuacion 6 es, de hecho, una solucion de 
la ecuacion del movimiento de un oscilador armonico 
simple. 

Las constantes x m y cj) estan todavia indeterminadas y, 
por lo tanto, son aun completamente arbitrarias. Esto 
significa que cualquier eleccion de x m y de 0 satisfaran a 
la ecuacion 5, de modo que es posible una gran variedad 
de movimientos del oscilador (todos los cuales tienen la 
misma co). Mas adelante veremos que x m y 0 se determi- 
nan para un movimiento armonico en particular por la 
forma en que se inicie el movimiento. 

Veamos el significado fisico de la constante co. Si 
incrementamos el tiempo t en la ecuacion 6 en 2nfco, la 
funcion resulta 


x = x m cos [co(t + Infco) + cf)] 

= x m cos (cot + 2n + <0) 

= x m cos (cot + cf>). 

Es decir, la funcion simplemente se vuelve a repetir des¬ 
pues de un tiempo 2 n/co. Por lo tanto, 2 n/co es el periodo 
del movimiento T. Puesto que co 2 = k /m, tenemos 



De aqui que todos los movimientos dados por la ecuacion 
5 tengan el mismo periodo de oscilacion, el cual se deter- 
mina solamente por la masa m de la particula oscilatoria 
y la constante de fuerza k del resorte. La frecuencia v del 
oscilador es el numero de vibraciones completas por 
unidad de tiempo y esta dada por 

-1 = J_ /A 

V T In V m 

De aqui que 

_ 2 n 

co = 2nv = — . 

La cantidad co se denomina frecuencia angular; difiere de 
la frecuencia v en un factor 2n. Tiene la dimension del 
reciproco del tiempo (lo mismo que la velocidad angular), 
y su unidad es el radian/segundo. En la seccion 15-6 
ofreceremos un significado geometrico de esta frecuencia 
angular. 

La constante x m tiene un significado fisico sencillo. La 
funcion coseno toma valores desde -1 hasta +1. El des¬ 
plazamiento x desde la posicion de equilibrio central x = 0 
tiene por lo tanto un valor maximo de x ln ; vease la ecua¬ 
cion 6. Llamamos a x m la amplitud del movimiento. Como 
x m no esta detenninada por la ecuacion 4, son posibles 
movimientos de varias amplitudes, pero todos tienen la 
misma frecuencia y periodo. La frecuencia de un movi¬ 
miento armonico simple es independiente de la amplitud 
del movimiento. 

La cantidad (cot + 0) se llama fase del movimiento y 
llamamos a la constante 0 constante de fase. Dos movi¬ 
mientos pueden tener la misma amplitud y frecuencia pero 
diferir en fase. Si 0 = -n/2 = -90°, por ejemplo, 

X = x m cos (cot + <0) = x m cos (cot — 90°) 

= x m sen cot 

de modo que el desplazamiento es cero en el tiempo t- 0. 
Por otra parte, si 0 = 0, el desplazamiento x = x m cos cot 
tiene su valor maximo x = x m en el tiempo t = 0. Otros 
desplazamientos iniciales corresponden a otras constantes 
de fase. Vease el problema muestra 3 para un ejemplo del 
metodo para hallar a x in y 0 a partir del desplazamiento y 
velocidad iniciales. 

La amplitud x m y la constante de fase 0 de la oscilacion 
se determinan por la posicion y la velocidad iniciales de 


(9) 

( 10 ) 
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Figura 6 (a) Comparacion de los movimientos de dos 

osciladores armonicos simples de la misma amplitud y 
frecuencia pero con constantes de fase que difieren en 45°. Si 
el movimiento esta representado por la ecuacion 6, entonces 
la curva de linea continua tiene 0 = 0° y la curva punteada 
tiene 0 = 45°. (b) Dos movimientos armonicos simples con la 
misma constante de fase y frecuencia pero que difieren en 
amplitud por un factor de 2. (c) Dos movimientos armonicos 
simples con la misma amplitud y constante de fase (0°) pero 
que difieren en frecuencia por un factor de 2. La curva de 
lfnea continua tiene el doble del periodo, y por lo tanto la 
mitad de la frecuencia, de la curva punteada. 

la particula. Estas dos condiciones iniciales determinan a 
jc 1u y 0 exactamente (excepto que 0 puede ser aumentada 
o disminuida en un multiplo cualquiera de 2k sin que 
cambie el movimiento). Sin embargo, una vez que haya 
comenzado el movimiento, la particula continuara osci- 
lando con una amplitud y constante de fase constantes a 
una frecuencia fija, a no ser que otras fuerzas alteren el 
sistema. 

En la figura 6 trazamos el desplazamiento x contra el 
tiempo t de varios movimientos armonicos simples des- 
critos por la ecuacion 6. Se hacen tres comparaciones; en 
la figura 6a, las dos curvas tienen la misma amplitud y 
frecuencia pero difieren en fase en 0 = n/4, o 45°. En la 
figura 6b, las dos curvas tienen la misma frecuencia y 
constante de fase pero difieren en amplitud por un factor 
de i, o en periodo por un factor de 2. Conviene estudiar es¬ 
tas curvas cuidadosamente para familiarizarse con la ter- 
minologia empleada en el movimiento armonico simple. 



Figura 7 El desplazamiento, la velocidad, y la aceleracion 
de un oscilador armonico simple, segun las ecuaciones 11. 


Otra caracteristica distintiva del movimiento armoni¬ 
co simple es la relacion entre el desplazamiento, la ve¬ 
locidad, y la aceleracion de una particula oscilatoria. 
Comparemos estas cantidades. En la figura 7 trazamos 
separadamente el desplazamiento x contra el tiempo t, la 
velocidad v = dx/dt contra el tiempo t, y la aceleracion a 
= du/dt = d 2 x/dt 2 contra el tiempo t. Las ecuaciones de 
estas curvas son 

x = cos (cot + 0), 
dx 

v = -r- = — (ox m sen (cot + 0), (11) 

dt 

a = ^- = — a ) 2 x m cos (cot + 0). 
dt 

Para el caso graficado hemos tornado 0 = 0. Se omiten 
las unidades y la escala del desplazamiento, la velocidad, 
y la aceleracion para mayor simplification de la compa¬ 
racion. El desplazamiento, la velocidad, y la aceleracion 
oscilan todas armonicamente. Notese que el desplaza¬ 
miento maximo (amplitud) es x m , la velocidad maxima 
(amplitud de velocidad) es cox m , y la aceleracion maxi¬ 
ma (amplitud de aceleracion) es co 2 x m . 

Cuando el desplazamiento es un maximo en cualquier 
direccion, la velocidad es cero porque esta debe ahora 
cambiar su direccion. La aceleracion en este instante, asi 
como la fuerza de restitucion, tiene una magnitud maxima 




pero esta dirigida en sentido opuesto al desplazamiento. 
Cuando el desplazamiento es cero, la velocidad de la 
particula es maxima y la aceleracion es cero, correspon- 
diendo a una fuerza de restitucion nula. La velocidad 
aumenta cuando la particula se mueve hacia la posicion 
de equilibrio y luego disminuye cuando se mueve hacia 
la posicion de desplazamiento maximo. Comparese la 
figura 7 con la figura 2, y observense sus similitudes y 
diferencias. 


Problema muestra 1 Cierto resorte cuelga verticalmente. 
Cuando se suspende de el un cuerpo de masa M = 1.65 kg, su 
longitud aumenta en 7.33 cm. El resorte se monta luego hori- 
zontalmente, y se une a el un bloque de masa m = 2.43 kg. El 
bloque tiene la libertad de deslizarse a lo largo de una superficie 
horizontal sin friction, como en la figura 5. (a) ^Cual es la 
constante k de la fuerza del resorte? (i>) ^Que fuerza horizontal 
se requiere para estirar al resorte una distancia de 11.6 cm? (c) 
Cuando el bloque se desplaza a una distancia de 11.6 cm y luego 
se suelta, icon que periodo oscilara? 

Solucion (a) La constante de fuerza k se determina a partir de 
la fuerza Mg necesaria para estirar el resorte en la distancia 
medida de 7.33 cm. Cuando el cuerpo suspendido esta en 
equilibrio, la fuerza del resorte kx equilibra al peso Mg: 

kx = Mg 

k = Mg/x = (1.65 kg)(9.80 m/s 2 )/(0.0733 m) 

= 221 N/m. 

(b) La magnitud de la fuerza necesaria para estirar el resorte 
en 11.6 cm se determina a partir de la ley de Hooke (Ec. 2) 
utilizando la constante de fuerza k que obtuvimos en la parte 
(a): 

F — kx = (221 N/m)(0.116 m) = 25.6N. 

(c) El periodo es independiente de la amplitud y depende 
solamente de los valores de la masa del bloque y de la fuerza 
constante. Segun la ecuacion 8, 

T=2n = 2n = 0.6589 s = 659 ms. 

V k V 221 N/m 

(Mostramos el valor de T con cuatro cifras significativas, mas 
de las justificadas por los datos de entrada, porque necesitare- 
mos este resultado en la solucion del problema muestra 3. Para 
evitar errores de redondeo en etapas intermedias, es una practica 
normal considerar un exceso de cifras significativas de esta 
manera. El resultado final, por supuesto, debe ser redondeado 
apropiadamente.)_ 


15-4 CONSIDERACIONES 
ENERGETICAS EN EL 
MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE 

En el movimiento armonico, incluyendo el movimiento 
armonico simple, en el cual no actdan fuerzas disipativas, 



(a) 


K(x) + U(x) 



Figura 8 La energia potencial U, la energia cinetica K, y la 
energia mecanica total E de una particula que efectua un 
movimiento armonico simple se muestran en funcion de (a) 
el tiempo y (b) el desplazamiento. Notese que en (a) las 
energias potencial y cinetica pueden alcanzar cada una sus 
maximos dos veces durante cada periodo del movimiento. 
Vease tambien la figura 6 del capitulo 8. 


la energia mecanica total E (= K + U) se conserva (perma- 
nece constante). Ahora podemos estudiar esto con mas 
detalle en el caso especial del movimiento armonico sim¬ 
ple, para el cual el desplazamiento esta dado por 

x = x m cos (cot + 0). 

La energia potencial U en cualquier instante esta dada por 
U = \kx 2 = {kx 2 m cos 2 (cot + 0). (12) 

La energia potencial oscila entonces con el tiempo y tiene 
un valor maximo de \kx 2 m . Durante el movimiento, la 
energia potencial varia entre cero y este valor maximo, 
como lo muestran las curvas de las figura 8a y 8b. 

La energia cinetica K en cualquier instante es '-m v 1 . 
Usando la ecuacion 11 para v(t) y la ecuacion 7 para co 2 , 
obtenemos 

K = \mv 2 

= {ma) 2 Xm sen 2 (ft>? + 0) 

= \kx 2 m sen 2 (fttl + 0). (13) 

La energia cinetica, al igual que la energia potencial, 
oscila con el tiempo y tiene un valor maximo de ± kx 2 m . 
Durante el movimiento, la energia cinetica varia entre 
cero y este valor maximo, como lo muestran las curvas en 
las figuras 8a y 8b. Notese que las energias cinetica y 
potencial varian con el doble de la frecuencia (mitad del 
periodo) del desplazamiento y de la velocidad. /.Puede 
usted explicar esto? 
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La energia mecanica total es la suma de la energia 
cinetica y de la energia potencial. Usando las ecuaciones 
12 y 13, obtenemos 

£ = K+ U=\kx 2 m sen 2 (wt + </>) + \kx- m cos \ri>t + 0) 

“4 kxi. 04) 

Vein os que la energia mecanica total es constante, como 
lo esperabamos, y tiene el valor '-kx 2 m . En el desplazamien- 
to maximo la energia cinetica es cero, pero la energia 
potencial tiene el valor \kx^. En la posicion de equilibrio 
la energia potencial es cero, pero la energia cinetica tiene 
el valor '-kx 2 n . En otras posiciones las energias potencial y 
cinetica contribuyen cada una con terminos cuya suma es 
siempre ~kx 2 m . Esta energia total constante E se muestra en 
las figuras 8 a y 8 b. La energia total de una particula que 
efectua un movimiento armonico simple es proporcional 
al cuadrado de la amplitud del movimiento. Puede demos- 
trarse (vease el problema 38) que la energia cinetica 
promedio del movimiento durante un periodo es exacta- 
mente igual a la energia potencial promedio y que cada 
una de estas cantidades promedio es la mitad de la energia 
total, o sea \kx 2 m . 

La ecuacion 14 puede escribirse en forma bastante 
general como: 

K + U = {mv 2 + ^kx 2 = {kx^ . (15) 

A partir de esta relacion obtenemos v 2 = (k/m)(xf n - x 2 ), 
o sea 



Esta relacion muestra claramente que la velocidad es un 
maximo en la posicion de equilibrio (x = 0) y es cero en 
los desplazamientos extremos (x = ±x m ). De hecho, pode- 
mos partir de la conservacion de la energia, ecuacion 15 
(en la cual ~kx^ = £), y por integracion de la ecuacion 16 
obtener el desplazamiento en funcion del tiempo. El re- 
sultado es identico al de la ecuacion 6, la cual deducimos 
de la ecuacion del movimiento, ecuacion 4. (Vease el 
problema 32.) 


( 2(1.49 J) 
2.43 kg 


= 1.11 m/s. 


(c) La aceleracion maxima ocurre precisamente en el instante 
en que el bloque se suelta, cuando la fuerza es maxima: 


... f max _ kx m 
m m 


(221 N/m)(0.116 m) 
2.43 kg 


10.6 m/s 2 . 


(d) A partir del periodo obtenido en el problema muestra 1, 
podemos hallar la frecuencia angular: 


0.6589 s 


= 9.536 radianes/s 


Puesto que el bloque tiene su desplazamiento maximo de x m = 
0.116 m en t = 0, su movimiento puede describirse por una 
funcion coseno: 

x(t) = x m cos COt, 

un resultado que se deduce haciendo </> = 0 en la ecuacion 6. 
En t = 0.215 s, hallamos 

x = (0.116 m) cos (9.536 radians/s)(0.215 s) = —0.0535 m. 

Notese que el angulo at, cuyo coseno debemos hallar, se expre- 
sa en radianes. La velocidad esta dada por la ecuacion 11, la 
cual, con <p = 0, resulta v(t) = -ax m sen at. En 0.215 s, obtenemos 

v = -(9.536 radianes/s)(0.116 m) sen (9.536 radianes/s)(0.215 s) 

= -0.981 m/s. 

Para hallar la aceleracion, usamos de nuevo la ecuacion 11 y 
notamos que, para toda t, a = - a 2 x: 

a = -(9.536 radianes/s) 2 (-0.0535 m) = +4.87 m/s 2 . 


Examinemos nuestros resultados para ver si son razonables. El 
tiempo t - 0.215 s esta entre 7/4 = 0.165 s y 7/2 = 0.330 s. Si el 
bloque inicia su movimiento en x = +0.116 m, entonces en 7/4 
pasara a traves de la posicion de equilibrio, y ciertamente es 
razonable que en t = 0.215 s este en una posicion coordenada x 
negativa, como ya lo habiamos hallado. Puesto que en ese 
momento se esta moviendo hacia x = -x m , su velocidad debe ser 
negativa, lo cual coincide con lo que hemos obtenido. Sin 
embargo, ya paso a traves del punto de velocidad mas negativa, 
y se va haciendo mas lento al aproximarse a x = -x m ; por lo tanto, 
la aceleracion debe ser positiva. Podemos comprobar el valor 
de la aceleracion a partir de a - kx/m. Podemos tambien com¬ 
probar el la relacion entre vy x usando la ecuacion 16. 


Problema muestra 2 La combinacion bloque-resorte del pro¬ 
blema muestra 1 se estira en direccion positiva x una distancia 
de 11.6 cm del equilibrio y luego se suelta. (a) ^Cual es la 
energia total almacenada en el sistema? ( b) ^Cual es la veloci¬ 
dad maxima del bloque? (e) ^Cual es la aceleracion maxima? 
(d) Si el bloque se suelta en t - 0, ^cuales son su posicion, su 
velocidad, y su aceleracion en t = 0.215 s? 

Solucion (a) La amplitud del movimiento esta dada por 
x ln = 0.116 m. La energia total esta dada por la ecuacion 14: 

E — \kx 2 m = j(221 N/m)(0.116m) 2 = 1.49 J. 

( b ) La energia cinetica maxima es numericamente igual a la 
energia total; cuando U = 0,K = K^ x = E. La velocidad maxima 
es, entonces, 


Problema muestra 3 El bloque del sistema bloque-resorte del 
problema muestra 1 es desplazado de la posicion de equilibrio 
por una fuerza externa en direccion x positiva. En t = 0, cuando 
el desplazamiento del bloque es x = +0.0624 m y su velocidad es 
v = +0.847 m/s, la fuerza externa se quita y el bloque comienza 
a oscilar. Escriba una ecuacion para x(t) durante la oscilacion. 

Solucion Puesto que tenemos la misma masa (2.43 kg) y la 
misma fuerza constante (221 N/m), la frecuencia angular es 
todavia 9.536 radianes/s, como lo obtuvimos en el problema 
muestra 2. La ecuacion mas general para x(t) esta dada por la 
ecuacion 6, 

x(t) = x m cos (cot + </>), 
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y debemos obtener a x,„ y a cp para completar la solucion. Para 
hallar a x m , calculemos la energia total, la cual en / = 0 tiene 
terminos tanto de cinetica como de potencial: 

E = K+ U = \mv 2 + {/be 2 
= |(2.43 kg)(0.847 m/s) 2 + j<221 N/m)(0.0624 m) 2 
= 0.872 J + 0.430 J= 1.302 J. 

Haciendo esto igual a (i)kx 2 , como lo requiere la ecuacion 15, 
tenemos 

x _ /H = / 2(1.302 J) =0 )0 g5 m . 

Xm V k V 221 N/m 

Para hallar la constante de fase, usamos la informacion dada 
para t = 0: 

x(0) = x m cos <f> 


jB Alambre 
| fijo 


+ 0,0624 m 
0.1085 m 


= +0.5751. 


En el intervalo de 0 a 2 n, existen dos valores de <j> cuyo coseno 
es +0.5751; los valores posibles son (p = 54.9° o <p = 305.1°. 
Cualquiera de ellos satisfara la condicion de que x(0) tenga el 
valor apropiado, pero solo uno dara la velocidad inicial correcta: 

v (0) = - o)X m sen0 = -(9.536 rad/s)(0.1085 m)sen <f> 

= —(1.035 m/s) sen </> 

= —0.847 m/s para <f> = 54.9° 

= +0.847 m/s para </> = 305.1°. 

Obviamente el segundo valor es el correcto, y por lo tanto 
hacemos que <p - 305.1° = 5.33 radianes. Aliora podemos 
escribir 

x(t) = 0.109 cos (9.54i + 5.33), 

donde x esta en metros y t en segundos. 

Vease el problema 31 para una derivacion de las relaciones 
generales que permiten calcular x,„ y <p a partir de x(0) y o(0). 


15-5 APLICACIONES DEL 

MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE 

Aqui consideraremos unos cuantos sistemas fisicos que 
se mueven con un movimiento armonico simple. A traves 
del texto se hallaran otros.* 


El oscilador de torsion 

La figura 9 muestra un disco suspendido de un alambre o 
flecha unido al centro de masa del disco. El alambre esta 
perfectamente fijo a un soporte solido o abrazadera y al 


* Para un estudio completo de 16 sistemas fisicos que exhi- 
ben un movimiento armonico simple vease A Repertoire of 
S.H.M.”, por Eli Maor, The Physics Teacher, octubre de 1972, 
pag. 377. 



E 8m 4 

"—2+i Q 

Figura 9 Oscilador de torsion. La linea que va de O a P 
oscila entre OQ y OR, barriendo un angulo 2 6 m , donde 6 m es 
la amplitud angular del movimiento. 


disco. Con el disco en equilibrio, trazamos una linea radial 
desde su centro a un punto P en su borde, como se muestra. 
Si hacemos que el disco gire en un piano horizontal de 
modo que la linea de referenda OP se mueva a la posicion 
OQ, el alambre se retorcera. El alambre retorcido ejercera 
una torca de restitucion sobre el disco que tiende a regre- 
sar a la linea de referencia a su posicion de equilibrio. Para 
retorcimientos pequenos se halla que la torca de restitu¬ 
cion es proporcional al desplazamiento angular (ley de 
Hooke), de modo que 

T = ~k0. (17) 

Aqui k (la letra griega kappa) es una constante que depen- 
de de las propiedades del alambre y se denomina constan¬ 
te de torsion. El signo menos muestra que la torca esta 
dirigida en sentido opuesto al desplazamiento angular 6. 
La ecuacion 17 es la condicion del movimiento armdnico 
simple angular. 

La ecuacion del movimiento para este sistema se basa 
en la forma angular de la segunda ley de Newton, 

T T d 2 d R 

x = lot — I -j-p , (18) 

de modo que, usando la ecuacion 17, obtenemos 

d 2 6 

-Kd^I-rpr 


d 2 e (k\ 
dt 2 I//' 


Notese el parecido entre la ecuacion 19 para el movimien¬ 
to armonico simple angular y la ecuacion 5 para el movi¬ 
miento armonico simple lineal. De hecho, las ecuaciones 



362 Capitulo 15 Oscilaciones 


Section 15-5 Aplicaciones del movimiento armonico simple 


363 


son matematicamente identicas. AI igual que en el capi- 
tulo 11, podemos simplemente sustituir al desplazamiento 
lineal x, por el desplazamiento angular 0 a la masa m, por 
la inercia de rotacion / y a la constante de fuerza k por la 
constante de torsion k. Mediante estas sustituciones, ha- 
llamos que la solucion de la ecuacion 19 es una oscilacion 
armonica simple en la coordenada angular 0\ es decir, 

9 = 6 m cos (cot + 0). (20) 

Aqui 6 m es el desplazamiento angular maximo, esto es, la 
amplitud de la oscilacion angular. Notese que co significa 
aqui la frecuencia angular, no la velocidad angular. En la 
ecuacion 20, co * ddjdt 

En la figura 9 el disco oscila con respecto a la posicion 
de equilibrio 0 = 0, siendo el intervalo angular total 26 m 
(desde OQ hasta OR). Por analogia con la ecuacion 8, el 
periodo de la oscilacion es 

T=2nJ~. ( 21 ) 

Si k es conocida y T se mide, puede determinarse la 
inercia de rotacion I con respecto al eje de rotacion de 
cualquier cuerpo rigido oscilatorio. Si / es conocida y T 
se mide, puede determinarse la constante de torsion k de 
cualquier muestra de alambre. 

Un oscilador de torsion como el de la figura 9 se 
denomina tambien pendulo de torsion. La balanza de 
Cavendish, usada para medir la constante G de la fuerza 
gravitatoria (vease el capitulo 16), es un pendulo de tor¬ 
sion. Al igual que el pendulo simple (que trataremos a 
continuacion) el pendulo de torsion se usa a menudo para 
medir el tiempo, siendo el volante de un reloj mecanico 
un ejemplo comun, donde la torca de restitucion es pro- 
porcionada por un resorte espiral. 

El pendulo simple 

Un pendulo simple es un cuerpo idealizado que de una 
particula suspendida de un cordon ligero inextensible. 
Cuando se le lleva a un lado de su posicion de equilibrio 
y se le suelta, el pendulo oscila en un piano vertical bajo 
la influencia de la gravedad. El movimiento es periodico 
y oscilatorio. Deseamos determinar el periodo del movi¬ 
miento. 

La figura 10 muestra un pendulo de longitud L y masa 
m de la particula. En el instante mostrado, el cordon forma 
un angulo 6 con la vertical. Las fuerzas que actuan sobre 
m son el peso mg y la tension T en el cordon. El movi¬ 
miento tendra lugar a lo largo de un arco de circulo de 
radio L, y por lo tanto elegimos a los ejes tangentes al 
circulo y a lo largo del radio. El peso mg se descompone 
en una componente radial de magnitud mg cos 6 y una 
componente tangencial de magnitud mg sen 6. Las com- 
ponentes radiales de las fuerzas suministran la aceleracion 



Figura 10 El pendulo simple. Las fuerzas que actuan sobre 
el pendulo son la tension T y la fuerza gravitatoria mg, la 
cual se descompone en sus componentes radial y tangencial. 


centripeta necesaria para mantener a la particula movien- 
dose en un arco circular. La componente tangencial es la 
fuerza de restitucion que actua sobre m y que tiende a 
regresarla a la posicion de equilibrio. De aqui que la fuerza 
de restitucion sea 

F — — mg sen 6, (22) 

indicando el signo menos que F es opuesta a la direccion 
de 6 creciente. 

Notese que la fuerza de restitucion no es proporcional 
al desplazamiento angular 6, sino a sen 0. Por lo tanto, el 
movimiento resultante no es armonico simple. Sin embar¬ 
go, si el angulo 0 es pequeno, sen 0 es aproximadamente 
igual a 0en radianes. Por ejemplo, si 0 = 5° (= 0.0873 rad), 
entonces sen 0 = 0.0872, el cual difiere de 0 por solo 
alrededor del 0.1%. El desplazamiento a lo largo del 
arco es x = L0, y para angulos pequenos esto es casi un 
movimiento en linea recta. Por lo tanto, suponiendo que 

sen 0^0, 

obtenemos 



Para desplazamientospequenos, la fuerza de restitucion 
es proporcional al desplazamiento y opuesta directamen- 
te. Este es exactamente el criterio del movimiento armo¬ 
nico simple y, de hecho, la ecuacion 23 tiene la misma 
fonna que la ecuacion 2 ,F = -kx, donde la constante mg/L 
representa a la constante k. (Compruebe que las dimensio¬ 
ns de k y de mg/L son las mismas.) El periodo de un 


pendulo simple cuando su amplitud es pequena se halla 
entonces haciendo a k = mg/L en la ecuacion 8: 


o sea 


T—2n 


T=2n Vi- 


(24) 


Notese que el periodo es independiente de la masa de la 
particula suspendida. 

Cuando la amplitud de la oscilacion no es pequena, 
puede demostrarse* que la ecuacion general del perio¬ 
do es 


T=2n 



, , 1 2 _i_ ^ ~ >2 sen 4 4- 

1 + ^2 sen 2 2 + 




Figura 11 Un pendulo fisico. El centro de masa esta en C, 
y el pivote esta en el punto P. El pendulo es desplazado un 
angulo 6 desde su posicion de equilibrio, la cual existe 
cuando C cuelga directamente debajo de P. El peso Mg 
proporciona la torca de restitucion. 


Aqui 0 m es el desplazamiento angular maximo. Observese 
que T aumenta cuando la amplitud crece. Los terminos su- 
cesivos de la serie infinita se vuelven cada vez mas y mas 
pequenos, y el periodo puede calcularse al grado de pre¬ 
cision deseado tomando los suficientes terminos. Cuando 
0 m = 15°, el periodo real difiere del dado por la ecuacion 
24 en menos de 0.5%. 

Durante los pasados tres siglos, el pendulo ha sido 
nuestro marcador de tiempo mas confiable, sustituido solo 
en las ultimas decadas por los relojes basados en oscila¬ 
ciones atomicas o electronicas. Para que un reloj de pen¬ 
dulo sea un marcador de tiempo preciso, la amplitud de la 
oscilacion debe mantenerse constante a pesar de las per- 
didas por friccion que afectan a todos los sistemas meca- 
nicos. Incluso un cambio de amplitud tan pequeno como 
de 5° a 4° provocaria que el pendulo de un reloj se 
adelantara en 0.25 minutos por dia, cantidad inaceptable 
incluso para medir el tiempo en el hogar. Para mantener 
la constante de amplitud en un reloj de pendulo, la energia 
se suministra automaticamente en pequenos incrementos 
mediante una pesa o un resorte con la ayuda de un meca- 
nismo de escape que compense las perdidas por friccion. 
El reloj de pendulo con escape fue inventado por Chris¬ 
tiaan Huygens (1629-1695). 

El pendulo simple proporciona tambien un metodo 
conveniente para medir el valor de g, la aceleracion debida 
a la gravedad. Podemos determinar facilmente a L y a T 
con una precision de menos de 0.1 % usando el equipo de 
laboratorio para estudiantes, y entonces la ecuacion 24 
nos permite determinar a g con esa misma precision 
aproximadamente. Con aparatos mejores, esta puede ex- 
tenderse hasta alrededor de 0.0001%. 


* Vease K. R. Symon, Mechanics, 3a. edicion (Addison-Wes- 
ley, 1971), seccion 5.3. 


El pendulo fisico 

Cualquier cuerpo rigido montado de manera que pueda 
oscilar en un piano vertical respecto a algun eje que 
pase por el recibe el nombre de pendulo fisico. Esta es 
una generalizacion del pendulo simple, en el cual un 
cordon sin peso sostiene a una particula simple. En reali¬ 
dad, los pendulos que utilizamos en la practica son pen- 
dulos fisicos. 

En la figura 11 un cuerpo de forma irregular esta 
pivotado en tomo a un eje horizontal sin friccion que pasa 
por P y desplazado de la posicion de equilibrio en un 
angulo 6. La posicion de equilibrio es aquella en la que el 
centro de masa C del cuerpo esta verticalmente debajo de 
P. La distancia desde el pivote al centro de masa es d, la 
inercia de rotacion del cuerpo en tomo a un eje que pase 
por el pivote es I, y la masa del cuerpo es M. La torca de 
restitucion para un desplazamiento angular 0 es 

r = —Mgd sen 0 (26) 

y se debe a la componente tangencial del peso. Puesto que 
r es proporcional a sen 0, y no a 6, la condition para el 
movimiento armonico simple angular no se cumple aqui, 
en lo general. Sin embargo, para desplazamientos angu- 
lares pequenos, la relation sen 0 ~ 6 es, como antes, una 
aproximacion excelente, de modo que para amplitudes 
pequehas, 

r = —Mgd0. (27) 

Esta expresion tiene la forma de la ecuacion 17, y el 
periodo se deduce directamente de la ecuacion 21 con la 
sustitucion k = Mgd, lo cual da 

T - 2 "lwr <28) 
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De la ecuacion 28 puede despejarse la inercia de rota- 
cion 1, dando 

THtgd 

4 n 2 ' ' 

Las cantidades a la derecha son todajs medibles directa- 
mente. De aqui que la inercia de rotacion en tomo a un eje 
de rotacion (que no pase por el centro de masa) de un 
cuerpo de cualquier forma puede determinarse suspen- 
diendo al cuerpo de ese eje como un pendulo fisico. 

El pendulo fisico incluye al pendulo simple como un 
caso especial. Al situar al pivote lejos del objeto, usando 
un cordon sin peso de longitud L, tendriamos I = ML 2 y 
d = L, de modo que 

que es el periodo de un pendulo simple. 

Si la masa de un pendulo fisico estuviese concentrada 
a una distancia L del pivote escogida apropiadamente, el 
pendulo simple resultante tendria el mismo periodo que 
el pendulo fisico original si 


T=2n 





Figura 12 Problema muestra 5. Un disco pivotado en su 
borde oscila como un pendulo fisico. A la derecha se muestra 
un pendulo simple con el mismo periodo. El punto O es el 
centro de oscilacion. 


_ / ^varilla \ 1/2 r _ t ^Iriangulo V 

It I ° 'triangulo ■'varilla l r T' ) > 

to ' ■‘irianoiiln' ' 1 varilla / 


de modo que 


Ariailgulo 


: (8.60 X 10- 5 kg-m 2 ) 


/5.83 s\ 2 
\2.14 s/ 


= 6.38 X 10 4 kg-m 2 . 

^Afecta en estos casos la amplitud de cualquier oscilacion al 
periodo? 


De aqui que, en lo que concierne a su periodo de oscila¬ 
cion, puede considerarse que la masa de un pendulo 
fisico esta concentrada en un punto O cuya distancia al 
pivote es L = I/Md. Este punto se llama centro de oscila¬ 
cion del pendulo fisico. Observese que, en cualquier cuer¬ 
po dado, depende de la ubicacion del pivote. Ademas, si 
pivotamos al pendulo fisico original en tomo al punto O, 
tendra el mismo periodo que si lo pivotamos en tomo al 
punto P. 


Problema muestra 4 Una barra uniforme de masa M = 
0.112 kg y longitud L = 0.096 m esta suspendida de un alambre 
que pasa por su centro y es perpendicular a su longitud. El 
alambre se retuerce y la barra se pone en oscilacion. Se halla 
que el periodo es de 2.14 s. Cuando se suspende a un cuerpo 
piano en forma de triangulo equilatero de manera similar a 
traves de su centro de masa, se halla que el periodo es de 5.83 s. 
Halle la inercia rotatoria del triangulo respecto a este eje. 

Solucion La inercia rotatoria de una barra, girada respecto a 
un eje central perpendicular a su longitud, es ML 2 /12. De aqui 
que 

__ (0.112 kg)(0.096m) 2 

* varilla ^ O.oO X 10 kg HI . 


Problema muestra 5 Un disco uniforme es pivotado en su 
borde (Fig. 12). Halle su periodo para oscilaciones pequenas y 
la longitud del pendulo simple equivalente. 

Solucion La inercia rotatoria de un disco respecto a un eje que 
pase por su centro es 4 MR 2 , donde R es el radio y M es la masa 
del disco. La inercia rotatoria respecto al pivote en el borde es, 
usando el teorema de los ejes paralelos, 

/ = \MR 2 + MR 2 = \MR 2 . 

El periodo de este pendulo fisico, obtenido a partir de la ecua¬ 
cion 28 con d = R, es entonces 


T=2n 


1 3 MR 2 fTR 

2 MgR V 2 g ’ 


independiente de la masa del disco. 

El pendulo simple que tiene el mismo periodo tiene una 
longitud 

o 2 del diametro del disco. El centro de oscilacion del disco 
pivotado en P esta por lo tanto en O, a una distancia |R abajo 
del punto de soporte. ^Se requiere del pendulo fisico equivalen¬ 
te alguna masa en particular? 

Si pivotamos al disco en un punto a medio camino entre el 
borde y el centro, como en O, hallamos que I = -MR 2 + M(-L) 2 


jMR 2 y d = jR. El periodo T es 


T=2n 


Mg(R/2) V 2 g 


Segun la ecuacion 21, 


igual que antes. Esto ilustra la igualdad de los periodos del 
pendulo fisico cuando esta pivotado respecto aOyaf. 
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Si el disco fuera pivotado en el centro, /.cual seria su periodo 
de oscilacion? 


Problema muestra 6 El centro de oscilacion de un pendulo 
fisico tiene otra propiedad interesante. Si una fuerza impulsiva 
(supuesta horizontal y en el piano de la oscilacion) actua en el 
centro de oscilacion, no se siente ninguna reaccion en el punto 
de soporte. Demuestre esto para una fuerza impulsiva F que 
actiie hacia la izquierda en el punto O de la figura 12. Suponga 
que el pendulo esta inicialmente en reposo. 

Solucion Este es un caso de traslacion y rotacion combinadas 
respecto al centro de masa (vease la seccion 12-6). El efecto de 
traslacion, al actuar aisladamente, ocasiona que P (junto con 
todo el disco) en la figura 12 se mueva a la izquierda con una 
aceleracion 

«izq = F/M. 

El efecto rotatorio, al actuar aisladamente, produciria una ace¬ 
leracion angular en sentido horario respecto a C de 

a == T// 

= (pmmMR 1 ) 

= F/MR. 

Debido a esta aceleracion angular, P se moveria hacia la derecha 
con una aceleracion 

«der = aR 

= (. F/MR)(R ) = F/M. 

Entonces a Uq = a ie , y no existe movimiento en el punto P 

Cuando se considera desde este punto de vista el centro de 
oscilacion suele llamarse centro de percusion. Los jugadores 
de beisbol saben que, a no ser que el bate encuentre a la bola 
iustamente en el punto correcto (el centro de percusion), el 
impacto repercutira en sus manos. La “repercusion tiene una 
direccion diferente que depende de si la bola golpea en un lado 
o en otro de este punto. El “punto amable” de una raqueta de 
tenis tiene una explicacion similar; al golpear la bola en el 
“punto amable” se elimina cualquier fuerza de reaccion sobre 

la mano.* 



Figura 13 La posicion angular en funcion del tiempo de 
Calixto, la luna de Jupiter, medida en la Tierra. Los circulos 
corresponden a las medidas que realizo Galileo en 1610. La 
curvatura es un optimo ajuste y sugiere un movimiento 
armonico simple. Cerca de 400 anos despues de Galileo, los 
movimientos de las lunas de Jupiter siguen deleitando a los 
astronomos aficionados. Cada mes la revista Sky and 
Telescope publica una carta mostrando sus movimientos en 
terminos de coordenadas angulares que varian 
sinusoidalmente en forma semejante a esta figura. 


Con T- 0.784 s y R = 0.102 m, hallamos 


67t 2 (0.102m) 
(0.784 s) 2 


= 9.82 m/s 2 . 


15-6 MOVIMIENTO ARMONICO 
SIMPLE Y MOVIMIENTO 
CIRCULAR UNIFORME _ 


Problema muestra 7 El periodo de un disco de 10.2 cm de 
radio que efectua una pequeiia oscilacion respecto a un pivote 
en su borde es de 0.784 s. Halle el valor de g, la aceleracion 
debida a la gravedad en ese lugar. 



* Vease “Physics of the Tennis Racket II: The Sweet Spot’ por 
H. Brody, American Journal of Physics, septiembre de 1981, 

pag. 816. 


En 1610, Galileo empleo su telescopio recien construido 
para observar las lunas de Jupiter. Mientras observaba una 
noche tras otra, media la posicion de cada luna respecto 
al planeta. Observo que las lunas viajaban de una parte a 
otra con un movimiento que nosotros llamanamos armo¬ 
nico simple. La figura 13 muestra los dates originales de 
Galileo, trazados en forma de grafica para mostrar el 
desplazamiento lateral de una luna (Calisto) en funcion 
del tiempo. Es evidente la dependencia sinusoidal carac- 
teristica del movimiento armonico simple. 

En realidad, Calisto no oscila de un lado a otro; se 
mueve en orbita casi circular en tomo al planeta, y lo 
que Galileo observo era un movimiento circular umforme 
en un piano visto por su borde. Puesto que esto correspon- 
de exactamente a la relacion desplazamiento contra tiem¬ 
po del movimiento armonico simple, podemos concluir 
que; 
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Figura 14 (a) Un punto P se mueve a 
velocidad constante en un ci'rculo de 
radio R. La linea de referencia forma un 
angulo cj> con el eje x en t = 0. La 
proyeccion P‘ sobre el eje x ejecuta un 
movimiento armonico simple. 

( b ) Despues de un tiempo t, el punto P 
ha girado en un angulo adicional cot. 

(c) La velocidad de P y de su 
componente x, que representa a la 
velocidad de P' en un movimiento 
armonico simple. ( d) La aceleracion 
de P y de su componente x. 



El movimiento armonico simple se define como la 
proyeccion de un movimiento circular uniforme a lo 
largo de un diametro del circulo. 

Examinemos con mayor detalle la base matematica de esta 
conclusion. La figura 14 muestra a una particula P en 
movimiento circular uniforme; su velocidad angular es co 
y el radio del circulo es R. En el tiempo 0 (Fig. 14a) el 
radio OP forma un angulo <p con el eje x. En un tiempo t 
mas tarde (Fig. 146) el radio OP forma un angulo cot + <p 
con el eje x. y la proyeccion de OP a lo largo del eje x (o, 
lo que es equivalente, la componente x del radiovector que 
corresponde a OP) es 

x(t) = R cos (cot + 0). (31) 

Esta expresion es, por supuesto, identica a la ecuacion 6 
para el desplazamiento del oscilador armonico simple, 
correspondiendo x m a R. Si hacemos que P‘ represente a 
la proyeccion de P sobre el eje x, entonces P' ejecuta un 
movimiento armonico simple a lo largo del eje x. 

En el movimiento circular uniforme, la magnitud de 
la velocidad tangencial constante es coR. La figura 14c 
muestra al vector que representa a la velocidad instanta- 
nea v en el tiempo t. La componente x de v, la cual da la 
velocidad de P' a lo largo de la direccion x, es 


v x (t) = — coR sen (cot + 0). (32) 

En el movimiento circular, la aceleracion centripeta es 
co 2 R, y como se muestra en la figura 140 la componente 
x de la aceleracion de P es 

a x (t) = — co 2 R cos ( cot + 0). (33) 

Las ecuaciones 32 y 33 son identicas a las ecuaciones 11 
para el movimiento armonico simple, donde una vez mas 
x m es reemplazada por R. Asi pues, el desplazamiento, la 
velocidad, y la aceleracion son identicos en el movimien¬ 
to armonico simple y en la proyeccion del movimiento 
circular. 

Invirtiendo el argumento anterior, podemos establecer 
que la ecuacion 31 para el desplazamiento de un oscilador 
armonico simple es suficiente para describir a la compo¬ 
nente x de un vector cuya punta trace una trayectoria 
circular con velocidad constante. Si podemos tambien 
describir a la componente y, entonces tendremos una 
descripcion completa del vector. Las figuras 14a y 146 
muestran a la proyeccion y OQ en los tiempos 0 y t. La 
componente y puede expresarse por 

y(t) = R sen ( cot + 0). (34) 

Notese que la proyeccion del movimiento circular unifor¬ 
me a lo largo de la direccion y da tambien el movimiento 
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Figura 15 Problema muestra 8. El radio OP se mueve 
desde <t> = 0 en t - 0 hasta cot = 60° en el tiempo t. La 
proyeccion P' se mueve, correspondientemente, desde x = R 
hasta x = R/2. 


armonico simple, como lo haria la proyeccion a lo largo 
de cualquier direccion. Notese tambien que, en todo tiem¬ 
po t, x 2 + y 2 - R 2 como lo esperamos para el movimiento 
circular. A usted le sera posible obtener expresiones para 
la componente y de la velocidad y de la aceleracion y 
demostrar que, como cabia suponer, v 2 + v 2 = (co 2 R) 2 y 
a 2 x + a) = (co 2 R) 2 . 

Al usar la indentidad trigonometrica sen 6 = cos (6 - 
7t/ 2) podemos reescribir la ecuacion 34 como: 

y(t) = R cos (cot + 0 — nil). (35) 

Entonces el movimiento circular puede considerarse como 
la combination de dos movimientos armonicos simples 
en angulo recto, con amplitudes y frecuencias identicas 
pero difiriendo en fase en 90°. En la seccion proxima 
veremos como pueden analizarse otros movimientos mas 
complicados como combinaciones de movimientos armo¬ 
nicos simples con amplitudes, frecuencias, y fases apro- 
piadamente escogidas. 


Problema muestra 8 Consideremos a un cuerpo que efec- 
tua un movimiento armonico simple. La ecuacion de ese movi- 
miento es 

x = 0.35 cos (8.3t), 

donde x esta en metros y t en segundos. Este movimiento puede 
representarse tambien como la proyeccion de un movimiento 
circular uniforme a lo largo de un diametro horizontal, (a) De 
las propiedades del movimiento circular uniforme correspon- 
diente. ( b ) A partir del movimiento del punto de referencia 
determine el tiempo requerido para que el cuerpo este a la 
rnitad del camino hacia el centro de movimiento a partir de su 
position inicial. 


Solution (a) La componente x del movimiento circular esta 
dada por 

x = R cos ( cot + 0). 

Por lo tanto, el circulo de referencia debe tener un radio R = 
0.35 m, la fase inicial o constante de fase debe ser cj> - 0, y la 
velocidad angular debe ser co = 8.3 rad/s, con objeto de obtener 
la ecuacion x = 0.35 cos (8.3f) para la proyeccion horizontal. 

(b) Cuando el cuerpo se mueve a la mitad del camino, el punto 
de referencia se mueve en un angulo de cot - rr/3 = 60° (Fig. 15). 
La velocidad angular es constante e igual a 8.3 rad/s de modo 
que el tiempo requerido para que se mueva a 60° es 

r- —- —0.13s. 

co 8.3 rad/s 

El tiempo puede calcularse tambien a partir de la ecuacion 
del movimiento. Con 

x = 0.35 cos (8.3t) y x = iR = KO-35), 
obtenemos 


i = cos (8.30 o 8.3 1 = cos l (i) = n l 3 rad. 
Por lo tanto 


7t/3 rad 
8.3 rad/s 


0.13 s. 


15-7 COMBINACIONES DE 

MOVIMIENTOS ARMONIC< 


A menudo se combinan dos movimiento armonicos sim¬ 
ples en angulo recto. El movimiento resultante es la suma 
de dos oscilaciones independientes. Consideremos prime- 
ro el caso en que las frecuencias de las vibraciones sean 
las mismas, de modo que 

x = x m cos (cot + 0J y y = y m cos ( cot + 0 y ). (36) 

Los movimientos xyy pueden tener amplitudes diferentes 
y constantes de fase diferentes. 

Si las constantes de fase son las mismas, el movimiento 
resultante es una linea recta. Esto puede demostrarse 
analiticamente al considerar la razon entre las expresiones 
para x y y en la ecuacion 36 cuando cp x = cj) y , lo cual da 

y=(yjx m )x. 

Esta es la ecuacion de una linea recta, cuya pendiente es 
y m /x m . En las figuras 16a y 166 se muestra el movimiento 
resultante en los dos casos, y m /x m = 1 y y m /x m = 2. En estos 
casos ambos desplazamientos xyy alcanzan un maximo 
en el mismo tiempo y alcanzan un minimo en el mismo 
tiempo. Estan enfase. El punto P, cuyas coordenadas x y 
y estan dadas por las ecuaciones 36, se mueve de un lado 
a otro a lo largo de la linea segun varie t. 

Si las constantes de fase son diferentes, el movimien¬ 
to resultante no sera una linea recta. Por ejemplo, si las 
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Figura 16 Combinaciones de 
movimientos armonicos simples a lo 
largo de dos direcciones 
perpendiculares. Cada figura muestra 
el movimiento del punto P cuando las 
amplitudes y las fases de los 
movimientos guardan las relaciones 
indicadas. Los movimientos x y y 
tienen frecuencias iguales. 


constantes de fase difieren en jt/ 2, el desplazamiento x 
maximo sucede cuando el desplazamiento y sea cero y 
viceversa. Cuando las amplitudes son iguales el movi¬ 
miento resultante es circular; cuando las amplitudes son 
desiguales, el movimiento resultante es eliptico. En las 
figuras 16c y 16c? se muestran dos casos, y„Jx m = 1 y y m /x m 
= 2, siendo 4> x = (j> y + n/2. Los casos yjx m = 1 y yjx m = 
2, siendo (p x = <p y - n/4 se muestran en las figuras 16c y 16/ 

Todas las combinaciones posibles de dos movimientos 
armonicos simples en angulo recto que tengan la misma 
frecuencia corresponden a trayectorias elipticas, siendo el 
circulo y la linea recta casos especiales de una elipse. Esto 
puede demostrarse analiticamente al combinar las ecua- 
ciones 36 y eliminar al tiempo t; usted puede demostrar 
que la ecuacion resultante es la de una elipse. La forma de 
la elipse depende solamente de la razon entre las amplitu¬ 
des, y m /x m , y de la diferencia de fase entre las dos oscila¬ 
ciones, <p x - (ft El movimiento real puede ser bien en 
sentido horario o bien en sentido antihorario, dependiendo 
de que componente se adelante en fase. 

Si dos oscilaciones de. frecuencias diferentes se combi- 
nan en angulo recto, el movimiento resultante es mas 
complicado. El movimiento no es ni siquiera periodico a 
no ser que las dos frecuencias componentes co x y co y sean 
la razon de dos enteros (vease el problema 61). El analisis 
matematico de tales movimientos suele ser dificil, pero 
los patrones pueden exponerse graficamente en la pantalla 
de un osciloscopio, en la que un haz de electrones puede 
ser desviado simultaneamente en las direcciones vertical 
y horizontal por sehales electronicas sinusoidales cuyas 
frecuencias, amplitudes, y fase relativa pueden variar. La 
figura 17 es un ejemplo de los patrones complejos y bellos 
que resultan. 


En esta seccion hemos considerado solamente combi¬ 
naciones de movimientos armonicos simples en diferentes 
direcciones (en angulo recto entre si). Las combinaciones 
de movimientos armonicos simples en la misma direc¬ 
tion, con la misma frecuencia pero con amplitudes y 
fases diferentes, son de interes especial en el estudio de 
la difraccion y la interferencia de la luz, el sonido, y la 
radiacion electromagnetica, todo lo cual se estudiara mas 
adelante en el texto. Tambien pueden ser combinadas 
oscilaciones de frecuencias diferentes en la misma direc- 
cion. El tratamiento de este movimiento es particularmen- 
te importante en el caso de las vibraciones sonoras que se 
estudiaran en el capitulo 20. 

15-8 MOVIMIENTO ARMONICO 
AMORTIGUADO (Optional) 

Hasta este momento hemos supuesto que no actuan fuerzas de 
friccion sobre el oscilador. Si esta hipotesis se mantuviese 
estrictamente, un pendulo o una masa unida a un resorte oscila- 
rian de manera indefinida. En realidad, la amplitud de la osci¬ 
lacion disminuye en forma gradual hasta cero como resultado 
de la friccion. Se dice que el movimiento esta amortiguado por 
la friccion y se le llama movimiento armonico amortiguado. A 
menudo la friccion surge de la resistencia del aire o de fuerzas 
internas. En la mayoria de los casos de interes la fuerza de 
friccion es proporcional a la velocidad del cuerpo pero directa- 
mente opuesta a el. En la figura 18 se muestra un ejemplo de un 
oscilador amortiguado. 

La fuerza neta sobre el cuerpo oscilatorio es la suma de la 
fuerza de restitucion -kxy la fuerza de amortiguamiento, la cual 
suponemos tiene la forma de -bv como en el caso de la fuerza 
de arranque que se considero en la seccion 6-7. Aqui b es una 
constante positiva, que depende de las propiedades del fluido, 
como la densidad, y de la forma y dimensiones del objeto 


pOT 


oocooo 


2U= . 1U- 


Figura 17 Una figura Lissajous, producida en la pantalla de 
un osciloscopio cuando las desviaciones horizontal y vertical 
son senales sinusoidales cuyas frecuencias tienen razones 
enteras. En el caso que se muestra, la razon de las frecuencias 
es de 1/20. 


sumergido. Partiendo de la segunda ley de Newton en la forma 
E F = ma, obtenemos 

, , dx d 2 x 

-kx — b—r = m —rx 
dt dt 2 


o sea 


d 2 x dx 

m ——- + b —- + kx = 0. 
dt 2 dt 


(37) 


Una solucion de esta ecuacion (ofrecida aqui sin prueba; vease 
el problema 63 para su verificacion)* es 

x — x m e~ b " 2m cos (co't + </>), (38) 

donde 



Esta forma de solucion de la ecuacion 37 es valida para cons¬ 
tantes b de amortiguamiento que sean lo suficientemente peque- 
fias de modo que la cantidad en el radical de la ecuacion 39 sea 
positiva. En la figura 19 se traza el desplazamiento x en funcion 
del tiempo t en este caso. 

Existen dos caracteristicas notables de esta solucion. Prime- 
ramente, la frecuencia es mas pequena (y el periodo mas largo) 
cuando esta presente la friccion. La friccion retarda al movi¬ 
miento, como cabe esperar. Si no h ubiese friccion presente, b 
seria igual a cero y (o' seria igual a 7 k/m , que es la frecuencia 
angular co de un movimiento no amortiguado. Cuando la fric¬ 
cion esta presente, co’ es ligeramente menor que co, como lo 
muestra la ecuacion 39. En el caso mostrado en la figura 19, que 


* Para un estudio mas completo de la derivation e interpreta¬ 
tion de las ecuaciones del oscilador amortiguado, vease K. R. 
Symon, Mechanics, 3a. edition (Addison-Wesley, 1971), sec¬ 
cion 2.9. 
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Figura 18 Representation de un oscilador armonico 
amortiguado. Consideramos que el cuerpo oscilatorio (de 
masa m) esta unido a una tablilla sin masa sumergida en un 
fluido, donde experimenta una fuerza de amortiguamiento 
viscoso -bv. No consideramos, en cambio, la friccion por 
deslizamiento en la superficie horizontal. 


X 



Figura 19 Movimiento armonico amortiguado. El 
desplazamiento x se grafica contra el tiempo t considerando 
que la constante de fase </> sea 0. El movimiento es 
oscilatorio, pero la amplitud disminuye exponencialmente 
con el tiempo. 


representa un fuerte amortiguamiento en el que la amplitud 
disminuye segun un factor de 10 en 5 ciclos, co' difiere de co en 
0.3% solamente. 

En segundo lugar, la amplitud del movimiento, representada 
en la ecuacion 38 por el factor x m e' b,/2 "‘ y en la figura 19 por las 
curvas de puntos, disminuye exponencialmente hasta cero. El 
intervalo de tiempo r durante el cual la amplitud cae a 1/e de su 
valor inicial se llama vida media de la oscilacion. El factor 
exponencial en la ecuacion 38 tendra el valor e' 1 cuando t = r = 
2 m/b. Una vez mas, si no hubiese friccion presente, b seria igual 
a cero y la amplitud tendria el valor constante x m al pasar el 
tiempo; la vida media seria infinita. _ 

Las ecuaciones 38 y 39 solo son validas para b <2 7 km. Si 
b tiene su mayor valor posible en este intervalo (b = 2 7 km ), 
entonces co' = 0, y el desplazamiento tiende a cero exponencial¬ 
mente sin oscilacion. La vida media t tiene su valor mas 
pequeno, el cual puede demostrarse que es igual a £»', o sea, el 
inverso de la frecuencia angular de la oscilacion no amortigua- 
da. Esta condition, llamada amortiguamiento critico, es a me¬ 
nudo la meta de los ingenieros mecanicos al disenar un sistema 
en el que las oscilaciones desaparezcan en el menor tiempo 
posible. 

En el movimiento armonico amortiguado la energia del osci¬ 
lador se disipa gradualmente debido a la friccion y cae a cero 
con el tiempo. En el caso de un amortiguamiento pequeno, 
cuando la ecuacion 38 es valida, podemos aproximar el valor 
instantaneo de la energia mediante la ecuacion 14, reemplazan- 
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do la amplitud (constante) por el valor instantaneo de la 
amplitud, x m e~ b ' am . Entonces 


E{t) = ik(x m e- b ‘^y 

= tkxie- 1 *'" 1 . (40) 

Problema muestra 9 En un oscilador amortiguado, como el 
de la figura 18, sea m = 250 g, k = 85 N/m, y b = 0.070 kg/s. 

cuantos periodos de oscilacion sen'a la energi'a mecanica 
del oscilador igual a la mitad de su valor inicial? 

Soiucion Para un amortiguamiento pequeno, co' ~ co y el 
periodo es 

r - 2 ”\/f =2 "VIII =(u4s - 

En t = 0, la energi'a mecanica inicial es ^kx 2 m . De la ecuacion 40, 
la energi'a tendra la mitad de este valor en un tiempo t determi- 
nado a partir de 

= i kx 2 m e- b,/m . 

Despejando a t, obtenemos 

m In 2 _ (0.25 kg)(ln 2) _ 

* b 0.070 kg/s ' S ' 

El tiempo t es alrededor de 7.5 T\ entonces se requieren alrededor 
de 7.5 ciclos de oscilacion para que la energi'a mecanica adquie- 
ra la mitad de su valor inicial. 

La energi'a total debe conservarse, por supuesto. donde va 
esta energi'a? B_ 


15-9 OSCILACIONES FORZADAS 
Y RESONANCIA ( Optional) 

Hasta ahora liemos discutido solamente las oscilaciones natu¬ 
ral es de un cuerpo, es decir, las oscilaciones que ocurren, por 
ejemplo, cuando el cuerpo es desplazado y luego liberado. Para 
una masa unida a un resorte la frecuencia natural es 

co = 2kv = 

en ausencia de friccion y 



en presencia de una pequeiia fuerza de friccion bv. 

Sin embargo, surge una situacion diferente cuando el cuerpo 
se halla sometido a una fuerza externa sinusoidal. Como ejem- 
plos, un puente vibra bajo la influencia de una marcha de 
soldados; el carter de un motor vibra por los impulsos periodicos 
de una irregularidad en la flecha, y nuestro ti'mpanos vibran 
cuando se exponen a la fuerza periodica de una onda sonora. 
Las oscilaciones resultantes se llaman oscilaciones forzadas. 
Estas oscilaciones forzadas tienen la frecuencia de la fuerza 
externa y no la frecuencia natural del cuerpo. Sin embargo, la 
respuesta del cuerpo depende de la relacion entre las frecuencias 
forzada y natural. Una sucesion de pequenos impulsos aplicados 
con la frecuencia apropiada pueden producir una oscilacion de 



gran amplitud. Un nino subido en un columpio aprende a 
balancearse a intervalos de tiempo apropiados para liacer que el 
columpio se mueva con una gran amplitud. El problema de las 
oscilaciones forzadas es muy general. Su soiucion es util en 
sistemas acusticos, en circuitos de corriente alterna, y en la 
fi'sica atomica, asi como tambien en la mecanica. 

La ecuacion del movimiento de un oscilador forzado se 
deduce de la segunda ley del movimiento. Ademas de la fuerza 
de restitucion -kx y de la fuerza de amortiguamiento -bv, 
tenemos tambien la fuerza externa oscilante aplicada. Para 
simplificar, hagamos que esta fuerza externa este dada por F m 
cos co"t. Aqui F m es el valor maximo de la fuerza externa y 
co"(= 2kv") es su frecuencia angular. Podemos imaginar a tal 
fuerza aplicada directamente a la masa oscilatoria de la figura 
18, por ejemplo, reemplazando el muro fijo de la izquierda con 
un apoyo movil unido a la flecha de un motor. El motor mueve 
el apoyo con la frecuencia angular co". 

Partiendo de la segunda ley de Newton, obtenemos 


; , tlx d 2 x 

-kx — b — + F m cos co t = m —tt 
dt m dt 1 


d^x dx 

m —rzr + b — + kx = F m cos co"t. 
dt 2 dt 


(41) 


La soiucion a esta ecuacion (que damos sin demostracion)* es 
x = ^g sen (cart -<£), (42) 

donde 

G ~ dm\co" 2 — co 2 ) 2 + b 2 co" 2 , (43) 

y 

. , bco" 

(p ~ cos 1 —- . (44) 

(j 

Consideremos al movimiento resultante de manera cualitativa. 

Notese (Ec. 42) que el sistema vibra con la frecuencia angular 
<u"de la fuerza motriz, en lugar de vibrar con su frecuencia 
natural co, y que la amplitud del movimiento es constante. Hay 
amortiguamiento, el cual causarfa normalmente una disminu- 
cion en la amplitud, pero la fuente de la fuerza motriz propor- 
ciona la energi'a necesaria para mantener constante la amplitud. 
En efecto, el oscilador transporta energi'a de la fuente motriz al 
medio de amortiguamiento, donde la energi'a se disipa. 

El caso mas sencillo es aquel en el cual no existe amortigua¬ 
miento, lo que significa que b = 0 en la ecuacion 43. El factor 
G, que tiene el valor \m(co" 2 - <o 2 )| para b = 0, es grande cuando 
la frecuencia angular co" de la fuerza motriz es muy diferente 
de la frecuencia angular natural no amortiguada co del sistema. 
Esto significa que la amplitud del movimiento resultante, FJG, 
es pequeiia. Al aproximarse la frecuencia motriz a la frecuencia 
natural, es decir, cuando co" -* co, vemos que G -* 0 y la 
amplitud FJG -» °°. En realidad, siempre hay algun amortigua¬ 
miento de modo que la amplitud de la oscilacion, aunque 
pudiera llegar a ser grande, permanece finita en la practica. 


* Vease K. R. Symon, Mechanics, 3a. edicion (Addison-Wes- 
ley, 1971), seccion 2.10. La ecuacion 42 es una soiucion de 
estado estacionario que se presents despues de que ha transcu- 
rrido algun tiempo. Cuando el movimiento comienza, es una 
superposicion de esta soiucion y de los terminos transitorios de 
vida corta que decaen rapidamente. Examinamos el movimiento 
despues de que estos terminos se vuelven despreciables. 
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Figura 20 La amplitud FJG de un oscilador forzado 
cuando varia la frecuencia angular co" de la fuerza motriz. 

Las tres curvas corresponden a niveles de amortiguamiento 
diferentes, correspondiendo al amortiguamiento mas pequeno 
la curva de resonancia de mayor pico. 


En osciladores amortiguados (para los cuales b * 0 en la 
ecuacion 43), existe un valor caracten'stico de la frecuencia 
motriz co" para el cual la amplitud de oscilacion es un maximo. 
Esta condicion se llama resonancia y el valor de co" en el que 
ocurre la resonancia se llama frecuencia angular resonante. (La 
resonancia, que aqui se define como la que ocurre a la frecuencia 
a la cual las oscilaciones forzadas tienen su amplitud maxima, 
puede definirse de otras formas como, por ejemplo, la frecuen¬ 
cia a la cual se transfiere la maxima potencia de la unidad motriz 
al sistema oscilatorio o a la cual la velocidad de la masa 
oscilatoria es maxima. Las definiciones no son equivalentes; 
estudiaremos este tema mas a fondo cuando tratemos con osci¬ 
laciones electricas forzadas; vease el problema 68.) Cuanto mas 
pequeno sea el amortiguamiento en un sistema, mas cercana se 
halla la frecuencia angular resonante a la frecuencia angular 
natural no amortiguada co. A menudo, el amortiguamiento es lo 
suficientemente pequeno como para que la frecuencia angular 
resonante pueda considerarse como igual a la frecuencia angular 
natural no amortiguada co con un error pequeno. 

En la figura 20 hemos trazado tres curvas que dan la amplitud 
de las vibraciones forzadas en funcion de la razon de la frecuen¬ 
cia motriz co" a la frecuencia angular natural no amortiguada co. 


Seccion 15-10 Oscilaciones de dos cuerpos (Opcional) 371 

Cada una de las curvas corresponde a un valor diferente de la 
constante de amortiguamiento b. Cuando el amortiguamiento 
es pequeno, la curva de resonancia es aguda y la amplitud 
alcanza un maximo cuando co" = co. Al aumentar el amortigua¬ 
miento, la curva de resonancia se vuelve mas pequeha y mas 
ancha, y la resonancia se desplaza ligeramente de co" = co. 

Todas las estructuras mecanicas, como edificios, puentes, y 
aeroplanes, tienen una o mas frecuencias resonantes naturales. 
Puede resultar desastroso someter una estructura a una fuerza 
impulsora externa a una de esas frecuencias. La imagen de la 
soprano que puede quebrar con su voz una copa de vino es un 
ejemplo del resultado. 

Otro ejemplo de resonancia ocurrio en el puente sobre el 
estrecho de Tacoma en el estado de Washington (EUA) en 1940. 
El viento que soplaba en el estrecho de Tacoma se dividio en 
torbellinos, suministrando asi golpes de viento que sacudieron 
al puente con una frecuencia que igualo a una de sus frecuencias 
de vibracion naturales. El resultado fue un suave movimiento 
de balanceo vertical, parecido a una montana rusa, que le valid 
al puente el sobrenombre de “Galloping Gertie” (Gertrudis 
galopante). Unos cinco meses despues de haberse inaugurado 
el puente, el suave balanceo oscilatorio se convirtid en violentas 
oscilaciones torsionantes, que no tardaron en provocar el colap- 
so del puente (Fig. 21). Estas oscilaciones no fueron consecuen- 
cia de la resonancia sino de los efectos no lineales debidos a 
rafagas de viento particularmente fuertes. Estos efectos com- 
plejos no pueden ser analizados en funcion del oscilador lineal 
forzado que hemos estudiado aqui. ■ 


15-10 OSCILACIONES DE DOS 
CUERPOS (Opcional) 

A nivel microscopico (moleculas, atomos, nucleos), existen 
muchos ejemplos de oscilaciones que, de manera aproximada, 
son armonicas simples. Un ejemplo es la molecula diatomica, 
en la cual dos atomos estan unidos entre si con una fuerza de la 
forma ilustrada en la figura 3. Cerca de la posicion de equilibrio, 
la energi'a potencial puede ser aproximada por una parabola 
de la forma U(x) = '-k(x - xj 2 , y si se la desplaza a una pequeiia 
distancia de x eq , la molecula oscilara respecto a la posicion de 
equilibrio. Para nuestros propositos, podemos imaginar que la 
molecula esta representada por dos particulas de masas m, y m 2 
unidas por un resorte de constante de fuerza k, como se muestra 
en la figura 22. En esta seccion examinaremos el movimiento 
de este sistema. 

Una manera de describir el movimiento del sistema es en 
funcion de los movimientos separados de las dos particulas, que 
se localizan en relacion al origen O por las dos coordenadas x, 
y x 2 , como se muestra en la figura 22 a. Como veremos ensegui- 




Figura 21 El puente del estrecho de Tacoma 
en Puget Sound, Washington (EU). Terminado 
y abierto al transito en julio de 1940, de 
inmediato mostro oscilaciones de balanceo 
suaves debidas a la resonancia. Mas tarde, el 
puente desarrollo violentas oscilaciones 
torsionantes que pueden apreciarse en la figura 
de la izquierda. Finalmente el claro principal se 
rompio, haciendo que la losa del puente se 
cayera al agua, como se muestra en la figura de 
la derecha. 
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Figura 22 (a) Dos cuerpos oscilatorios de masas m, y m 2 

unidos por un resorte. (b) El movimiento relativo puede ser 
representado por la oscilacion de un solo cuerpo que tenga la 
masa reducida m. 


da, esto conduce a una descripcion diferente y a menudo mas 
util, que esta dada en funcion de la separacion y de la velocidad 
relativas de las dos particulas. En efecto, reemplacemos a las 
dos coordenadas x, y x 2 por dos coordenadas diferentes. la 
separacion relativa x t - x 2 y la localizacion x cm del centro de 
masa. En ausencia de fuerzas externas, el centro de masa se 
mueve a velocidad constante, y su movimiento no es de interes 
real para el estudio de la oscilacion del sistema, de modo que 
podemos analizar al sistema en funcion de la coordenada rela¬ 
tiva linicamente. 

La separacion relativa x t - x 2 da la longitud del resorte en 
cualquier momento. Supongamos que su longitud sin estirar sea 
L; entonces x = (x, - x 2 ) - L es el cambio de longitud del resorte, 
y F = kx es la magnitud de lafuerzaejercidasobre codeporticii.lt 2 
por el resorte. Como se muestra en la figura 22a, si el resorte 
ejerce una fuerza -F sobre m„ entonces ejerce una fuerza +F 
sobre m 2 . 

Apliquemos la segunda ley de Newton separadamente a las 
dos particulas, considerando los componentes de la fuerza a lo 
largo del eje x: 



Ahora, multiplicamos la primera de estas ecuaciones por m 2 y 
la segunda por ?n t , y luego las restamos. El resultado es 

d 2 x , d 2 x 2 , , 

— —m 2 kx m { kx. 


la cual podemos escribir asi: 


<P_ 

m, + m 2 dt 2 


(x, - x 2 ) = - kx. 


( 45 ) 


La cantidad + m 2 ) tiene la dimension de una masa y se 

conoce como masa reducida m: 


m [ m 2 

m =-;-• 

m, + m 2 


(46) 


Ya que la longitud de relajamiento L del resorte es una cons¬ 
tante, las derivadas de (x, - x 2 ) son las mismas que las derivadas 
de x: 


d , , d , , r^_- dx 

dt (Xl Xl) dt {X + L) dt ’ 


y asi la ecuacion 45 se convierte en 

d 2 x . k n 
dt 2 m 


Esta es identica en forma a la ecuacion 4 para la masa oscilatoria 
aislada, demostrando entonces que, desde el punto de vista de 
las oscilaciones, el sistema de la figura 22 a puede ser reempla- 
zado por una sola partfcula, como se represents en la figura 22 b, 
con una masa igual a la masa reducida del sistema. En particular, 
la frecuencia de oscilacion del sistema de la figura 22 esta dada 
por la ecuacion 9, usando la masa reducida. 

Si deseamos examinar el movimiento detallado del sistema, 
podemos escribir simplemente la solucion para x(t), v(t), y aft), 
dada por las ecuaciones 11 , teniendo en cuenta que x represents 
la coordenada relativa de las dos particulas y, por lo tanto, v y 
a representan su velocidad relativa n, - v 2 y su aceleracion 
relativa a, - a 2 , respectivamente. 

Notese que la masa reducida m es siempre mas pequena que 
cualquiera de las otras masas. Si una de las masas es mucho mas 
pequena que la otra, entonces m es aproximadamente igual a la 
masa mas pequena. Si las masas son iguales, entonces in es igual 
a la mitad del tamano de cualquiera de las masas. 


Problema muestra 10 El cloro natural consta de dos isoto- 
pos: 35 C1, con 76% de abundancia relativa y masa atomica de 



Figura 23 El espectro de absorcion 
de la radiacion infrarroja por el HC1 
molecular. Cada pico corresponde a un 
cambio en el movimiento vibratorio de 
las moleculas. Los pares de picos con 
espaciamiento pequeno se deben a los 
dos isotopos del Cl. 


Frecuencia (Hz) 
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34 968853 u y 37 C1, con 24% de abundancia relativa y masa 
atomica de 36.965903 u. (a)/Cual es la masa reducida de una 
molecula de HC1 cuando contiene 35 C1 y cuando contiene Cl? 
fb) La frecuencia vibratoria de una molecula de HC1 es 8.3 
1 0 13 Hz. Suponiendo que el HC1 se comporta como un oscilador 
simple de dos cuerpos, halle la constante k de la fuerza efectiva. 

Solucion (a) La masa reducida del H 35 C1 se obtiene a partir de 
la ecuacion 46, usando la masa H de 1.007825 u: 

m l m 2 (1.00 7825 u)(34.968853 u) __ ^ ^ 

m = m l + m 2 ~ 1.007825 u + 34.968853 u 

Para el H 37 C1 tenemos similarmente 


(1,007825 u)(36.965903 u) 
1.007825 u +36.965903 u 


= 0.981077 u. 


(b) Resolviendo la ecuacion 9 para la constante de fuerza, 
obtenemos 


k = An 2 \ 2 m = 4ti 2 (8.5 X 10 n Hz) 2 (0.98 u)(1.66 X 1(T 27 kg/u) 

- 464 N/m. 

Esto es del mismo orden de magnitud que la constante de fuerza 
de resortes ordinarios (por ejemplo, vease el problema mues¬ 
tra 1). /.Puede usted explicar como puede ser la constante de 
fuerza de una molecula la misma que la de un resorte? 

Las moleculas pueden absorber o emitir radiacion electro¬ 
magnetics y cambiar su estado de movimiento vibratorio en el 
proceso. De hecho, la observacion de la radiacion que es absor- 
bida o emitida es una de las maneras que tenemos de aprender 
acerca de la estructura de las moleculas. La figura 23 muestra 
un ejemplo del espectro de absorcion infrarroja del HC1. Cada 
pico corresponde a un cambio en el estado vibratorio del HC1 
cuando absorbe radiacion a esa frecuencia. Las dos componen¬ 
tes en cada pico se deben a los dos isotopos del Cl, sus masas 
diferentes resultan en masas reducidas ligeramente diferentes 
para las moleculas del H 35 C1 y del H 37 C1, como lo hemos hallado 
en la parte (a), y por lo tanto en frecuencias vibratorias ligera¬ 
mente diferentes. ■_____ 


PREGUNTAS 

1. De algunos ejemplos de movimientos que sean aproxima¬ 
damente armonicos simples /Por que son raros los movi¬ 
mientos que sean armonicos simples exactamente? 

2. El resorte de una puerta mosquitera tl'pica esta esforzado 
a la tension en su estado normal; esto es, las vueltas 
adyacentes se adhieren entre si y ofrecen resistencia a ser 
separadas. /.Obedece tal resorte a la ley de Hooke? 

3. /Es obedecida la ley de Hooke, siquiera aproximadamen¬ 
te, por la plataforma de salto en una alberca? /.Y por un 
trampolin? /.Y por un resorte enrollado hecho de alambre 
de plomo? 

4. /.Que le pasaria al movimiento de un sistema oscilatorio 
si cambiara el signo del termino de la fuerza, -kx en la 
ecuacion 2 ? 

5. Un resorte tiene una constante de fuerza k, y de el esta 
suspendido un objeto de masa m. El resorte se corta a la 
mitad y el mismo objeto se suspende de una de las mitades. 
/Como se relacionan las frecuencias de oscilacion antes y 
despues de haber cortado el resorte? 

6 . Un resorte no estirado tiene una constante de fuerza k. Es 
estirado por una pesa colgada de el hasta una longitud de 
equilibrio dentro del limite elastico. /.Tiene el resorte la 
misma constante de fuerza k para desplazamientos a partir 
de esta nueva posicion de equilibrio? 

7. Supongamos que tenemos un bloque de masa desconocida 
y un resorte de constante de fuerza tambien desconocida. 
Muestre como podemos predecir el periodo de oscilacion 
de este sistema bloque-resorte simplemente midiendo la 
extension del resorte producida al unir el bloque a el. 

8 . Todo resorte real tiene masa. Si esta masa es tenida en 
cuenta, explique cualitativamente como afectara esto al 
periodo de oscilacion de un sistema resorte-bloque. 


9. /.Puede existir un oscilador que, aun para pequenas ampli¬ 
tudes, no sea armonico simple? Es decir, /.podemos tener 
una fuerza de restitucion no lineal en un oscilador incluso 
a amplitudes arbitrariamente pequenas? 

10. /.Como resultan afectadas cada una de las siguientes pro- 
piedades de un oscilador armonico simple al duplicar la 
amplitud: el periodo, la constante de fuerza, la energia 
mecanica total, la velocidad maxima y la aceleracion 
maxima? 

11. /.Que cambios liana usted en un oscilador armonico para 
duplicar la velocidad maxima del objeto oscilatorio? 

12. Una persona esta de pie sobre una bascula de bano, la 
cual descansa sobre una plataforma suspendida de un 
resorte grande. Todo el sistema ejecuta un movimiento 
armonico simple en direccion vertical. Describa la varia- 
cion en la lectura de la bascula durante un periodo de 
movimiento. 

13. /Podriamos construir alguna vez un pendulo simple ver- 
dadero? Explique la respuesta. 

14. /Podrian basarse los patrones de masa, longitud, y tiempo 
en las propiedades de un pendulo? Explique. 

15. Considerando los aspectos elastico e inercial implicados, 
explique el hecho de que, mientras que un objeto de masa 
m oscile verticalmente en un resorte, el periodo depende 
de in pero es independiente de g, siendo lo inverso verda- 
dero para un pendulo simple. 

16. Prediga, por medio de argumentos cualitativos si un pen¬ 
dulo oscilatorio de gran amplitud tendra un periodo mas 
largo o mas corto que el periodo de las oscilaciones de 
amplitud pequena. (Considere casos extremes.) 

17. A medida que la amplitud 6 m de la ecuacion 25 se aproxi- 
rna a 180°, /a que valor cabe esperar que se aproxime el 
periodo? Explique en terminos fisicos. 
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18. ^Que le sucede a la frecuencia de un columpio cuando sus 
oscilaciones pasan de grandes amplitudes a pequenas? 

19. ^Como resulta afectado el periodo de un pendulo cuando 
su punto de suspension (a) se mueve horizontalmente en 
el piano de la oscilacion con una aceleracion a; ( b ) se 
mueve verticalmente hacia arriba con una aceleracion a\ 
(c) se mueve verticalmente hacia abajo con una acelera¬ 
cion a < g; y con una aceleracion a> gl ^Cual caso, si lo 
hay, se aplica a un pendulo montado en una carreta que 
rueda hacia abajo de un piano inclinado? 

20. ^Por que se excluyo a un eje que pasara por el centro de 
masa al usar la ecuacion 29 para determinar 7? ^Se aplica 
esta ecuacion a esta clase de eje? ^Como puede determi- 
narse I para este eje usando los metodos del pendulo 
fisico? 

21. Una esfera hueca se llena de agua a traves de un pequeno 
orificio. Se cuelga de un cordon largo y, cuando el agua 
va saliendo por el orificio en el fondo, hallamos que el 
periodo de oscilacion primero aumenta y luego disminu- 
ye. Explique. 

22. (a) El efecto de la masa, m, de la cuerda atada al disco, 
de masa M, de un pendulo, es aumentar el periodo sobre 
el de un pendulo simple en el cual m = 0. Explique esto 
(b) Aunque el efecto de la masa de la cuerda del pendulo 
es aumentar su periodo, una cuerda de longitud L, que 
oscila sin tener nada en el extremo (M = 0) tiene un periodo 
menor que el de un pendulo simple de longitud L. Explique 
esto. 

23. ^Habria en la Luna un cambio en la frecuencia de oscila¬ 
cion de un pendulo de torsion si fuera este trasladado alll? 
^De un pendulo simple? ^De un oscilador resorte-bloque? 
^De un pendulo fisico? 


24. ^Como puede usarse un pendulo para trazar una curva 
sinusoidal? 

25. ^Que componentes de movimientos armonicos simples 
produciria la figura de un 8 como movimiento resultante? 

26. £Existe alguna conexion entre la relacion F contra x a nivel 
molecular y la relacion macroscopica entre F y x en un 
resorte? Explique la respuesta. 

27. (a) ^En que circunstancias serta igual la masa reducida de 
un sistema de dos cuerpos a la masa de uno de los cuerpos? 
Explique. ( b ) ^Cual es la masa reducida si los cuerpos 
tienen igual masa? (c) ^Dan los casos (a) y (b) los valores 
extremos de la masa reducida? 

28. ^Por que se monta sobre resortes la tina de una maquina 
lavadora? 

29. ^Por que se emplean a menudo los aparatos amortiguado- 
res en maquinaria? De un ejemplo. 

30. De algunos ejemplos de fenomenos comunes en los que 
la resonancia juegue un papel importante. 

31. La marea lunar es mucho mas importante que la marea 
solar. Sin embargo, ocurre lo contrario con las mareas en 
la atmosfera de la Tierra. Explique esto, usando ideas de 
resonancia, dado el hecho de que la atmosfera tiene un 
periodo de oscilacion natural de casi 12 horas. 

32. En la figura 20, i a que valor se aproxima la amplitud de 
las oscilaciones forzadas cuando la frecuencia impulsora 
co" se aproxima a (a) cero y (b) al infinito? 

33. Los edificios de diferentes alturas sufren diferentes danos 
durante un terremoto. Explique por que. 

34. Un cantante, al sostener una nota de la frecuencia adecua- 
da, puede quebrar un vaso si el cristal de este es de alta 
calidad, lo cual no sucede si el cristal del vaso es de baja 
calidad. Explique por que. 
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Section 15-3 Movimiento armonico simple 

1. Un bloque de 3.94 kg estira a un resorte de 15.7 cm desde 
su posicion no estirada. El bloque se retira y en su lugar 
se cuelga un objeto de 0.520 kg. Halle el periodo de su 
oscilacion. 

2. Un oscilador consta de un bloque de 512 g de masa unido 
a un resorte. Cuando es puesto en oscilacion con una 
amplitud de 34.7 cm, se observa que repite su movimiento 
cada 0.484 s. Halle (a) el periodo, ( b ) la frecuencia, (c) la 
frecuencia angular, ( d ) la constante de fuerza, (e) la velo- 
cidad maxima, y if) la fuerza maxima ejercida sobre el 
bloque. 

3. Las frecuencias de vibracion de los atomos de los solidos 
a temperaturas normales son del orden de 10.0 THz. 
Imaginese que los atomos estuviesen unidos entre si por 
“resortes”. Supongase que un atomo de plata aislado vibre 
con esta frecuencia y que los demas atomos esten en 
reposo. Calculese la constante de fuerza efectiva. Un mol 


de plata tiene una masa de 108 g y contiene 6.02 * 10” 
atomos. 

4. Un altoparlante produce un sonido musical por medio de la 
oscilacion de un diafragma. Si la amplitud de la oscilacion 
esta limitada a 1.20 * 10' 3 mm, ,-que frecuencias daran por 
resultado que la aceleracion del diafragma exceda de gl 

5. Un objeto de 5.22 kg esta unido a la parte inferior de un 
resorte vertical y es puesto a vibrar. La velocidad maxima 
del objeto es de 15.3 cm/s y el periodo es de 645 ms. Halle 
(a) la constante de fuerza del resorte, (b) la amplitud del 
movimiento, y (c) la frecuencia de oscilacion. 

6. En una rasuradora electrica, la hoja se mueve de un lado 
a otro sobre una distancia de 2.00 mm. El movimiento es 
armonico simple, con una frecuencia de 120 Hz. Halle (a) 
la amplitud, ( b ) la velocidad maxima de la hoja, y (c) la 
aceleracion maxima de la hoja. 

7. Puede considerarse que un automovil esta montado sobre 
cuatro resortes en lo que respecta a oscilaciones verticales. 


Los resortes de cierto automovil de 1460 kg de masa estan 
ajustados de modo que las vibraciones tengan una frecuen¬ 
cia de 2.95 Hz. (a) Halle la constante de fuerza de cada 
uno de los cuatro resortes (supuestos identicos). (b) ^Cual 
sera la frecuencia de vibracion si viajan en el automovil 
cinco personas con una masa promedio de 73.2 kg cada 
una? 

8. Un cuerpo oscila con movimiento armonico simple de 
acuerdo con la ecuacion 

x = (6.12 m) cos [(8.38 rad/s)t + 1.92 rad], 

Halle (a) el desplazamiento, (b) la velocidad, y (c) la 
aceleracion en el tiempo t - 1.90 s. Halle tambien ( d ) 
la frecuencia y (e) el periodo del movimiento. 

9. La caratula de un dinamometro que lee desde 0 hasta 
50.0 lb tiene 4.00 in de longitud. Se encuentra que un 
paquete suspendido del dinamometro oscila verticalmente 
con una frecuencia de 2.00 Hz. ^Cuanto pesa el paquete? 

10. El embolo en el cilindro de una locomotora tiene una 
carrera de 76.5 cm. ^Cual es la velocidad maxima del 
embolo si las ruedas impulsoras dan 193 rev/m y el em¬ 
bolo se mueve con un movimiento armonico simple? 

11. La figura 24 muestra a un astronauta en un aparato de 
medicion de la masa de un cuerpo (BMMD, Body Mass 
Measurement Device). Disenado para usarse en vehiculos 
espaciales en orbita, su objeto es permitir que los astro- 
nautas midan su masa en las condiciones de ingravidez en 
orbita alrededor de la Tierra. El aparato es una silla mon- 
tada sobre resortes; el astronauta mide su periodo de 
oscilacion en la silla; la masa se deduce de la formula para 
el periodo de un sistema oscilatorio bloque-resorte. (n) Si 
M es la masa del astronauta y m la masa efectiva de esa 
parte del aparato que tambien oscila, demuestre que 

M = ( k/An 2 )T 2 — m, 

donde Tes el periodo de oscilacion y k es la constante de 
fuerza. ( b ) La constante de fuerza es k = 605.6 N/m para 
el aparato en la Mision Skylab 2; el periodo de oscilacion 
de la silla vacia es de 0.90149 s. Calcule la masa efectiva 
de la silla. (c) Con el astronauta en la silla, el periodo de 
oscilacion resulta ser de 2.08832 s. Calcule la masa del 
astronauta. 

12. Un objeto de 2.14 kg cuelga de un resorte. Un cuerpo de 
325 g colgado abajo del objeto estira adicionalmente al 
resorte 1.80 cm. El cuerpo de 325 g es retirado y el objeto 
entra en oscilacion. Halle el periodo del movimiento. 

13. En cierto puerto man'timo, las mareas causan que la super- 
ficie del mar se eleve y descienda en movimiento armoni¬ 
co simple, con un periodo de 12.5 h. ^Cuanto tiempo le 
toma al agua descender desde su altura maxima hasta 
la mitad de su altura maxima con respecto a su nivel 
promedio (de equilibrio)? 

14. Dos bloques (m = 1.22 kg y M = 8.73 kg) y un resorte 
(k = 344 N/m) estan dispuestos sobre una superficie hori¬ 
zontal, sin friccion, como se muestra en la figura 25. El 
coeficiente de friccion estatica entre los bloques es de 
0.42. Halle la amplitud maxima posible del movimiento 
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Figura 24 Problema 11. 
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Figura 25 Problema 14 

armonico simple sin que ocurra un deslizamiento entre los 
bloques. 

15. Un bloque esta sobre una superficie horizontal (una mesa 
vibratoria) que se mueve horizontalmente con un movi¬ 
miento armonico simple de 2.35 Hz de frecuencia. El 
coeficiente de friccion estatica entre el bloque y el piano 
es de 0.630. que amplitud puede llegar sin que el 
bloque resbale a lo largo de la superficie? 

16. Un bloque esta sobre un embolo que se mueve vertical¬ 
mente con movimiento armonico simple, (a) ^A que am¬ 
plitud del movimiento se separaran el bloque y el embolo 
si el periodo del movimiento del embolo es de 1.18 s? ( b ) 
Si el embolo tiene una amplitud de 5.12 cm en su movi¬ 
miento, halle la frecuencia maxima a la cual estaran en 
contacto el bloque y el embolo continuamente. 

17. La fuerza de interaccion entre dos atomos de ciertas mole- 
culas diatomicas puede representarse por F - -a/r 2 + b/F, 
donde a y b son constantes positivas y r es la distancia 
de separacion entre los atomos. Haga una grafica de F 
contra r. Luego (a) demuestre que la separacion en el equi¬ 
librio es b/a\ (b) demuestre que, para pequenas oscilaciones 
respecto a esta separacion de equilibrio, la constante de 
fuerza es a*/b 3 ; (c) halle el periodo de este movimiento. 

18. Un oscilador consta de un bloque unido a un resorte (k = 
456 N/m). En cierto tiempo f, la posicion (medida desde 
la posicion de equilibrio), la velocidad, y la aceleracion 
del bloque son x = 0.112 m, v = -13.6 m/s, a = -123 m/s 2 . 
Calcule (a) la frecuencia, (b) la masa del bloque, y ( c ) la 
amplitud de la oscilacion. 

19. Dos particulas oscilan en movimiento armonico simple a 
lo largo de un segmento de linea recta cotniin de longitud 
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L. Cada parti'cula tiene un periodo de 1.50 s peto difieren 
en fase en 30.0°. (a) ^Que separacion liay entre ellas (en 
terminos de L) 0.500 s despues de que la parti'cula que va 
atras deja un extremo de la trayectoria? ( b ) ^Se mueven 
en la misma direccion, una hacia la otra, o una alejandose 
entre si en ese momento? 

20. Dos particulas efectuan un movimiento armonico simple 
de la misma amplitud y frecuencia a lo largo de la misma 
linea recta. Se cruzan entre si cuando van en direcciones 
opuestas cada vez que su desplazamiento es la mitad de 
su amplitud. Halle la diferencia de fase entre ellas. 

21 . Dos resortes estan unidos a un bloque de masa m que 
puede deslizarse libremente sobre una superficie horizon¬ 
tal sin friccion, como se muestra en la figura 26. Demues- 
tre que la frecuencia de oscilacion del bloque es 



donde v, y v 2 son las frecuencias a las que oscilari'a el 
bloque si se uniera solamente al resorte 1 o al resorte 2. 
(La analogia electrica de este sistema es una combinacion 
en serie de dos capacitores.) 



Figura 26 Problema21. 


22. Dos resortes unidos entre si se enlazan al bloque de masa 
m como se muestra en la figura 27. Las superficies care- 
cen de friccion. Si los resortes, por separado, tienen cons- 
tantes de fuerza k , y k 2 , demuestre que la frecuencia de 
oscilacion del bloque es 

v = -L / M2 _ V,V 2 
2n V (k, + k 2 )m Vvf + v\ ’ 

donde v, y v 2 son las frecuencias a las que oscilaria el 
bloque si estuviera unido solamente al resorte 1 o al resorte 
2. (La analogia electrica de este sistema es una combina¬ 
cion en paralelo de dos capacitores.) 



Figura 27 Problema 22. 


23. Tres vagones de mineral de 10,000 kg se mantienen en 
reposo en una pendiente de 26.0° sobre los rieles de una 
mina usando un cable paralelo a la pendiente (Fig. 28). Se 
observa que el cable se estira 14.2 cm justo antes de que 
se rompa el acoplamiento, desenganchando a uno de los 


vagones. Halle ( a ) la frecuencia de las oscilaciones resul- 
tantes de los dos vagones restantes y ( b ) lajunplitud de la 
oscilacion. 



Figura 28 Problema 23. 


24. Un resorte sin masa de 3.60 N/cm de constante de fuerza 
es cortado en dos mitades. (a) ^Cual es la constante de 
fuerza de cada mitad? ( b ) Las dos mitades, suspendidas 
por separado, soportan un bloque de masa M (vease la 
Fig. 29). El sistema vibra con una frecuencia de 2.87 Hz. 
Halle el valor de la masa M. 



Figura 29 Problema 24. 


25. Si la masa de un resorte m s no es despreciable, pero es 
pequeha comparada con la masa m del ob jeto suspendido 
de el, el periodo del movimiento es T= 2nd(in + m[/3yk. 
Derive este resultado. ( Sugerencia : La condicion m, « m 
equivale a la hipotesis de que el resorte se estira propor- 
cionalmente a lo largo de su longitud.) (Vease H. L. Arms¬ 
trong, American Journal of Physics, Vol 37, pag. 447,1969, 
para una solucion completa del caso general.) 

Seccion 15-4 Consideraciones energeticas en 
el movimiento armonico simple 

26. Un sistema oscilatorio bloque-resorte tiene una energia 
mecanica de 1.18 J, una amplitud de 9.84 cm, y una 
velocidad maxima de 1.22 m/s. Halle (a) la constante de 
fuerza del resorte, (b) la masa del bloque, y (c) la frecuen¬ 
cia de oscilacion. 

27. Una gran resortera (hipotetica) se estira 1.53 m para lanzar 
un proyectil de 130 g con una velocidad suficiente para 
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que escape de la Tierra (11.2 km/s). (a) ^Cual es la 
constante de fuerza del aparato, si toda la energia potencial 
se convierte en energia cinetica? ( b ) Supongase que una 
persona promedio puede ejercer una fuerza de 220 N. 
^Cuantas personas se necesitan para estirar la resortera? 

28. (a) Cuando el desplazamiento es la mitad de la amplitud 
x mt ^que fraccion de la energia total es cinetica y que 
fraccion es potencial en el movimiento armonico simple? 

(b) que desplazamiento es la energia mitad cinetica y 
mitad potencial? 

29. Una parti'cula de 12.3 kg se halla en movimiento armo¬ 
nico simple con una amplitud de 1.86 mm. La acelera- 
cion maxima de la parti'cula es de 7.93 km/s 2 . (a) Halle el 
periodo del movimiento. (b) ^Cual es la velocidad maxima 
de la parti'cula? (c) Calcule la energia mecanica total de 
este oscilador armonico simple. 

30. Un objeto de 5.13 kg se mueve sobre una superficie 
horizontal sin friccion bajo la influencia de un resorte 
de constante de fuerza 9.88 N/cm. El objeto es desplaza- 
do 53.5 cm y se le da una velocidad inicial de 11.2 m/s 
hacia la posicion de equilibrio. Halle (a) la frecuencia del 
movimiento, (b) la energia potencial inicial del sistema, 

(c) La energia cinetica inicial, y ( d ) la amplitud del movi¬ 
miento. 

31. Demuestre que las relaciones generales entre los dos va- 
lores iniciales de posicion *(0) y de velocidad v(0), y la 
amplitud x m y el angulo fase <p de la ecuacion 6 son 

x m = V[x(0)] 2 + [r(0)/w] 2 , tan <£ = - v(0)/(ox(0). 

32. Resuelva la ecuacion 16, que expresa la conservacion de 
la energia, para dt e integre el resultado. Supongase que x 
= x m en t = 0, y demuestre que se obtiene la ecuacion 6 
(con <p - 0) o sea, el desplazamiento en funcion del tiempo. 

33. Un objeto de 1.26 kg de masa unido a un resorte de 
5.38 N/cm de constante de fuerza se pone en oscilacion 
estirando el resorte 26.3 cm y dando al objeto una veloci¬ 
dad de 3.72 m/s hacia la posicion de equilibrio del resorte. 
Usando los resultados obtenidos en el problema 31, cal¬ 
cule (a) la amplitud y ( b ) el angulo fase del movimiento 
armonico simple resultante. 

34. Un bloque de masa M, en reposo sobre una mesa horizon¬ 
tal sin friccion, esta unido a un soporte rigido por medio 
de un resorte de constante de fuerza k. Una bala de masa 
m y velocidad v golpea al bloque como se muestra en la 
figura 30. La bala se queda empotrada en el bloque. 
Determine la amplitud del movimiento armonico simple 
resultante en terminos de m, M, v y k. 



Figura 30 Problema 34. 


35. Considerese un resorte sin masa de constante de fuerza k 
en un campo gravitatorio uniforme y unamos a el un objeto 


de masa m. ( a ) Demuestre que si x = 0 marca la posicion 
relajada del resorte, la posicion de equilibrio estatico esta 
dada por x = mg/k (vease la Fig. 31). Demuestre que la 
ecuacion de movimiento del sistema masa-resorte es 

d 2 x . , 

m -77 + kx — mg 

dt 2 

y que la solucion para el desplazamiento en funcio n del 
tiempo es x = x m cos (cot + </>) + mg/k, donde 00 = ik/m 
como anteriormente. (c) Demuestre, por lo tanto, que el 
sistema tiene las mismas a, v, a, v y T en un campo 
gravitatorio uniforme y en ausencia de tal campo, con el 
unico cambio de que la posicion de equilibrio se ha 
desplazado en mg/k. (d) Considere ahora la energia del 
sistema, v 2 + '-kx 1 + mg(h - x) = constante, y demuestre 

que la diferenciacion respecto al tiempo conduce a la 
ecuacion de movimiento de la parte ( b ). (e) Demuestre que 
cuando el objeto cae desdex — 0 a la posicion de equilibrio 
estatico, x = mg/k, la perdida de energia potencial gravi- 
tatoria va una mitad a una ganancia en energia potencial 
elastica y la otra mitad a una ganancia en energia cinetica. 
(/) Por ultimo, considerese al sistema en movimiento 
respecto a la posicion de equilibrio estatico. Calcule por 
separado el cambio de la energia potencial gravitatoria y 
de la energia potencial elastica cuando el objeto se mueve 
hacia arriba con un desplazamiento x ra , y cuando el objeto 
se mueva hacia abajo con un desplazamiento x m . Demues¬ 
tre que el cambio total en la energia potencial es el mismo 
en cada caso, es decir, ~kx 2 n . A la vista de los resultados (c) 
y (f), podemos simplemente despreciar el campo gravita¬ 
torio uniforme en el analisis haciendo el cambio de la po¬ 
sicion de referencia dex = 0ax 0 = x- mg/k = 0. La curva 
de la nueva energia potencial [f/(x 0 ) = |kx„ + constante] 
tiene la misma forma parabolica que la curva de la energia 
potencial en ausencia de campo gravitatorio [t/(x) = '/oc\. 



Figura 31 Problema 35. 


36. Un bloque de 4.00 kg esta suspendido de un resorte con 
una constante de fuerza de 5.00 N/cm. Una bala de 50.0 g 
se dispara hacia el bloque desde abajo a una velocidad de 
150 m/s y llega al reposo dentro del bloque. (a) Halle la 
amplitud del movimiento armonico simple resultante. (b) 
iQue fraccion de la energia cinetica original de la bala 
aparece como energia mecanica en el oscilador? 

37. Un cilindro solido esta unido a un resorte horizontal sin 
masa de modo que puede rodar sin resbalar a lo largo de 
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una superficie horizontal, como en la figura 32. La cons- 
tante de fuerza k del resorte es de 2.94 N/cm. Si el sistema 
parte del reposo desde una posicion en que el resorte esta 
estirado 23.9 cm, halle (a) la energfa cinetica de traslacion 
y ( b) la energia cinetica de rotacion del cilindro al pasar 
por la posicion de equilibrio. (c) Demuestre que en estas 
condiciones el centra de masa del cilindro efectiia un 
movimiento armonico simple con un periodo 

T=2n4W]2k , 

donde M es la masa del cilindro. 



Figura 32 Problema 37. 


38. (a) Demuestre que en el movimiento armonico simple la 
energia potencial promedio es igual a la energia cinetica 
promedio cuando el promedio se toma respecto al tiempo 
durante un periodo del movimiento, y que cada promedio 
es igual a i kx ^. (b) Demuestre que cuando el promedio se 
toma respecto a la posicion durante un ciclo, la energia 
potencial promedio es igual a Uc q 2 n y que la energia ci¬ 
netica promedio es igual a \kx 2 m . (c) Explique fisicamente 
por que los dos resultados de arriba (a y b) son diferentes. 

Section 15-5 Aplicaciones del movimiento armonico simple 

39. Halle la longitud de un pendulo simple cuyo periodo sea 
1.00 s en una localidad donde g = 9.82 m/s 2 . 

40. Un pendulo simple de 1.53 m de longitud efectua 72.0 
oscilaciones completas en 180 s en una cierta localidad. 
Halle la aceleracion debida a la gravedad en este punto. 

41. Una bola de demolicion de 2500 kg se halla suspendida 
del extremo de una grua, como se muestra en la figura 33. 
La longitud del cable que cuelga es de 17.3 m. Halle el 
periodo de balanceo, suponiendo que el sistema pueda ser 
tratado como un pendulo simple. 

42. Existe una relation interesante entre el sistema bloque-re- 
sorte y el pendulo simple. Supongamos que usted cuelga 
un objeto de masa M del extremo de un resorte, y que 
cuando el objeto esta en equilibrio el resorte es estirado 
una distancia h. Demuestre que la frecuencia de este 
sistema bloque-resorte es la misma que la de un pendulo 
simple de masa m y longitud h, aun cuando m * M; vease 
la figura 34. 

43. Un aro circular de 65.3 cm de radio y 2.16 kg de masa esta 
suspendido de un clavo horizontal, (a) Halle la frecuencia 
de oscilacion para desplazamientos pequenos desde el 
equilibrio. (b) «^Cual es la longitud del pendulo simple 
equivalente? 

44. Un ingeniero desea liallar la inercia rotatoria de un objeto 
de forma rara de 11.3 kg de masa respecto a un eje que 
pase por su centra de masa. El objeto esta soportado con 



Figura 33 Problema 41. 



Figura 34 Problema 42. 


un alambre que pasa por su centra de masa y a lo largo del 
eje deseado. El alambre tiene una constante de torsion 
fc = 0.513 N • m. El ingeniero observa que este pendulo de 
torsion efectiia 20.0 ciclos completos en 48.7 s. iQue valor 
se calcula para la inercia rotatoria? 

45. Un pendulo fisico consta de un disco solido uniforme de 
masa M = 563 g y radio R = 14.4 cm soportado en un piano 
vertical por un pivote situado a una distancia d = 10.2 cm 
del centra del disco, como se muestra en la figura 35. 
El disco se desplaza un pequeno angulo y luego se suel- 
ta. Halle el periodo del movimiento armonico simple re- 
sultante. 



46. Una esfera solida de 95.2 kg con un radio de 14.8 cm 
esta suspendida de un alambre vertical unido al techo 
de una sala. Se requiere una torca de 0.192 N ■ m para 
retorcer a la esfera en un angulo de 0.850 rad. Halle el 



periodo de oscilacion cuando la esfera se suelte desde esta 
posicion. 

47. Un pendulo fisico consta de una barra de un metro pivo- 
tada en un pequeno orificio taladrado a traves de la barra 
a una distancia x de la marca de 50.0 cm. Se observa que 
el periodo de oscilacion es de 2.50 s. Halle la distancia x. 

48. Un pendulo consta de un disco uniforme de 10.3 cm de 
radio y 488 g de masa unido a una barra de 52.4 cm de 
longitud que tiene una masa de 272 g; vease la figura 36. 
(a) Calcule la inercia rotatoria del pendulo respecto al 
pivote. (b) ^Cual es la distancia entre el pivote y el centra 
de masa del pendulo? (c) Calcule el periodo de oscilacion 
para angulos pequenos. 



Figura 36 Problema 48. 


49. Se forma un pendulo al pivotar una barra larga de longitud 
L y masa m en torno a un punto en la barra que esta a una 
distancia d sobre el centro de la varilla. (a) Halle el periodo 
de pequena amplitud de este pendulo en terminos de d, L, 
m,yg. (b) Demuestre que el periodo tiene un valor mrnimo 
cuando d = L//12 = 0.289 L. 

50. Una rueda puede girar en torno a su eje fijo. Se une un 
resorte a uno de sus rayos a una distancia r del eje, como 
se muestra en la figura 37. Suponiendo que la rueda sea 
un aro de masa M y radio R, obtenga la frecuencia angular 
de las pequenas oscilaciones de este sistema en terminos 
de M, R, r, y la constante de fuerza k. Discuta los casos 
especiales r = R y r = 0. 



Figura 37 Problema 50. 


51. Una barra de un metro se balancea de un extremo y oscila 
con una frecuencia v 0 . ^Cual seria la frecuencia, en termi¬ 
nos de v 0 , si se cortase el tercio inferior de la barra? 


52. Una particula se suelta desde el reposo en un punto P 
dentro de un tazon hemisferico sin friction de radio R. (a) 
Demuestre que cuando P esta cerca del fondo del tazon la 
particula experimenta un movimiento armonico simple, 
(b) Halle la longitud del pendulo simple equivalente. 

53. Un pendulo fisico tiene dos puntos de pivoteo posibles; 
uno tiene una posicion fija y el otro es ajustable a lo largo 
de la longitud del pendulo, como se muestra en la figu¬ 
ra 38. El periodo del pendulo cuando esta suspendido del 
pivote fijo es T. El pendulo es luego invertido y suspendi¬ 
do del pivote ajustable. La posicion de este pivote se mue- 
ve hasta que, por medio de praebas sucesivas, el pendulo 
tenga el mismo periodo que antes, es decir, T. Demuestre 
que la aceleracion de caida libre g esta dada por 

_ 47i 2 L 

8 rp2 5 

donde L es la distancia entre los dos puntos de pivoteo. 
Notese que g puede medirse de esta manera sin que sea 
necesario conocer la inercia rotatoria del pendulo o cual- 
quiera de sus demas dimensiones excepto L. 


I 



Figura 38 Problema 53. 


54. Un disco de 2.50 kg y diametro de 42.0 cm, esta soportado 
por una barra ligera de 76.0 cm de largo, la cual esta 
pivotada en su extremo, como se muestra en la figura 39. 
(a) Inicialmente el ligero resorte de torsion no esta unido. 
^Cual es el periodo de oscilacion? (b) Ahora se une el 
resorte de torsion de modo que la barra cuelgue vertical- 
mente en equilibrio. ^Cual seria la constante de torsion del 
resorte de modo que el nuevo periodo de oscilacion sea 
500 ms mas corto que antes? 

55. Un pendulo simple de longitud L y masa m esta suspen¬ 
dido en un automovil que viaja a una velocidad constan¬ 
te v alrededor de un circulo de radio R. Si el pendulo 
experimenta pequenas oscilaciones en direction radial 
respecto a su posicion de equilibrio, ^cual sera su frecuen¬ 
cia de oscilacion? 

56. La figura 40 muestra un pendulo fisico construido a partir 
de secciones de igual longitud de un mismo tubo. El radio 
interior del tubo es 10.2 cm y el espesor es 6.40 mm. (a) 
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Figura 39 Problema 54. 


Calcule el periodo de oscilacion respecto al pivote mostra- 
do. ( b ) Supongase que se construye un nuevo pendulo fi'sico 
al girar la seccion del fondo a 90° en tomo a un eje vertical 
que pase por su centro. Demuestre que el nuevo periodo de 
oscilacion respecto al mismo pivote es alrededor del 2% 
menor que el periodo del pendulo original. 



Seccion 15-7 Combinaciones de movimientos armonicos 

57. Trace la trayectoria de una particula que se mueva en el 
piano xy deacuerdoax = x m cos (cot- nj2),y = 2x m cos (cot). 

58. El diagrama que se muestra en la figura 41 es el resultado 
de combinar los dos movimientos armonicos simples x = x m 
cos co x ty y = y m cos (co y t + fa). (a) Cual es el valor d cxjy m 7 
( b ) ^Cual es el valor de co x /co y l ( c ) Cual es el valor de <j ) y ? 

59. Los electrones de un osciloscopio son desviados por dos 
campos electricos mutuamente perpendiculares de modo 
que en cualquier tiempo t el desplazamiento esta dado por 

x = A cos cot, y = A cos (cot + cf> y ). 

Describa la trayectoria de los electrones y determine sus 
ecuaciones cuando (a) fa = 0°, (b) fa = 30°, y (c) cj) y = 90° 

60. Una particula de masa m se mueve en un piano fijo a lo 
largo de la trayectoria r = L4 cos cot + jA cos 3 cot. (a) Trace 
la trayectoria de la particula. ( b ) Halle la fuerza que actua 
sobre la particula. Halle tambien (c) su energia potencial 
y (d) su energia total, ambas en funcion del tiempo. (e) 
^Es periodico el movimiento? De ser asi, halle el periodo. 

61. Cuando se combinan oscilaciones en angulo recto, las 
frecuencias del movimiento de la particula en las direccio- 
nes x y y no necesitan ser iguales, de modo que, en el caso 
general, las ecuaciones 36 resultan ser 



Figura 41 Problema 58 

x = x m cos (co x t + 4> x ) y y = y m cos (co y t + <f> y ). 

La trayectoria de la particula ya no es una elipse, sino que 
ahora recibe el nombre de curva Lissajous, en memoria de 
Jules Antoine Lissajous quien fue el primero en demostrar 
estas curvas en 1857. (a) Si coJco y es un niimero racional, 
de modo que las frecuencias angulares co x y co y sean “con- 
mensurables”, entonces la curva es cerrada y el movimien¬ 
to se repite a si mismo a intervalos de tiempo regulares. 
Suponga que x m = y m y que fa = fa y trace la curva 
Lissajous para co x /co y = i, |, y |. (ft) Sea cojco y un numero 
racional, por ejemplo i, i, 6 | y demuestre que la forma 
de la curva Lissajous depende de la diferencia de fase fa 
- fa. Trace curvas para fa - fa = 0, x/4, y k/2 rad. (c) Si co x 
/co y no es un numero racional, entonces la curva es “abier- 
ta”. Convenzase de que despues de un tiempo prolongado 
la curva habra pasado a traves de cada punto que estuvie- 
ra en el rectangulo limitado por x = ± X nl y y = ±y m , sin que 
la particula pase nunca dos veces por un punto determina- 
do y a la misma velocidad. Con fines de precision, supon¬ 
gase que fa = 0 en todo momento. 

Seccion 15-8 Movimiento armonico amortiguado 

62. En el sistema mostrado en la figura 18, el bloque tiene una 
masa de 1.52 kg y la constante de fuerza es de 8.13 N/m. 
La fuerza de friccion esta dada por -b(dx/dt), donde b = 
227 g/s. Supongase que el bloque se jala hacia un lado una 
distancia de 12.5 cm y luego se suelta. (a) Calcule el 
intervalo de tiempo necesario para que la ainplitud dismi- 
nuya a un tercio de su valor inicial. (b) Cuantas oscilacio¬ 
nes efectua el bloque en este tiempo? 

63. Verifique, usando derivadas, que la ecuacion 38 es la 
solucion de la ecuacion 37 para el oscilador amortiguado, 
a condicion de que la frecuencia co' este dada por la 
ecuacion 39. 

64. Un oscilador armonico amortiguado consta de un bloque 
(m = 1.91 kg), un resorte (k = 12.6 N/m), y una fuerza de 
amortiguamiento F = -bv. Inicialmente, oscila con una 
amplitud de 26.2 cm; a causa del amortiguamiento, la am- 
plitud disminuye a tres cuartas partes de este valor inicial 
despues de cuatro ciclos completos. (a) ^Cual es el valor 
de ft? ( b ) ^Cuanta energia se ha “perdido” durante estos 
cuatro ciclos? 


65. Supongase que esta examinando las caracteristicas de un 
sistema de suspension de un automovil de 2000 kg. La 
suspension “se comprime” 10 cm cuando se comprime 
sobre ella el peso de todo el automovil. Ademas, la ampli¬ 
tud de la oscilacion disminuye en 50% durante una osci- 
lacion completa. Calcule los valores defcyft para el resorte 
y el sistema amortiguador en cada rueda. Supongase que 
cada rueda soporte 500 kg. 

Seccion 15-9 Oscilaciones forzadas y resonancia 

66. Considerense las oscilaciones forzadas de un sistema blo- 
que-resorte amortiguado. Demuestre que, en resonancia, 

(a) la amplitud de la oscilacion es x m = FJbco, y (b) la 
velocidad maxima del bloque oscilatorio es v jmx - FJb. 

67. Un automovil de 2200 lb que transporta a cuatro personas 
de 180 lb viaja por una carretera de terraceria ondulada . 
Las ondulaciones de la carretera tienen una separacion de 
13 ft. Se observa que el automovil rebota con amplitud 
maxima cuando su velocidad es de 10 mi/h. Ahora se 
detiene el automovil y se bajan las cuatro personas /,En 
cuanto se eleva la carroceria del automovil sobre su sus¬ 
pension debido a esta disminucion del peso? 

68 . A partir de la ecuacion 42 halle la velocidad u(= dx/dt) en 

el movimiento oscilatorio forzado. Demuestre que la am¬ 
plitud de la velocidad es v m = FJ[(tnco" - + b 2 ]' 12 . 

Las ecuaciones de la seccion 15-9 son identicas en su 
forma a las que representan un circuito electrico que 
contiene una resistencia R, una inductancia L, y una capa- 
citancia C en serie con una fern alternante V = V m cos co"t. 
De aqui que ft, m, k, y F m sean analogas a R, L, 1/C, y V m , 
respectivamente y que x y v sean analogas a la carga 
electrica q y la corriente i, respectivamente. En el caso 
electrico, se usa la amplitud de la corriente i m , analoga a la 
amplitud de la velocidad v m para describir la calidad de 
la resonancia. 

Seccion 15-10 Oscilaciones de dos cuerpos 

69. Supongase que el resorte de la figura 22 a tiene una cons¬ 
tante de fuerza k = 252 N/m. Sean «*, - 1.13 kg y m 2 = 3.24 
kg. Calcule el periodo de oscilacion del sistema de dos 
cuerpos. 

70. (a) Demuestre que cuando m 2 -> 00 en la ecuacion 46, 
m —* in,, (b) Demuestre que el efecto de un muro no 
infinite (m 2 < °°) sobre las oscilaciones de un cuerpo de 
masa m, situado en el extreme de un resorte unido a la 
pared es reducir el periodo, o aumentar la frecuencia de 
la oscilacion en comparacion con (a), (c) Demuestre que 
cuando m 2 = m, el efecto es como si el resorte se cortara a 
la mitad, oscilando cada cuerpo independientemente con 
respecto al centro de masa situado en el punto medio. 

71. (a) Calcule la masa reducida de cada una de las siguientes 
moleculas diatomicas: 0 2 , HC1, y CO. Exprese sus res- 
puestas en unidades atomicas de masa unificadas, siendo 
1.00 u la masa de un atomo de hidrogeno. (b) Se sabe que 
una molechla de HC1 vibra a una frecuencia fundamental 
d e v = 8.7 x 10 3 Hz. Halle la “constante de fuerza” efectiva 
k de las fuerzas de acoplamiento entre los atornos. En 
funcion de su experiencia con resortes ordinarios, ftdirta 


usted que este “resorte molecular” es relativamente n'gido 
o que no lo es? 

72. Demuestre que la energia cinetica del oscilador de dos 

cuerpos de la figura 22a esta dada por K = v 2 , donde m 

es la masa reducida yv(=v,- u 2 ) es la velocidad relativa. 
Puede servir de ayuda notar que el impetu lineal se con- 
serva mientras el sistema oscila. 

Proyectos para la computadora 

73. Escriba un programa de computacion o disene una hoja de 
calculo para calcular la amplitud y la fase de un movimien¬ 
to armonico simple cuando se proporcionan la constante 
de fuerza k, la masa in, la coordenada inicial x 0 , y la 
velocidad inicial v 0 . Escriba l a coor denada como x(t) - x in 
cos (cot + fa) y utilice co = V k/m , x m = vx? + v\/ to , y 
cj) = tan -1 (- v 0 /cox 0 ). Asegurese de comprobar que el valor 
calculado de <j> es correcto verificando que cos 0 tenga el 
mismo signo quex 0 y que sen 0 tenga el mismo signo que 
l> 0 . Si no lo tienen, sume 180° (o 7rrad) al valor calculado. 
Sea cuidadoso y evite dividir entre cero. Si x 0 = 0, auto- 
maticamente ponga 0 = +90° 6 -90° sin intentar el calculo 
de vjcox 0 . Por supuesto, el angulo que usted elija de¬ 
pende del signo de v a . Escriba el programa de modo que 
una vez que se haya terminado un calculo regrese al 
principio y pida los datos para el siguiente problema. He 
aqui algunas oscilaciones a tratar. En todas sostiene una 
masa de 250 g y un resorte con una constante de fuerza de 
200 N/m. (a) x 0 = 2.8 cm, v 0 = 0. (b) x 0 = -2.8 cm, L, = 0. 
(c) x 0 = 0, u 0 - 56 cm/s. (</) x 0 - 0, u 0 = -56 cm/s. (e) x 0 - 
2.8 cm, v 0 = 56 cm/s. (f) x 0 = 2.8 cm, u 0 = -56 cm/s. (g) 
x 0 = -2.8 cm, v 0 = 56 cm/s. (h) x 0 = -2.8 cm, v 0 = -56 cm/s. 

74. Usted puede usar una computadora para estudiar las osci¬ 
laciones amortiguadas. Considerese una masa in en el ex- 
tremo de un resorte con constante de fuerza k, sujeto a una 
fuerza de arrastre proporcional a su velocidad. La segunda 
ley de Newton da ind 2 x/dt 2 = -kx - bv. Escriba un progra¬ 
ma de computacion o disene una hoja de calculo para 
calcular la coordenada x, la velocidad v, y la energia me- 
canica total E al final de cada intervalo de tiempo de du- 
racion At desde t - 0 hasta t = t v Vease la seccibn 6-6 y los 
proyectos para la computadora al final del capitulo 6. Use 
el programa para resolver los problemas siguientes. En 
cada caso tomar m = 2.0 kg, k = 350 N/m, x 0 = 0.070 m, 
v 0 = 0, t { = 1.0 s. Use un intervalo de integracion de 0.001 s. 
(a) Considere que b = 2.8 kg/s y, en graficas por separado, 
trace x(t) y E(t). Notese la disminucion en la amplitud con 
el transcurso del tiempo. La disminucion se asocia intima- 
mente a una perdida de energia por la fuerza de arrastre. 
Notese que la grafica de la energia tiene oscilaciones 
pequehas y que existen regiones pequeuas donde la ener¬ 
gia es casi constante. ^Dbnde se presentan estas regiones 
en el movimiento oscilatorio? Ofrezca una explicacion 
fisica de su existencia. ^Cambia la fuerza de arrastre al 
movimiento el periodo de la oscilacion? Usese la grafica 
para calcular el tiempo entre maximos sucesivos y com¬ 
pare el resultado con 2 nf^/k. (b) Si la fuerza de arrastre 
se aumenta lo suficiente, no ocurren oscilaciones y se dice 
que el movimiento esta sobreamortiguado. Tome ft = 110 
kg/s y use el programa para trazar a x(t) y a E(t). 
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75. Si se aplica una fuerza sinusoidal a un objeto colocado en 
el extremo de un resorte, la segunda ley de Newton se 
convierte en md 2 x/dt 2 = -kx - bu + F m cos co"t. Escriba un 
programa de computacion o disene una hoja de calculo 
para calcular la coordenada x, la velocidad v, y la energia 
mecanica total E del oscilador al final de cada intervalo 
de tiempo de duracion A t desde t = 0 hasta t = t f . Vease la 
section 6-6 y los proyectos de computacion al final del 
capitulo 6. Para los siguientes problemas tome m = 2.0 kg, 
k - 350 N/m, x 0 - 0.070 m, u 0 - 0, t, = 2.0 s. Use un 
intervalo de integration de 0.001 s. (a) Desprecie el amor- 
tiguamiento haciendo que b = 0 y considere que F m = 18 N 
y co" = 35 rad/s. Use su programa para trazar x(t) y Eft) en 
graficas por separado. Notese que la fuerza aplicada causa 
desviaciones ligeras de la forma sinusoidal. Notese tam¬ 
bien que la fuerza aplicada transfiere energia al oscilador 
durante ciertas porciones del movimiento y la quita duran¬ 
te otros. Como resultado, la amplitud cambia ligeramente 
con el tiempo. Use la grafica para estimar la amplitud 
promedio. Calcule tambien el periodo y use su valor para 
calcular la frecuencia angular. /Esta mas cerca de 35 rad/s 


o de to = > Ik/ml ( b ) Una vez mas tome b = 0 y considere 
que F m = 1 8 N p ero suponga que co" = 15 rad/s, mucho mas 
cerca de V k/m. Trace x(t) y Eft) y note el crecimiento de 
la amplitud y de la energia. La fuerza aplicada pone 
energia en el oscilador durante periodos mucho mas largos 
que cuando absorbe energia. (c) Tome en cuenta ahora el 
amortiguamiento haciendo que b= 15 kg/s. Una vez mas 
considere que F m = 18 N y o>" = 35 rad/s, lejos de 
Trace xft) y Eft). Use su grafica para hallar la frecuencia 
angular cerca de t = 0 y cerca de/ = 2s. Usted podria medir 
la mitad de un periodo y duplicar el resultado. Notese que 
al principio el movimiento esta cerca del movimiento 
natural, el movimiento en ausencia de una fuerza aplicada. 
En 1 s aproximadamente el movimiento natural se ha 
ainortiguado de manera considerable y el movimiento 
subsiguiente es aquel que resulta de la aplicacion de una 
fuerza externa a la masa. Calcule la amplitud cerca de t = 
2 s. fd) Repita la parte (c) pero tomando co" = 15 rad/s. 
Calcule la amplitud. ( e ) ^.Para cual de las situaciones 
consideradas es mas grande la amplitud cerca de t = 2 s? 
/,Y la mas pequeha? 



Hasta aqui hemos estudiado los efectos de las fuerzas, sin ser demasiado especificos acerca 
de lo que determina su magnitud y direccidn. En este capitulo trataremos los detalles de una 
fuerza particularmente importante, la gravitation. En 1665 Newton dedujo que la fuerza que 
rige la caida de las manzanas cerca de la Tierra es la misma que la que mantiene a la Luna 
en su drbita. tste fue el primer paso hacia el desarrollo de una ley de la gravitacidn que pudiera 
servir para cualquier cuerpo en el universo. 

Despues de presentar la ley de Newton de la gravitacidn universal, exponemos sus conse- 
cuencias y sus pruebas experimentales. Demostramos que la gravedad de la Tierra puede 
entenderse como un caso particular de esta ley universal, y que los movimientos de los planetas 
pueden explicarse de modo similar. Concluimos con una visidn de la teoria gravitatoria 
moderna, llamada teoria general de la relatividad de Einstein, la cual da resultados correctos 
cuando la fuerza gravitatoria es fuerte (donde la teoria de Newton no sirve) y coincide con la 
teoria de Newton cuando la fuerza gravitatoria es dibit. 

Al estudiar este capitulo conviene observar que muchos de los conceptos bdsicos de la 
dindmica estudiados en capitulos anteriores encuentran aqui una aplicacidn. Ast, aplicamos 
las leyes bdsicas para las fuerzjas, la energia potencial, la conservacidn de la energia y el 
impetu angular, el movimiento anndnico, y las propiedades de los cuerpos extensos. Presen- 
taremos tambien conceptos nuevos, incluyendo la nocidn de campo, la cual tendrd aplicacidn 
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16-1 LA GRAVITACION DESDE 

LA ANTIGUEDAD HASTA KEPLER 


Cuando menos desde los tiempos de la antigua Grecia, dos 
problemas constituian el centro de busqueda de conoci- 
miento: (1) la tendencia de los objetos, como las piedras, 
a regresar a la Tierra al dejarlos caer, y (2) ios movimien¬ 
tos de los planetas, incluyendo el Sol y la Luna, los cuales 
se consideraban como planetas en aquellos tiempos. En la 
antigiiedad se creia que estos dos problemas eran temas 
completamente separados uno del otro. Uno de los gran- 
des logros de Newton consiste en que el los vio claramente 
como aspectos de un solo problema y sometido a las 
mismas leyes. 

Los primeros intentos serios para explicar la cinematica 
del sistema solar fueron llevados a cabo por los antiguos 
griegos. Ptolomeo (Claudius Ptolemaeus, siglo n) desa¬ 
rrollo un esquema geocentrico (con la Tierra como centro) 
para el sistema solar segun el cual, como lo implica su 


nombre, la Tierra permanecia estacionaria en el centro 
mientras los planetas, incluidos el Sol y la Luna, giraban 
alrededor de ella. Esto no deberia tomarse como una 
deduction sorprendente. La Tierra resulta para nosotros 
un cuerpo sustancial. Shakespeare se refiere a ella como 
“esta hermosa armazon, la Tierra...” Incluso hoy en dia, 
usamos un marco de referencia geocentrico en la astro- 
nautica, y en la conversation cotidiana empleamos termi- 
nos como “la salida del Sol”, lo cual implica la idea de un 
marco asi. 

Puesto que las orbitas circulares simples no pueden ser 
explication de los movimientos complicados de los pla¬ 
netas, Ptolomeo tuvo que echar mano del concepto de 
epiciclo, segun el cual un planeta se mueve alrededor 
de un circulo cuyo centro se mueve alrededor de otro 
circulo cuyo centro es la Tierra (vease la Fig. la). Tam¬ 
bien tuvo que recurrir a otros diversos esquemas geome- 
tricos, cada uno de los cuales preservaba la supuesta 
santidad del circulo como una caracteristica central de los 
movimientos planetarios. Ahora sabemos que no es un 
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Figura 1 (a) La vision ptolemaica del 

sistema solar. La Tierra esta en el 
centra, y el Sol y los planetas se 
mueven alrededor de ella. Los planetas 
se mueven en circulos pequeiios 
(epiciclos), cuyos centros viajan a lo 
largo de circulos grandes (deferentes). 

( b ) La vision copernicana del sistema 
solar. El Sol esta en el centra, y los 
planetas se mueven alrededor de el. 


cfrculo el fundamental sino una elipse, con el Sol en un 
centro, como lo veremos mas adelante. 

En el siglo xvi Nicolas Copemico (1473-1543) propuso 
un esquema heliocentrico (con el Sol como centro), en el 
cual la Tierra (junto con los demas planetas) se movia 
alrededor del Sol (vease la Fig. lb). Aun cuando el esque¬ 
ma de Copernico parece mucho mas sencillo que el de 
Ptolomeo, no tuvo aceptacion inmediata. Copernico aun 
creia en la santidad de los circulos, y su uso de los 
epiciclos y otros esquemas (que no se muestran en la 
Fig. lb) era casi tan grande como el de Ptolomeo. Sin 
embargo, al poner al Sol como el centro de las cosas, 
Copemico proporciono el marco de referencia correcto 
desde el cual pudo desarrollarse nuestra modema vision 
del sistema solar. 

Para resolver el conflicto entre los esquemas ptole- 
maico y copemicano, se necesitaron datos de observa- 
cion mas precisos. Tales datos fueron compilados por 
Tycho Brahe* (1546-1601), que fue el ultimo gran astro- 
nomo en hacer observaciones sin el uso de un telescopio. 
Sus datos sobre los movimientos planetarios fueron ana- 
lizados e interpretados por Johannes Kepler (1571-1630), 
quien habia sido asistente de Brahe. Kepler encontro 
importantes regularidades en el movimiento de los plane¬ 
tas, lo cual le condujo a desarrollar tres leyes (que se 
estudian en la seccion 16-8) que rigen el movimiento de 
los planetas. 

Las leyes de Kepler mostraron la gran sencillez con que 
podian describirse los movimientos planetarios al consi- 
derar al Sol como el cuerpo central, si abandonamos la 
nocion de circulos perfectos en que se basaban tanto el 
sistema de Ptolomeo como el de Copemico. Sin embargo, 
las leyes de Kepler eran empiricas; simplemente descri- 


* Vease “Copernicus and Tycho”, por Owen Gingerich, Scien¬ 
tific American, diciembre de 1973, pag. 86. 


bian los movimientos observados de los planetas sin nin- 
guna base en terminos de fuerzas.t Por lo tanto, constitu- 
yo un enorme triunfo el que Newton fuera capaz mas tarde 
de derivar las leyes de Kepler a partir de sus leyes del 
movimiento y su ley de la gravitacion, la cual especificaba 
la fuerza que actua entre cada planeta y el Sol. 

Asi pues, Newton pudo explicar el movimiento de los 
planetas en el sistema solar y de los cuerpos que caian en 
las cercanias de la Tierra con un conceplo comun. En 
efecto, el unified en una sola teoria las ciencias anterior- 
mente separadas de la mecanica terrestre y de la mecanica 
celeste. El significado cientifico real del trabajo de Coper¬ 
nico radica en el hecho de que la teoria heliocentrica abrio 
el camino para esta sintesis. Posteriormente, bajo la hipo- 
tesis de que la Tierra gira sobre si misma y alrededor del 
Sol, fue posible explicar fenomenos diversos tales como 
el movimiento diario y anual aparente de las estrellas, el 
aplastamiento de la Tierra a partir de su forma esferica, 
el comportamiento de los vientos alisios, y muchas otras 
observaciones que no podrian ser explicadas tan facilmen- 
te en una teoria geocentrica. 

El desarrollo historico de la teoria gravitatoria puede 
ser visto como el ejemplo modelo de la manera en que el 
metodo de la investigacion cientifica conduce a la com- 
prension y al conocimiento. Copemico proporciono el 
marco de referencia apropiado para visualizar el proble- 
ma, y Brahe suministro datos experimentales sistematicos 
y precisos. Kepler usd los datos para proponer algunas 
leyes empiricas, y Newton propuso una ley de fuerza 
universal a partir de la cual pudieran derivarse las leyes 
de Kepler. Por ultimo, Einstein llego a una nueva teoria 
que podia explicar ciertas pequenas discrepancias en la 
teoria newtoniana. 


t Vease “How Did Kepler Discover His First Two Laws”, por 
Curtis Wilson, Scientific American, marzo de 1972, pag. 92. 
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Figura 2 Tanto la Luna como la manzana son atraidas 
hacia el centro de la Tierra. La diferencia en sus movimientos 
surge de que la Luna tiene la suficiente velocidad tangencial 
v para mantener una orbita circular. 


16-2 NEWTON Y LA LEY DE 

LA GRAVITACI6N UNIVERSAL 


En 1665 Newton, a los 23 airos de edad, dejo la Univer- 
sidad de Cambridge para trasladarse a Lincolnshire cuan¬ 
do aquella tuvo que clausurarse a causa de la peste. Unos 
50 anos mas tarde escribio: “En el mismo aho (1665) 
comence a pensar que la gravedad se extendia tambien a 
la orbita de la Luna ... y despues de haber comparado la 
fuerza necesaria para mantener a la Luna en su orbita con 
la fuerza de la gravedad en la superficie de la Tierra, les 
encontre una respuesta bastante semejante.” 

Un joven amigo de Newton, William Stukeley, escribio 
acerca de una ocasion en que, tomando la merienda con 
Newton bajo unos manzanos, Newton comento que el 
escenario en que se hallaban era el mismo que cuando 
concibio la idea de la gravitacidn. “Fue ocasionado por la 
caida de una manzana estando el sentado mientras medi- 
taba, ... y entonces, poco a poco, comenzo a aplicar esta 
propiedad de la gravitacidn al movimiento de la Tierra y 
a los cuerpos celestes... ” (vease la Fig. 2). 

Podemos calcular la aceleracion de la Luna hacia la 
Tierra a partir de su periodo de revolucion y del radio de 
su orbita. Obtenemos 0.0027 m/s 2 (vease el problema 
muestra 5, capitulo 4). Este valor es aproximadamente 
3600 veces menor que g, la aceleracion de la caida libre 
en la superficie de la Tierra. Newton, guiandose por la 
tercera ley de Kepler (vease el problema 58), visualizo 
esta diferencia suponiendo que la aceleracion de un cuer¬ 
po al caer es inversamente proporcional al cuadrado de su 
distancia a la Tierra. 


Surge de inmediato la pregunta de que queremos decir 
por “distancia a la Tierra”. Newton llego finalmente a 
considerar que cada particula de la Tierra contribuia a la 
atraccion gravitatoria que tenia sobre otros cuerpos. Tuvo 
la audacia de suponer que la masa de la Tierra podria ser 
tratada como si estuviese toda ella concentrada en su 
centro. (Vease la seccion 16-5.) 

Podemos tratar a la Tierra como una particula con 
respecto al Sol, por ejemplo. Sin embargo, no es obvio 
que podamos tratar a la Tierra como una particula respecto 
a una manzana situada a solo un par de metros sobre su 
superficie. Si asumimos esta hipotesis, un cuerpo que 
caiga cerca de la superficie de la Tierra esta a una distancia 
de un radio terrestre (6400 km) del centro efectivo de 
atraccion de la Tierra. La Luna esta a unos 380,000 km 
de distancia. El inverso de los cuadrados de la razon de 
estas distancias es (6400/380,000) 2 = 1/3600, de acuerdo 
con la razon de las aceleraciones de la Luna y de la man¬ 
zana. En las palabras de Newton citadas anteriormente, en 
verdad coinciden en una “respuesta bastante parecida”. 

Existen tres ambitos entrelazados dentro de los cuales 
podemos estudiar la gravitacion. (1) La atraccion gravita¬ 
toria entre dos bolas de boliche, por ejemplo, aunque 
medible segun tecnicas sensibles, es demasiado debil 
como para caber dentro de nuestras percepciones senso- 
riales ordinarias. (2) La atraccion de la Tierra sobre noso- 
tros y los objetos que nos rodean es una caracteristica que 
controla nuestras vidas, de la cual podemos escapar solo 
con medidas extremas. Los disehadores del programa 
espacial no descuidan por ningun momento la fuerza 
gravitatoria. (3) En la escala del sistema solar y de la 
interaccion de las estrellas y las galaxias, la gravitacion es 
por mucho la fuerza dominante. Es notable que las tres 
situaciones puedan ser descritas por la misma ley de 
fuerza. 

Esta ley de fuerza, la ley de la gravitacion universal de 
Newton, puede ser enunciada como sigue: 

Todas las particulas del universo se atraen entre si con 
una fuerza directamente proporcional al producto de 
sus masas e inversamente proporcional al cuadrado de 
la distancia entre ellas. La direccion de esta fuerza es 
a lo largo de la linea que las une. 

Asi pues, la magnitud de la fuerza gravitatoria F que 
ejercen entre si dos particulas de masas m ] y m 2 separadas 
por una distancia r es 


Aqui G, llamada constante gravitatoria, es una constante 
universal que tiene el mismo valor para todos los pares de 
particulas. 

Es importante observar que las fuerzas gravitatorias 
entre dos particulas son un par accion-reaccion. La prime- 
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(a) (b) (c) 


Figura 3 (a) La fuerza F 21 ejercida sobre m 2 (por tnj tiene 
direccion opuesta al vector de posicion, r I2 , de m 2 respecto a 
m,. ( b) La fuerza F 12 ejercida sobre m, (por ni 2 ) tiene 
direccion opuesta al vector de posicion, r 21 , de m l respecto a 
mi 2 . (c) F 12 = -F 21 , siendo las fuerzas un par accion-reaccion. 


ra particula ejerce una fuerza sobre la segunda partfcula 
que se dirige hacia la primera particula a lo largo de 
la linea que las une. De igual modo, la segunda particula 
ejerce una fuerza sobre la primera particula que se dirige 
hacia la segunda particula a lo largo de la linea que las 
une. Estas fuerzas son de igual magnitud pero se oponen 
directamente. 

La constante universal G no debe confundirse con la g 
que es la aceleracion de un cuerpo que sale de la gravedad 
de la Tierra. La constante G tiene las dimensiones L 3 /MT 2 
y es un escalar, mientras que g es la magnitud de un 
vector, tiene las dimensiones L/T 2 , y no es ni universal ni 
constante. 

Notese que la ley de la gravitacion universal de Newton 
no es una ecuacion definitoria de cualquiera de las canti- 
dades fisicas (fuerza, masa, o longitud) contenida en ella. 
De acuerdo con nuestro programa de la mecanica clasica 
en el capitulo 5, la fuerza se define a partir de la segunda 
ley de Newton, F = ma. La fuerza F sobre una particula se 
entiende que esta relacionada de una manera simple con 
las propiedades medibles de una particula y de su entomo. 
La ley de la gravitacion universal tiene esta clase de sim- 
plicidad. Una vez que ha sido determinada G a partir de un 
experimento para cualquier par de cuerpos, ese valor de G 
puede ser usado en la ley de la gravitacion para determinar 
la fuerza gravitatoria entre cualquier otro par de cuerpos. 

Notese tambien que la ecuacion 1 expresa la fuerza 
entre particulas. Si queremos determinar la fuerza entre 
cuerpos extensos, como, por ejemplo, la Tierra y la Luna, 
debemos considerar a cada cuerpo como compuesto de 
particulas. Asi pues, debe calcularse la interaccion entre 
todas las particulas. El calculo integral hace posible tal 
calculo. Los motivos que Newton tuvo para desarrollar 
el calculo surgieron en parte del deseo de resolver tales 
problemas. Aunque, en general, y para propositos gravi- 
tatorios, es incorrecto suponer que toda la masa de un 
cuerpo pueda estar concentrada en su centro de masa, la 
hipotesis es correcta para cuerpos esfericamente simetri- 
cos. A menudo usamos este resultado, el cual demostra- 
remos en la seccion 16-5. 


La experimentacion ofrece pruebas muy obvias de que 
la fuerza gravitatoria entre dos particulas es independiente 
de la presencia de otros cuerpos y de las propiedades del 
medio en que estan inmersas las particulas. La fuerza 
gravitatoria entre dos bolas de boliche permanece inmu- 
table ya sea que las bolas esten en el espacio libre, o bajo 
el agua, o separadas por un muro de tabique. De hecho, 
las “pantallas contra la gravedad” de la ciencia-ficcion 
carecen de base. 

La ley de la gravitacion universal es una ley vectorial, 
la cual puede ser expresada como sigue. Hagamos que el 
vector de posicion r 12 apunte desde la particula de masa 
wt, a la particula de masa m 2 , como lo muestra la figura 3a. 
La fuerza gravitatoria f 21 , ejercida sobre m 2 por m„ esta 
dada en direccion y magnitud por la relacion vectorial 


F 21 = 


G^r 


r ?2 


12 


— G 


m 1 m 2 r, 2 


r 2 
' 12 


(2a) 


donde r 12 es la magnitud de r 12 . El signo menos en la 
ecuacion 2a muestra que F 21 apunta en una direccion 
opuesta a r l2 ; esto es, la fuerza gravitatoria es de atraccion, 
experimentando m 2 una fuerza dirigida hacia m t . El vector 
de posicion dividido entre su propia magnitud, r 12 /r 12 , es 
simplemente un vector unitario u, en direccion del vec¬ 
tor, asi que la ultima parte de la ecuacion 2 a muestra 
la naturaleza de inverso de los cuadrados de la fuerza. La 
fuerza ejercida sobre m x por m 2 (vease la Fig. 3 b) es, 
similarmente, 


i 

i 


v r 

r , 2 — u r 21 — 


r 3 

r 21 


= -G 


m 2 m l r 21 


*•2 

r 2l 


(2b) 


Notese en las ecuaciones 2 a y 2b que r 21 = -r 12 (veanse 
las Figs. 3a y 3b), de modo que, como lo esperabamos, 
F 12 = -F 21 (vease la Fig. 3c); esto es, las fuerzas gravita- 
torias que actuan sobre los dos cuerpos forman un par 
accion-reaccion. 


16-3 LA CONSTANTE 
GRAVITATORIA G 


Puede parecer que determinar el valor de G es una tarea 
sencilla. Todo lo que necesitamos hacer es medir la fuerza 
gravitatoria F entre dos masas conocidas m y m 2 separadas 
por una distancia conocida r. Podemos calcular entonces 
G a partir de la ecuacion 1. 

Un sistema a gran escala como el de la Tierra y la Luna 
o la Tierra y el Sol no sirven para determinar el valor de 
G. Las distancias son tan grandes que los objetos pueden 
ser considerados aproximadamente como masas puntua- 
les, pero los valores de las masas no se determinan en 
forma independiente. De hecho, las masas de esos cuer¬ 
pos, como pronto lo veremos, se determinan usando el 
valor de G. 



Figura 4 Vista esquematica del aparato usado en 1798 por 
Henry Cavendish para medir la constante gravitatoria G. Las 
esferas grandes de masa M, mostradas en la posicion AA, 
pueden tambien moverse a la posicion BB. 


En vez de esto debemos basamos en mediciones a 
pequeha escala para lo que usamos dos muestras de labo- 
ratorio de masas conocidas y medimos la fuerza entre 
ellos. La fuerza es muy debil y las marcas deben colocarse 
cerca entre si para hacer que la fuerza sea lo mas grande 
posible. Al hacerlo asi, no podemos considerar a las masas 
como concentradas en puntos por lo que la ecuacion 1 no 
es aplicable. Sin embargo, hay un caso especial en que 
podemos usar la ecuacion 1 para objetos grandes. Como 
demostraremos en la seccion 16-5, para distribuciones 
esfericas de la masa podemos considerar el objeto como 
una masa puntual concentrada en su centro. Esto no es una 
aproximacion sino una relacion exacta. 

La primera determination en laboratorio del valor de 
G, a partir de la fuerza entre masas esfericas situadas entre 
si a corta distancia, fue realizada por Henry Cavendish en 
1798. El uso un metodo basado en la balanza de torsion, 
que se ilustra en la figura 4. Dos bolas pequehas, cada una 
de masa m, estan unidas a los extremos de una barra ligera. 
Esta mancuema rigida se suspende, con su eje hrizontal, 
de una fina fibra vertical. Dos bolas grandes, cada una de 
masa M, se colocan cerca de los extremos de la mancuer- 
na, en lados opuestos. Cuando las masas grandes estan en 
las posiciones A, atraen a las masas pequehas de acuerdo 
con la ley de la gravitacion, y sobre la mancuema se ejerce 
una torca que la hace girar en sentido antihorario vista 
desde arriba. La barra llega a una posicion de equilibrio 
bajo las acciones opuestas de la torca gravitatoria, ejercida 
por las masas M y la torca de restitution ejercida por la 


fibra. Cuando las masas grandes estan en las posiciones B, 
la mancuema gira en sentido horario hacia una nueva 
posicion de equilibrio. El angulo 26, a traves del cual se 
retuerce la fibra cuando las bolas se mueven de una 
posicion (AA) a la otra (BB), se mide observando la 
desviacion de un haz de luz reflejado en un pequeno 
espejo unido a la fibra. A partir del valor de 6 y la 
constante de torsion de la fibra, determinada al medir su 
periodo de oscilacion (vease la seccion 15-5), puede de- 
terminarse la torca y obtenerse la fuerza gravitatoria. 
Conociendo los valores de las masas tn y M y la separation 
de sus centros, podemos calcular G. (Vease el problema 
muestra 1.) 

El experimento original de Cavendish dio un valor para 
G de 6.75 x 10' 11 N • m 2 /kg 2 . En los casi 200 anos desde 
los tiempos de Cavendish, se ha usado la misma tecnica 
basica de la balanza de torsion para repetir esta medicion 
muchas veces, conduciendo al valor de G aceptado actual- 
mente, 

G = 6.67259 X 10" 11 N-m 2 /kg 2 , 

con una incertidumbre de ±0.00085 x 10 “ N • m 2 /kg 2 o 
alrededor de ±0.013%. En comparacion con los resultados 
de la medicion de otras constantes fisicas, esta precision 
no es excepcionalmente notable; por ejemplo, la veloci- 
dad de la luz fue medida con una precision de alrededor 
de 10' 8 % antes de que su valor fuese establecido como un 
patron. Es dificil mejorar sustancialmente la precision del 
valor medido de G a causa de su pequeha magnitud y el 
valor correspondientemente pequeno de la fuerza entre los 
dos objetos de nuestros experimentos de laboratorio. Si 
usamos dos esferas de plomo de 10 cm de diametro (y 6 kg 
de masa), la fuerza gravitatoria maxima entre ellas cuando 
estan lo mas cerca posible es de alrededor de 2 x 10 7 N, 
que aproximadamente corresponde al peso de un trozo de 
papel de 1 mm 2 de area. 

Esta dificultad para medir G es desafortunada, ya que 
la gravitacion tiene un papel esencial en las teorias del 
origen y la estructura del universo. Por ejemplo, nos 
gustaria saber si G es realmente una constante. ^Cambia 
con el tiempo? ^Depende del estado quimico o fisico 
de las masas? ^Depende de su temperatura? A pesar de 
muchas investigaciones experimentales, hasta ahora no 
han sido confirmadas tales variaciones de G sin ambigiie- 
dad; sin embargo, las mediciones continuan depurandose 
y mejorandose, y siguen adelante las pruebas experimen¬ 
tales.* 


* Para una lista de referencias de las mediciones de G, vease 
“The Newtonian Gravitational Constant”, por George T. Gi¬ 
llies, Metrologia, vol. 24, pag. 1, 1987. Un estudio de estos 
experimentos y de otros que prueban la ley del inverso de 
los cuadrados puede ser hallada en “Experiments on Gravita¬ 
tion”, por Alan Cook, Reports on Progress in Physics, vol. 51, 
pag. 707, 1988. 
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La gran fuerza gravitatoria ejercida por la Tierra sobre 
todos los cuerpos cerca de su superficie se debe a la gran 
masa de la Tierra. De hecho, la masa de la Tierra puede 
ser determinada a partir de la ley de la gravitacion univer¬ 
sal y el valor de G calculado a partir del experimento de 
Cavendish. Por esta razon se dice que Cavendish ha sido 
la primera persona que “peso” la Tierra. (De hecho, el 
titulo del escrito de Cavendish para describir sus experi- 
mentos se referia no a la medicion de G, sino a la deter¬ 
mination de la densidad de la Tierra a partir de su peso y 
volumen.) Consideremos a la Tierra, de masa Af r , y a un 
objeto en su superficie, de masa m. La fuerza de atraccion 
esta dada por 


F = mg y F — 


GmM T 

R 2 


Aqui Rj es el radio de la Tierra, el cual es la separation 
de los dos cuerpos, y g es la aceleracion en caida libre en 
la superficie de la Tierra. A1 combinar estas ecuaciones 
obtenemos 


grandes. La magnitud de la torca ejercida por la fibra se relacio- 
na con el desplazamiento angular 6 de acuerdo con la ecuacion 
17 del capitulo 15, 

x = k6 = (8.34 X 10 -8 N• m) ) 

\ 2 360° / 

= 3.75 X 10“ 10 N'm. 

Esta torca esta equilibrada por la torca total debida a la fuerza 
gravitatoria ejercida por cada esfera grande sobre la esfera pe- 
queiia vecina. La fuerza F sobre cada esfera pequena es igual a 
GMm/R 2 , y el brazo del momento es la mitad de la longitud L 
de la barra. La torca gravitatoria total es entonces 

t = (2F)(L/2) = FL = ~^. 

Resolviendo para G nos da 


r R 2 _ (3.75 X lO” 10 N-m)(0.108 m) 2 
MmL (12.7 kg)(0.00985 kg)(0.524 m) 
= 6.67 X 10“" N-m 2 /kg 2 . 


M - 8R2t - (9 ~ 80 m / s 2 X 6 - 37 x ! 0 6 m ) 2 

T G 6.67 X 10“ 11 N-m 2 /kg 2 
= 5.97 X 10 24 kg. 


Problema muestra 2 Calcule las fuerzas gravitatorias (a) 
entre dos bolas de boliche de 7.3 kg separadas por 0.65 m entre 
sus centros y (b) entre la Tierra y la Luna. 

Solucion (a) Usando la ecuacion 1, tenemos 


Dividiendo la masa de la Tierra entre su volumen, obte¬ 
nemos que la densidad promedio de la Tierra es de 5.5 
g/cm 3 , o alrededor de 5.5 veces la densidad del agua. 
La densidad promedio de las rocas de la superficie de la 
Tierra es mucho menor que este valor. Concluimos que el 
interior de la Tierra contiene material de una densidad 
mayor de 5.5 g/cm 3 . ;E1 experimento de Cavendish nos 
dio informacion acerca del nucleo de la Tierra! (Vease el 
problema 26.) 


F _ Gm,m 2 _ (6.67 X 1Q-" N • m 2 /kg 2 )(7.3 kg)(7.3 kg) 
r 2 (0.65 m) 2 ~ 

= 8.4 X 10 -9 N. 

(b) Usando los datos de la Tierra y de la Luna que aparecen 
en el apendice C, hallamos 

F = (6-67 X 1Q~" N-m 2 /kg 2 )(5.98 X 10 24 kg)(7.36 X IQ 22 kg) 
(3.82 X 10 8 m) 2 

= 2.01 X 10 20 N. 



4|g 


Problema muestra 1 En el aparato de Cavendish que se 
ilustra en la figura 4, supongamos que M = 12.7 kg y m = 9.85 
g. La longitud L de la barra que une a las dos pequehas esferas 
es de 52.4 cm. La barra y la fibra forman un pendulo de torsion 
cuya inercia rotatoria / respecto al eje central es de 1.25 x 10 3 
kg ■ m 2 y cuyo periodo de oscilacion T es de 769 s. El angulo 
2Centre las dos posiciones de equilibrio de la barra es de 0.516° 
cuando la distancia R entre los centros de las esferas grande y 
pequena es de 10.8 cm. ^Cual es el valor de la constante 
gravitatoria que resulta de estos datos? 


Solucion Hallemos primero a k, la constante de torsion de la 
fibra. El periodo de oscilacion torsionante esta dado por la ecua¬ 
cion 21 del capitulo 15, 

Resolviendo para xnos da 


K 


4n 2 I _ (47r 2 )( 1.25 X 10~ 3 kg-m 2 ) 
T 2 (769 s) 2 


= 8.34 X 10~ 8 N-m. 


La barra esta en equilibrio bajo la influencia de dos torcas 
opuestas, resultantes de las acciones de la fibra y de las esferas 


16-4 LA GRAVEDAD CERCA DE 
LA SUPERFICIE DE LA TIERRA 


Supongamos, por el momento, que la Tierra es esferica y 
que su densidad depende solamente de la distancia radial 
desde su centro. La magnitud de la fuerza gravitatoria que 
actua sobre una particula de masa m, situada en un punto 
extemo a una distancia r desde el centro de la Tierra, 
puede entonces expresarse, partiendo de la ecuacion 1, 
como: 


donde M T es la masa de la Tierra. Esta fuerza gravitatoria 
puede tambien expresarse, partiendo de la segunda ley de 
Newton, como: 


F = mg 0 . 


TABLA 1 VARIACI6N DE g 0 CON LA ALTITUD 


Altitud 

(km) 

go 

(m/s 2 ) 

0 

9.83 

5 

9.81 

10 

9.80 

50 

9.68 

100 

9.53 

400 f 

8.70 

35,700’ 

0.225 

380,000* 

0.0027 


' Altitud tipica de una nave espacial. 

* Altitud de los satelites de comunicacion. 
! Distancia a la Luna. 


Aqui g 0 es la aceleracion en caida libre debida \inica- 
mente a la atraccion gravitatoria de la Tierra. Al combinar 
las dos ecuaciones de arriba nos da 

GMj ci} 

La tabla 1 muestra algunos valores de g 0 en diversas 
altitudes sobre la superficie de la Tierra, calculadas a 
partir de esta ecuacion. Notese que, contrariamente a la 
impresion de que la gravedad desciende a cero en un 
satelite en orbita, hallamos que g 0 = 8.7 m/s 2 para altitudes 
tipicas de las naves espaciales. 

La Tierra real difiere de nuestro modelo de la Tierra de 
tres maneras. 

1. La corteza de la Tierra no es uniforme. Existen varia- 
ciones de densidad locales en todas partes. La medicion 
precisa de las variaciones locales en la aceleracion en 
caida libre da informacion que es util, por ejemplo, en las 
exploraciones de petroleo. La figura 5 muestra un levan- 
tamiento de la gravedad en un domo salino subterraneo. 
Los contornos unen puntos con la misma aceleracion en 
caida libre, trazados como desviaciones de un valor de 
referenda conveniente. La unidad, llamada asi en honor 
de Galileo, es el miligal, donde 1 gal = 10 3 mgal = 1 cm/s 2 . 

2. La Tierra no es una esfera. La Tierra es aproximada- 
mente un elipsoide, achatada en los polos y abultada en 
el ecuador. El radio ecuatorial de la Tierra es mayor que 
su radio polar en 21 km. Asi pues, un punto en los 
polos esta mas cerca del nucleo denso de la Tierra que un 
punto en el ecuador. Cabria esperar que la aceleracion 
en caida libre aumentara cuando se va al nivel del mar, 
desde el ecuador a los polos. La figura 6 muestra que es 
lo que sucede en realidad. Los valores medidos de g en 
esta figura incluyen tanto el efecto del abultamiento ecua¬ 
torial como los efectos resultantes de la rotacion de la 
Tierra. 



Figura 5 Un levantamiento gravimetrico en la superficie en 
un domo salino subterraneo en Dinamarca. Las lineas unen 
puntos con el mismo valor de g. La diferencia entre el valor 
de g en una linea y el valor en el centro esta en unidades 
miligal, equivalentes a 10" 5 m/s 2 o alrededor de 10' 6 g. Esta 
claro que hay aqui algo enterrado que ejerce una fuerza 
centrada en esta region. Suele suceder que a menudo se lialla 
petroleo en una formation como esta. 


3. La Tierra esta girando. La figura la muestra a la 
Tierra girando desde una position en el espacio por enci- 
ma del polo Norte. Un guacal de masa m descansa sobre 
una bascula de plataforma en el ecuador. Este guacal esta 
en un movimiento circular uniforme debido a la rotacion 
de la Tierra y se acelera hacia el centro de la Tierra. La 
fuerza resultante que actua sobre el debe entonces apuntar 
en esa direction. 

La figura lb es un diagrama de cuerpo libre del guacal. 
La Tierra ejerce una atraccion gravitatoria hacia abajo de 
magnitud mg 0 . La bascula de plataforma empuja hacia 
arriba al guacal con una fuerza mg, el peso del guacal. 
Estas dos fuerzas no se equilibran realmente, y asi tene¬ 
mos, partiendo de la segunda ley de Newton, 

F = mg Q — mg = ma 

o sea 

go - g = a, 

donde a es la aceleracion centripeta del guacal. Para 
a podemos escribir co 2 R T , donde co es la velocidad angu- 
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9.84 



Figura 6 La variation de g con la latitud al nivel del mar. 
Alrededor del 65% del efecto se debe a la rotation de la 
Tierra; el 35% restante se debe a la forma ligeramente 
achatada de la Tierra. 



Figura 7 ( a ) Un guacal sobre la Tierra en rotation, 
descansa sobre una bascula de plataforma situada en el 
ecuador. La vista es a lo largo del eje rotatorio de la Tierra, 
viendo hacia abajo al polo norte. ( b) Un diagrama de cuerpo 
libre del guacal. El guacal esta en un movimiento circular 
uniforme y, por lo mismo, se acelera hacia el centro de la 
Tierra. 


lar de la Tierra y R r es su radio. Esta sustitucion nos 
lleva a 

So ~ g = = ( y) ’ (4) 

donde T= 24 h, es el periodo de rotation de la Tierra. Sus- 
tituyendo los valores numericos en la ecuacion 4 nos da 

So - g = 0.034 m/s 2 . 

Vemos que g, la aceleracion en caida libre medida en el 
ecuador de la Tierra mientras gira, es menor que g 0 , 
el resultado esperado si la Tierra no estuviese girando, 
por unicamente 0.034/9.8, 6 0.35%. El efecto disminuye 
cuando se va a latitudes mayores y se anula en los polos. 


Problema muestra 3 (a) Una estrella neutronica es una estre- 
11a colapsada de densidad extraordinariamente alta. La estrella 
pulsante (pulsar) en la nebulosa del Cangrejo es la mas conocida 
de muchos de estos ejemplos. Consideremos una estrella neu¬ 
tronica con una masa M igual a la masa del Sol, 1.99 * 10“ kg, 
y un radio R de 12 km. ^Cual es la aceleracion en caida libre en 
su superficie? Desprecie los efectos rotatorios. (b) El asteroide 
Ceres tiene una masa de 1.2 x 10 21 kg y un radio de 470 km. 
^Cual es la aceleracion en caida libre en su superficie? 

Solution (a) Partiendo de la ecuacion 3 tenemos 

_ GM (6.67 X 10"“ N-m 2 /kg 2 X1.99 X 10 30 kg) 

80 R 2 (12,000 m ) 2 

= 9.2 X 10“ m/s 2 . 

Aun cuando los pulsares giran a velocidad extraordinaria, los 
efectos rotatorios tienen solamente una influencia pequena so¬ 
bre el valor de g, a causa del pequeho tamano de esas estrellas. 
( b ) En el caso del asteroide Ceres, tenemos 

GM (6.67 X 1Q-" N-m 2 /kg 2 X1.2 X 10 21 kg) 

R 2 (4.7 X 10 s m ) 2 

= 0.36 m/s 2 . 

jExiste un acentuado contraste entre las fuerzas gravitatorias en 
la superficie de estos dos cuerpos! 


16-5 EFECTO GRAVITATORIO DE 
UNA DISTRIBUCION ESFERICA 
DE LA MATERIA (Optional) 

Probaremos ahora un resultado que ya hemos utilizado: un 
cuerpo esfericamente simetrico atrae particulas del exterior 
como si su masa estuviese concentrada en su centro. Comenza- 
mos considerando un cascaron esferico uniformemente denso 
de masa M cuyo espesor t es pequeno en comparacion con su 
radio R (figura 8 ). Buscamos la fuerza gravitatoria que ejerce 
sobre una particula externa P de masa m. 

Suponemos que cada particula del cascaron ejerce sobre P 
una fuerza que es propocional a la masa de la particula, inver- 
samente proporcional al cuadrado de la distancia entre esa 
particula del casco y P, y dirigida a lo largo de la linea que las 
une. Debemos entonces obtener la fuerza resultante sobre P, 
atribuible a todas las partes del cascaron esferico. 

Una pequena parte del cascaron en A atrae a m con una 
fuerza F,. Una pequena parte de igual masa en B, igualmente 
alejada de m pero diametralmente opuesta a A, atrae a m con 
una fuerza F„. La resultante de estas dos fuerzas que actiian so¬ 
bre m es F^ + F s . Cada una de estas fuerzas tiene una componente 
F cos a a lo largo del eje de simetria y una componente F sen a 
perpendicular a] eje. Las componentes perpendiculares de F M y 
F g se cancelan, como en el caso de todos los pares de puntos 
opuestos. Para hallar la fuerza resultante sobre P para todos los 
puntos del cascaron, necesitamos solamente considerar las com¬ 
ponentes paralelas al eje. 

Tomemos como elemento de masa del cascaron a una faja 
circular dM. Su radio es R sen 6, su longitud es 2k(R sen 6), 
su anchura es R dd, y su espesor es t. De aqui que tenga un 
volumen 


dV = IntR 2 sen 6 d8. 
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_ nGtpmR ^ r 2 


Figura 8 Atraccion gravitatoria de una section de un 
cascaron esferico de materia sobre una particula de masa m 
en P. 


Sea p la densidad del cascaron, de modo que la masa de la faja es 
dM — p dV = IntpR 2 sen 8 d8. 

Cada particula de la faja, tal como la de masa dm A en A, atrae a 
P con una fuerza que tiene una componente axial 

„ m dm A 

dF A = G ~ cos “• 

Sumando las contribuciones de todas las particulas del anillo 
nos da 


dF A + dF B + • • • = -pr (cos a)(dm A + dm B +-•••) 


, Gm dM 

dF = - 5 —cos a, 

x 2 


Esta es la fuerza ejercida por la faja circular dM sobre la 
particula m. 

Debemos ahora considerar a cada elemento de masa en el 
cascaron al sumar todas las fajas circulares de todo el cascaron. 
Esto implica una integration sobre el cascaron con respecto a 
la variable x, la cual va desde un valor minimo r - R hasta un 
valor maximo r + R. La integral necesaria es 

la cual da para la fuerza, usando la ecuacion 9, 


fr+R 

Jr-R 


nGtpmR Mm 

-^— (4 R) = G — r 

r L r 


M = 4 nR 2 tp 


es la masa total del cascaron. La ecuacion 10 es exactamente el 
mismo resultado que obtendriamos para la fuerza entre particu¬ 
las de masas M y m separadas por una distancia r. Por lo tanto, 
hemos probado el importante resultado general siguiente: 

Un cascaron esferico de densidad uniforme atrae a una 
masa puntual externa como si toda la masa del cascaron 
estuviese concentrada en su centro. 

Una esfera solida puede considerarse como compuesta de un 
gran numero de cascarones concentricos. Si cada cascaron 
esferico tiene una densidad uniforme, aunque diferentes casca¬ 
rones puedan tener densidades diferentes, se aplica el mismo 
resultado a la esfera solida. De aqui que cuerpos como la Tierra, 
la Luna, o el Sol, en la medida en que son tales esferas, pueden 
considerarse gravitatoriamente como particulas puntuales para 
cuerpos afuera de ellos. 

Tengase en cuenta que nuestra demostracion se aplica sola¬ 
mente a esferas y unicamente cuando la densidad de la esfera 
es uniforme o es una funcion del radio unicamente. 


donde dM es la masa total del anillo y dF es la fuerza total sobre 
m ejercida por el anillo. 

Sustituyendo a dM, obtenemos 

, sen# dd 

dF = InGtpmR 2 —— 2 — cos a. (5) 

Las variables x, a, y 8 se relacionan. En la figura vemos que 

r — R cos 8 ... 


Usando la ley de los cosenos, x 2 = r 2 + R 2 - 2rR cos 8, obtenemos 


Rcos8 = 


r 2 +R 2 ~ x 2 


Al diferenciar la ecuacion 7 nos da 

sen 8 d8 — — dx. ( 8 ) 

rR 

Ponemos ahora la ecuacion 7 en la ecuacion 6 y luego ponemos 
a las ecuaciones 6 y 8 en la ecuacion 5. Como resultado 
eliminamos a 9 y a y obtenemos 


Fuerza sobre una particula interior 

Demostraremos ahora otro importante resultado: la fuerza ejer¬ 
cida por un cascaron esferico sobre una particula situada en su 
interior es cero. La figura 9 muestra a la particula situada en el 
punto P adentro del cascaron. Notese que r es ahora mas 
pequeno que R. La integration sobre x, ahora con los limites 
R - r a r + R, da 

y por lo tanto F = 0. Asi pues, obtenemos otro resultado general: 

Un cascaron esferico uniforme de materia no ejerce ningu- 
na fuerza gravitatoria sobre una particula ubicada dentro 
de el. 

Este ultimo resultado, aunque no sea obvio, es aceptable 
porque los elementos de masa del cascaron a la izquierda y a la 
derecha de m en la figura 9 ejercen ahora fuerzas en direcciones 
opuestas sobre m. Existe mas masa a la izquierda que mueve a 
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Figura 9 Atraccion gravitatoria de una seccion de un 
cascaron esferico de materia sobre una particula de masa m 
situada en un punto P adentro del cascaron. 


m hacia la izquierda, pero la masa mas pequena de la derecha 
esta mas cerca de m; los dos efectos se cancelan exactamente 
solo si la fuerza varia precisamente segun un cuadrado inverso 
de la distancia que separa a las dos particulas. (Vease el proble- 
ma 29.) En los capitulos sobre electricidad se estudiaran las 
importantes consecuencias de este resultado. Alii veremos que 
la fuerza electrica entre particulas cargadas depende tambien 
inversamente del cuadrado de la distancia entre ellas. 

El resultado anterior para una particula situada adentro de un 
cascaron esferico implica que la fuerza gravitatoria ejercida por 
la Tierra sobre una particula disminuye a medida que la parti¬ 
cula se halle a mayor profundidad en la Tierra, suponiendo para 
esta una densidad constante. A medida que la particula este a 
mayor profundidad, mas masa de la Tierra estara en cascarones 
que son externos a la posicion de la particula, y la fuerza neta 
sobre la particula de esos cascarones es cero. La fuerza gravita¬ 
toria se convierte en cero en el centra de la Tierra. De aqui que 
g tendria un maximo en la superficie de la Tierra y decreceria 
tanto hacia afuera como hacia adentro de ese punto si la Tierra 
tuviese una densidad constante. ^Puede usted imaginar una 
distribucion esferica simetrica de la masa de la Tierra que no 
diese este resultado? (Vease el problema 26.) 


Problema muestra 4 Supongamos que pudiera cavarse un 
tune! que atravesara la Tierra a lo largo de su diametro, como 
se muestra en la figura 10. (a) Demuestre que el movimiento de 
una particula dejada caer adentro del tunel es un movimiento 
armonico simple. Desprecie todas las fuerzas de friccion y 
suponga que la Tierra tiene una densidad uniforme, (b) Si se 
entregara el correo a traves de este tubo, ^cuanto tiempo trans- 
curriria entre el deposito en un extremo y la entrega en el otro 
extremo? 

Solucion (a) La atraccion gravitatoria de la Tierra sobre la 
particula situada a una distancia r del centra de la Tierra pro- 
viene enteramente de esa porcion de materia de la Tierra situada 
en cascarones intemos a la posicion de la particula. Los casca¬ 
rones externos no ejercen ninguna fuerza sobre la particula. 
Supongamos que la densidad de la Tierra es uniforme con un 
valor p. Entonces la masa M' adentro de una esfera de radio r y 
volumenF'es 



Figura 10 Problema muestra 4.Una particula se mueve en 
un tunel que atraviesa la Tierra. 


M' = pV' = p 


47rr 3 

~~3~ 


Para propositos gravitatorios, esta masa puede ser tratada co¬ 
mo si estuviese concentrada en el centra de la Tierra. De aqui 
que la componente radial de la fuerza sobre la particula de masa 
m sea 


GM'm 

r 2 


El signo menos indica que la fuerza es de atraccion y, por tanto, 
dirigida hacia el centro de la Tierra. 

Sustituyendo a M’, obtenemos 


F =—G 


pAnr 3 m 
3 r 2 



r = — kr. 


Aqui Gp47rm/3 es una constante, a la cual hemos llamado k. Por 
lo tanto, la fuerza es jproporcional al desplazamiento r pero 
directamente opuesta. Este es exactamente el criterio del movi¬ 
miento armonico simple. 

( b ) El periodo de este movimiento armonico simple es 


T=2n 





3m 

GpAnm 


Siendo p = 5.51 x 10 3 kg/m 3 , tenemos 



T_ / 3fl _ / 3 rt 

V Gp V (6.67 X 10" 11 N-m 2 /kg 2 )(5.51 X 10 3 kg/m 3 ) 
= 5060 s = 84.4 min. 


El tiempo para la entrega es medio periodo, o unos 42 min. Este 
tiempo es independiente de la masa del correo. Puede demos- 
trarse que resultaria el mismo periodo si el tunel fuera cavado 
a lo largo de cualquier cuerda en lugar de a lo largo del diametro. 

La densidad de la Tierra no es en realidad uniforme. ^Cual 
seria en este problema el efecto si hicieramos que p fuese 
alguna funcion de r, en lugar de ser una constante? 


Prueba de la ley del inverso de los cuadrados 

Como lo discutiremos en la seccion 16-8, las leyes de Kepler 
dan evidencia directa de una fuerza gravitatoria 1 /r 2 . Por lo tanto 


podemos considerar a la ley 1 /r 2 como bien comprobada para 
distancias del orden de tamano del sistema solar (10 13 m). La 
teoria general de la relatividad de Einstein explica pequenas 
excepciones en el movimiento de los planetas interiores; esta 
teoria reemplaza a la ley de Newton cuando la fuerza gravita¬ 
toria es intensa, pero se reduce a la ley de Newton cuando la 
fuerza es mas debil; vease la seccion 16-10. 

Por lo tanto, nos gustaria probar la ley 1/r 2 para las distancias 
de laboratorio. A causa de que la fuerza es tan debil, es dificil 
hacer tal prueba repitiendo el experimento de Cavendish con 
separaciones diferentes entre las masas. Un metodo mas preciso 
hace uso del anulamiento de la fuerza gravitatoria sobre una 
particula de prueba situada dentro de un cascaron esferico. Si 
pudieramos aislar a una particula de prueba, digamos en un 
brazo de una balanza de torsion, y luego rodearla con un casca¬ 
ron esferico, cualquier ligera rotacion de la balanza cuando la 
particula de prueba se moviese dentro del cascaron indicaria una 
desviacion de la ley 1/r 2 . La rotacion podria ser detectada por 
un mecanismo apropiado unido al otro brazo de la balanza. 

Desafortunadamente, rodear una masa de prueba con un 
cascaron esferico y moverla en su interior presenta grandes 
dificultades tecnicas; como alternativa se usa un cilindro largo. 
Partiendo de un calculo parecido al que usamos para el cascaron 
esferico, puede demostrarse que la fuerza gravitatoria ejercida 
por un cilindro largo hueco sobre una masa de prueba situada 
en el interior del cilindro se anula si el cilindro es infinitamente 
largo; para un cilindro de longitud finita puede aplicarse una 
pequena pero facilmente calculable correccion. 

La figura 11 muestra la geometria de un experimento tipico. 
Al moverse la masa de prueba en un piano horizontal, se 
detectarian con la balanza de torsion las variaciones en la fuerza 
gravitatoria entre el cilindro y la masa de prueba. Si la fuer¬ 
za gravitatoria entre las particulas tuviera una variacion dife- 
rente de 1/r 2 , la fuerza sobre la masa de prueba no se anularia 
y variaria al moverse la masa de prueba en el piano horizontal. 

Tales experimentos demuestran que la fuerza tiene realmente 
la forma 1/r 2 en dimensiones de laboratorio (centimetros o 
metros). Una manera de expresar los resultados de estos expe¬ 
rimentos es suponer que la fuerza tiene la forma 1/r 2 * 15 , donde 5 
= 0 en la teoria Newtoniana, y luego demostrar que el experi¬ 
mento fija un pequeno limite superior sobre 5. El 1 (mite superior 
actual sobre 8 es alrededor de 10' 4 ; con la mejor precision 
obtenible de los estudios de laboratorio, parece no haber des¬ 
viacion de la forma 1/r 2 de la ley de la gravitacion. Por compa- 
racion, los experimentos de prueba de la fuerza 1/r 2 entre cargas 
electricas (vease la seccion 29-6) senalan un limite superior de 
alrededor de 10" 16 sobre 6 en este caso. ■ 


16-6 ENERGIA POTENCIAL 
GRAVITATORIA 


En el capitulo 8 hemos tratado la energia potencial gravi¬ 
tatoria de una particula (masa m ) y de la Tierra (masa M). 
Consideramos unicamente el caso especial en que la par¬ 
ticula pennanece cerca de la Tierra de modo que podria- 
mos suponer que la fuerza gravitatoria que actua sobre la 
particula es de magnitud mg constante. En esta seccion 
eliininamos esa restriction y consideramos las separacio¬ 
nes particula-Tierra que pueden ser apreciablemente mas 
grandes que el radio de la Tierra. 



Prueba 
de masa 



Figura 11 Una masa de prueba en el interior de un cilindro 
largo. Para una fuerza 1/r 2 , la atraccion gravitatoria entre la 
masa de prueba y el cilindro se anularia (despreciando los 
efectos de los extremos). Una balanza de torsion permite 
medir cambios en la fuerza que actua sobre la masa de 
prueba en diferentes lugares en el interior del cilindro. 


La ecuacion 4 del capitulo 8, la cual podemos escribir 
como 

AU=U b -U a = ~W ab , 

define el cambio AG en la energia potencial de cual¬ 
quier sistema, en el cual actue una fuerza conservativa 
(digamos, la gravedad), cuando el sistema cambia de la 
configuracion a a la configuracion b. W ab es el trabajo 
efectuado por esa fuerza conservativa cuando el sistema 
cambia. 

La energia potencial del sistema en una configuracion 
arbitraria b es 

U b --W ab +U a . (ID 

Para dar un valor a U b elegimos que la configuracion a sea 
una configuracion de referencia acordada, y le asignamos 
a U a un valor de referencia arbitrario, usualmente cero. 
Por ejemplo, en el capitulo 8 hemos considerado la ener¬ 
gia potencial de una particula sometida a la fuerza de 
gravedad mg cerca de la superficie de la Tierra. A una 
altura y, la energia potencial es U(y) = mgy, donde el valor 
de referencia U = 0 se toma en y = 0. 

Consideraremos ahora el caso mas general de dos par¬ 
ticulas de masas m y M separadas por una distancia r. 
Inicialmente, las particulas estan separadas por r a , y la 
separation cambia a r b . Para hallar el cambio A U corres- 
pondiente en la energia potencial debemos evaluar a W ab 
de acuerdo con la ecuacion 11. La figura 12 muestra el 
esquema geometrico. Hagamos que M este en el origen 
de las coordenadas, y movamos a m hacia M. Notese que 
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Figura 12 Una parti'cula M ejerce una fuerza gravitatoria F 
sobre una parti'cula de masa m situada en r. La parti'cula de 
masa m se desplaza una corta distancia ds. 


r y ds (el vector de desplazamiento) estan en direcciones 
opuestas, de modo que ds = -dr. El trabajo efectuado por 
F cuando la parti'cula se mueve de a a b es 


Entonces 


= = - [ b F dr 

Ja Ja 

h GmM f r » dr 

k r2 Jr. r 2 

= -GmM^-^j * = GmM ^. (12) 
AU — — W ab = GmM (— — —^ . (13) 

\ r a r bJ 


Elegimos que nuestra configuracion de referenda sea una 
separacion infinita de las particulas (r a -+ °°), y definimos 
U(°°) igual a cero. A una separacion r arbitraria, la energia 
potencial es 



El signo menos indica que la energi'a potencial es negativa 
en cualquier distancia finita; esto es, la energia poten¬ 
cial es cero en el infinito y disminuye al disminuir la 
distancia de separacion. Esto corresponde al hecho de que 
la fuerza gravitatoria ejercida sobre m por M es de atrac- 
cion. Cuando la parti'cula se acerca desde el infinito, el 
trabajo W mr efectuado por esta fuerza sobre la parti'cula es 
positivo, lo cual significa, basados en la ecuacion 14, que 
U(r) es negativa. 

La ecuacion 15 se cumple para cualquier trayectoria 
seguida por la parti'cula al moverse desde el infinito al 
radio r. Podemos demostrarlo dividiendo una trayectoria 
arbitraria cualquiera en porciones escalonadas, las cuales 



Figura 13 El trabajo efectuado al llevar a una parti'cula 
desde A hasta E es independiente de la trayectoria. 


se trazan altemativamente a lo largo del radio y perpendi¬ 
culars a el. (Fig. 13.) No se efectua ningun trabajo a lo 
largo de segmentos perpendiculares como AB, porque a 
lo largo de ellos la fuerza es perpendicular al desplaza¬ 
miento. El trabajo total efectuado a lo largo de todas las 
partes radiales de la trayectoria, una de las cuales es BC, 
es igual al trabajo efectuado al ir directamente a lo largo 
de una trayectoria radial como AE. El trabajo efectuado 
por la fuerza gravitatoria al moverse la parti'cula entre 
dos puntos cualesquiera es independiente de la trayecto¬ 
ria real que une a estos puntos. De aqui que la fuerza 
gravitatoria sea una fuerza conservativa. 

La ecuacion 15 demuestra que la energia potencial es 
una propiedad del sistema consistente en las dos particulas 
M y m, mas bien que de cualquier cuerpo aislado. La 
energi'a potencial cambia si se desplazan M o m; sobre 
cada una actua la fuerza gravitatoria de la otra. Tampoco 
tiene ningun sentido asignar parte de la energia potencial 
a M y parte a m. Sin embargo, a menudo hablamos de la 
energia potencial de un cuerpo m (digamos, un planeta o 
una piedra) sobre el que actua una fuerza gravitatoria de 
un cuerpo M mucho mas masivo (el Sol o la Tierra, 
respectivamente). La justification para hablar como si la 
energia potencial perteneciera al planeta o a la piedra 
unicamente es esta: cuando la energia potencial de un sis¬ 
tema de dos cuerpos cambia a energia cinetica, el cuerpo 
mas ligero adquiere la mayor parte de la energia cinetica. 
El Sol es mucho mas masivo que un planeta, de modo que 
dificilmente adquirira algo de la energia cinetica; y lo 
mismo sucede con la Tierra en el sistema Tierra-piedra. 

Podemos invertir el calculo anterior y derivar la fuerza 
gravitatoria a partir de la energia potencial. En las funcio- 
nes de energia potencial esfericamente simetricas, la rela¬ 
tion F = -dU/dr da la componente radial de la fuerza; 
vease la ecuacion 13 del capitulo 8 . Con la energia poten¬ 
cial de la ecuacion 15, obtenemos 

p_ _ dU _ d / GMm 
dr dr\ r 

El signo menos muestra aqui que la fuerza es de a traction, 
dirigida hacia adentro a lo largo del radio. 

Podemos demostrar que la energia potencial definida 
por la ecuacion 13 conduce a la conocida expresion mgy 
para una diferencia pequeria en elevation y cerca de la 


)-^=. (.« 


Section 16-6 Energia potential gravitatoria 395 


superficie de la Tierra. Evaluemos la ecuacion 13 para la 
diferencia en energia potencial entre la ubicacion a una 
altura y sobre la superficie (esto es, r b = R T + y, donde R r 
es el radio de la Tierra) y en la superficie ( r a = R r ): 

A U =U(R t + y) - U(R r ) = GM T m Q- - 
GMpn / 1 \ 

r t v 1+y/Rr)' 

Cuando y «R T , que seria el caso para desplazamientos 
pequenos de los cuerpos cerca de la superficie de la Tierra, 
podemos usar la expansion binomial para aproximar el 
ultimo termino como (1 + x)' 1 = 1 - x + ••• ~ 1-x, lo 
cual nos da 



GM y my 

R 2 


= mgy , 


usando la ecuacion 3 para reemplazar a GMj/R \ por g. 
Esto demuestra que la ecuacion 13 para la diferencia en 
la energia potencial gravitatoria es consistente connuestro 
uso anterior de mgy para situaciones cerca de la superfi¬ 
cie de la Tierra. De hecho, podemos usar la aproximacion 
A U = mgy para la diferencia en la energia potencial entre 
dos alturas a cualquier distancia R del centro de la Tierra, 
en tanto que y «R y usemos el valor de g (vease la tabla 1) 
apropiado para ese R. 


Problema muestra 5 ^Cual es la energia potencial gravitato¬ 
ria del sistema Luna-Tierra, respecto a la energia potencial a 
una separacion infinita? 

Solucion Las masas de la Tierra y de la Luna son de 5.98 x 
10 21 kg y 7.36 x 10 22 kg, respectivamente, y su distancia de 
separacion media d es de 3.82 x 10® m. Entonces, segiin la 
ecuacion 15: 

v GMm 
d 

(6.67 X 10 - 11 N-m 2 /kg 2 )(5.98 X 10 24 kg)(7.36 X 10 22 kg) 
3.82 X 10 8 m 

= -7.68 X 10 28 J. 

Una energia de esta magnitud es aproximadamente igual a la 
production de energia industrial mundial, a su tasa actual, 
durante aproximadamente 10 s anos. 

Problema muestra 6 ^Que velocidad inicial minima debera 
tener un proyectil en la superficie de la Tierra para escapar de 
la Tierra? Desprecie los efectos causados por la friction atmos- 
ferica y la rotacion terrestre. 

Solucion Un proyectil disparado hacia arriba usualmente ira 
perdiendo velocidad, llegara momentaneamente al reposo, y 
retornara a la Tierra. Sin embargo, con una cierta velocidad 
inicial se movera hacia arriba para siempre, llegando al reposo 
solamente en el infinito. 

Consideremos un proyectil tal, de masa m, que deja la super¬ 
ficie de la Tierra a esta velocidad inicial critica v. Tiene una 


TABLA 2 CIERTAS VELOCIDADES DE ESCAPE 


Cuerpo 

Masa 

(kg) 

Radio 

(m) 

Velocidad de 
escape (km/s) 

Ceres f 

1.17 X 10 2! 

3.8 X 10 5 

0.64 

Luna 

7.36 X 10 22 

1.74 X 10 6 

2.38 

Tierra 

5.98 X 10 24 

6.37 X 10 6 

11.2 

Jupiter 

1.90 X 10 27 

7.15 X 10 7 

59.5 

Sol 

1.99 X 10 30 

6.96 X 10 8 

618 

Sirio B* 

2 X 10 30 

1 X 10 7 

5200 

Una estrella 

2 X 10 30 

1 X 10 4 

2 X 10 5 


neutron 


7 El mas masivo de los asteroides. 

* Una enana blanca, la companera de la brillante estrella Sirio. 


energia cinetica K dada por Un v 2 y una energi'a potencial U dada 
por la ecuacion 15, es decir, 



donde A/ T es la masa de la Tierra y R T su radio. 

Cuando el proyectil haya llegado al infinito, no tendra ener¬ 
gia cinetica (recuerde que buscamos la velocidad minima para 
el escape) ni tampoco energia potencial (recuerde que esta 
es nuestra configuracion energia-potencial-cero). Por lo tanto, 
su energia total en el infinito es cero. A partir de la conservation 
de la energia, su energia total en la superficie debe ser tambien 
cero, es decir, 

K+ (7 = 0. 


Esto nos conduce a 



Sustituyendo valores en la ecuacion 17 nos da 

IlGM^ __ / 2(6.67 X 10-" N-m 2 /kg 2 )(5.98 X 10 24 kg) 
V V R t V 6.37 X 10 6 m 


= 1.12 X 10 4 m/s = 11.2 km/s = 25,000 mi/h. 


La velocidad de escape no depende de la direccion en que se 
dispare el proyectil. Sin embargo, la rotacion de la Tierra, que 
hasta ahora hemos despreciado, si juega un papel. Dispararlo 
hacia el este tiene la ventaja de que la velocidad superficial 
tangencial de la Tierra, la cual es de 0.46 km/s en Cabo Cana¬ 
veral, puede restarse del valor calculado con la ecuacion 17. La 
tabla 2 muestra velocidades de escape para la Tierra y para 
algunos otros cuerpos. 


Energia potencial de sistemas de muchas 
particulas 

Consideremos ahora otra interpretacion de U(r). Supon- 
dremos que equilibramos la fuerza gravitatoria con una 
fuerza externa aplicada por algun agente extemo, y la 
dispondremos de modo que, en todo momento, esta fuerza 
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Figura 14 Tres masas reunidas desde el infinito. 


externa sea igual y opuesta a la fuerza gravitatoria de 
cada particula. (Por ejemplo, mantenemos a cada par¬ 
ticula en nuestra mano y la movemos en equilibrio.) El 
trabajo efectuado por la fuerza externa cuando las par¬ 
ticulas se mueven desde una separacion infinita a la sepa¬ 
racion r no es W„ r sino -W„ r ; esto se debe a que los 
desplazamientos son los mismos pero las fuerzas son 
iguales y opuestas. Entonces podemos interpretar la ecua- 
cion 14 como sigue: 

La energi'a potential de un sistema de particulas es 

igual al trabajo que debe efectuar un agente externo 

para armar el sistema, a partir de la configuration 

estandar de referenda. 

Asi pues, si usted levanta una piedra de masa m a una 
distancia y sobre la superficie de la Tierra, usted es el 
agente externo (que separa a la piedra de la Tierra) y 
el trabajo que usted hace para “armar el sistema” es +mgy, 
lo cual es tambien la energi'a potencial. Del mismo modo, 
el trabajo efectuado por el agente externo, cuando un 
cuerpo de masa m se mueve desde el infinito hasta una 
distancia r de la Tierra, es negativo porque el agente debe 
ejercer una fuerza restrictiva sobre el cuerpo; esto va de 
acuerdo con la ecuacion 14. 

Estas consideraciones se cumplen tambien para siste- 
mas que contienen mas de dos particulas. Consideremos 
tres cuerpos de masas m t , m 2 , y m v Supondremos que, 
inicialmente, estan en reposo infinitamente lejos una de 
otra. El problema es calcular el trabajo efectuado por un 
agente externo que las lleve a las posiciones que se mues- 
tran en la figura 14. Primero, traemos a m, desde el infinito 
hasta su posicion final. La gravedad o un agente externo 
no efectuan ningun trabajo porque la separacion entre 
las tres particulas permanece infinita. Traigamos luego a 
m 2 hacia m, desde una separacion infinita hasta la separa¬ 
cion r 12 . El trabajo efectuado por el agente externo al 
oponerse a la fuerza gravitatoria ejercida por m, sobre m 2 
es -Gm x m^r xl . Traigamos ahora a m 3 desde el infinito 
hasta la separacion r ]3 desde m, y r 23 desde m 2 . El trabajo 
efectuado por el agente externo a] oponerse a la fuerza 
gravitatoria ejercida por m x sobre m 3 es -Gm x m-Jr i3 , y la 
que se opone a la fuerza gravitatoria ejercida por m 2 sobre 
m 3 es -Gm 2 mjr 23 . La energi'a potencial total de este siste¬ 
ma es igual al trabajo total efectuado por el agente externo 
para armar el sistema, es decir, 


Gm x m 2 | Gm x m 3 { Gm 2 m 3 \ 

r n r n r 23 ) 

Notese que no se necesitan calculos vectoriales con este 
metodo. 

No importa como armemos el sistema, es decir, inde- 
pendientemente del orden en que se muevan las particulas 
o de las trayectorias que sigan, siempre hallamos esta 
misma cantidad para el trabajo requerido para traer a los 
cuerpos a la configuracion de la figura 14 desde una 
separacion infinita inicial. La energia potencial debe, por 
lo tanto, estar asociada al sistema mas bien que con uno o 
dos cuerpos cualesquiera. Si quisieramos separar al siste¬ 
ma en tres masas aisladas una vez mas, tendriamos que 
proporcionar una cantidad de energia 

! / Gm i m 2 | Gm x m 3 ^ Gm 2 m 3 \ 

\ r n G 3 r 23 ) ' 

Esta energia se considera como la energia de descarga o 
tambien de sujecion, porque mantiene a las particulas 
juntas entre si en la configuracion mostrada. En el proble¬ 
ma muestra 5, por ejemplo, hallamos que la energia po¬ 
tencial del sistema Tierra-Luna era -7.68 x 10 28 J, y, por 
lo tanto, la energia de sujecion del sistema Tierra-Luna es 
de 7.68 x io 28 J. Esta es la cantidad de energia que un 
agente externo debe proporcionar para mover a la Tierra 
y a la Luna desde su separacion actual hasta una separa¬ 
cion infinita, en un sistema aislado que conste unicamente 
de Tierra y Luna (despreciando en este calculo el impor- 
tante efecto del Sol). 

Estos conceptos se presentan de nuevo en relacion con 
fuerzas de origen electrico o magnetico, o, bien, de origen 
nuclear. Su aplicacion es bastante amplia en la fisica. Una 
ventaja del metodo de la energia sobre el metodo dinamico 
consiste en que el primero emplea cantidades escalares y 
operaciones con escalares en lugar de cantidades vecto¬ 
riales y operaciones con vectores. Cuando no se conocen 
las fuerzas reales, como a menudo sucede en fisica nu¬ 
clear, el metodo de la energia es esencial. 


16-7 EL CAMPO GRAVITATORIO 
Y EL POTENCIAL (Optional) 

Un hecho basico de la gravitacion es que dos particulas ejercen 
sobre ellas fuerzas mutuas. Podemos considerar esto como una 
interaccion directa entre las dos particulas, si lo deseamos. Este 
punto de vista se denomina accion-a-distancia, segun el cual 
las particulas interaction aunque no esten en contacto. Otro 
punto de vista es el concepto de campo, que considera que una 
partl'cula modifica de algun modo al espacio alrededor de ella 
y genera un campo gravitatorio. Este campo, cuya intensi- 
dad depende de la masa de la partl'cula, actiia entonces sobre 
cualquier otra partl'cula, ejerciendo la fuerza de atraccion gra¬ 
vitatoria sobre ella. Por lo tanto, el campo desempeiia un pa- 
pel intermedio en nuestro pensamiento sobre las fuerzas entre 
particulas. 
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De acuerdo con este punto de vista tenemos dos partes 
separadas en nuestro problema. Primero, debemos determinar 
el campo gravitatorio generado por una distribucion dada de 
particulas. Segundo, debemos calcular la fuerza gravitatoria que 
ejerce este campo sobre otra partl'cula situada en el. 

Usaremos este mismo enfoque mas adelante en nuestro texto 
cuando estudiemos el electromagnetismo, en cuyo caso parti¬ 
culas con carga electrica generan un campo electrico, y la fuerza 
sobre otra particula cargada se determina por la intensidad del 
campo electrico en el punto donde se encuentre la particula. 

Consideremos a la Tierra como una particula aislada y des- 
preciemos todos los efectos rotatorios y otros que no sean los 
gravitatorios. Utilizamos un pequeno cuerpo de prueba de masa 
m 0 como una sonda del campo gravitatorio. Si este cuerpo se 
coloca en la vecindad de la Tierra, experimental una fuerza 
que tiene una direccion y una magnitud definidas en cada punto 
situado en el espacio. La direccion es radial hacia el centro de 
la Tierra, y la magnitud es m,g. Podemos asociar un vector g 
con cada punto cerca de la Tierra, el cual es la aceleracion que 
ese cuerpo experimentaria si se dejara caer en ese punto. Defi- 
nimos a la intensidad del campo gravitatorio en un punto como 
la fuerza gravitatoria por unidad de masa en ese punto o, en 
terminos de nuestra masa de prueba, 


Al mover a la masa de prueba a varias posiciones, podemos 
hacer un mapa que muestre al campo gravitatorio en cualquier 
punto en el espacio. Entonces podremos hallar la fuerza sobre 
una particula situada en cualquier punto de ese campo multipli¬ 
cand© la masa m de la particula por el valor del campo gravita¬ 
torio g en ese punto: F = mg. 

El campo gravitatorio es un ejemplo de un campo vectorial, 
teniendo cada punto situado en este campo un vector asociado 
con el. Existen tambien campos escalares, como el campo de 
temperatura en un solido conductor del calor. El campo gravi¬ 
tatorio que surge de una distribucion de materia fija es tambien 
un ejemplo de un campo estatico, porque el valor del campo en 
un punto dado no cambia con el tiempo. 

El concepto de campo es particularmente util para entender 
las fuerzas electromagneticas entre cargas electricas en movi- 
miento. Tiene claras ventajas, tanto conceptualmente como en 
la practica, sobre el concepto de accion-a-distancia. El concepto 
de campo es particularmente superior en el analisis de las ondas 
electromagneticas (por ejemplo, las ondas de luz o las ondas de 
radio); la accion-a-distancia sugiere que las fuerzas pueden ser 
transmitidas instantaneamente a cualquier distancia, mientras 
que en teorias basadas en campos las fuerzas se propagan con 
una velocidad finita (cuando mas a la velocidad de la luz). Las 
ondas gravitatorias (vease la seccion 16-10), que, aunque se 
sabe que existen no han podido observarse directamente, sen'an 
de igual manera dificiles de entender con la teoria de la accion- 
a-distancia. El concepto de campo, que no se utilizo en la epoca 
de Newton, fue desarrollado mucho mas tarde por Faraday para 
el electromagnetismo y solo entonces aplicado a la gravitacion. 
Posteriormente, este punto de vista fue adoptado para la gravi¬ 
tacion en la teoria general de la relatividad. Todas las teorias 
actuales que tratan de la naturaleza ultima de la materia y de las 
interacciones entre las particulas fundamentales son teorias de 
campo de una clase u otra. 

Podemos tambien describir al campo gravitatorio de un cuer¬ 
po por una funcion escalar llamada potencial. (El potencial no 
es lo mismo que la energia potencial, aunque esten intimamente 
relacionados.) Una vez mas medimos la intensidad del campo 
usando una particula de prueba de masa m 0 . Comencemos con 


la particula de prueba con una separacion infinita del cuerpo 
(donde el campo es cero) y movamos a la particula de prueba 
hacia el cuerpo hasta que la separacion sea r, donde la energia 
potencial es U(r). Luego, definimos el potencial gravitatorio V 
en ese punto como: 


vw-m. 

m 0 


Es decir, el potencial es lo mismo que la energia potencial 
por unidad de masa de prueba. Notese que el potencial es 
un escalar, siendo definido como la razon de los escalares U 
y m. 

Por ejemplo, la energia potencial de m 0 en el campo de un 
cuerpo esfericamente simetrico de masa M esta dada por la 
ecuacion 15 como U(r) = -GMm 0 jr. El potencial gravitatorio 
puede entonces hallarse empleando la ecuacion 20 : 



GM 

r 


( 21 ) 


Notese que el potencial V(r) es independiente del valor de 
la masa de prueba w 0 ; de igual manera, el campo gravitato¬ 
rio g, definido de acuerdo con la ecuacion 19, es independiente 
de m 0 . 

Del mismo modo en que podemos hallar la componente radial 
de la fuerza F a partir de U(r) de acuerdo con F = -dU/dr, 
podemos hallar tambien la componente radial del campo g a 
partir de V(r) de acuerdo con g = -dV/dr. Por lo tanto, podemos 
considerar el campo y el potencial como modos alternos de 
analizar la gravitacion; de un modo similar, la fuerza y la energi'a 
potencial pueden adoptarse como modos alternos de describir 
la dinamica de un sistema. ■ 


16-8 LOS MOVIMIENTOS , 

PE PLANETAS Y SATELITES 

Mediante las leyes del movimiento y la ley de la gravita¬ 
cion universal de Newton, podemos entender y analizar 
el comportamiento de todos los cuerpos en el sistema 
solar: las orbitas de los planetas y de los cometas con 
respecto al Sol y de los satelites naturales o artificales con 
respecto a sus planetas. Adoptamos dos hipotesis que 
simplifiquen el analisis: (1) consideramos a la fuerza 
gravitatoria solamente entre el cuerpo en orbita (la Tierra, 
por ejemplo) y el cuerpo central (el Sol), ignorando el 
efecto perturbador de la fuerza gravitatoria de otros cuer¬ 
pos (tales como otros planetas); (2) suponemos que el 
cuerpo central es mas masivo que el cuerpo en orbita de 
modo que podemos despreciar su movimiento bajo su 
interaccion mutua. En realidad, ambos objetos orbitan con 
respecto a su centro de masa comun, pero si un objeto es 
mucho mas masivo que el otro, el centro de masa esta 
aproximadamente en el centro del cuerpo mas masivo. Se 
serialaran las excepciones a esta segunda hipotesis. 

La base empirica para entender los movimientos de los 
planetas son las tres leyes de Kepler, y ahora demostrare- 
mos como pueden relacionarse estas leyes con los resul- 
tados analiticos de las leyes de Newton: 
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Figura 15 Un planeta de masa m se mueve en una orbita 
eli'ptica alrededor del Sol. El Sol, de masa M, esta en uno de 
los focos de la elipse. F se encuentra en el otro foco “vaci'o”. 
Se muestran tambien el semieje mayor a de la elipse, el 
perihelio R p , y el afelio /?„. La distancia ea Iocaliza a los 
puntos focales, siendo e la excentricidad de la orbita. 



1- La ley de las orbitas: Todos los planetas se mueven 
en orbitas elipticas teniendo al Sol como uno de los focos. 
Newton fue el primero en darse cuenta que existe una 
relacion matematica directa entre el inverso de los cuadra- 
dos de las fuerzas (1/r 2 ) y las orbitas elipticas. La figura 
15 muestra una orbita eli'ptica tipica. El origen de las 
coordenadas esta en el cuerpo central, y el cuerpo que gira 
en tomo esta localizado en las coordenadas polares r y 6. 
La orbita se halla descrita por dos parametros: el semieje 
mayor a y la excentricidad e. La distancia desde el centro 
de la elipse a cualquiera de los focos es ea. Una orbita 
circular es un caso especial de una orbita eli'ptica con 
e - 0, en cuyo caso los dos focos se funden en un solo 
punto situado en el centro del circulo. Para los plane¬ 
tas del sistema solar, las excentricidades son pequenas y 
las orbitas son casi circulares, como se muestra en el 
apendice C. 

La distancia maxima R s del cuerpo en orbita al cuerpo 
central se indica con el prefijo griego apo, que significa 
lejos, como en afelio (que proviene de apo (lejos) y helios 
(Sol) y que significa la distancia maxima desde el Sol) o 
en apogeo (que significa la distancia maxima desde la 
Tierra). De igual manera, la distancia mas cercana Rp esta 
indicada por el prefijo peri, como en perihelio o en peri- 
geo. Como podemos ver en la figura 15, R a = a(l + e) y 
Rp = a(l - e). Para orbitas circulares, R a = R p = a. 

2. La ley de las areas: Una linea que una a cualquier 
planeta con el Sol barre areas iguales en tiempos iguales. 
La figura 16a ilustra esta ley; en efecto, dice que el cuerpo 
en orbita se mueve mas rapidamente cuando esta cerca del 
cuerpo central que cuando esta lejos. Demostraremos 
ahora que la ley de las areas es identica a la ley de 
conservacion del impetu angular. 


(b) 

Figura 16 (a) Las areas iguales sombreadas son barridas en 
tiempos iguales por una linea que une al planeta con el Sol, 
demostrando la ley de las areas, (b) El area AA es barrida en 
un tiempo At, durante el cual la linea barre un angulo Ad. 


Consideremos el pequeno incremento de area AA barri- 
do en un intervalo de tiempo At, como se muestra en la 
figura 16 b. El area de esta cuna aproximadamente trian¬ 
gular es la mitad de su base r Ad, por su altura r. La tasa 
a la cual esta area es barrida es AA/At = frAff)(r)/At. En 
el li'mite instantaneo esto resulta ser 


dA A A A Q 

—r = Inn —— = lim \r—— = \r 2 a>. 
dt Ar—0 At A/—*0 At 


El impetu angular instantaneo del cuerpo que orbita es 
L = mr 2 co, y entonces 


dA _ L 
dt 2m ’ 


( 22 ) 


En la medida en que podamos considerar a los dos cuerpos 
como un sistema aislado, L es una constante, y, por lo 
tanto, dA/dt es una constante. Por lo tanto, el aumento en 
la velocidad de un cometa que al pasar cerca del Sol es 
precisamente una demostracion de la conservacion del 
impetu angular. 

Debe observarse que la conservacion del impetu angu¬ 
lar es valida para cualquier fuerza central, es decir, para 
cualquier fuerza que actue a lo largo de una linea que une a 
dos particulas y que dependa solamente de la magnitud de 
la separacion entre dos particulas. Observese tambien que, 
al verificar la ley de las areas, no hemos empleado la ley 
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TABLA 3 LEY DE LOS PERIODOS DE KEPLER 
PARA EL SISTEM A SOLAR _ 

Planeta Semieje mayor Periodo T 2 /a 3 

__ a (10 10 m) T(y) (lQ- 34 y 2 /m 3 

Mercurio 5.79 0.241 2.99 

Venus 10.8 0.615 3.00 

Tierra 15.0 1.00 2.96 

Marte 22.8 1.88 2.98 

Jupiter 77.8 11.9 3.01 

Saturno 143 29.5 2.98 

Urano 287 84.0 2.98 

Neptuno 450 165 2.99 

pluton 590 248 2.99 



Figura 17 El cometa Halley, fotografiado durante su 
acercamiento al Sol en 1986. 


del inverso de los cuadrados; la validez de la ley de las 
areas no nos dice nada con respecto a como varia F con r. 

3. La ley de los periodos: El cuadrado del periodo de 
cualquier planeta alrededor del Sol es proportional al 
cubo de la distancia media del planeta al Sol. Probemos 
este resultado en orbitas circulares. La fuerza gravitatoria 
proporciona la fuerza centripeta necesaria para el movi- 
miento circular: 

—— = morr. (23) 

r l 

Reemplazando a a) por 2njT, obtenemos 

^ <24) 

Se obtiene un resultado similar para orbitas elipticas, con 
el radio r reemplazado por el semieje mayor a. 

Las relacion entre T 2 y a 3 debe estar determinada por la 
cantidad 4 ti 2 /GM. Para todos los planetas que giran en 
tomo al Sol, la razon T 2 /a 3 debe ser una constante; la tabla 
3 muestra que este es, en efecto, el caso. Si podemos medir 
T y a para un cuerpo en orbita, podemos determinar la 
masa del cuerpo central. Este procedimiento es indepen- 
diente de la masa del cuerpo que orbita, y asi no nos da 
informacion con respecto a su masa. 


Problema muestra 7 (a) Calcule la masa del Sol a partir del 
periodo y del radio de la orbita de la Tierra. ( b ) Calcule la masa 
de Jupiter a partir del periodo (1.77 d) y radio (4.22 x 10 5 km) 
de su segunda luna mas cercana, lo. 

Solucion (a) Partiendo de la ecuacion 24, tenemos 

_ 4 n 2 r 3 _ 47T 2 (1.50X 10 11 m) 3 _ 

M ~ GT 2 ~ (6.67 X KT 11 N-m 2 /kg 2 )(3.15 X IQ 7 s) 2 

= 2.01 X 10 30 kg. 

(b) 

4n 2 (4.22 X 10 s m) 3 

M ~ (6.67 X 10- 11 N • m 2 /kg 2 )( 1.53 X 10 5 s) 2 
= 1.90 X 10 27 kg. 


Notese que la masa de Jupiter no puede ser obtenida de los 
parametros de su orbita alrededor del Sol; para determinar la 
masa de un objeto a partir de la tercera ley de Kepler, necesita- 
mos conocer el periodo y el semieje mayor de objetos que giren 
en tomo a el como cuerpo central. 


Problema muestra 8 Un satelite gira en orbita a una altura de 
h = 230 km sobre la superficie de la Tierra. /.Cual es el periodo 
del satelite? 

Solucion De nuevo al usar la ecuacion 24, con r = R T + h - 
6370 km + 230 km = 6600 km, obtenemos 

_ /47t 2 r 3 y /2 _ /_ 4tt 2 (6.60 X 10 6 m) 3 _V /2 

T ~\GMj ~ \(6.67 X 10~“ N-m 2 /kg 2 )(5.98 X 10 24 kg)/ 

= 5330 s = 88.9 min. 

Este periodo no es muy dependiente de h cuando h es mucho 
menor que R r \ las orbitas de baja altura de los satelites de la 
Tierra tienen periodos de alrededor de 90 min. 


Problema muestra 9 Se desea colocar un satelite de comuni- 
caciones en orbita de modo que permanezca fijo sobre un punto 
dado en el ecuador de la Tierra en rotacion. /.Cual es la altura 
sobre la Tierra de esa orbita? 

Solucion Para que el satelite permanezca sobre un punto 
dado de la superficie de la Tierra, debe girar a la misma velo¬ 
cidad angular que el punto. El periodo del satelite debe ser por 
lo tanto de 24 h, o bien 86,400 s. El radio de la orbita debe 
entonces ser 


(GT 2 M t \ 
V 4tt 2 / 


/(6.67 X 10-" N• m 2 /kg 2 )(86,400 s) 2 (5.98 X 10 24 kg)Y' 3 
“l 4n 2 ) 

= 4.22 X 10 7 m, 

y su altura sobre la superficie de la Tierra es 

h = r- R t = 4.22 X 10 7 m - 6.37 X 10 6 m 
= 3.58 X 10 7 m = 22,300 mi. 

Esta orbita se denomina la Orbita Geosincrona Clarke, en 
honor a Arthur C. Clarke, quien propuso la idea por primera vez 
en 1948. Clarke tambien es bien conocido como el autor de 
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muchos trabajos de ciencia-ficcion, incluyendo 2001: Odisea 
en el espacio. 


Problems muestra 10 El cometa Halley (Fig. 17) tiene un 
periodo de 76 anos. En 1986, su acercamiento mayor al Sol 
(perihelio) fue 8.9 x 10 10 m (entre las orbitas de Mercurio y 
Venus). Halle su afelio, o distancia mas alejada del Sol, y la 
excentricidad de su orbita. 

Solucion Partiendo de la ecuacion 24 hallamos el semieje 
mayor: 



/(6.67 X 10 -“ N-m-/kg 2 )(2.4 X 10 9 s) 2 (2.0 X l(Pkg)Y /3 
-[ ME / 

= 2.7 X 10 12 m. 

Segun la figura 15, tenemos que = a - ae y = a + ae, de 
modo que 

R, + R p = 2a 

R„ = 2a~R a = 2(2.7 X 10 12 m) - 8.9 X 10'° m 
= 5.3 X 10 l2 m, 

entre las orbitas de Neptuno y Pluton. La excentricidad es 

R a -R n 6.3 X 10 12 m — 8.9 X 10 10 m „ 

2 a 2(2.7 X 10 12 m) ' ' 

Una excentricidad tan grande (1.0 es el maximo posible) corres- 
ponde a una elipse larga, aplanada._ 


Movimiento en torno al centro de masa 


La figura 18 muestra, para el caso de orbitas circulares, 
dos objetos que se mueven en torno a su centro de masa 
comun. Si consideramos el movimiento del cuerpo mas 
pequeno, entonces la ecuacion 23 se convierte en 


GMm 
(.r + R) 2 


= mco 2 r, 


y el resultado corregido para la ley de los periodos es 



La diferencia entre las ecuaciones 24 y 25 es el factor 
(1 + R/r) 2 . En el caso de la Tierra y el Sol, 


R 

r 


m 

M 


5.98 X 10 24 kg 

1.99 X 10 30 kg 


= 3.01 X 10“ 6 , 


y el error cometido al despreciar el factor del centro de 
masa y aplicar la ley de los periodos es menor de 0.001 %. 
La figura 19, por otra parte, muestra un diagrama de un 
sistema de estrellas binarias. Aqui los dos objetos tienen 
masas comparables, y la correccion para el centro de masa 
es significativa. 



Figura 18 Dos cuerpos se mueven en orbitas circulares 
bajo la influencia de la atraccion gravitatoria entre ellos. 
Ambos tienen la misma velocidad angular co. El punto C es 
su centro de masa. 



Figura 19 Un sistema de estrellas binarias, en el que cada 
estrella gira en torno al centro de masa C. Los puntos Ay B 
muestran las posiciones de la estrella de masa M cuando la 
estrella de masa m esta en las posiciones ay b 
respectivamente. 


Consideraciones energeticas en el movimiento 
de planetas y satelites 

Consideremos una vez mas el movimiento de un cuerpo 
de masa m (planeta o satelite, por ejemplo) en torno a un 
cuerpo masivo de masa M (el Sol o la Tierra, por ejemplo). 
Consideraremos que M esta en reposo en un marco de 
referenda inercial con el cuerpo m moviendose con res- 
pecto a el en una orbita circular. La energia potencial del 
sistema es 

GMm 

U(r) =-, 

r 

donde r es el radio de la orbita circular. La energia cinetica 
del sistema es 

K = \mco 2 r 2 , 

estando el Sol en reposo. A partir de la ecuacion 23 
obtenemos 
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Energia 



Figura 20 Energia cinetica K, energia potencia U, y energia 
total E = K + U de un cuerpo en movimiento circular 
planetario. Un planeta con energia total E 0 < 0 permanecera 
en orbita con un radio r 0 . Cuanto mayor sea la distancia al 
Sol, mayor sera (esto es, menos negativa) su energia total E. 
Para escapar del centro de fuerza y seguir teniendo energia 
cinetica en el infinito, el planeta necesitaria una energia total 
positiva. 


de modo que 

La energia total es 
E=K+U= 


_ 1 GMm 

K — ~T 
2 r 


1 GMm GMm 


GMm 
2 r 


(26) 

• (27) 


Esta energia es constante y negativa. La energia cinetica 
nunca puede ser negativa, pero segun la ecuacion 26 
vemos que debe tender hacia cero cuando la separacion 
tiende al infinito. La energia potencial es siempre negativa 
excepto cuando su valor es cero en la separacion infinita. 
Una consecuencia de la energia total negativa es, enton¬ 
ces, que el sistema es un sistema cerrado, estando ligado 
el planeta m siempre al centro solar M que lo atrae y sin 
escapar jamas de el (Fig. 20). 

Puede demostrarse* que la ecuacion 27 es tambien 
valida para orbitas elipticas, si reemplazamos a r por el 
semieje mayor a. La energia total es todavia negativa, y 
es tambien constante, correspondiendo al hecho de que las 
fuerzas gravitatorias son conservativas. De aqui que tanto 
la energia total como el impetu angular total sean cons- 
tantes en el movimiento planetario. Estas cantidades sue- 
len llamarse constantes del movimiento. 


* Vease, por ejemplo, Newtonian Mechanics, por A. P. French 
(Norton, 1971), pags. 585 a 591. 



Figura 21 Las cuatro orbitas tienen el mismo semieje 
mayor a y por lo tanto corresponden a la misma energia total 
E. Se senalan sus excentricidades. 


A causa de que la energia total no depende de la 
excentricidad de la orbita, todas las orbitas con el mismo 
semieje mayor a tienen la misma energia total. La figu¬ 
ra 21 muestra varias orbitas diferentes que tienen la mis¬ 
ma energia. 

Si proporcionamos la cantidad apropiada de energia 
cinetica, podemos arreglar que la energia total sea cero o 
positiva, en cuyo caso las orbitas ya no seran elipticas. Las 
orbitas son parabolicas para E = 0 e hiperbolicas para E > 
0. Este caso ocurre a menudo en la dispersion de particulas 
por un nucleo, donde la fuerza electrostatica varia tambien 
segun 1/r 2 . Al vehiculo espacial Pioneer 10 se le dio la 
energia cinetica inicial suficiente para permitirle escapar 
del sistema solar; lanzado el 3 de marzo de 1972, paso la 
orbita de Pluton, el planeta mas exterior, el 14 de junio de 
1983, en una orbita hiperbolica. 

La ecuacion 27 muestra que no podemos cambiar la 
velocidad de un satelite en orbita sin cambiar tambien el 
radio de su orbita. Por ejemplo, supongamos que dos 
satelites se sigan uno al otro en la misma orbita circular. 
Si el satelite rezagado trata de alcanzar al que va adelante 
acelerando hacia adelante, y aumentando por lo tanto la 
energia cinetica, la energia total resulta menos negativa y 
el radio aumenta. ;E1 atraque de dos vehiculos espaciales 
no es precisamente un simple ejercicio de acercar un 
vehiculo al otro! De hecho, como lo demuestra el siguien- 
te problema muestra, el procedimiento apropiado que 
debe seguirse para dar alcance a un vehiculo espacial en 
orbita implica a menudo perder velocidad mas bien que 
ganarla. 


Problema muestra 11 Dos vehiculos espaciales identicos, 
cada uno con una masa de 3250 kg, estan en la misma orbita 
circular a una altura de 270 km sobre la superficie de la Tierra. 
El vehiculo espacial A va 105 s adelante del vehiculo espacial 
£; es decir, A llega a cualquier punto fijo 105 s antes que B. En 
un punto particular P, el piloto de B dispara un pequeno cohete 
hacia adelante, reduciendo la velocidad de B en 0.95%. Halle 
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los parametros orbitales (energia, periodo, semieje mayor) de B 
antes y despues del “disparo del cohete”, y halle el orden de los 
dos vehiculos cuando regresan despues al punto P. 


Solucion Para h - 270 km, r ° Rj + h ~ 6370 km + 270 km 
6640 km. Entonces, antes de disparar el cohete, a = 6640 km, y 

GmM T 

p -- 1 

2 a 

(6.67 X IQ " 11 N-m 2 /kg 2 )(3250 kg)(5.98 X 10 24 kg) 

“ ' 2(6.64 X 10 6 m) 

= —9.76 X 10 10 J, 

/4*VV' 2 

\GMj 

/ 4?r 2 (6.64X 10 6 m ) 3 \ 1/2 

"\(6.67 X 10 - 11 N-m 2 /kg 2 )(5.98 X 10 24 kg)/ 

= 5.38 X 10 3 s. 

Las ecuaciones 26 y 27 inuestran que (jpara solo una orbita 
circular!) la energia cinetica es numericamente igual al negativo 
de la energia total, de modo que K = +9.76 x 10 10 J, y 


v = 



/2(9.76 X 10 10 J) 
V 3250 kg 


= 7.75 X 10 3 m/s. 


Despues del disparo, la velocidad disminuye en la cantidad dada 
deO.95% a i/ = (1 - 0.0095)u= 7.68 x 10 3 m/s,y la nuevaenergia 
cinetica de B es 

K' = ^{3250 kg)(7.68 X 10 3 m/s ) 2 = 9.58 X 10 10 J. 

La energia potencial de B en el punto P inmediatamente despues 
del disparo no ha cambiado, y es igual al valor inicial E - K o 
2 E, de acuerdo con la ecuacion 27. La energia total E de B 
despues del disparo debe ser entonces 

E’ = K' + U' = 9.58 X 10 10 J + 2(—9.76 X 10 10 J) 

= —9.94 X 10 10 J, 
y el nuevo semieje mayor es 

, GmM T 
a ~~ 2E' 

(6.67 X IQ " 11 N-m 2 /kg 2 )(3250 kg)(5.98 X 10 24 kg) 
2(—9.94 X 10 10 J) 

= 6.52 X 10 6 m. 


El periodo correspondiente es 

, / 4^ 2 a' 3 V /2 
r V GM T ) 

( 4tc 2 (6.52 X 10 6 m ) 3 Y /2 

~ \(6.67 X 10 - 11 N-m 2 /kg 2 )(5.98 X 10 24 kg)/ 

= 5.24 X 10 3 s. 

La diferencia entre los periodos es de 140 s. Es decir, si A 
pasa originalmente por el punto P en t = 0 y B pasa (y dispara 
su cohete) en t = 105 s, entonces A regresa a Pen f = 5380 s (de- 
terminado por el periodo T), y B regresa a P en 5240 s despues 
de su paso inicial, o en t = 105 s + 5240 s = 5345 s. Entonces, 
B esta ahora 35 s adelante de A en el punto P. Ahora B puede 
disparar un segundo cohete identico en fuerza y duracion al 
primero, pero en direccion inversa. Esto trae aflala orbita 



Figura 22 Problema muestra 11. Se muestran las orbitas de 
los vehiculos espaciales Ay B. Notese que B alcanza a A al 
moverse a una orbita no circular de menor altura sobre la 
Tierra. Los tamanos relativos de la Tierra y de las alturas 
orbitales no estan a escala. 


circular original, ahora 35 s adelante de A. La figura 22 muestra 
la relacion entre Ay B durante la primera orbita despues del 
disparo. 

Vea el problema 71 para ayudarle a entender como B puede 
reducir su velocidad en P y sin embargo rebasar a A. _ 


16-9 GRAVITACION UNIVERSAL 


Hasta aqui hemos estudiado aplicaciones de la ley de 
gravitacion de Newton en la escala del sistema solar, 
donde sus predicciones han sido bien probadas. V olvamos 
ahora a los efectos gravitatorios a escalas mucho mayores. 

La figura 23 muestra fotografias de galaxias cuyas 
estructuras espirales son muy similares a la de nuestra 
propia galaxia, la Via Lactea. Quiza haya 10 11 estrellas 
unidas entre si por sus fuerzas gravitatorias mutuas en tal 
estructura. El diametro de una galaxia espiral tipica podria 
ser de 50 kpc.* La galaxia de Andromeda, una prominente 
vecina galactica, esta a una distancia aproximada de 0.7 
Mpc 6 2 x 10 6 anos-luz. 

La estructura espiral es comun en las galaxias. Una 
region central brillante esta rodeada por un disco piano 
con varios brazos espirales. Toda la estructura gira en 
tomo a un eje perpendicular al piano del disco. 


* Una unidad astronomica (UA) (tambien conocida por sus 
siglas en ingles AU, de astronomical unit) es igual a la distancia 
promedio entre la Tierra y el Sol. Un parsec (pc) se define como 
la distancia a la cual 1 UA subtenderia un angulo de 1 " y tiene 
el valor numerico de 3.084 x 10 13 km 6 3.26 anos-luz. Los 
tamanos galacticos se miden tipicamente en kiloparsec (kpc) y 
sus separaciones en megaparsec (Mpc). Vease el capi'tulo 1, 
problema 23. 



Figura 23 Galaxias espirales tipicas similares a nuestra Via 
Lactea, vistas desde dos perspectivas diferentes, una normal 
al piano y otra a lo largo del piano. 


Las estrellas individuates estan unidas gravitatoriamen- 
te a la galaxia por una fuerza dirigida hacia su centro. 
Podemos usar las leyes de Kepler, tal y como lo hicimos 
para el sistema solar, para analizar la fuerza gravitatoria. 
Se ha medido que la velocidad tangencial del Sol respecto 
al centro galactico es de alrededor de 220 km/s. (Compa- 
rese esto con la velocidad tangencial de la Tierra con 
respecto al Sol de 30 km/s.) Nuestra distancia al centro de 
la galaxia es de 8.5 kpc; estamos en uno de los brazos 
espirales aproximadamente a dos tercios del camino hacia 
afuera desde el centro de la galaxia. A partir de estas cifras 
podemos calcular que la velocidad angular del Sol respec¬ 
to al centro galactico es co = vjr = 8.4 * 10 " 16 rad/s. A esta 
velocidad, una rotacion completa toma 240 millones de 
anos, y entonces durante su vida de alrededor de 5000 
millones de ahos el Sol ha efectuado ya quiza 20 revolu- 
ciones. 

La galaxia no gira como un cuerpo rigido; su rotacion 
se parece mas bien a la del sistema solar. Suponiendo que 
podemos aplicar las leyes de Kepler a este sistema, pode¬ 
mos hallar la relacion entre la velocidad tangencial y el 
radio. Para esto conviene reescribir la tercera ley de Ke¬ 
pler, ecuacion 24, reemplazando a T por 2 nr/v. 



o>- 1 - 1 - 1 
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Distancia desde el centro (kpc) 


Figura 24 Velocidades tangenciales de las estrellas de 
nuestra galaxia, deducidas de la medicion de los 
desplazamientos Doppler de sus luces. La linea gruesa 
muestra la dependencia de v sobre r dada por la ecuacion 28 
y calculada partiendo de la tercera ley de Kepler, suponiendo 
que las estrellas son atraidas vinicamente por la gran masa 
central de la galaxia. La discrepancia entre los puntos 
medidos y la curva sugiere que existe materia invisible que 
atrae a las estrellas en la region exterior de nuestra galaxia. 



Aqui M se refiere a la masa contenida en la region dentro 
del radio r. Basados en la velocidad tangencial del Sol, 
podriamos estimar que dentro de la orbita del Sol se 
encuentra una masa equivalente a 10 11 masas solares. 

Si suponemos que casi toda la masa de nuestra galaxia 
esta en esta region interior, entonces, con base en la 
ecuacion 28 y M considerada como constante, cabria 
esperar que la u de las estrellas mas alia del Sol decreciera 
al aumentar r. Hasta el punto en que es valida la terce¬ 
ra ley de Kepler y la masa adicional mas alia del Sol sea 
despreciable, v deberia disminuir de acuerdo con r 1/2 . 

En vez de esto, observamos que v es constante o quizas 
aumente ligeramente, incluso hasta el borde mismo de la 
region visible de nuestra galaxia (Fig. 24). Otras galaxias 
espirales muestran el mismo efecto. (Estas observaciones 
se basan en el corrimiento Doppler de la luz emitida por 
la galaxia; el movimiento de la galaxia en relacion a 
nosotros causa un cambio en la longitud de onda o la 
frecuencia de su luz en comparacion con su valor para el 
movimiento no relativo; veanse las secciones 21-7 y 42-3. 
En una galaxia distante en rotacion, las partes cuyo mo¬ 
vimiento rotatorio es en sentido hacia nosotros tienen 
corrimiento Doppler opuesto al de las partes que se mue- 
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Figura 25 Una representacion del “halo” sugerido de 
materia oscura en nuestra galaxia. Esta materia se hace 
necesaria para explicar la discrepancia ilustrada en la figura 
24, pero no se ha encontrado hasta ahora evidencia directa de 


ella. 



Figura 26 Enjambre de galaxias (llamado el enjambre 
Coma). Estas galaxias estan reunidas en enjambre por sus 


atracciones gravitatorias entre ellas. 


ven alejandose de nosotros, y la velocidad rotatoria a 
diferentes distancias desde el centro pueden determinarse 
directamente.) La velocidad permanece aproximadamen- 
te constante hasta el limite de la parte visible de las 
galaxias. 

Podemos explicar este efecto con la ecuacion 28 si M, 
que representa la masa contenida dentro de una region 
esferica de radio r, aumenta al menos linealmente con r. 
Esto debera ser asi incluso en el limite mas externo de la 
galaxia. 

Si suponemos que la masa de una galaxia esta en su 
mayor parte en forma de estrellas (los planetas anaden 
muy poca masa), entonces este aumento de M con r es 
inconsistente con las observaciones (Fig. 23), lo cual 
demuestra claramente la luz (y, por lo tanto, presumible- 
mente el numero de estrellas) concentrada cerca del centro 
y que disminuye segun crece r. Por lo tanto, debe existir 
una cantidad considerable de materia oscura en la gala¬ 
xia, la cual puede adquirir la forma de un “halo” casi 
esferico, como se muestra en la figura 25. La forma real 
de esta materia oscura se desconoce; las hipotesis varian 
desde estrellas apagadas hasta objetos del tamano de 
Jupiter y hasta particulas elementales, pero hasta ahora 
no hay evidencia experimental directa de la existencia de 
alguna de ellas. 

Se observa que las galaxias forman enjambres (Fig. 26) 
de quizas 100, ligadas por fuerzas gravitatorias. El tama- 
ho de un enjambre tipico es del orden de 1 Mpc, esto es, 
100 veces el tamano de una galaxia tipica. Como en el 
caso de las galaxias mismas, existe un problema de “masa 
perdida” en los enjambres; la cantidad calculada de mate¬ 
ria necesaria para que los enjambres formen un sistema 
ligado gravitatoriamente es de 10 a 100 veces la cantidad 


total de materia visible en las galaxias que comprenden 
los enjambres. Por lo tanto, se ha especulado que puede 
existir materia oscura no solo en los halos galacticos 
sino tambien en el espacio entre las galaxias; se necesita 
un halo similar que permee a los enjambres para propor- 
cionar la fuerza gravitatoria que forme un sistema ligado. 

Existen tambien superenjambres ligados gravitatoria¬ 
mente (enjambres de enjambres en una escala de mas alia 
de los 10 Mpc). Un mapa de los enjambres (Fig. 27) 
muestra que tienden a concentrarse en superficies que 
dejan grandes espacios vacios intermedios con muy poca 
materia en ellos. La explication de tales “burbujas” cos- 
micas aun no se conoce. 

La cadena de razonamientos que va de la balanza de 
Cavendish a los superenjambres es lineal; parte de una 
medida en laboratorio de la constante G, pasando por un 
conjunto de leyes dinamicas bien verificadas en el Siste¬ 
ma Solar y llega hasta la extrapolation de que la G medida 
y de que las leyes de Newton son validas en todo el 
universo. Aunque aun queda un buen numero de pregun- 
tas abiertas, no existe ninguna evidencia firme de que este 
razonamiento sea incorrecto o de que la gravitacion no 
sea universal. 


16-10 LA TEORIA GENERAL DE 

LARELATIVIDAD (Optional) 

La ley de la gravitacion universal de Newton ha tenido un exito 
sorprendente en sus aplicaciones. Nos proporciona los medios 
para calcular con gran precision los movimientos de los cuerpos 
en campos gravitatorios. Por ejemplo, podemos enviar sondas 
espaciales a los planetas y controlar sus trayectorias con apro- 
ximacion en unos cuantos metros. 
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Figura 27 Cada punto representa una galaxia. El mapa, con 
sus grupos y filamentos, sugiere la existencia de supergrupos. 
Las proyecciones tridimensionales confirman esta 
interpretation. 


En 1916, Albert Einstein presento un enfoque diferente para 
entender la gravitacion. En su teoria general de la relatividad 
propuso que, en contraste con el enfoque de Newton, no es 
posible separar un sistema de coordenadas de la materia que 
contiene. La materia gravitatoria, de acuerdo con Einstein, 
modifica la geometri'a de su entomo y detennina asi, en conse- 
cuencia, el comportamiento de los cuerpos cercanos. 

La relatividad general es dificil tanto conceptual como mate- 
maticamente y pertenece a un nivel superior al de este texto. 
Asi, exponemos aqui algo del fundamento de la teoria, estudia- 
mos alguna de sus implicaciones, y resumitnos alguna de las 
pruebas experimentales principales que distinguen a la teoria de 
Einstein de la de Newton. Debera notarse que, en campos 
gravitatorios debiles, la teoria de Einstein se reduce a la de 
Newton, de modo que todo lo que hemos hecho hasta ahora 
en este capitulo permanece correcto. Unicamente en campos 
gravitatorios fuertes, como en las cercanias del Sol, resultan 
importantes las diferencias. 


Masa inercial y masa gravitatoria 

En el capitulo 5 discutimos un procedimiento para asignar masa 
a un objeto, al comparar su respuesta a una fuerza determinada 
(es decir, a su aceleracion) con la de una masa estandar. Se hace 
esta comparacion con base en la segunda ley de Newton, y la 
masa que aparece en F - ma se llama masa inertial. Podemos 
tambien emplear un procedimiento basado en la ley de la 
gravitacion de Newton para medir la masa de un objeto. Mlda- 
mos la fuerza de un kilogramo patron en el campo gravitatorio 
de la Tierra (es decir, su peso), y determinemos luego la fuerza 
sobre nuestra masa desconocida de la misma manera. De acuer¬ 
do con la ecuacion 1 , la razon entre aquellas fuerzas debera ser 
la misma que la razon entre las masas, y por tanto tenemos un 


segundo metodo para determinar la masa. En este caso estamos 
midiendo la masa gravitatoria. 

Parece razonable preguntar si estas masas son de hecho la 
misma. ^Es igual la masa inercial a la masa gravitatoria? No 
existe nada en el marco de la dinamica de Newton que exija que 
sean iguales. Su igualdad debe ser reconocida en la teoria de 
Newton como una coincidencia asombrosa, pero surge natural 
en la relatividad general. 

Newton fue el primero en probar la igualdad de las masas 
inercial y gravitatoria, usando un pendulo hecho en forma de 
caja vacia. Lleno la caja con muestras de materiales diferentes 
y midio el periodo del pendulo resultante. Si repetimos la 
derivation de la section 15-5 para el periodo del pendulo 
simple, pero ahora teniendo cuidado de separar la masa gravi¬ 
tatoria de la inercial, el resultado es 



(29) 


donde la m t del numerador se reftere a la masa inercial de la 
lenteja del pendulo, y la m g del denominador se refiere a su masa 
gravitatoria. Por supuesto, esta ecuacion se reduce al resultado 
conocido cuando = m g . Newton uso pesos identicos de 
sustancias diferentes y tuvo cuidado de mantener identicas a las 
circunstancias fisicas (por ejemplo, la amplitud) en todos los 
ensayos. El concluyo que las masas inercial y gravitatoria eran 
las mismas aproximadamente en una parte en 10 3 . 

Una mejora considerable en el experimento fue realizada por 
Eotvos en 1909. El uso una balanza de torsion con diferentes 
materiales en los dos extremos, y compare la masa gravitatoria 
(su peso) de cada material con la masa inercial (determinada a 
partir de la fuerza centrifuga inercial debida a la rotacion de la 
Tierra). Cualquier diferencia entre las masas inercial y gravita¬ 
toria de los dos materiales seria observada como una rotacion 
de la balanza de torsion. Eotvos concluyo que las masas inercial 
y gravitatoria eran iguales dentro de una parte en 10 9 . Posterio- 
res experimentos de Dicke en 1964 y Braginsky en 1972 exten- 
dieron los limites hasta una parte entre 10 " y 10 12 usando una 
tecnica similar de la balanza de torsion pero refiriendola a la 
atraccion gravitatoria del Sol y a la fuerza centrifuga inercial 
producida por la orbita de la Tierra respecto al Sol. Estos 
experimentos extremadamente precisos sugieren que no existe 
una diferencia entre las masas inercial y gravitatoria, y nos 
obliga a reexaminar nuestras leyes de la dinamica para explicar 
esta igualdad aparentementj accidental.* 


El principio de equivalence 

He aqui como se Ie ocurrio la idea a Einstein: “Estaba yo sentado 
en la oficina de patentes de Berna cuando de repente acudio a 
mi mente un pensamiento: Si una persona cae libremente no 
sentira su propio peso. Me quede sobrecogido. Este sencillo 
pensamiento me causo una honda impresion. Me impulso hacia 
una teoria de la gravitacion.” 

La figura 28a muestra a una persona dentro de una camara 
aislada en caida libre bajo la gravedad de la Tierra, y la figura 
28b muestra a una persona que flota libremente en el espacio 
interestelar, donde los campos gravitatorios son sumamente 
debiles. Ningun instrumento de medicion que opere completa- 
mente dentro de la camara es capaz de distinguir entre los dos 
casos. 

* Vease “Searching for the Secrets of Gravity”, por John Bos- 
lough, National Geographic, mayo de 1989, pag. 563. 
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Einstein fue un paso mas adelante, como se muestra en la 
figura 29. Consideremos ahora a la persona dentro de la camara 
en reposo sobre la Tierra (Fig. 29a). Se observa que una bola 
acelera hacia el piso a razon de 9.8 m/s 2 . Un pendulo sencillo 
de longitud especificada tiene cierto periodo de oscilacion. Una 
masa colgada de un resorte estira al resorte en cierta cantidad. 
El piso ejerce una determinada fuerza normal sobre los cuerpos 
que reposan en el. 

Supongamos ahora que la camara es parte de un cohete en el 
espacio interestelar, y ademas que los motores se hallan encen- 
didos para darle al cohete una aceleracion de exactamente 
9.8 m/s 2 (vease la Fig. 29 b). Nuestro viajero deja caer ahora una 
bola y la observa moverse con esa aceleracion con relacion al 
suelo. 

El pendulo oscila normalmente, la masa estira al resorte en la 
cantidad apropiada, y el suelo ejerce su fuerza normal correcta. 
En resumen, no existe ningun experimento que pueda ser lleva- 
do a cabo dentro de la camara que distinga entre la figura 29a 
(la condicion de reposo en un marco inercial dentro de un campo 
gravitatorio g) y la figura 29 b (aceleracion a = -g con relacion 
a un marco inercial en el espacio, de gravedad despreciable). 
Este es el principio de equivalencia. 

La igualdad de las masas inercial y gravitatoria se deduce 
directainente del principio de equivalencia. Hagamos descansar 
a un objeto sobre una bascula de resorte situada sobre el suelo 
de la camara. Cuando la camara acelera en el cohete, el suelo de- 
be ejercer una fuerza hacia arriba m t a para acelerar al objeto; 
aqui m i es la masa inercial, y la bascula de resorte lee la fuerza 
de reaccion (tambien mp) ejercida por el objeto. En cambio, 
cuando la camara esta en reposo en un campo gravitatorio la 
bascula marca el peso m^g (que depende de la masa gravitato¬ 
ria). Hemos dispuesto nuestros experimentos de modo que 
a ~ 8> y s i l as lecturas de la bascula han de ser identicas (como 
lo exige el principio de equivalencia) entonces las masas iner¬ 
cial y gravitatoria deben ser iguales. 


La teoria general de la relatividad 

La relatividad general es esencialmente una teoria de geome¬ 
tria. Proporciona un procedimiento para construir un sistema 
de coordenadas cuya forma esencial depende de la presencia de 
materia y de energia. En la teoria de Einstein, la materia dobla 
o curva el espacio; nuestro conocido sistema de coordenadas 
rectangulares ya no es estrictamente valido en presencia de la 
materia. El efecto de la masa que gravita sobre otra es entonces 
meramente el movimiento de la segunda masa en la geometria 
distorsionada establecida por la primera. 

Este enfoque es similar al concepto de campo que hemos 
tratado anteriormente en este mismo capitulo. En la teoria del 
campo, una masa establece un campo gravitatorio, y la segunda 
masa interactua entonces con el campo directamente (en lugar 
de interactuar con la primera masa directamente, como en el 
enfoque de accion-a-distancia). 

La figura 30 muestra una analogia bidimensional de la cur- 
vatura del espacio. Imaginemos una lamina de hule con una red 
de coordenadas extendida sobre ella. Todo movimiento se lialla 
confinado al sistema de coordenadas de la lamina. Imaginemos 
ahora a una bola de acero estirando a la lamina. La distancia 
mas corta entre dos puntos ya no es aqui una linea recta; de 
hecho, en tal geometria debemos redefinir precisamente que 
entendemos por el termino “linea recta.” 

La relacion entre materia y geometria en la relatividad general 
se ha sintetizado como sigue: “La geometria le dice a la materia 
como moverse, y la materia le dice a la geometria como curvar- 



tnCEVERSiDftt) us tJS k 

FACUI-TAU rv AA ; :1 -ALLY'S. 



Figura 28 Los efectos de caer libremente bajo la gravedad 
de la Tierra (a) son identicos a los de flotar libremente en el 
espacio interestelar ( b ). Ningun experimento llevado a cabo 
dentro de la camara podria seiialar la diferencia. 



Figura 29 Los efectos de estar en un campo gravitatorio de 
intensidad g (a) son identicos a los de acelerar a a = g en el 
espacio interestelar ( b ). Ningun experimento llevado a cabo 
dentro de la camara podria seiialar la diferencia. Esto ilustra 
el principio de equivalencia de Einstein. 




Figura 30 Una analogia que muestra la curvatura del 
espacio como consecuencia de la presencia de la masa 
gravitatoria, de acuerdo con la teoria general de la 
relatividad. La masa distorsiona a la red de coordenadas y 
cambia su geometria misma. 



Figura 31 La precesion del perihelio de Mercurio. Con 
cada orbita alrededor del Sol, la posicion del perihelio gira en 
un pequeiio angulo Atp. El esquema se ha exagerado a 
proposito; el angulo real es de alrededor de 0.1" por orbita. 


se.” Las formulas de la relatividad general dan la curvatura para 
cualquier distribucion de materia y de energia, y de ello se 
deduce directamente el movimiento subsiguiente de los haces 
de luz o de las particulas. 


Pruebas de la relatividad general 

Se han llevado a cabo muchas pruebas experimentales para 
estudiar las pequenisimas desviaciones entre las teorias gravi- 
tatorias de Newton y de Einstein. Las diferencias entre las dos 
aparecen unicamente en campos gravitatorios fuertes, y en la 
mayoria de los casos debemos por tanto hacer tnediciones cerca 
del Sol, el cual nos da el campo gravitatorio vecino mas fuerte. 
Existen cuatro pruebas principals de la teoria: 

1. Precesion del perihelio de Mercurio. Segun la relatividad 
general, la orbita de un planeta no es realmente una elipse 


cerrada; el eje de la elipse gira un tanto en cada orbita (Fig. 31). 
Para Mercurio, que esta mas cerca del Sol y que por lo tanto 
mostraria el efecto mas grande, la rotacion predicha es de 42.98 
segundos de arco por siglo. fista es una rotacion increiblemente 
pequena, pero que puede medirse con gran precision: el valor 
medido es, actualmente, de 43.11 ± 0.21 segundos de arco por 
siglo, en excelente concordancia con las predicciones de la 
relatividad general. (Es interesante observar que esta desviacion 
fue advertida por vez primera en 1859 y constituyo un problema 
serio para la teoria gravitatoria newtoniana antes de que Eins¬ 
tein proporcionara la explicacion correcta.) 

2. Desviacion de la luz de una estrella cerca del Sol. Aqui la 
analogia de la lamina de hule de la figura 30 ofrece una buena 
imagen de lo que sucede. Cuando la luz de una estrella distante 
viaja a la Tierra despues de haber rozado primero el borde del 
Sol, su trayectoria se desvia al seguir la ruta mas directa a traves 
del espacio curvo (Fig. 32). La posicion aparente'de la estrella 
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Figura 32 La desviacion de la luz de una estrella al pasar 
cerca del Sol. La curvatura del espacio a causa de la masa del 
Sol obliga a la luz a viajar en una trayectoria similar a la 
mostrada en la figura 30 b. Como resultado, vemos a una 
estrella desde la Tierra en una posicion aparente B en lugar 
de verla en su posicion real A en que estaria si el Sol no 
estuviera presente. 


vista desde la Tierra se halla un poco desviada de su posicion 
real. Para que las estrellas cercanas al Sol sean visibles, la 
observacion debe efectuarse durante un eclipse solar. Se han 
llevado a cabo diversas tnediciones; la mas antigua fue realizada 
en 1919 justo despues de que Einstein propuso su teoria. Aqui, 
de nuevo la teoria y el experimento estan en excelente concor¬ 
dancia a pesar del pequeiio efecto; la prediccion del angulo de 
desviacion es de 1.75 segundos de arco, y las observaciones 
experimentales de las estrellas y de los cuasares confirman este 
valor dentro del 1% aproximadamente. 

3. Retardo de los ecos de radar. Cuando un planeta como 
Venus esta detras del Sol visto desde la Tierra, una serial de 
radar enviada desde la Tierra a Venus y reflejada por este sufre 
un retardo, ya que debe pasar a traves del espaciotiempo distor- 
sionado cerca del Sol (Fig. 33). De nuevo la analogia de la 
lamina de hule proporciona un medio de entender el efecto. 
Desde este punto de vista, el retardo no esta asociado a la 
curvatura de la trayectoria, sino al “estiramiento” del espacio 
cerca del Sol. El retardo previsto es del orden de una parte en 
10 4 , y ha sido confirmado dentro de un pequeiio porcentaje. El 
limite de la precision lo imponen las incertidumbres de la 
superficie del planeta; no sabemos si las sehales estan siendo 
reflejadas por montaiias o por valles. Una gran mejora fue 
llevada a cabo mediante los aterrizajes de los Viking en Marte 
a finales de la decada de 1970, lo quedio resultados consistentes 
con la relatividad general dentro del 0.1 %. 

4. Radiation gravitatoria. Al igual que las cargas electricas 
aceleradas emiten radiacion electromagnetica que viaja con la 
velocidad de la luz, asi tambien las masas aceleradas emiten 
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Figura 33 El tiempo necesario para que una onda 
electromagnetica viaje de la Tierra a Venus se demora a 
causa de la distorsion de la geometrla provocada por la masa 
del Sol, como en la figura 30 b. Esta demora puede medirse al 
observar senales de radar reflejadas a la Tierra desde Venus. 


ondas gravitatorias que tambien viajan con la velocidad de la 
luz. Muchos grupos experimentales han construido antenas para 
detectar esta radiacion gravitatoria, pero hasta ahora ninguna ha 
producido una observacion carente de ambigiiedad. Una evi- 
dencia indirecta, y sin embargo muy fuerte, de la emision de 
radiacion gravitatoria proviene de un pulsar binario. Los pulsa- 
res emiten pulsos de radiacion electromagnetica bien definidos, 


que varian poco en el tiempo y que pueden ser medidos con gran 
precision. (Vease la Fig. 16 del capitulo 13). Uno de estos 
pulsares, llamado PSR 1913+16, orbita con una estrella acom- 
panante como parte de un sistema binario; el periodo orbital es 
muy corto, de alrededor de 7.75 h. Los picos agudos de radio 
proporcionan una manera directa de medir el tiempo de revolu- 
cion con gran precision, y poco despues de su descubrimiento 
en 1974 se supo que su periodo orbital habia disminuido en 
alrededor de 64 ns por orbita. El sistema parecia estar perdiendo 
energia cinetica rotatoria, y la unica explicacion razonable de 
la perdida es la energia irradiada como radiacion gravitatoria. 
La perdida de energia esta de acuerdo con la teoria de Einstein 
en un 3% aproximadamente. 

Estas pruebas experimentales precisas han confirmado las 
predicciones de la relatividad general de manera espectacular. 
Si bien existen otras teorias gravitatorias no newtonianas, solo 
la relatividad general ha sobrevivido a la prueba experimental. 
Al igual que la relatividad especial, la relatividad general ofrece 
nuevas nociones acerca del espacio y el tiempo, y quedan aun 
por hacer diversas pruebas de caracteristicas aun mas exoticas 
de la teoria. Aun cuando la distincion entre la gravitation 
newtoniana y einsteiniana tiene poco efecto en nuestra vida 
cotidiana, las implicaciones fundamentals de nuestra com- 
prension de este aspecto, por demas basico de la naturaleza 
demandan que continuemos extendiendo estas mediciones has¬ 
ta el limite.* ■ 


* Para un tratamiento elemental y altamente legible de estas 
mediciones, vease Was Einstein Right?, por Clifford M. Will 
(Basic Books, 1986). 


PREGUNTAS 

1. La astronomia de observacion y los procedimientos de 
navegacion modemos hacen uso del punto de vista geo- 
centrico (o ptolemaico) que emplea la “esfera celeste” 
giratoria. /.Es esto erroneo? Si no lo es, /.que criterio 
determina el sistema (copemicano o ptolemaico) que em- 
pleamos? /.Cuando usariamos el sistema heliocentrico (o 
copernicano)? 

2. Existen dos planetas que nunca son visibles a medianoche. 
/.Cuales y por que no se ven? Puede esto considerarse 
como una evidencia en favor de la teoria heliocentrica y 
contra la teoria geocentrica? 

3. Si la fuerza de la gravedad actua sobre todos los cuerpos 
en proportion a sus masas, /.por que no cae, en consecuen- 
cia, un cuerpo pesado mas rapido que un cuerpo ligero? 

4. /.Como varia el peso de una sonda espacial en ruta de la 
Tierra a la Luna? /Catnbiaria su masa? 

5. Nuestro analisis del experimento de Cavendish (vease la 
Fig. 4 y el problema muestra 1) consideraba la atraccion 
de cada esfera grande solo para una pequena esfera cerca- 
na a ella. Cada esfera grande atrae tambien a la esfera pe- 
queha colocada en el extremo opuesto de la varilla. /.Cual 


es el efecto de esta atraccion en el calculo efectuado en el 
problema muestra 1? Calcule el error que pudiera hacerse 
en el valor de G calculado, despreciando esta atraccion. 

6 . /.Se afecta la fuerza gravitatoria mutua ejercida por un par 
de objetos por la naturaleza del medio entre ellos? /.Por 
las temperaturas de los objetos? /.Por la orientation de los 
objetos? /.Como podriamos comprobar estos efectos por 
medio de la experimentation? 

7. Debido a que la Tierra esta abultada cerca del ecuador, la 
fuente del rio Mississippi (a una latitud de 50° N), aunque 
a bastante altura sobre el nivel del mar, esta alrededor de 
5 km mas cerca del centro de la Tierra que su desemboca- 
dura (a una latitud de 30° N aproximadamente). /.Como 
puede correr el rio “cuesta arriba” al fluir hacia el Sur? 

8 . /.Habria en el polo mas aziicar en una libra que en el 
ecuador? /.Habria mas aziicar en un kilogramo? 

9. /.Como podriamos determinar la masa de la Luna? 

10. Un reloj esta basado en un resorte oscilatorio, el otro en 
un pendulo. Ambos se trasladan a Marte. /.Indicaran el 
mismo tiempo alii que el que indicaban en la Tierra? 
/.Estaran en consonancia los dos? Explique. Marte tiene 
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una masa de alrededor de un decimo de la Tierra y un radio 
de alrededor de la mitad. 

11. En la superficie de la Tierra, se le da un golpe horizontal 
con un martillo a un objeto que descansa sobre una super¬ 
ficie horizontal sin friccion. El objeto es luego llevado a 
la Luna, soportado de la misma manera, y se le da un golpe 
igual con el mismo martillo. Hasta donde mejor sabemos, 
/.cual seria la velocidad impartida al objeto en la Luna 
comparada con la velocidad resultante del golpe en la 
Tierra (despreciando cualquier efecto atmosferico)? 

12. Use argumentos cualitativos para explicar por que los 
cuatro periodos siguientes son iguales (todos ellos son de 
84 min, suponiendo una densidad uniforme de la Tierra): 
(a) el tiempo de revolution de un satelite sobre el borde 
de la superficie de la Tierra; ( b ) el periodo de oscilacion 
del correo en un tunel que atraviese a la Tierra; (c) el 
periodo de un pendulo simple que tenga una longitud igual 
al radio de la Tierra en un campo uniforme de 9.8 m/s 2 ; 

(, d ) el periodo de un pendulo simple infinito en el campo 
gravitatorio real de la Tierra. 

13. La fuerza gravitatoria ejercida por el Sol sobre la Luna es 
de alrededor del doble de la fuerza gravitatoria ejercida 
por la Tierra sobre la Luna. /.Por que, entonces, no escapa 
la Luna de la Tierra? 

14. Explique por que es erroneo el razonamiento siguiente: 
“El Sol atrae a todos los cuerpos de la Tierra. A mediano¬ 
che, cuando el Sol esta directamente abajo, atrae a un 
objeto en la misma direccion que la atraccion de la Tierra 
sobre ese objeto; al mediodia, cuando el Sol esta directa¬ 
mente arriba, atrae al objeto en direccion opuesta a la 
atraccion de la Tierra. De aqui que todos los objetos 
deberian ser mas pesados a la medianoche (o de noche) 
que al mediodia (o de dia).” 

15. La atraccion gravitatoria del Sol y de la Luna sobre la 
Tierra produce mareas. El efecto del Sol sobre las mareas 
es de aproximadamente la mitad que el de la Luna. Sin 
embargo, la atraccion directa del Sol sobre la Tierra es de 
alrededor de 175 veces la de la Luna. /.Por que, entonces, 
causa la Luna las mareas mas altas? 

16. Mareas particularmente altas, llamadas mareas vivas, ocu- 
rren durante la luna llena y la luna nueva, cuando las 
configuraciones del Sol, la Tierra, y la Luna son como se 
muestra en la figura 34. A partir de la figura podriamos 
concluir (jincorrectamente!) que los efectos del Sol y de 
la Luna sobre las mareas tienden a sumarse durante la 
Luna nueva pero tienden a cancelarse durante la Luna 
llena. En cambio, se suman en ambas configuraciones. 
Explique por que. 

17. Si las mareas lunares hacen mas lenta la rotation de 
la Tierra (debido a la friccion), el impetu angular de la 
Tierra disminuye. /.Que le pasa al movimiento de la Luna 
como consecuencia de la conservation del impetu angu¬ 
lar? /.Juega aqui el Sol (y las mareas solares) un papel? 
(Vease “Tides and the Earth-Moon System”, por Peter 
Goldreich, Scientific American, abril de 1972, pag. 42). 

18. De acuerdo con la segunda ley de Kepler y las observa- 
ciones del movimiento del Sol como se le ve desde la 
Tierra, j,como podemos deducir que la Tierra, en el hemis- 
ferio Norte, esta mas cerca del Sol durante el inviemo que 
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Figura 34 Pregunta 16. 


durante el verano? /.Por que no hace mas frio en el verano 
que en el invierno? 

19. En el problema muestra 4, el tiempo de transito en el tunel 
se dedujo de la hipotesis de una Tierra de densidad uni¬ 
forme. /.Seria este tiempo mas largo o mas corto si fuese 
tomada en cuenta la distribution real de la densidad de 
la Tierra, con su denso micleo interno? Explique la res- 
puesta. 

20. /Por que podemos aprender mas sobre la forma de la 
Tierra estudiando el movimiento de un satelite artificial 
que por el estudio del movimiento de la Luna? 

21. Un satelite en orbita terrestre experimenta una pequena 
fuerza de arrastre cuando comienza a ingresar a la atmos- 
fera de nuestro planeta. /.Que le sucede a su velocidad? 
(jCuidado!). 

22. /.Cabria esperar que la energia total del sistema solar fuese 
constante? /.Y el impetu angular total? Explique sus res- 
puestas. 

23. /.Necesita siempre un cohete la velocidad de escape de 
11.2 km/s para escapar de la Tierra? De no ser asi, /.que 
significa entonces realmente la “velocidad de escape ? 

24. Los objetos en reposo sobre la superficie de la Tierra se 
mueven en trayectorias circulares con un periodo de 24 h. 
/.Estan en orbita en el sentido en el que un satelite esta en 
orbita? /.Por que no? /.Cual seria la duration que tendria 
que tener el “dia” para poner a dichos objetos realmente 
en orbita? 

25. Despreciando la friccion del aire y las dificultades tecni- 
cas, /.puede un satelite ponerse en orbita al ser disparado 
por un canon enorme en la superficie de la Tierra? Expli¬ 
que su respuesta. 

26. /.Que ventaja tiene Florida sobre California para lanzar 
satelites (no polares) en Estados Unidos? 

27. /.Puede un satelite navegar en una orbita estable en un 
piano que no pase a traves del centro de la Tierra? Expli¬ 
que su respuesta. 

28. Tal como lo mide un observador en la Tierra, /.existiria 
alguna diferencia en los periodos de dos satelites, cada uno 
en una orbita circular cercana a la Tierra en un piano 
ecuatorial, pero uno de ellos moviendose hacia el este y el 
otro hacia el oeste? 

29. Despues de que el Sputnik I fue puesto en orbita, se dijo 
que no retomaria a la Tierra sino que se quemaria durante 
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su descenso. Considerando el hecho de que no se quemo 
durante su ascenso, ^como es posible esto? 

30. Un satelite artificial esta en una orbita circular terrestre. 
^Como cambiara su orbita si uno de sus motores se en- 
ciende momentaneamente (a) dirigido hacia la Tierra, ( b ) 
dirigido alejandose de la Tierra, (c) dirigido hacia adelan- 
te, ( d ) dirigido hacia atras, y (e) dirigido en angulo recto 
con el piano de la orbita? 

31. Dentro de un vehiculo espacial, £que dificultades encon- 
traria usted para caminar, saltar, y beber? 

32. Todos hemos visto transmisiones de TV de vehiculos 
espaciales en orbita y hemos observado objetos flotando 
en una gravedad efectiva nula. Supongamos que un astro- 
nauta, abrazado a un marco en el vehiculo, le da una patada 
a una bola de boliche flotante. ^Resentira su pie la reaccion 
de la patada? Explique la respuesta. 

33. Si un planeta de determinada densidad se hiciera mas 
grande al adherirse a el material del espacio, su fuerza de 
atraccion sobre un objeto situado en su superficie aumen- 
taria a causa de la mayor masa del planeta, pero dismi- 
nuiria a causa de la mayor distancia del objeto al centro 
del planeta. ^Cual de los dos efectos domina? 

34. El campo gravitatorio asociado a la Tierra es de cero tanto 
en el infinito como en el centro de la Tierra. ^Es tambien 
nulo el potencial gravitatorio en esos lugares? ^Es real- 
mente el mismo en cada lugar? £ Puede ser nulo en cual- 
quiera de esos lugares? Debe ser nulo necesariamente en 
cualquiera de los dos lugares? 

35. Las orbitas de los satelites que rodean a la Tierra son 
elipticas (o circulares) y, sin embargo, hemos sostenido 
en el capitulo 4 que los proyectiles lanzados desde la Tie¬ 
rra siguen trayectorias parabolicas. <jQue es lo correcto? 

36. Los satelites artificiales de la Tierra pueden localizar el 
nivel medio del mar con gran precision. Sin embargo, 
sobre rocas bituminosas, el nivel medio del mar puede 
estar hasta 1 m mas alto que sobre otras rocas (las cuales 
son generalmente mas densas). Explique esto. 

37. (a) Con objeto de que dos observadores situados en dos 
posiciones cualesquiera en el ecuador de la Tierra man- 
tengan comunicacion por radio al usar satelites en orbita 
geosincrona, debe haber cuando menos tres de esos sate¬ 
lites. Explique. ( b ) Halle la separacion angular maxima de 
dos cualesquiera de esos satelites. 

38. Una piedra se deja caer a lo largo del centro del tiro vertical 
de una mina profunda. Suponga que no existe resistencia 
del aire pero considere la rotacion de la Tierra. ^Continua- 
ria la piedra a lo largo del centro del tiro? De no ser asi, 
describa el movimiento. 

39. i,Por que, de hecho no hay atmosfera en la Luna? 

40. ^Requiere la ley de la gravitacion universal que los plane- 
tas del sistema solar tengan las orbitas realmente observa- 
das? ^Tendrian las mismas orbitas los planetas de otra 
estrella similar a nuestro Sol? Sugiera los factores que 
pudieran haber determinado las orbitas especiales obser- 
vadas. 

41. (Tmporta de que lnodo se apunta un cohete para que escape 
de la Tierra? Suponga, por supuesto, que se apunta sobre 
el horizonte y desprecie la resistencia del aire. 


42. Para llevar a cabo un vuelo a Marte, un cohete se dispara 
en la direccion en que la Tierra se mueve en su orbita. Para 
un vuelo a Venus, se le dispara hacia atras a lo largo de 
esa orbita. Explique por que. 

43. Saturno esta aproximadamente seis veces mas alejado del 
Sol que Marte. ^Cual de los dos planetas tiene (a) el 
periodo de revolucion mayor, (b) la velocidad orbital 
mayor, y (c) la velocidad angular mayor? 

44. Vease la figura 35. ^Que se expresa en esta grafica? 
Asigne numeros con unidades en cada eje. 



45. ^Como puede deducir el valor de g en la superficie de un 
planeta previamente desconocido el capitan de un vehicu¬ 
lo espacial que navegue hacia ese planeta? 

46. Un cubo de hierro se coloca cerca de una esfera de hie- 
rro en un lugar alejado de la gravedad de la Tierra. ^Que 
puede usted decir con respecto a la ubicacion del centro 
de gravedad del cubo? ^,Y de la esfera? En general, ^de- 
pende la ubicacion del centro de gravedad de un objeto, 
de la naturaleza del campo gravitatorio en el que este 
situado el objeto? 

47. ^Como podria usted determinar si dos objetos tienen (a) 
la misma masa gravitatoria, (b) la misma masa inercial, y 
(c) el mismo peso? 

48. Usted es un pasajero del S.S. Arthur C. Clarke, el primer 
vehiculo espacial interestelar. El Clarke gira en tomo a un 
eje central para simular la gravedad de la Tierra. Si usted 
esta dentro de una cabina cerrada, ^cotno podria decir que 
no esta en la Tierra? 

49. ^Puede uno considerar la gravedad como una fuerza “fic- 
ticia” que surge de la aceleracion del marco de referenda 
propio con relacion a un marco de referencia inercial, en 
lugar de verla como una fuerza “real”? 

50. La representacion de la “accion-a-distancia” de la fuerza 
gravitatoria implica que la accion es instantanea. Real¬ 
mente, la teoria fisica actual supone que la gravitacion se 
propaga con una velocidad finita y esto se toma en cuenta 
en la modificacion de la fisica clasica representada por la 
teoria general de la relatividad. (Para un estudio de las 
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ideas e intentos de verificacion experimental, vease “Gra- accion no es instantanea? (Vease tambien “Infinite Speed 

vitational Waves —A Progress Report”, por Jonathan L. of Propagation of Gravitation in Newtonian Physics”, por 

Logan, Physics Today, marzo de 1973, pag. 44). ^Que les I. J. Good, American Journal of Physics, julio de 1975, 

sucederia a las deducciones clasicas si se supusiese que la pag. 640). 


PROBLEMAS 

Section 16-3 La constante gravitatoria G 

1. En la balanza de Cavendish del problema muestra 1, 
calcule la fuerza gravitatoria ejercida por una de las esfe- 
ras grandes sobre la otra esfera grande. 

2. El Sol y la Tierra ejercen cada uno una fuerza gravitatoria 
sobre la Luna. Calcule la razon E Sol /F Ticm de estas dos 
fuerzas. (La distancia Sol-Luna promedio es igual a la 
distancia Sol-Tierra). 

3. ^A que distancia de la Tierra puede estar una sonda 
espacial a lo largo de una linea dirigida hacia el Sol de 
modo que la atraccion gravitatoria del Sol equilibre a la 
de la Tierra? 

Section 16-4 La gravedad cerca de la superficie de la Tierra 

4. Uno de los satelites Echo constaba de un globo de alumi- 
nio inflado de 30 m de diametro y 20 kg de masa. Un 
meteorito con masa de 7.0 kg pasa a 3.0 m de la superficie 
del satelite. Si se ignora el efecto de otros cuerpos distintos 
al meteorito y al satelite, ^que fuerza gravitatoria experi- 
menta el meteorito cuando esta mas cerca del satelite? 

5. Si un pendulo tiene un periodo de 1.00 s en el ecuador, 
^.cual seria su periodo en el polo Sur? Vease la figura 6 . 

6 . Suponga que usted pesa 120 lb al nivel de la banqueta 
afuera del Centro Mundial de Comercio de la ciudad de 
Nueva York. Suponga que usted va desde este nivel hasta 
la cima de una de sus torres de 1350 ft. ^Cuanto menos 
pesaria alii a causa de que esta ligeramente mas alejado 
del centro de la Tierra? 

7. que altitud sobre la superficie de la Tierra es la acele¬ 
racion en caida libre igual a 7.35 m/s 2 (tres cuartos de su 
valor en la superficie)? 

8 . Demuestre que la aceleracion en caida libre en un planeta 
hipotetico que tenga la mitad del diametro de la Tierra, 
pero el doble de su densidad, es la misma que en la Tierra. 

9. Una estrella de neutrones tipica puede tener una masa 
igual a la del Sol pero un radio de 10 km unicamente. ( a ) 
i,Cual es la aceleracion gravitatoria en la superficie de una 
estrella de estas? ( b ) ^A que velocidad se moveria un 
objeto si cayese desde el reposo a una distancia de 1.20 m 
en una estrella asi? 

10. (a) Calcule g 0 en la superficie de la Luna a partir de los 
valores de la masa y el radio de la Luna dados en el 
apendice C. (b) ^Cual es el periodo de un “pendulo de 
segundos” (periodo = 2.00 s en la Tierra) en la superficie 
de la Luna? (c) ^Cuanto pesaria un objeto en la superfi¬ 
cie de la Luna si pesa 100 N en la superficie de la Tierra? 


(d) iA cuantos radios de la Tierra debe estar este mismo 
objeto de la superficie de la Tierra para pesar lo mismo que 
en la superficie de la Luna? 

11. El hecho de que g varia de lugar a lugar sobre la superfi¬ 
cie de la Tierra llamo la atencion cuando Jean Richer llevo 
en 1672 un reloj de pendulo desde Paris hasta Cayena, 
Guayana Francesa, y hallo que se atrasaba 2.5 min/dia. Si 
g = 9.81 m/s 2 en Paris, calcule g en Cayena. 

12. Si g se determina dejando caer un objeto a una distancia 
de 10 m (exactamente), ^con que precision debe medirse 
el tiempo para obtener un resultado correcto dentro del 
0.1 %? Calcule un error en porcentaje y un error absoluto, 
en milisegundos. ( b ) Con que precision tendria que me¬ 
dirse el tiempo (en segundos) de 100 oscilaciones de un 
pendulo de 10 m de longitud para conseguir el mismo 
porcentaje de error en la medicion de g? 

13. Considerese un marco de referencia inercial cuyo origen 
este fijo en el centro de masa del sistema Tierra + objeto 
que cae. (a) Demuestre que la aceleracion hacia el centro 
de masa de cualquier cuerpo es independiente de la ma¬ 
sa de ese cuerpo. ( b ) Demuestre que la aceleracion mutua, 
o relativa, de los dos cuerpos depende de la suma de las 
masas de los dos cuerpos. Comente entonces el significado 
de la aseveracion de que un cuerpo cae hacia la Tierra con 
una aceleracion que es independiente de su masa. 

14. Dos objetos, cada uno de masa m, se hallan suspendidos 
de cuerdas de diferentes longitudes de una balanza en la 
superficie de la Tierra,/como se muestra en la figura 36. 
Si las cuerdas tienen masa despreciable y difieren en 
longitud por h, (a) demuestre que el error en el peso, 
asociado al hecho de que W' esta mas cerca de la Tierra 



W' 


Figura 36 Problema 14. 












412 Capitulo 16 Gravitation 


que W, es W' - W = SKGpmh/3, donde p es la densidad 
media de la Tierra (5.5 g/cm 3 ). (b) Halle la diferencia de 
longitud que dara un error de una parte en un millon. 

15. (a) Escriba una expresion para la fuerza ejercida por la 
Luna, de masa M, sobre una parti'cula de agua, de masa m, 
situada en la Tierra en A, directamente bajo la Luna, 
como se muestra en la figura 37. El radio de la Tierra es R, 
y la distancia entre los centros de la Tierra y de la Luna es 
r. ( b ) Suponga que la parti'cula de agua esta en el centro de 
la Tierra. ^Que fuerza ejerceria la Luna alii sobre ella? (c) 
Demuestre que la diferencia de estas fuerzas esta dada por 

„ IGMmR 

y que representa a la fuerza de mareas, que es la fuerza 
sobre el agua con relacion a la Tierra. ^Cual es la direccion 
de esta fuerza? (d ) Repita el calculo para una parti'cula de 
agua situada en B, en el lado mas lejano de la Tierra 
respecto a la Luna. ^Cual es la direccion de esta fuerza? 
(e) Explique por que existen dos protuberancias de marea 
en los oceanos (y en la Tierra firme), una que apunta hacia 
la Luna y la otra en sentido opuesto. 


nente vertical de g a una distancia x de un punto situado 
directamente sobre el centro de una cavema esferica (vea- 
se la Fig. 38) es menor de lo que cabria suponer, suponien- 
do una distribucion uniforme de roca de densidad p, por 
la cantidad 

Ag = y R'Gp (rf2 + x2)V2 , 

donde R es el radio de la cavema y d es la profundidad de 
su centro. ( b ) Estos valores de A g, llamados anomalias , 
son usualmente muy pequenos y se expresan en miligal, 
siendo 1 gal = 1 cm/s 2 . Los ingenieros petroleros, al hacer 
un levantamiento gravimetrico, liallan que A g varia desde 
10.0 miligal hasta un maximo de 14.0 miligal dentro de 
una distancia de 150 m. Suponiendo que la anomah'a mas 
grande haya sido registrada directamente sobre el centro 
de una cavema esferica que se sabe esta en la region, halle 
su radio y la profundidad del techo de la cavema en 
ese punto. Las rocas cercanas tienen una densidad de 
2.80 g/cm 3 . (c) Suponga que la cavema, en lugar de estar 
vaci'a, esta completamente inundada de agua. iQue indi¬ 
can ahora las lecturas de la gravedad hallada en (b) acerca 
de su radio y su profundidad? 


Tierra 
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16. Un objeto esta suspendido de una bascula de resorte en un 
buque que navega a lo largo del ecuador con una veloci- 
dad u. Demuestre que la lectura de la escala sera muy 
cercana a W 0 (l ± 2 covg), donde a es la velocidad angular 
de la Tierra y W Q es la lectura de la escala cuando el buque 
esta en reposo. Explique los signos mas o menos. 

17. La rotacion mas rapida posible de un planeta es aquella pa¬ 
ra la cual la fuerza gravitatoria sobre la materia en el ecua¬ 
dor proporciona apenas la fuerza centripeta necesaria para 
la rotacion. (^Por que?) (a) Demuestre luego que el perio- 
do de rotacion mas corto correspondiente esta dado por 



donde p es la densidad del planeta, suponiendo que esta 
sea homogenea. (b) Evalue el periodo de rotacion supo¬ 
niendo una densidad de 3.0 g/cm 3 , tl'pica de muchos pla- 
netas, satelites y asteroides. No se ha encontrado ningiin 
objeto que este girando con un periodo mas corto que el 
hallado por este analisis. 

18. Pueden emplearse medidores sensibles que midan la ace- 
leracion en caida libre g local para detectar la presencia 
de depositos de rocas cercanos a la superficie de densidad 
significativamente mayor o menor que la de su entorno; 
tambien pueden localizarse cavidades como cavernas y 
tiros de minas abandonadas. (a) Demuestre que la compo- 



Figura 38 Problema 18. 


19. Para repetir un experimento realizado por vez primera 
publicamente por Foucault en Paris en 1851 puede em¬ 
plearse un pendulo cuyo extremo superior este sujeto de 
modo que permita al pendulo oscilar libremente en cual- 
quier direccion. Si el pendulo oscila, el piano de la osci- 
lacion gira lentamente respecto a una h'nea trazada sobre 
el suelo, aun cuando la tension en el alambre que soporta 
a la lenteja y la atraccion gravitatoria de la Tierra sobre la 
lenteja esten en un piano vertical, (a) Demuestre que esto 
es consecuencia de que la Tierra no es un marco de 
referencia inercial. ( b ) Demuestre que para un pendulo 
de Foucault situado en una latitud 6, el periodo de rota¬ 
cion del piano, en horas, es de 24/sen 6. (c) Explique en 
terminos sencillos el resultado en 8 - 90° (los polos) y 
6=0° (el ecuador). 

Section 16-5 Efecto gravitatorio de una distribution 
esferica de la materia 

20. Dos cascarones esfericos concentricos de densidad uni¬ 
forme con masas M, y M 2 estan situados como se muestra 
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en la figura 39. Halle la fuerza sobre una parti'cula de masa 
m cuando la parti'cula este ubicada en (a) r = a, (b) r = b, 
y (c) r = c. La distancia r se mide desde el centro de los 
cascarones. 



Figura 39 Problema 20. 


25. La figura 41 muestra, no a escala, una seccion transversal 
del interior de la Tierra. En lugar de ser uniforme, la Tierra 
esta dividida en tres zonas: una corteza, un manto, y un 
nucleo. Se muestran en la figura las dimensiones de estas 
zonas y la masa contenida en ellas. La Tierra tiene una 
masa total de 5.98 * 10 24 kg y un radio de 6370 km. 
Despreciese la rotacion y supongase que la Tierra es 
esferica. (a) Calcule g en la superficie. (b) Suponga que 
se perfora un orificio hasta la superficie de contacto entre 
corteza y manto (el Moho)\ ^cual seria el valor de g en el 
fondo del orificio? (c) Suponga que la Tierra es una esfera 
uniforme con la misma masa total y el mismo tamano. 
^Cual seria el valor de g a una profundidad de 25 km? 
Usese el resultado del problema 22. Las mediciones pre- 
cisas de g son muestras sensibles de la estructura interior 
de la Tierra, aunque los resultados puedan estar oscureci- 
dos por las variaciones de densidad locales y la falta de un 
conocimiento preciso del valor de G. 


21 . i,A que velocidad pasaria el correo por el centro de la 
Tierra si fuese entregado por medio del ducto del proble¬ 
ma muestra 4? 

22. Demuestre que, en el fondo de un tiro de mina vertical 
cavado hasta una profundidad D , el valor medido deg sera 

^ = gs ( 1 ~r) ’ 

siendo g s el valor en la superficie. Suponga que la Tierra 
es una esfera uniforme de radio R. 

23. El siguiente problema proviene de un examen “Oh'mpic” 
de la Universidad estatal de Moscu en 1946 (vease la 
Fig. 40): Se practica una oquedad esferica dentro de una 
esfera de plomo de radio R, de modo que su superficie 
toque la superficie exterior de la esfera de plomo y pase 
por su centro. La masa de la esfera antes de practical 1 
la oquedad era M. (,Con que fuerza, de acuerdo con la ley 
de la gravitacion universal, atraera la esfera de plomo 
ahuecada a una esfera pequena de masa m, que este situada 
a una distancia d del centro de la esfera de plomo en la 
h'nea recta que une a los centros de las esferas y de 
la oquedad? 

d 

--*m 





Nucleo, 1,93 x 10 24 kg 


Manto, 4.01 x 10 24 kg 


Corteza, 3.94 x 10 22 kg 


Figura 41 Problemas 25 y 26, 


26. Utilice el modelo de la Tierra mostrado en la figura 41 
para examinar la variacion de g con la profundidad en el 
interior de la Tierra. (a) Halle g en la superficie de contacto 
nucleo-manto. (.Como vart'a g desde esta superficie de 
contacto hasta el centro de la Tierra? ( b ) Demuestre que g 
tiene un mi'nimo local dentro del manto; halle la distancia 
del centro de la Tierra donde ocurre esto y el valor de g 
asociado. (c) Haga un diagrama que muestre la variacion 
de g dentro de la Tierra. 

27. (a) La figura 42a muestra un objeto planetario de densidad 
uniforme p y radio R. Demuestre que el esfuerzo de 
compresion S cerca del centro esta dado por 


Figura 40 Problema 23. 


5 = \nGp 2 R 2 . 


24. (a) Demuestre que en un ducto que atraviese la Tierra a lo 
largo de una cuerda en lugar de a lo largo de un diametro, 
el movimiento de un objeto seria armonico simple; supon¬ 
gase una densidad uniforme de la Tierra. ( b ) Halle el 
periodo. (c) ^Adquirira el objeto la misma velocidad ma¬ 
xima a lo largo de una cuerda que como lo hace a lo largo 
de un diametro? 


(Sugerencia: Construya una columna angosta de area A en 
su seccion transversal que se extienda desde el centro 
hasta la superficie. El peso del material de la columna es 
mg piom , donde m es la masa de material en la columna y 
Sprom es e l valor de g en el punto medio entre el centro y la 
superficie.) ( b ) En nuestro sistema solar, los objetos (por 
ejemplo los asteroides, los satelites pequenos, los come- 
tas) con “diametros” menores de 600 km pueden ser de 













414 Capitulo 16 Gravitation 


Problemas 415 


S = \nGp 2 R 2 . 



Figura 42 Problema 27. 


forma muy irregular (vease la Fig. 42£>, que muestra a 
Hiperion, un pequeno satelite de Satumo), mientras que 
los de diametros mas grandes son esfericos. Un objeto 
puede mantener una forma distinta a la esferica unica- 
mente si las rocas que lo constituyen tienen la resisten- 
cia suficiente para resistir a la fuerza de la gravedad. 
Calcule el lfmite de resistencia a la compresion de las 
rocas que forman a los asteroides. Suponga una densidad 
de 4000 kg/m 3 , (c) ^Cual es el tamano mas grande posi- 
ble de un satelite autogravitante no esferico hecho de 
concreto (vease la tabla 1, capitulo 14); supongase que 
p = 3000 kg/m 3 . 

28. Una particula de masa m esta situada a una distancia >’ de 
una barra infinitamente larga de densidad de masa lineal 
X. Demuestre que la fuerza gravitatoria entre la barra y la 
partl'cula es F = 2 GmXjy, dirigida perpendicularmente a la 
barra. ( Sugerencia: Haga que la perpendicular de la parti¬ 
cula a la barra defina el origen. Considere dos incrementos 
de masa dm = A dx ubicados a ± x a lo largo de la barra. 
Calcule la fuerza total dF (magnitud y direccion) ejercida 
sobre la particula por estos dos incrementos de masa. 
Luego, integre sobre x desde cero hasta el infinito). 

29. Considere una particula en un punto Psituado en cualquier 
lugar dentro de un cascaron esferico de materia. Suponga 
que el cascaron es de espesor y densidad uniformes. Con- 
truya un doble cono angosto con las puntas en P que 
intercepte las areas dA, y dA 2 del cascaron (Fig. 43). ( a ) 
Demuestre que la fuerza gravitatoria resultante ejercida 
sobre la particula en P por los elementos de masa inter- 



Figura 43 Problema 29. 


ceptados es cero. ( b ) Demuestre luego que la fuerza gra¬ 
vitatoria resultante de todo el cascaron sobre una particula 
interna es cero. (Este metodo fue ideado por Newton.) 


Section 16-6 Energia potential gravitatoria 

30. Se ha conjeturado que una estrella en “extincion” pudiera 
colapsarse a un “radio gravitatorio”, definido como el 
radio para el cual el trabajo necesario para retirar a un 
objeto de masa m de la superficie de la estrella hasta el 
infinito es igual a la energia en reposo me 2 del objeto. 
Demuestre que el radio gravitatorio del Sol es GM s /c 2 y 
determine su valor en terminos del radio actual del Sol. 
(Para una revision de este fenomeno vease “Black Holes: 
New Horizons in Gravitational Theory”, por Philip C. 
Peters, American Scientist, sept.-oct. de 1974, pag. 575). 

31. Un vehiculo espacial marcha inactivo en la periferia de 
nuestra galaxia, a 80,000 anos luz del centro galactico. 
^Que velocidad minima debera tener si queremos que 
escape enteramente de la atraccion gravitatoria de la ga¬ 
laxia? La masa de la galaxia es 1.4 * 10" veces la de 
nuestro Sol. Suponga, para simplificar, que el material 
que forma a la galaxia esta distribuido con una simetria 
esferica. 

32. Demuestre que la velocidad de escape desde el Sol a la 
distancia de la Tierra al Sol es -fl veces la velocidad de 
la Tierra en su orbita, suponiendo que esta sea circular, 
(fiste es un caso especifico de resultado general para las 
orbitas circulares: v rx = Tl u o[b .) 

33. Un co hete es acelerado hasta que alcanza una velocidad 
de v = -J2gR T cerca de la superficie de la Tierra y entonces 
se aleja radialmente sin propulsion. ( a ) Demuestre que 
escapara de la Tierra. (b) D emues tre que muy lejos de la 
Tierra su velocidad es V = V 2 gR r . 

34. El Sol, de 2.0 * 10 30 kg de masa, gira alrededor del centro 
de la galaxia de la Via Lactea, que esta a una distancia de 
2.2 x 10 20 m. Completa unarevolucioncada2.5 x 10 8 anos. 
Calcule el mimero de estrellas en la Via Lactea. ( Sugeren¬ 
cia:: Suponga, para simplificar, que las estrellas estan 
distribuidas con simetria esferica en tomo al centro galac¬ 
tico y que nuestro Sol esta en el borde de la galaxia.) 

35. Una esfera de materia, de masa M y radio a, tiene una 
cavidad concentrica de radio b, como se muestra en sec- 
cion transversal en la figura 44. (a) Grafique la fuerza 
gravitatoria F ejercida por la esfera sobre una particula de 


masa m, situada a una distancia r del centro de la esfera, 
en funcion de r en el intervalo 0 < r < °°. Considere en 
particular los puntos r = 0,b,a,e (b) Grafique la energia 

potencial U(r) del sistema. (c) A partir de estas graficas, 
^como podrian obtenerse graficas de la intensidad del 
campo gravitatorio y del potencial gravitatorio debido a 
la esfera? 



Figura 44 Problema 35. 


36. Un proyectil se dispara verticalmente desde la superficie 
de la Tierra con una velocidad inicial de 9.42 m/s. Des- 
preciando la friccion atmosferica, ^a que distancia de la 
superficie de la Tierra llegara? 

37. Esferas de 2.53 kg y 7.16 kg de masa estan fijas a una 
distancia de 1.56m entre sus centros. Una esfera de 212 g 
se coloca a 42.0 cm del centro de la esfera de 7.16 kg, a lo 
largo de la linea de los centros. ^Cuanto trabajo debera 
efectuar un agente externo para mover la esfera de 212 g 
a lo largo de la linea de los centros y situarla a 42.0 cm del 
centro de la esfera de 2.53 kg? 

38. Un cohete agota su combustible a una altitud h sobre la 
superficie de la Tierra. Su velocidad v 0 al agotarse el 
combustible supera a la velocidad de escape corres- 
pondiente a la altitud de agotamiento. Demuestre que la 
velocidad v del cohete muy lejos de la Tierra esta dada por 

v = (vl~ u^) 1/2 . 

39. (a) Calcule la velocidad de escape de Europa, un satelite 
del planeta Jupiter. El radio de Europa es de 1569 km y su 
aceleracion en caida libre en la superficie es de 1.30 m/s 2 . 
(b) i A que altura se elevara una particula si abandona 
la superficie del satelite con una velocidad vertical de 
1.01 km/s? (c) i,Con que velocidad golpeara un objeto al 
satelite si se deja caer desde una altura de 1000 km? (d) 
Calcule la masa de Europa. 

40. Un sistema de dos estrellas de 3.22 x 10 30 kg de masa cada 
una gira en torno a su centro de masa comiin, situado a una 
distancia de 1.12 x 10" m. (a) Calcule su periodo de 
revolucion comiin, en anos. ( b ) Suponga que un meteoroi- 
de (pequena particula solida en el espacio) pase por este 
centro de masa moviendose en angulo recto con el piano 
orbital de las estrellas. ^Cual debe ser su velocidad para 
escapar del campo gravitatorio de la estrella doble? 

41. Dos estrellas neutronicas estan separadas por una distan¬ 
cia de 93.4 km entre centros. Cada una tiene una masa de 


1.56 x 10 30 kg y un radio de 12.6 km. Inicialmente estan 
en reposo una respecto a la otra. (a) que velocidad se 
moveran cuando su separacion haya disminuido a la mitad 
de su valor inicial? ( 6 ) i A que velocidad se mueven en el 
momento antes de colisionar? Desprecie los efectos rela- 
tivistas. 

42. Varios planetas (los gigantes gaseosos Jupiter, Satumo, 
Urano y Neptuno) poseen anillos circundantes casi circu¬ 
lares, compuestos quiza de un material que no se cons- 
tituyo en satelite. Ademas, muchas galaxias contienen 
estructuras en forma de anillo. Considere un anillo homo- 
geneo de masa M y radio R. (a) Halle una expresion para 
la fuerza gravitatoria ejercida por el anillo sobre una 
particula de masa m localizada a una distancia x del centro 
del anillo a lo largo de su eje. Vease la figura 45. ( b ) 
Suponga que la particula cae desde el reposo como con- 
secuencia de la atraccion del anillo de materia. Halle una 
expresion para la velocidad con la que pasa por el centro 
del anillo. 



Figura 45 Problema 42. 

43. Dos particulas de masas in y M estan inicialmente en re¬ 
poso a una distancia infinita entre ellas. Demuestre que en 
cualquier instante su velocidad relativa d e acercamiento 
atribuible a la atraccion gravitatoria es V 2 G(M + m)/d, 
donde d es su separacion en ese instante. 

Section 16-8 Los movimientos de planetas y satelites 

44. La distancia media de Marte al Sol es 1.52 veces la de la 
Tierra al Sol. A partir de esto, calcule el mimero de anos 
necesario para que Marte complete una revolucion en 
tomo al Sol; compare su respuesta con el valor dado en el 
apendice C. 

45. El planeta Marte tiene un satelite, Fobos, que viaja en 
una orbita de 9400 km de radio con un periodo de 7 h 
39 min. Calcule la masa de Marte a partir de esta informa- 
cion. (La masa de Fobos es despreciable comparada con 
la de Marte.) 

46. Determine la masa de la Tierra a partir del periodo T y 
del radio r de la orbita de la Luna alrededor de la Tierra: 
T = 27.3 dias yr = 3.82 x 10 3 km. 

47. Un satelite se situa en una orbita circular con un radio 
igual a la mitad del radio de la orbita de la Luna. ^Cual es 
el periodo de revolucion en meses lunares? (Un mes lunar 
es el periodo de revolucion de la Luna.) 

48. Se han colocado satelites espia en la orbita geosincrona 
sobre el ecuador de la Tierra. ^Cual es la mayor latitud L 
desde la que los satelites son visibles en la superficie de 
la Tierra? Vease la figura 46. 
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Figura 46 Problema 48. 


49. Un vehiculo espacial de reconocimiento rodea a la Luna 
a una altitud muy baja. Calcule ( a ) su velocidad y (b) su 
periodo de revolucion. Refierase al apendice C para los 
datos necesarios de la Luna. 

50. Considere dos satelites A y B de igual masa m, que se 
mueven en la misma orbita circular de radio r alrededor 
de la Tierra T pero en sentidos de revolucion opuestos y, 
por lo tanto, en vias de colision (vease la Fig. 47). (a) 
En terminos de G, M T , m y r, halle la energia mecanica 
total del sistema Tierra mas los dos satelites antes de la 
colision. ( b ) Si la colision es completamente inelastica de 
modo que los restos permanezcan como una sola pie- 
za de material mezclado, halle la energia mecanica total 
inmediatamente despues de la colision. (c) Describa el 
movimiento subsiguiente de los restos. 



Figura 47 Problema 50. 


51. El centro del Sol esta en uno de los focos de la orbita de 
la Tierra. A que distancia esta el otro foco? Exprese su 
respuesta en terminos del radio del Sol R s = 6.96 x 10* m. 
La excentricidad de la orbita de la Tierra es de 0.0167 y 
el semieje mayor tiene 1.50 x 10“ m. 

52. Use la conservacion de la energia y la ecuacion 27 de la 
energia total para demostrar que la velocidad v de un 
objeto situado en una orbita eliptica satisface la relacion 

53. Un cometa que se mueve en una orbita con 0.880 de 
excentricidad tiene una velocidad de 3.72 km/s cuando 
esta mas distante del Sol. Halle su velocidad cuando esta 
mas cercano al Sol. 

54. Un satelite que se mueve en una orbita eliptica esta a 
2360 km sobre la superficie de la Tierra en su punto mas 


alejado y a 1180 km en su punto mas cercano. Calcule (a) 
el semieje mayor, ( b ) la excentricidad de la orbita, y (c) el 
periodo de revolucion. 

55. Considere un satelite artificial situado en una orbita circu¬ 
lar alrededor de la Tierra. Establezca como varian las 
siguientes propiedades del satelite con el radio r de su 
orbita: (fl) periodo, (b) energia cinetica, (c) impetu angu¬ 
lar, y (d) velocidad. 

56. (a) Exprese la constante G de la gravitacion universal que 
aparece en la ley de la gravedad de Newton en terminos 
de la unidad astronomica UA como unidad de longitud, la 
masa solar M s como unidad de masa, y el ano como unidad 
de tiempo. (1 UA = 1.496 x 10" m, 1 M s = 1.99 x 10 30 kg, 
1 ano - 3.156 x 10 7 s.) (b) ^Que forma adquiere la tercera 
ley de Kepler (Ec. 24) en estas unidades? 

57. En el ano de 1610 Galileo construyo un telescopio, lo di- 
rigio hacia Jupiter, y descubrio cuatro lunas prominentes. 
Los radios de sus orbitas medias a y sus periodos T son 


Nombre 

a ( 10 * m) 

T (dias) 

lo 

4.22 

1.77 

Europa 

6.71 

3.55 

Ganimedes 

10.7 

7.16 

Calixto 

18.8 

16.7 


{a) Grafique el log a (eje y) contra el log T (eje x) y 
demuestre que se obtiene una linea recta, (b) Mida su 
pendiente y comparela con el valor que cabe esperar 
partiendo de la tercera ley de Kepler, (c) Halle la masa 
de Jupiter a partir de la intersection de esta linea con el 
eje y. (Nota : puede usar tambien papel log-log para gra- 
ficas.) 

58. Demuestre como, guiado por la tercera ley de Kepler, 
Newton pudo deducir que la fuerza que mantiene a la Luna 
en su orbita, supuesta circular, debe variar segiin el inverso 
de los cuadrados de la distancia desde el centro de la 
Tierra. 

59. La mayoria de los asteroides giran alrededor del Sol entre 
Marte y Jupiter. Sin embargo, varios “asteroides Apolo” 
de diametros de unos 30 km se mueven en orbitas que 
cruzan la orbita terrestre. En la figura 48 se muestra la 
orbita de uno de ellos. Tomando las medidas directamente 
de la figura, deduzca el periodo de revolucion del asteroide 
en afios. (Se calcula que, finalmente, estos asteroides 
chocaran con la Tierra.) 



Figura 48 Problema 59. 
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60. Un satelite en orbita eliptica de excentricidad e tiene una 
velocidad v, en el apogeo, v f en el perigeo, y v 0 en los 
extremos del eje menor de su orbita. Demuestre que (a) 
u p /o, - (1 + < 0/(1 - e), y (b) vjv. = (vjvj*. 

61. Cierto sistema de estrellas triples consta de dos estrellas, 
cada una de masa m, que giran en tomo a una estrella 
central, de masa M, en la misma orbita circular. Las dos 
estrellas estan situadas en los extremos opuestos de un 
diametro de la orbita circular; vease la Figura 49. Derive 
una expresion para el periodo de revolucion de las estre¬ 
llas; el radio de la orbita es r. 



Figura 49 Problema 61. 


62. Un par de estrellas gira con respecto a su centro de masa 
comun. Una de las estrellas tiene una masa M que es el 
doble de la masa m de la otra; esto es, M = 2m. Sus centros 
estan a una distancia d entre si, siendo d grande en com- 
paracion con el tamaho de cualquiera de las estrellas. (a) 
Derive una expresion para el periodo de revolucion de las 
estrellas alrededor de su centro de masa comun en termi¬ 
nos de d, m, y G. (b) Compare los impetus angulares de 
las dos estrellas en torno a su centro de masa comun 
calculando la razon LJL U . (c) Compare las energias cine- 
ticas de las dos estrellas calculando la razon K„JK M . 

63. Un satelite viaja inicialmente en una orbita aproximada- 
mente circular a 640 km sobre la superficie de la Tierra; 
su masa es de 220 kg. (a) Determine su velocidad. ( b ) 
Determine su periodo de revolucion. (c) Por varias cau- 
sas el satelite pierde energia mecanica a razon de (en 
promedio) 1.40 x 10 5 J por revolucion orbital. Adoptando 
la aproximacion razonable de que la trayectoria sea un 
“circulo con un radio que disminuye lentamente”, deter¬ 
mine la distancia desde la superficie de la Tierra, la 
velocidad, y el periodo del satelite al final de su revolucion 
orbital num. 1500. (d) ^Cual es la magnitud de la fuerza 
retardante promedio? ( e) i Se conserva el impetu angular? 

64. Un sistema binario de estrellas consta de dos estrellas, 
cada una con la misma masa que el Sol, que gira en torno 
al centro de masa comun del sistema. La distancia entre 
ellas es la misma que la distancia entre la Tierra y el Sol. 
^Cual es el periodo de revolucion en aiios? 

65. (a) ^Se consume la misma energia al llevar un satelite a 
1600 km de la Tierra que al ponerlo en orbita una vez que 
esta a esa distancia? ( b ) ^Que sucede con 3200 km? (c) 
que, a 4800 km? Considere que el radio de la Tierra es de 
6400 km. 

66 . Una posibilidad de daiiar a un satelite en orbita terrestre 
es lanzar un enjambre de bolitas de modo tal que se 


muevan en la misma orbita que el satelite pero en direc¬ 
cion opuesta. Considere un satelite en orbita circular cuya 
altitud sobre la superficie de la Tierra es de 500 km. Un 
sensor a bordo detecta una bolita de 10.0 g que se acerca 
y determina que es inevitable una colision frontal, (a) 
^Cual es la energia cinetica de la bolita que se acerca en 
el marco de referencia del satelite? ( b ) /.Como se compara 
esta con la energia cinetica de la posta de un rifle modemo 
del ejercito? Una posta de estas tiene una masa de 4.00 g 
y una velocidad de salida de 950 m/s. 

67. El asteroide Eros, uno de los muchos planetas menores 
que giran alrededor del Sol en la region comprendida 
entre Marte y Jupiter, tiene un radio de 7.0 km y una masa 
de 5.0 x 10 15 kg. (a) Si usted estuviera en Eros, ^podria 
levantar un camion de 2000 kg? (b) ^Podria correr lo 
suficientemente rapido como para ponerse a si mismo en 
orbita? Desprecie los efectos debidos a la rotation del 
asteroide. {Nota: Los records olimpicos para los 400 m 
pianos corresponden a velocidades de 9.1 m/s para los 
hombres y 8.2 m/s para las mujeres.) 

68 . La orbita de la Tierra en torno al Sol es casi circular. Las 
distancias mas cercana y mas lejana son de 1.47 x 10 5 km 
y 1.52 x 10 8 km, respectivamente. Determine las variacio- 
nes maximas de (a) la energia potencial, (b) la energia 
cinetica, (c) la energia total, y (d) la velocidad orbital que 
resulta del cambio en la distancia Tierra-Sol en el trans- 
curso de 1 ano. ( Sugerencia : Use la conservacion de la 
energia y el impetu angular.) 

69. Suponga que un satelite de comunicaciones geosincrono 
esta en orbita en la longitud de Chicago. Usted esta en 
Chicago y quiere captar sus senales. ^En que direccion 
deberia usted apuntar el eje de su antena parabolica? La 
latitud de Chicago es de 47.5° N. 

70. ^Que velocidad inicial minima (medida respecto a la 
Tierra) debe ser impartida a un objeto que esta en reposo 
sobre la superficie de la Tierra para que escape no sola- 
mente del campo gravitatorio terrestre sino tambien del 
Sol? Desprecie la rotacion de la Tierra pero no su movi¬ 
miento orbital alrededor del Sol. ( Sugerencia : Observe 
que para una velocidad minima el objeto debe proyectarse 
en direccion del movimiento orbital de la Tierra. Trate el 
problema en dos etapas, el escape desde el Sol despues del 
escape de la Tierra. La velocidad orbital de la Tierra, u 0 , 
une a los dos marcos de referencia implicados.) 

71. Usando los datos del problema muestra 11, calcule ( a ) la 
velocidad del vehiculo espacial B cuando pasa por el punto 
P\ y (b) la velocidad promedio del vehiculo espacial B en 
la orbita despues de haber agotado su combustible. Apro- 
xime la trayectoria de B a un circulo. Compare estos 
resultados con las cantidades correspondientes del vehi¬ 
culo espacial A. 

72. Un satelite meteorologico esta un una orbita geosincrona, 
quieto sobre Nairobi, ciudad muy cercana al ecuador. Si 
el radio de su orbita se aumenta en 1.00 km, £a que razon 
y en que direccion se moveria su punto de referencia, que 
anteriormente estaba estacionario, en la superficie de la 
Tierra? 

73. Tres estrellas identicas de masa M estan situadas en los 
vertices de un triangulo equilatero de lado L. iA que 
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velocidad deben moverse si giran todas bajo la influencia 
de la gravedad mutua en una orbita circular que circuns- 
cribe al triangulo equilatero y cuya forma se mantiene? 



Figura 50 Problema 74. 


74. ^Cuanto tiempo le tomaria a un cometa, que se mueve en 
una trayectoria parabolica, moverse desde su punto de 
acercamiento mas proximo al Sol en A (vease la Fig. 50) 
en un angulo de 90°, medido en el Sol, hasta B? Sea la 
distancia de acercamiento mas proxima al Sol igual al 
radio de la orbita de la Tierra, supuesta circular. 


75. Imaginemos un planeta de masa M con una pequena luna 
de masa m y radio a que gira a su alrededor manteniendo 
la misma cara hacia el. Si ahora la luna se aproxima al 
planeta, existira una distancia crftica medida desde el 
centra del planeta a la cual se levantaria material suelto de 
la superficie de la luna. Demuestre que esta distancia esta 
dada por r c = a(3M/m)' p . Esta distancia crftica recibe el 
nombre de limite de Roche. 

76. (a) Demuestre que el problema de los dos cuerpos de la 
seccion 16-8 puede simplificarse a un problema de un 
cuerpo con el uso del concepto de masa reducida de la 
seccion 15-10. Es decir, demuestre que si usamos p = 
mM/(m + M) en lugar de m, donde p es la masa reducida, 
podemos tratar el movimiento de in con relacion a M 
exactamente como si M fuese el origen de nuestro marco 
de referencia inercial. ( b) Demuestre que la hipotesis 
expresada en la seccion 16-8 de que R es despreciable- 
mente pequeno comparado con r es equivalente a supo- 
ner que la masa reducida p es igual a in. (c) Compare a p 
del sistema Tierra-Sol con la masa de la Tierra; compare 
a p del sistema Luna-Tierra con la masa de la Luna, (d) Si 
utilizaramos la masa reducida p del sistema de dos cuer¬ 
pos en lugar de m, j,en que afectaria esto a las ecuaciones 
de la seccion 16-8? 


CAPITULO 17 



ESTATICA DE LOS FLUIDOS 


La mayor parte de la materia puede ser convenientemente descrita clasificandola dentro de 
una de las tres fases; solida, liquida , o gaseosa. Los solidos y los liquidos (llamados tambien 
materia condensada) tienen cierto grupo de propiedades en comun; por ejemplo, son relativa- 
mente incompresibles a la vez que su densidad permanece relativamente constante cuando 
varla su teinperatura (manteniendo tambien otras propiedades, como la presion, constantes). 
Por otra parte, los gases son facilmente compresibles y su densidad cambia de manera 


Desde una perspectiva diferente, podemos agrupar en forma conjunta a los gases y a los 
liquidos bajo la denominacion comun de fluidos. La palabra “fluido ” proviene del lathi fluere, 
que significa “fluir o manor ”. Los fluidos fluyen, por ejemplo, para adquirir la forma del 
recipiente que los contenga; los solidos no comparten esta propiedad. En el solido, los atomos 
permanecen relativamente fij os en su ordenamiento; en el fluido, los atomos pueden moverse 
entre si. 

En este capitulo consideraremos las propiedades de los fluidos en reposo y las leyespor las 
que se rigen. En el capitulo siguiente estudiaremos las propiedades dinamicas de los fluidos 
en movimiento. 

< --- 


17-1 FLUIDOS Y SOLIDOS 


En nuestra experiencia cotidiana tenemos una idea cla- 
ra de la distincion entre fluidos y solidos pero, como 
suele suceder en la ciencia, las experiencias cotidianas se 
obtienen dentro de circunstancias muy limitadas, y extra- 
polarlas demasiado lejos puede conducir a conclusiones 
incorrectas. Por ejemplo, partiendo de la experiencia co¬ 
tidiana podemos proponer la distincion siguiente: el soli¬ 
do conserva su forma pero el fluido fluye para adoptar la 
forma de su recipiente. Por otra parte, ciertas sustancias 
no pueden ser clasificadas con tanta facilidad. Por ejem¬ 
plo, el vidrio deberia clasificarse como fluido; aunque 
parece que mantiene su forma, el vidrio fluye durante un 
periodo grande de tiempo. Las ventanas de vidrio que han 
permanecido durante muchos anos son, si las medimos 
mas gruesas en la parte inferior que en la parte superior. 

Otra forma un tanto intermedia es la sustancia plastica, 
la cual puede moldearse o darsele forma. Consideremos, 
por ejemplo, la arcilia. Mantiene su forma relativamente 
bien, y nos resistiriamos a clasificarla como un fluido, 
pero al aplicar presion sobre ella podemos forzarla a 


adoptar la forma de su recipiente. Puede hacerse que otras 
sustancias, a las que podriamos identificar como solidas 
en la experiencia ordinaria, fluyan bajo una presion lo 
bastante elevada. 

Por supuesto, estamos familiarizados con el cambio de 
estado de la materia al cambiar su temperatura, que podria 
fundir o evaporar esa materia. Pero estamos menos fami¬ 
liarizados con el cambio de estado de la materia cuando 
cambia la presion sobre ella, en parte porque el intervalo 
de presiones necesarias esta, generalmente, mas alia de 
nuestra experiencia normal. Por ejemplo, el aluminio 
puede estirarse para hacer de el alambre si lo hacemos 
pasar a traves de un orificio pequeno y puede moldearse 
de formas diversas sometiendolo en un troquel, a la ac- 
cion de una presion elevada. Las capas de roca en plega- 
mientos profundos que vemos a menudo en las carreteras 
que cruzan una montana, son evidencia de que la “roca 
solida” llega a fluir tambien bajo una presion suficiente- 
mente elevada. 

Existe aun otra fase de la materia que no puede facil¬ 
mente clasificarse como solido, liquido, o gas. Un plasma 
es un gas en el que los atomos estan ionizados, de modo 
que forman una mezcla electricamente neutra que con- 
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tiene numeros iguales de iones cargados positivamente 
y electrones cargados negativamente. Las fuertes inter- 
acciones electricas que se dan con el entomo y entre los 
atomos hacen que su comportamiento sea bastante dife- 
rente al de un gas ordinario. El gas que hay dentro de 
una lampara fluorescente se convierte en plasma cuando 
la lampara se enciende. En una escala mucho mas grande, 
el Sol y las demas estrellas son bolas de plasma y, asi, 
mucha de la materia del Universo existe en esta forma. 
Crear y confinar plasmas de tamano suficiente en el labo¬ 
ratory son los obstaculos principales que encaran los 
investigadores que buscan maneras de aprovechar las 
reacciones de la fusion controlada para generar energia 
electrica. 

Microscopicamente, ^como difieren estas formas de 
materia unas de otras? Los solidos son capaces de soportar 
una variedad de esfuerzos, como ya hemos visto en el 
capitulo 14. Estos esfuerzos incluyen la tension, la com- 
presion y el corte, entre otros. Los solidos pueden soportar 
y transmitir tales esfuerzos debido a que existen fuerzas 
relativamente fuertes entre sus moleculas y porque tienen 
un orden de largo alcance, es decir, sus moleculas estan 
dispuestas de manera ordenada, como los tabiques en una 
pared, de modo que no se puede desplazar a un atomo 
facilmente de un lugar sin desplazar tambien a muchos 
otros atomos. 

En los liquidos, las distancias intermoleculares son 
generalmente mas grandes que en los solidos; de aqui que 
las fuerzas intermoleculares, que varian fuertemente con 
la distancia, tiendan a ser mas debiles en los liquidos que 
en los solidos. Muchos liquidos son, como los solidos, 
relativamente incompresibles, de modo que los liquidos 
soportan y transmiten esfuerzos de compresion; como lo 
veremos mas adelante en este capitulo, los sistemas hi- 
draulicos dependen de esta propiedad de los fluidos. Hasta 
un grado limitado, los liquidos pueden soportar tambien 
esfuerzos de tension, lo cual estudiaremos en la seccion 
17-6. Sin embargo, los liquidos no pueden soportar es¬ 
fuerzos cortantes porque las capas del liquido se deslizan 
entre si con gran facilidad. 

En los gases, las moleculas interactuan solo debilmente, 
por lo que son incapaces de transmitir esfuerzos estaticos 
de tension o de corte; asi, son por lo general mucho mas 
compresibles que los solidos o los liquidos. Sin embargo, 
en un plasma existen fuerzas electromagneticas de largo 
alcance entre las particulas. Por lo tanto, si bien un plasma 
parece hallarse en estado gaseoso tiene mayor similitud 
con un liquido en su capacidad para transmitir esfuerzos. 

Hemos desarrollado un grupo de leyes mecanicas que 
nos permiten analizar la dinamica de particulas individua- 
les, y hemos desarrollado tambien otro grupo similar de 
leyes que nos permiten analizar la dinamica de conjuntos 
de particulas en solidos rigidos. Es importante observar 
que lo hicimos aun sin una teoria que explicase las fuerzas 
entre las particulas de que esta compuesto un solido. Aun 


para el caso de los solidos que no pueden ser considerados 
como perfectamente rigidos, tenemos una teoria de la 
elasticidad (vease el capitulo 14). 

La mecanica de los fluidos adquiere un planteamiento 
similar. Al igual que la mecanica de los cuerpos rigidos, 
la primera se deriva de las leyes de Newton. Para los 
fluidos, como para los solidos, es conveniente desarrollar 
una formulacion especial de estas leyes. 


17-2 PRESION Y DENSIDAD 


Presion 


A un solido podemos aplicarle una fuerza a un angulo 
arbitrario con su superficie. En la seccion 14-5 hemos 
considerado el efecto del esfuerzo cortante sobre un soli¬ 
do, donde la fuerza actua en el piano de un elemento de 
area de la superficie. La capacidad de fluir hace que el 
fluido sea incapaz de soportar un esfuerzo cortante, y en 
condiciones estaticas la unica componente de la fuerza 
que debe tomarse en cuenta es la que actua en forma 
normal o perpendicular a la superficie del fluido. Sin 
importar cual sea la forma del fluido, las fuerzas entre el 
interior y el exterior actuan en todas partes en angulo recto 
con las capas frontera del fluido. 

La magnitud de la fuerza normal por unidad de area 
superficial se llama presion. La presion es una cantidad 
escalar; no tiene propiedades direccionales. Por ejemplo, 
cuando nadamos bajo el agua esta ejerce una presion sobre 
nuestro cuerpo en todas direcciones. Incluso si la presion 
es producida por una fuerza que tiene propiedades direc¬ 
cionales y es un vector, la presion es, en si misma, un 
escalar. 

Microscopicamente, la presion ejercida por un fluido 
sobre una superficie en contacto con el es causada por 
colisiones de moleculas del fluido con la superficie. Como 
resultado de una colision, la componente del impetu de 
una molecula perpendicular a la superficie se invjerte. La 
superficie debe ejercer una fuerza impulsiva sobre la 
molecula y, segun la tercera ley de Newton, las moleculas 
ejercen una fuerza igual perpendicular a la superficie. El 
resultado neto de la fuerza de reaccion ejercida por mu- 
chas moleculas sobre la superficie da origen a la presion 
en la superficie. En el capitulo 23 desarrollaremos este 
cuadro mas cuantitativamente para el caso de los gases. 

Un fluido sometido a presion ejerce una fuerza hacia 
afuera sobre cualquier superficie que este en contacto con 
el. Consideremos una superficie cerrada que contenga a 
un fluido, como en la figura 1. El fluido que esta dentro de 
la superficie empuja al entomo. Un elemento pequeno de 
la superficie puede estar representado por el vector AA, 
cuya magnitud es numericamente igual al elemento de 



Figura 1 Un elemento de superficie A A puede ser 
representado por un vector A A de longitud igual a la 
magnitud del area del elemento y direccion perpendicular al 
elemento. El fluido encerrado por la superficie ejerce una 
fuerza AF contra el elemento. La fuerza es perpendicular al 
elemento y por lo tanto paralela a A A. 


presion en el laboratorio se expresan a menudo en la 
unidad torr, que es la presion ejercida por una columna 
de mercurio de 1 mm de altura bajo las condiciones 
especificadas. 

La tabla 1 da algunas presiones representativas en uni- 
dades pascal. El termino “sobrepresion” indica un valor 
excesivo de la presion atmosferica normal. Observese que 
en el laboratorio podemos producir presiones que varian 
dentro de 22 ordenes de magnitud. En el apendice G el 
lector hallara los factores de conversion necesarios para 
convertir las mediciones de la presion de un grupo de 
unidades a otro. 


Densidad 


area y cuya direccion es a lo largo de la normal a la 
superficie hacia afuera. La fuerza AF ejercida por el 
fluido contra esta superficie depende de la presion p de 
acuerdo con 

AF = p AA. (1) 


Puesto que los vectores que representan a la fuerza y al 
area son paralelos, podemos escribir la presion en termi- 
nos de la relacion escalar 


P 


AF 
A A ' 


( 2 ) 


Tomamos al elemento AA como lo suficientemente pe- 
queho para que la presion p definida segun la ecuacion 2 
sea independiente del tamano del elemento. En general, la 
presion puede variar de un punto a otro de la superficie. 

La presion tiene las dimensiones de fuerza dividida por 
area, y una unidad comun para la presion es N/m 2 . Esta 
unidad se denomina pascal (abreviatura Pa; 1 Pa = 1 
N/m 2 ) en el SI. Puede encontrarse una amplia variedad de 
otras unidades. En Estados Unidos los medidores de la 
presion en las llantas de los vehiculos dan una lectura en 
lb/in 2 . La presion ejercida por la atmosfera de la Tierra al 
nivel del mar se designa como 1 atmosfera (atm; 1 atm = 
14.7 lb/in 2 = 1.0 1 325 x 10 5 Pa, exactamente). Debido a 
que el pascal es una unidad pequeha (1 Pa ~ 10 ‘ 5 atm), los 
pronosticadores del tiempo usan a menudo la unidad bar 
(1 bar = 10 5 Pa, o 1 atm aproximadamente) para expresar 
la presion atmosferica. Otra unidad comun se basa en la 
presion ejercida en su base por una columna vertical 
de mercurio de una altura especifica; una columna de 
760 mm de altura a una temperatura de 0° C en una 
localidad donde g = 9.80665 m/s 2 ejerce una presion igual 
a la de la atmosfera, y asi tenemos la equivalencia de 760 
mm Hg = 1 atm. La altura de esta columna en pulgadas es 
de 29.9 in; en Estados Unidos, los barometros comunes 
(y los pronosticadores del tiempo en la TV) dan la presion 
atmosferica en pulgadas de mercurio. Las lecturas de 


La densidad p de un elemento pequeno de cualquier 
material es la masa Am del elemento dividida entre su 
volumen AF: 


P = 


Am 
AF ' 


(3) 


La densidad en un punto es el valor limite de esta ra- 
zon cuando el elemento de volumen se hace pequeno. 
La densidad no tiene propiedades direccionales y es un 
escalar. 

Si la densidad de un objeto tiene el mismo valor en 
todos los puntos, la densidad del objeto es igual a la masa 
de todo el objeto dividida por su volumen: 



La densidad de un material en general depende de 
factores ambientales, incluyendo la presion y la tempera¬ 
tura. En los liquidos y en los solidos, la variacion de la 
densidad es muy pequeha dentro de intervalos grandes de 
presion y de temperatura, y en muchas aplicaciones pode¬ 
mos considerar a la densidad como una constante. La 


TABLA 1 ALGUNAS PRESIONES 


Sistema 

Presion (Pa) 

Centro del Sol 

2 X 10 16 

Centro de la Tierra 

4 X 10“ 

Mayor presion sostenida eii el laboratorio 

1.5 X 10 10 

La fosa oceanica nras profunda 

1.1 X 10 8 

Tacones puntiagudos sobre una pista de bade 

2 X 10 7 

Llanta de automovil (sobrepresion) 

2 X 10 5 

Atmosfera al nivel del mar 

1.0 X 10 5 

Presion normal de la sangre* 

1.6 X 10 4 

El sonido mas fuerte tolerable* 

30 

El sonido mas debil detectable* 

3 X 10~ 5 

El mejor vacio en el laboratorio 

io- 12 


r La sobrepresion sistolica, correspondiente a 120 mm Hg en el esfig- 
momanometro del medico. 

* Sobrepresion en el timpano del oido, a 1000 Hz. 
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TABLA 2 ALGUNAS DENSIDADES 


Material u objeto 

Densidad (kg/itd) 

Espacio interestelar 

10 -2° 

El mejor vacio en el laboratorio 

io- 17 

Aire: 20° C y 1 atm 

1.21 

20° C y 50 atm 

60.5 

Espuma de estireno 

1 X 10 2 

Hielo 

0.917 X 10 3 

Agua: 20° C y 1 atm 

0.998 X 10 3 

20° C y 50 atm 

1.000 X 10 3 

Agua de mar: 20° C y 1 atm 

1.024 X 10 3 

Sangre entera 

1.060 X 10 3 

Hierro 

7.8 X 10 3 

Mercurio 

13.6 X 10 3 

La Tierra: promedio 

5.5 X 10 3 

nucleo 

9.5 X 10 3 

corteza 

2.8 X 10 3 

El Sol: promedio 

1.4 X 10 3 

nucleo 

1.6 X 10 5 

Estrella enana blanca (nucleo) 

IO 10 

Nucleo del uranio 

3 X 10 17 

Estrella de neutrones (nucleo) 

IO 18 

Hoyo negro (1 masa solar) 

10 19 


tabla 2 presenta algunas densidades representativas, que 
varian en alrededor de 21 ordenes de magnitud en el 
laboratorio y en casi 40 ordenes de magnitud desde los 
objetos mas densos del Universo (un hoyo negro hipote- 
tico) hasta el casi vacio del espacio mismo. 

En analogia con la exposicion del concepto esfuerzo 
contra deformacion unitaria de la seccion 14-5, un cambio 
A p en la presion aplicada a cualquier material es un 
esfuerzo. La deformacion unitaria correspondiente es un 
cambio de volumen, el cual escribimos como: AV/V. La 
relacion entre esfuerzo y deformacion unitaria se llama 
modulo volumetrico B: 


AV/V 


(5) 


En esta definicion se inserta el signo menos para que B 
sea una cantidad positiva, porque Ap y AV tienen signos 
opuestos. Esto es, un aumento de presion (Ap > 0) causa 
una disminucion de volumen (AV < 0). Observese que B 
tiene la misma dimension que la presion, porque AV/V es 
una cantidad sin dimension. 

Si el modulo volumetrico de un material es grande, 
entonces (segun la Ec. 5) un cambio grande de presion Ap 
produce unicamente un cambio pequeno en su volumen. 
En este caso, podemos considerar al material como si 
fuese practicamente incompresible. El modulo volumetri¬ 
co del agua, por ejemplo, es de 2.2 x 10 9 N/m 2 . A la presion 
en el fondo del Oceano Pacifico (4.0 x 10 7 N/m 2 , alrededor 
de 400 atm), el cambio relativo de volumen causado por 
la presion es de solo 1.8%. Los solidos tienen por lo 
general modulos volumetricos mas elevados que los liqui- 
dos, a causa del acoplamiento mayor de los atomos en los 


solidos. Una presion dada produce entonces un cambio 
mas pequeno en el volumen de un solido que en el de un 
liquido. En circunstancias ordinarias, podemos por tanto 
considerar como incompresibles tanto a los solidos como 
a los liquidos. 

Si B es pequeno, el volumen puede ser cambiado por 
un cambio de presion modesto, y se dice que el material 
es compresible. Los gases tipicos tienen modulos volume¬ 
tricos de alrededor de 10 5 N/m 2 . Un pequeno cambio de 
presion de 0.1 atm puede cambiar el volumen de un gas 
en un 10%. Asi, los gases son facilmente compresibles. 


17-3 VARIACION DE LA PRESION 
EN UN FLUIDO EN REPOSO 


Si un fluido esta en equilibrio, cada porcion del fluido esta 
en equilibrio. Es decir, tanto la fuerza neta como la torca 
neta sobre cada elemento del fluido debe ser cero. Consi- 
deremos un pequeno elemento de volumen del fluido 
sumergido dentro del cuerpo del fluido. Consideremos 
que este elemento tenga la forma de un disco delgado y 
este a una distancia y arriba de algun nivel de referencia, 
como se muestra en la figura 2a. El espesor del disco es 
dy y cada cara tiene un area A. La masa de este elemento 
es dm = p dV = pA dy, y su peso es ( dm)g = pgA dy. Las 
fuerzas ejercidas sobre el elemento por el fluido que lo 
rodea son perpendiculares a su superficie en cada punto 
(Fig. 2b). 

La fuerza horizontal resultante es cero porque el ele¬ 
mento no tiene aceleracion horizontal. Las fuerzas hori- 
zontales se deben unicamente a la presion del fluido, y por 
simetria la presion debe ser la misma en todos los puntos 
comprendidos en un piano horizontal en y. 

El elemento de fluido no estara acelerado en direccion 
vertical, de modo que la fuerza vertical resultante sobre el 
debe ser cero. En la figura 2c se muestra un diagrama de 
cuerpo libre del elemento de fluido. Las fuerzas verticales 
son debidas no solo a la presion del fluido que lo rodea en 
sus caras, sino tambien al peso del elemento. Si tomamos 
a p como la presion en la cara inferior y p + dp como la 
presion en su cara superior, la fuerza hacia arriba es pA, 
y las fuerzas hacia abajo son (p + dp)A y el peso del 
elemento (dm)g = pgA dy. De aqui que, para el equilibrio 
vertical, 

2 Fy = pA - (p + dp)A - pgA dy = 0, 
de donde obtenemos 


dp 

dy 


= ~Pg- 


( 6 ) 


Esta ecuacion nos dice como varia la presion con la 
elevacion sobre cierto nivel de referencia en un fluido en 



Figura 2 (a) Un pequeno elemento de 
volumen del fluido en reposo. ( b ) Las 
fuerzas sobre el elemento. (c) Diagrama 
de cuerpo libre del elemento. 


equilibrio estatico. Al aumentar la elevacion (dy positiva), 
la presion disminuye (dp negativa). La causa de la varia- 
cion de esta presion es el peso por unidad de area de la 
seccion transversal de las capas de fluido que estan entre 
los puntos cuya diferencia de presion esta siendo medida. 

La cantidad pg suele llamarse peso especifico del flui¬ 
do; y es el peso por unidad de volumen del fluido. Por 
ejemplo, para el agua, el peso especifico es 9800 N/m 3 = 
62.4 lb/ft 3 . 

Si p l es la presion en la elevacion y,, y p 2 es la presion 
en la elevacion y 2 sobre algun nivel de referencia, la 
integracion de la ecuacion 6 da 

f P2 dp = — f pgdy 
Jp, Jyi 

o sea 

p 2 -p, = - ps d y- w 

Jyi 

En los liquidos, que son casi incompresibles, p es 
practicamente constante, y las diferencias de nivel rara- 
mente son tan grandes que haya de considerarse algun 
cambio eng. Asi pues, tomando a p y a g como constantes, 
obtenemos 

p 2 ~Pi = ~Pg(yi ~ Pi) (8) 

para un liquido homogeneo. 

Si un liquido tiene una superficie libre, esta es el nivel 
natural desde el cual se miden las distancias (Fig. 3). Sea 
y 2 la elevacion de la superficie, en cuyo punto la presion 
p 2 que actua sobre el fluido es usualmente la ejercida por 
la atmosfera de la Tierra p 0 . Consideramos que esta en 
cualquier nivel del fluido, y representamos a la presion de 
ese lugar como p. Entonces, 

Po~P = -pg(yi-y\)- 

Pero y 2 - y, es la profundidad h bajo la superficie a la cual 
la presion es p (vease la Fig. 3), de modo que 

P = Po + Pgh. (9) 


Esto demuestra claramente que en un liquido la presion 
aumenta con la profundidad, pero es la misma en todos 
los puntos situados a la misma profundidad. El segundo 
termino a la derecha de la ecuacion 9 da la contribucion a 
la presion en un punto del liquido debida al peso del fluido 
de altura h sobre ese punto. 

La ecuacion 8 da la relacion entre las presiones en 
dos puntos cualesquiera de un fluido, sin que importe 
la forma de la vasija que lo contiene. Al no importar la 
forma de la vasija que lo contiene, dos puntos del fluido 
pueden estar unidos por una trayectoria hecha de etapas 
verticales y horizontales. Por ejemplo, consideremos los 
puntos A y B en el liquido homogeneo contenido en 
el tubo en forma de U de la figura 4 a. A lo largo de 
la trayectoria en zigzag de A a B existe una diferencia 
de presion pgy' en cada segmento vertical de longitudy', 
mientras que a lo largo de cada segmento horizontal 
no existe un cambio de presion. De aqui que la dife¬ 
rencia de presion p H - p A sea pg veces la suma alge- 
braica de los segmentos verticales desde A hasta B, o 

pg(y 2 - yJ- 



Figura 3 Un recipiente contiene un liquido cuya superficie 
superior esta abierta a la atmosfera. La presion en cualquier 
punto del liquido depende de la profundidad h. 





















I 
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Figura 4 (a) La diferencia de presion 
entre dos puntos A y B de un h'quido 
homogeneo depende unicamente de su 
diferencia en altura y 2 - y,. ( b ) Dos 
puntos A y B a la misma altura pueden 
estar a diferentes presiones si ahi las 
densidades difieren. 


Si el tubo en U contiene liquidos inmiscibles diferentes, 
digamos, un liquido denso en el tubo de la derecha y otro 
menos denso en el tubo de la izquierda, como se muestra 
en la figura 4b, la presion puede ser diferente en un mismo 
nivel (puntos A y B) en lados diferentes. El liquido bajo 
la linea CC esta en equilibrio, entonces, la fuerza ejercida 
por la columna de la izquierda sobre C debe ser igual a 
la fuerza ejercida por la columna de la derecha sobre C. La 
presion en C es la misma en ambos lados, pero la presion 
decae menos desde C hasta A que desde C hasta B, porque 
el liquido a la izquierda es menos denso que el liquido a 
la derecha. Entonces, la presion en A es mayor que en B. 

Variacion de la presion en la atmosfera 


Puesto que p es proporcional a p, tenemos 

f-f. (>0) 

Po Po 

donde p 0 y p 0 son los valores de la densidad y de la presion 
al nivel del mar. Entonces, 

dp ___ nn P 
j gPo > 
dy Po 


de modo que 


±—«ez dy . 

P Po 


Integrando la ecuacion 11 desde la presion p 0 a una altitud 
y = 0 (nivel del mar) hasta la presion p a una altitud y, 
obtenemos 


Para los gases, p es comparativamente pequena y la di¬ 
ferencia de presion entre dos puntos vecinos suele ser 
despreciable (vease la Ec. 8 ). Entonces en una vasija 
razonablemente pequena que contenga un gas, la presion 
puede ser considerada como la misma en cualquier parte. 
Sin embargo, este no es el caso cuando y 2 - y, es muy 
grande. La presion del aire varia notablemente cuando 
ascendemos a grandes alturas en la atmosfera. Ademas, la 
densidad p varia con la altitud, y p debe ser conocida en 
funcion de y antes de que podamos integrar la ecuacion 7. 

Podemos obtener una idea razonable de la variacion de 
la presion con la altitud en la atmosfera de la Tierra si 
suponemos que la densidad p es proporcional a la presion. 
Esto seria asi de manera muy aproximada (de acuerdo con 
la ley del gas ideal, la cual estudiaremos en el capitulo 23) 
si la temperatura del aire permaneciese igual en todas las 
altitudes. Haciendo uso de esta hipotesis, y suponiendo 
tambien que la variacion de g con la altitud sea desprecia¬ 
ble, podemos hallar la presion p a cualquier altitud y sobre 
el nivel del mar. 

Partiendo de la ecuacion 6 tenemos que 



lo cual da 


o sea 



p = p 0 e (s0o/Po)> '. 


( 12 ) 


Usando los valores g = 9.80 m/s 2 , p 0 = 1.21 kg/m 3 (a 20° 
C), y p 0 = 1.01 x 10 5 Pa, obtenemos 

1.17 X 10~ 4 m" 1 =0.117 km" 1 . 

Po 

De aqui que 

p = p 0 e~ y/a (13) 

donde 1/a = gp 0 /p 0 = 0.117 km ' 1 o a = 8.55 km. La 
constante a da el cambio de altitud para el cual la presion 
decae por un factor de e. O, lo que es lo mismo, la presion 
atmosferica decae por un factor de 10 cuando la altitud 
cambia en a In 10 = 2.30a = 20 km. A una altitud de h = 
20 km sobre el nivel del mar, la presion atmosferica seria 
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Altitud h (km) 

Figura 5 Comparacion entre los datos de la presion atmosferica estandar (linea de 
puntos) con las predicciones de la ecuacion 13 (linea continua). Las dos curvas difieren 
porque nuestro calculo desprecio la variacion de la densidad con la temperatura al 
aumentar la altitud. 


entonces 0.1 atm; en h = 40 km sobre el nivel del mar, 
seria 0.01 atm. La figura 5 muestra una comparacion entre 
la variacion de la presion con la altitud predicha por la 
ecuacion 13 y la medida para la atmosfera. 

Para los gases a una temperatura uniforme la densidad 
p de cualquier capa es proporcional a la presion p en esa 
capa. Sin embargo, los liquidos son casi incompresibles, 
de modo que las capas mas bajas no resultan notablemente 
comprimidas por el peso de las capas mas altas sobreim- 
puestas a ellas, y la densidad p es practicamente constante 
en todos los niveles. La variacion de la presion con la 
distancia sobre el fondo del fluido en un gas es diferente 
de la de un liquido, como lo indica la ecuacion 9 para un 
liquido y la ecuacion 13 para un gas. 


Problema muestra 1 Un tubo en U, en el cual ambos extre- 
mos estan abiertos a la atmosfera, contiene cierta cantidad de 
agua. En el otro lado se vierte aceite, sustancia que no se mezcla 
con el agua, hasta que llega a una distancia d = 12.3 mm sobre 
el nivel del agua, del otro lado, nivel que se ha elevado mientras 
tanto a una distancia a = 67.5 mm desde su nivel original 
(Fig. 6 ). Halle la densidad del aceite. 

Solucion En la figura 6 los puntos C estan a la misma presion. 
(Si esto no fuera asi, entonces el elemento de fluido en forma 
de U que esta abajo del nivel CC experimentaria una fuerza neta 
no balanceada y se aceleraria, violando la hipotesis estatica que 
hacemos en este problema.) La caida de presion desde C hasta 
la superficie del lado del agua es p w g 2 a, donde 2 a es la altura 
de la columna de agua que esta sobre C. La caida de presion en 
el otro lado desde C hasta la superficie es pg(2a + d), donde p 


es la densidad del aceite, desconocida. Igualando las presiones 
en el punto C de cada lado, obtenemos 

Po + p»g 2a = Po + pg( 2a + d) 

y asi 

— 

P ~ Pv (2 a + d) 

2(67.5 mm) 

- (1.000 X 10 kg/m ) 2(6? 5 mm) + 12 3 mm 
= 916 kg/m 3 . 

La razon de la densidad de una sustancia a la densidad 
del agua se llama densidad relativa ( o gravedad especifica) 



Figura 6 Problema muestra 1 Un tubo en U se llena 
parcialmente de agua y parcialmente de aceite de densidad 
desconocida. 
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de esa sustancia. En este caso la gravedad especifica del acei- 
te es 0.916. 

Observese que al resolver este problema hemos suptiesto que 
la presion es continua sobre la superficie de contacto entre el 
aceite y el agua en el punto C del lado izquierdo del tubo. Si no 
fuera asi y las presiones fueran diferentes, entonces la fuerza 
ejercida por el fluido en nn lado de la superficie de contacto 
diferiria de la del fluido en el otro lado, y la superficie de 
contacto se aceleraria bajo la influencia de una fuerza no balan- 
ceada. Puesto que estamos suponiendo una situacion estatica, 
no puede haber movimiento y por lo tanto las presiones deben 
ser las mismas. Sin embargo, cuando vertemos primero el aceite 
en el tubo puede haber una diferencia de presion y una fuerza 
no balanceada que causaria que el sistema se moviese hasta 
llegar a la situacion estatica mostrada en la figura 6. 



17-4 PRINCIPIO DE PASCAL 

Y PR1NCIPIO DE ARQUIMEDES 


Cuando oprimimos un tubo de pasta dental, la pasta fluye 
hacia afuera por la abertura del tubo. Esto demuestra la 
accion del principio de Pascal. Cuando se aplica presion 
en cualquier lugar del tubo, esta se resiente en cualquier 
lugar del tubo obligando a la pasta dental a salir de el. He 
aqui el postulado del principio de Pascal, quien lo presento 
por vez primera en 1652: 

La presion aplicada a un fluido confmado se transmite 

integramente a todas las partes del fluido y a las 

paredes del recipiente que lo contiene. 

Es decir, si aumentamos en un lugar la presion sobre un 
fluido en una cantidad A p, cualquier otra parte del fluido 
experimenta el mismo aumento de presion. 

El principio de Pascal es la base de la operacion de todos 
los mecanismos transmisores de fuerza hidraulica, tales 
como los que podrian encontrarse en la maquinaria para 
el movimiento de tierras o en el sistema de frenos de un 
automovil. Elio nos permite amplificar una fuerza aplica¬ 
da relativamente pequena para elevar un peso mucho mas 
grande (como en la plataforma de elevacion de automovi- 
les o en la silla del dentista) y para transmitir fuerzas a 
grandes distancias hasta lugares relativamente inaccesi- 
bles (como en los mecanismos de control de los alerones 
que se usan en los aeroplanos). 

Probaremos el principio de Pascal para un liquido in- 
compresible. La figura 7 muestra al liquido dentro de un 
cilindro que esta equipado con un embolo. Se aplica al 
embolo una fuerza externa, por ejemplo, por medio del 
peso de algunos objetos apilados sobre el. La fuerza 
externa da por resultado una presion externa p tM aplicada 
al liquido que se halla inmediatamente debajo del embolo. 
Si el liquido tiene una densidad p, entonces, segun la 
ecuacion 9, podemos escribir la presion en un punto 
arbitrario P a una distancia h bajo la superficie: 



Figura 7 Un fluido dentro de un cilindro equipado con un 
embolo movil. La presion en cualquier punto P se debe no 
solamente al peso del fluido sobre el nivel de P sino tambien 
a la fuerza ejercida por el embolo. 


P = P e «+Pgh. (14) 

Supongamos ahora que la presion externa aumenta en una 
cantidad A p cx{ , quiza por haber anadido algo de mas peso 
sobre el embolo. ^Como cambia la presion p en el fluido 
como resultado de este cambio en la presion externa? 
Suponemos que el liquido es incompresible, de modo que 
la densidad p permanece constante. El cambio en la pre¬ 
sion externa da por resultado un cambio en la presion del 
fluido que se deduce de la ecuacion 14: 

Ap — A/?„ t + A(pgh). (15) 

Puesto que el liquido es incompresible, la densidad es 
constante, y el segundo termino a la derecha en la ecuacion 
15 es igual a cero. En este caso, obtenemos 

Ap — Ap nt . (16) 

El cambio de presion en cualquier punto del fluido es 
sencillamente igual al cambio de la presion externa apli¬ 
cada. Este resultado confirma el principio de Pascal y 
demuestra que se deduce directamente de nuestra consi- 
deracion previa de la presion estatica en un fluido. Por lo 
tanto, no es un principio independiente sino una conse- 
cuencia directa de nuestra formulacion de la estatica de 
los fluidos. 

Si bien hemos derivado el resultado anterior para los 
liquidos incompresibles, el principio de Pascal se cum- 
ple en todos los casos de fluidos reales (compresibles), 
ya sean gases o liquidos. El cambio en la presion exter¬ 
na causa un cambio en la densidad que se propaga en 
el fluido como una onda a la velocidad del sonido, pero 
una vez que la perturbacion termina y se establece el 
equilibrio, se encuentra que el principio de Pascal perma¬ 
nece valido. 
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La palanca hidraulica 


La figura 8 muestra un dispositivo que se usa a menudo 
para levantar un objeto pesado, como un automovil. Sobre 
un piston de area A i se ejerce una fuerza externa F t . El 
objeto que va a ser levantado ejerce una fuerza Mg sobre 
el embolo grande de area A a . En equilibrio, la magnitud 
de la fuerza hacia arriba F a ejercida por el fluido sobre el 
embolo grande debe ser igual a la de la fuerza hacia abajo 
Mg del peso del objeto (despreciando el peso del propio 
embolo). Deseamos hallar la relacion entre la fuerza apli¬ 
cada A, y la “fuerza de salida” F a que el sistema puede 
ejercer sobre el embolo grande. 

La presion sobre el fluido en el embolo pequeno, debi- 
da a nuestra fuerza externa aplicada, es p x = FJA X . De 
acuerdo con el principio de Pascal, esta presion de “entra- 
da” debe ser igual a la presion de “salida” p 0 = F 0 /A 0 , que 
el fluido ejerce sobre el embolo grande. Entonces p t = p 0 , 
y entonces 



F ’- F ‘tr Mg t 


La razon A JA a es generalmente mucho menor de 1, y 
entonces la fuerza aplicada puede ser mucho menor que 
el peso Mg que esta siendo levantado. 

El movimiento hacia abajo del embolo pequeno a lo 
largo de una distancia d x desplaza un volumen de fluido 
V = d x A x . Si el fluido es incompresible, entonces este 
volumen debe ser igual al volumen desplazado por el 
movimiento hacia arriba del embolo grande: 

V— d { Ai = d 0 A 0 , 



Si A.JA 0 es un numero pequeno, entonces la distancia a la 
que se desplaza el embolo grande es mucho mas peque- 
ha que la distancia a la que se desplaza el embolo pequeno 
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Entrada 



Figura 8 La palanca hidraulica. Una fuerza F, aplicada al 
embolo pequeno puede producir una fuerza F 0 mucho mayor 
sobre el embolo grande, que pueda levantar un peso Mg. 


a causa de la fuerza aplicada. El precio que pagamos por 
la posibilidad de levantar una carga grande es el de per- 
der la posibilidad de trasladarla muy lejos. 

Al combinar las ecuaciones 17 y 18 vemos que F^ = 
F 0 d 0 , lo cual demuestra que el trabajo efectuado por la 
fuerza externa sobre el embolo pequeno es igual al trabajo 
efectuado por el fluido sobre el embolo grande. Entonces, 
(despreciando la friccion y otras fuerzas disipativas) no 
existe una ganancia (o perdida) neta de energia al usar este 
sistema hidraulico. 


Problema muestra 2 La figura 9 muestra una vista esquema- 
tica de un gato hidraulico empleado para elevar un automovil. 
El fluido hidraulico es aceite (densidad = 812 kg/m 3 ). Se emplea 
una bomba de mano, con la cual se aplica una fuerza de 
magnitud F-, al embolo menor (de 2.2 cm de diametro) cuando 
la mano aplica una fuerza de magnitud F h al extremo del mango 
de la bomba. La masa combinada del automovil que va a ser 
elevado y la plataforma de elevacion es de M = 1980 kg, y el 
embolo grande tiene un diametro de 16.4 cm. La longitud L del 
mango de la bomba es de 36 cm, y la distancia x desde el pivote 
hasta el embolo es de 9.4 cm. (a) /,Cual es la fuerza aplicada F h 
necesaria para elevar el automovil? ( b ) Por cada carrera hacia 
abajo de la bomba, en la que la mano se mueve una distancia 
vertical de 28 cm, in que altura se eleva el automovil? 


Solucion (n) Partiendo de la ecuacion 17, 


= = 


F, = Mg 


(1980 kgX9 




7 t( 8.2 cm) : 



Figura 9 Problema muestra 2. Se 
emplea una bomba hidraulica para 
elevar un automovil. En la carrera hacia 
abajo, se cierra la valvula 1 y se abre la 
valvula 2. Durante la carrera hacia 
arriba, se abre la valvula 1 y se cierra la 
valvula 2, permitiendo que se transfiera 
fluido adicional a la camara hidraulica. 
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Considerando las torcas sobre el mango de la bomba con res- 
pecto al punto de pivoteo O, despreciando las masas del mango 
de la bomba y del embolo pequeno, y suponiendo que el mango 
de la bomba se mueva con una aceleracion angular desprecia- 
blemente pequena, obtenemos 

^ r = F b L- Fi x = 0, 

donde hemos empleado la tercera ley de Newton para rela- 
cionar a la fuerza F, ejercida por el mango de la bomba sobre 
el embolo con la fuerza -F ; ejercida por el embolo sobre el 
mango de la bomba. Resolviendo para F h , hallamos que 

F h = F i | = (349N)^^ = 91N. 

Tal fuerza, alrededor de 20 lb, puede ser aplicada facilmente a 
mano. 

( b ) Cuando la mano se mueve a lo largo de una distancia 
vertical h, el embolo pequeno se movera a lo largo de la 
distancia 


dt = h j- = (28 cm) 


9.4 cm 
36 cm 


— 7.3 cm. 


La ecuacion 18 da entonces la distancia recorrida por el embolo 
grande: 


d Q = di £ = (7.3 cm) 


7 r(l.l cm) 2 
tt(8.2 cm) 2 


= 0.13 cm = 1.3 mm. 


Elevar el automovil solo a una distancia tan corta es el precio 
que pagamos por ejercer una fuerza tan pequena para elevarlo. 
Por supuesto, si queremos un aparato que sea util debemos 
poder elevar el automovil a una distancia mas grande, lo cual 
se consigue por medio de muchas carreras de la bomba. Para 
evitar que el automovil descienda durante la carrera hacia arriba 
de la bomba, se emplea el dispositivo de valvulas mostrado en 
la figura 9. Durante la carrera hacia abajo, las valvulas estan 
en la posicion mostrada en la figura 9, y el automovil se eleva 
a una distancia d 0 . Durante la carrera de retorno se cierra la 
valvula 2, atrapando al fluido del lado derecho de la camara y 
manteniendo el automovil a una altura fija; luego, se abre la 
valvula 1, de modo que la carrera de retorno reciba fluido 
adicional del deposito del lado izquierdo de la camara. En la 
siguiente carrera hacia abajo, las valvulas retoman a la posicion 
mostrada en la figura, y el automovil es elevado en otro incre- 


mento d a . En efecto, el volumen de fluido hidraulico recibido 
del lado izquierdo de la camara durante la carrera hacia arriba 
se bombea hacia el lado derecho de la camara durante la carrera 
hacia abajo. Cuando se completa el proceso, el automovil 
descendera abriendo ambas valvulas y permitiendo que el flui¬ 
do se drene directamente al deposito. 

^Como cambia la operacion del gato hidraulico cuando el 
automovil es levantado y la altura del fluido en la columna 
derecha aumenta? Haga un calculo numerico._ 


Principio de Arquimedes 

La figura 10a muestra cierto volumen de agua contenida 
en una bolsa de plastico delgado situada bajo el agua. El 
agua de la bolsa esta en equilibrio estatico. Por lo tanto, 
su peso debe estar equilibrado por una fuerza hacia arriba 
de igual magnitud. Esta fuerza hacia arriba es la suma 
vectorial de todas las fuerzas hacia adentro ejercidas por 
el fluido que rodea a la bolsa. Las flechas de la figura 10a 
representan a las fuerzas ejercidas sobre el volumen de 
li'quido como resultado de la presion del fluido que lo 
rodea. Notese que las fuerzas hacia arriba sobre el fondo 
de la bolsa son mas grandes que las fuerzas hacia abajo 
sobre la parte superior, debido a que la presion aumenta 
con la profundidad. La fuerza neta hacia arriba que resulta 
de esta diferencia de presiones se denomina fuerza de 
flotation o empuje. 

La presion ejercida sobre un objeto sumergido por el 
li'quido que lo rodea ciertamente no depende del material 
del cual esta hecho el objeto. Por lo tanto, podriamos 
sustituir la bolsa de agua por un trozo de madera del 
mismo tamafio y forma exactas, y la fuerza de flotacion 
no cambiaria. La fuerza hacia arriba sigue siendo igual al 
peso del volumen original de agua. Esto nos conduce 
al principio de Arquimedes: 

Todo cuerpo total o parcialmente sumergido en un 

fluido sufre un empuje de abajo arriba por una fuerza 

de magnitud igual al del peso del fluido que desaloja. 





Figura 11 (a) Una seccion transversal de un barco que flota 
en posicion normal. La fuerza de flotacion F b actua en el 
centro de flotacion B, y el peso actua en el centro de 
gravedad C. El barco esta en equilibrio bajo la accion de 
estas fuerzas. ( b ) Cuando el barco se ladea, el centro de 
flotacion puede ya no estar situado en la misma linea vertical 
que el centro de gravedad, y puede actuar una torca neta 
sobre el barco. Aqui, la torca con respecto a C actua para 
regresar al barco a la posicion normal, (c) Aqui, el centro de 
gravedad esta situado mas arriba, de modo que la torca 
respecto a C debido a la fuerza de flotacion tiende a ladear al 
barco aun mas. 



Figura 10 (a) Una bolsa de plastico delgado llena de agua en equilibrio bajo el agua. El 
agua que rodea a la bolsa ejerce fuerzas de presion sobre su superficie, siendo la 
resultante una fuerza de rotacion o empuje hacia arriba F b que actua sobre la bolsa. 

(b) Para una piedra del mismo volumen, la fuerza de flotacion es la misma, pero el peso 
excede a la fuerza de flotacion, y asi, la piedra no esta en equilibrio. (c) En el caso de una 
pieza de madera del mismo volumen, el peso es menor que la fuerza de flotacion. 


Un objeto de mayor densidad que el agua (Fig. 10£>) 
desaloja un volumen de agua cuyo peso es menor que el 
peso del objeto. Por lo tanto, el objeto se hunde en el agua, 
porque la fuerza del empuje es menor que el peso del 
objeto. Si tratamos de elevar al objeto mientras este bajo 
el agua, encontramos que exige menos fuerza que el peso 
normal del objeto, siendo la diferencia la fuerza del em¬ 
puje. Los objetos sumergidos parecen pesar menos de lo 
que pesan normalmente. Los astronautas se preparan para 
sus viajes practicando tareas en grandes tanques bajo el 
agua, para simular un tanto la condicion ingravidez en 
el espacio. 

Un objeto de densidad menor que el agua (Fig. 10c) 
experimenta una fuerza neta hacia arriba cuando esta 
completamente sumergido, porque el peso del agua des- 


alojada es mayor que el peso del objeto. Por lo tanto, el 
objeto se eleva hasta subir a la superficie, y continua 
elevandose hasta que la parte de el que quede sumergida 
sea del volumen necesario para desalojar al agua cuyo 
peso es igual al peso total del objeto. En esa situacion el 
objeto flota en equilibrio. 

La fuerza de flotacion puede verse como si actuase en 
el centro de gravedad del fluido desalojado por la parte 
sumergida de un objeto flotante. Este punto se conoce 
como centro de flotation. El peso actua en el centro de 
gravedad de todo el objeto. Estos dos puntos no son en 
general los mismos (Fig. 11a). Si los dos puntos estan 
situados en la misma linea vertical, entonces el objeto 
puede flotar en equilibrio: tanto la fuerza neta como la 
torca neta son nulos. Si el objeto flotante se ladea ligera- 
mente sacandolo de su posicion de equilibrio, entonces 
la forma total del fluido desalojado cambia, y el centro 
de flotation cambia su posicion con respecto al centro de 
gravedad del objeto flotante. Asi pues, sobre el objeto 
flotante actua una torca que podria inclinar al objeto nue- 
vamente hacia su posicion de equilibrio (Fig. 11 b), o 
podria actuar en la otra direccion para volcarlo completa¬ 
mente (Fig. 11c). 


Problema muestra 3 ^Que fraccion del volumen total de un 
iceberg queda expuesta? 


Solucion El peso del iceberg es 

donde V { es el volumen del iceberg. El peso del volumen V t del 
agua de mar desalojada (o, lo que es lo mismo, del volumen de 
la parte sumergida del iceberg) es la fuerza de flotacion 

F b = pjfg- 

Pero F h es igual a W t , porque el iceberg esta en equilibrio, de 
modo que 

pjfg = Pf'^ 


y, usando las densidades de la tabla 2, 


V w _ Pi _ 917 kg/m 3 
V-, p w 1024 kg/m 3 


= 0.896 = 89.6%. 


El volumen del agua desalojada V a es el volumen de la porcion 
sumergida del iceberg, de modo que el 10.4% del iceberg se 
lialla expuesto sobre la superficie._ 


17-5 MEDICI6N DE LA PRESI6N 


La presion ejercida por un fluido puede medirse usando 
tecnicas ya sea estaticas o dinamicas. Los metodos dina- 
micos se basan en la velocidad del flujo de un fluido en 
movimiento y se estudian en el capitulo 18. En esta 
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seccion trataremos los metodos estaticos para medir la 
presion. 

La mayoria de los aparatos de medicion de la pre¬ 
sion usan la presion atmosferica como nivel de referencia 
y miden la diferencia entre la presion real y la presion at¬ 
mosferica, llamada presion manometrica. La presion real 
en un punto de un fluido se llama presion absoluta, que 
es entonces la presion atmosferica mas la presion mano¬ 
metrica. La presion manometrica se da ya sea arriba o 
abajo de la presion atmosferica y puede entonces ser 
positiva o negativa; la presion absoluta, por su parte, 
siempre es positiva. 

El barometro de mercurio es un tubo largo de vidrio, 
lleno con mercurio y luego invertido dentro de una cubeta 
que contiene el mismo metal, como se muestra en la figura 
12. El espacio sobre la columna de mercurio es, en efecto, 
un vacio que contiene unicamente vapor de mercurio, 
cuya presion p 2 es tan pequena a las temperaturas ordina- 
rias que puede ser despreciada. La presion p x sobre la 
superficie de la cubeta de mercurio es la presion descono- 
cida p que deseamos medir. Partiendo de la ecuacion 8, 
obtenemos 

~pg(y 2 ~ Pi) = ~pgh, 

o 

P = Pgh. 

Midiendo la altura de la columna sobre la superficie de la 
cubeta nos da entonces la presion. 

El barometro de mercurio se utiliza para medir la pre¬ 
sion de la atmosfera, p 0 . La columna de mercurio del 
barometro tiene una altura de unos 760 mm al nivel 


fil — p z * 0 



Figura 12 Barometro de mercurio. El mercurio que esta en 
la cubeta se halla en equilibrio bajo la influencia de la 
presion atmosferica y del peso del mercurio contenido en la 
columna vertical. 


del mar, variando de acuerdo con la presion atmosferica. 
La presion de 1 atmosfera (1 atm) es equivalente a la 
ejercida por una columna de mercurio de 760 mm de altura 
a 0° C sometida a la gravedad normal (g = 9.80665 m/s 2 ). 
La densidad del mercurio a esta temperatura es de 1.35955 
x 10 4 kg/m 3 . De aqui que 1 atmosfera sea equivalente a 

1 atm = (1.35955 X 10 4 kg/m 3 )(9.80665 m/s 2 )(0.76 m) 
= 1.013 X 10 5 N/m 2 (=1.013 X 10 5 Pa). 

La presion de la atmosfera en cualquier punto es nume- 
ricamente igual al peso de una columna de aire de area 
unitaria en su seccion transversal que se extienda desde 
ese punto hasta la parte mas alta de la atmosfera. Puesto 
que la presion atmosferica normal puede expresarse como 
14.7 lb/in 2 , sabemos que la columna vertical de aire que 
se extiende desde cada pulgada cuadrada de la superficie 
de la Tierra hasta la parte mas alta de la atmosfera tiene 
un peso de 14.7 libras. Como ya vimos en la seccion 17-3, 
la presion atmosferica disminuye con la altitud. Existen 
tambien variaciones de la presion atmosferica en una 
localidad determinada de un dia a otro a causa de que la 
atmosfera no es estatica. 

Las lecturas del barometro se expresan a veces en torr, 
donde 1 torr es la presion ejercida por una columna de 
mercurio de 1 mm de altura en un lugar donde g = 9.80665 
m/s 2 y a una temperatura (0° C) a la cual el mercurio tiene 
una densidad de 1.35955 x 10 4 kg/m 3 . Entonces, 

1 torr = (1.35955 X 10 4 kg/m 3 )(9.80665 m/s 2 )(0.001 m) 
= 133.326 Pa. 

El manometro de tubo abierto (Fig. 13) mide la presion 
manometrica. Consta de un tubo en forma de U lleno de 
liquido, el tubo esta abierto por un extremo a la atmosfera 
y conectado en el otro extremo al sistema (tanque) cuya 
presion p deseamos medir. Partiendo de la ecuacion 9 
obtenemos 

P~Po = Pgh- 

Entonces, la presion manometrica, p - p 0 ,es proporcional a 
la diferencia de altura en las columnas de liquido del tubo en 
U. Si el recipiente contiene gas a una presion elevada, se 
emplea en el tubo un liquido mas denso como el mercurio; 
cuando se manejan presiones bajas, puede utilizarse agua. 


Problema muestra 4 La columna de mercurio de un barome¬ 
tro tiene una altura h de 740.35 mm. La temperatura es de -5.0° 
C, a cuya temperatura la densidad del mercurio es de 1.3608 * 
10“ kg/m 3 . La aceleracion en caida libre g en el sitio del baro¬ 
metro es de 9.7835 m/s 2 . ^Cual es la presion atmosferica? 

Solucion Partiendo de la ecuacion 8 tenemos 
Pa = pgh 

= (1.3608 X 10 4 kg/m 3 X9.7835 m/s 2 )(0.74035 m) 

= 9.8566 X 10 4 Pa = 739.29 torr. 





Figura 13 Un manometro de tubo abierto, que puede 
utilizarse para medir la presion de un fluido en un tanque. 


Notese que el valor de la presion en torr (739.29 torr) es 
numericamente cercano al valor de la altura h de la columna de 
mercurio expresada en mm (740.35 mm). Estas dos cantidades 
seran numericamente iguales solo si el barometro esta localiza- 
do en un sitio donde g tenga su valor normal y cuando la 
temperatura del mercurio sea 0° C. 

Otra manera de expresar el resultado de este problema mues¬ 
tra seria como 0.98566 bar o 985.66 milibar, donde 1 bar = 
10 5 Pa. 


Notas historicas (Opcional) 

El barometro de mercurio fue inventado por el italiano Evan¬ 
gelista Torricelli (1608-1647), en memoria de quien ha sido 
nombrada la unidad torr. Torricelli describio en 1644 sus expe- 
rimentos con el barometro de mercurio en cartas a su amigo 
Michelangelo Ricci, de Roma. Le explicaba a Ricci que el 
proposito de su investigacion era “no simplemente producir un 
vacio, sino fabricar un instrumento que mostrase las mutaciones 
del aire, ora mas pesado y denso, ora mas ligero y tenue”. Al oir 
de los experimentos del italiano, Bias Pascal, en Francia, dedujo 
que si la columna de mercurio se mantenia simplemente por la 
accion de la presion del aire, la columna deberia ser mas corta 
si se encontraba a una altitud elevada. Realizo la prueba en el 
campanario de una iglesia de Paris, pero, como deseara resul- 
tados mas contundentes, le escribio a su cufiado para que 
ensayase el experimento en la Puy de Dome, una alta montana 
de Auvernia. La diferencia medida en la altura del mercurio 
fue de 8 cm, resultado “que nos lleno de admiracion y asombro”. 
El propio Pascal construyo un barometro usando vino tinto y un 
tubo de vidrio de 14 m de longitud. 

El principal significado de estos experimentos en aquel tiem- 
po consiste en que ofrecieron una prueba fehaciente de que po¬ 
dia crearse un espacio evacuado. Aristoteles creia que no podia 
existir un vacio y, muchos anos despues, el propio filosofo 
Descartes mantenia el mismo punto de vista. Durante 2000 anos 
los filosofos hablaron del “horror” que la naturaleza sentia por 
un espacio vacio: el horror vacui. Se decia que la naturaleza 
impedia la formacion de un vacio abrazandose a todo lo cercano 
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y con ello llenando cualquier espacio evacuado. De aqui que el 
mercurio o el vino deberian llenar el tubo invertido a causa de 
que “la naturaleza aborrecia al vacio”. Los experimentos de 
Torricelli y de Pascal demostraron que existian limitaciones a 
la habilidad de la naturaleza para impedir el vacio. Causaron 
una conmocion en aquellos tiempos. La meta de producir un 
vacio se convirtio en una realidad practica gracias a la invencion 
de las bombas por Otto von Guericke en Alemania alrededor de 
1650 y por Robert Boyle en Inglaterra alrededor de 1660. Aun 
cuando estas bombas fueron relativamente primitivas, propor- 
cionaron una herramienta para la experimentacion. Con una 
bomba y un cantaro de agua, pudo habilitarse un espacio expe¬ 
rimental en el cual estudiar como resultan afectadas las propie- 
dades del calor, la luz, el sonido, y mas tarde la electricidad y 
el magnetismo por una atmosfera cada vez progresivamente 
enrarecida. Si bien incluso hoy dia no puede hacerse desapare- 
cer completamente todo rastro de gas de un recipiente cerra- 
do, estos sabios del siglo xvn liberaron a la ciencia del falso 
principio del horror vacui y estimularon los esfuerzos para crear 
sistemas de alto vacio. 

En el curso de varias decadas del siglo xvii se desarrollaron 
no menos de seis instrumentos importantes. Estos son el baro¬ 
metro, la bomba de aire, el reloj de pendulo, el telescopio, el 
microscopio, y el termometro. Todos ellos suscitaron gran 
asombro y curiosidad. ■ 


17-6 TENSION SUPERFICIAL (Opcional) 

Con frecuencia podemos observar a las hojas y a los insectos 
flotar sobre la superficie de un cuerpo de agua (Fig. 14a). No se 
hallan parcialmente sumergidos y por lo tanto no reciben el 
empuje segun enuncia el principio de Arquimedes. En este caso 
el objeto esta en la superficie por completo y nada de el se halla 
sumergido. 

El objeto se mantiene a flote a causa de la tension superficial 
del liquido. Podemos demostrar la tension superficial del agua 
haciendo flotar con cuidado una aguja de acero o una hoja de 
afeitar. Por supuesto, no existe manera de que el acero flote 
segun el principio de Arquimedes, puesto que su densidad es 
mayor que la del agua. Si sumergimos a la aguja o a la hoja de 
afeitar, estas quedaran hundidas tal como lo enuncia el principio 
de Arquimedes. Solamente podran flotar cuando esten entera- 
mente en la superficie. Si ahadimos al agua un producto quimi- 
co, llamado agente tensoactivo o surfactante, este reduce la 
tension superficial (al reducir la fuerza de cohesion entre las 
moleculas), impidiendo asi que el objeto flote. Los detergentes 
son surfactantes comunes. Si introducimos cuidadosamente 
detergente en el agua sobre la que este flotando una hoja de 
afeitar, la tension superficial disminuye subitamente y la hoja 
de afeitar se hunde hasta el fondo. 

Un objeto flotante, como el que se muestra en la figura 14a, 
causa una ligera depresion en la capa superficial del liquido 
(Fig. 14 b), estirandola, y por lo tanto tiende a aumentar su 
energia potencial. Como la red de acrobacia en un circo, la 
superficie estirada ejerce una fuerza de restitution, cuya com- 
ponente vertical puede mantener el equilibrio con el peso del 
objeto. Sin embargo, pronto veremos que esta analogia del com- 
portamiento de la capa superficial no es del todo correcta. 

La figura 15 muestra una manera de medir la tension super¬ 
ficial de un liquido. Se dobla un alambre delgado para formar 
ties de los cuatro lados de un rectangulo y como cuarto lado se 
coloca un alambre deslizante. Si una pelicula del liquido cubre 
las dos esquinas de la parte inferior (introduciendo esta parte en 
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(a) 



Figura 14 (a) Una hoja de afeitar flota sobre la superficie 
del agua, soportada unicamente por la tension superficial, (b) 
La superficie se halla distorsionada por el objeto flotante, el 
cual se mantiene a flote a causa de las componentes 
verticales de la fuerza superficial F s . 


un recipiente con el liquido), la tension superficial tendera a 
jalar hacia abajo al alambre deslizante que queda arriba. Apli- 
camos una fuerza externa hacia arriba P necesaria para mantener 
al alambre deslizante en equilibrio. Esta fuerza hacia arriba debe 
equilibrar a la fuerza total hacia abajo queactua sobre el alambre 
deslizante, y que es igual a su peso mas la fuerza F debida a la 
tension superficial. 

Por experimentacion hallamos que la fuerza F depende de la 
longitud d del alambre deslizante y que no depende en absoluto 
de la altura h del rectangulo. Si bien podriamos pensar que la 
capa superficial es corno una especie de tela elastica estirada 
sobre el liquido, esta observacion nos demuestra que tal imagen 
es incorrecta. Imaginemos a la pelicula de la figura 15 cortada 
en un numero grande N de franjas verticales angostas de longi¬ 
tud h y anchura Ad = d/N. Si la pelicula se comportase como 
una tela elastica, cada franja se comportaria como un resorte, y 
asi la fuerza total dependeria tanto del numero de franjas a modo 
de resorte (y por tanto de d) como de la longitud h de cada franja. 
Puesto que la tension superficial depende unicamente de d y no 
de h, la analogia de la tela elastica no es correcta. 

La tension superficial y se define como la fuerza superficial 
F por unidad de longitud L sobre la cual actua, es decir, 

y-f ( 19 ) 



Alambre 


deslizante 


fWf 


Pelicula 
-I J de liquido 


Seccion transversal 

( b) 


Figura 15 (a) Diagrama esquematico de un experimento 
para medir la tension superficial de un liquido. Una pelicula 
de liquido se halla sostenida en la parte rectangular vertical, 
cuyo borde superior es un alambre deslizante. Una fuerza 
externa equilibra al peso del alambre deslizante mas la fuerza 
total hacia abajo F de la tension superficial, (b) Diagrama de 
la seccion transversal de la pelicula, donde se muestra que la 
tension superficial actua sobre dos superficies. 


Notese que la tension superficial no es una fuerza sino una 
fuerza por unidad de longitud. Nuestro uso previo del termino 
tensidn siempre ha servido para indicar la presencia de una 
fuerza, pero aqui el uso es un poco diferente. 

En la pelicula de la figura 15, la fuerza actua a lo largo de una 
longitud L de 2d, a causa de que existen dos capas superficiales 
de longitud d cada una. Por lo tanto, la tension superficial en el 
arreglo experimental mostrado en la figura 15 seria 


Figura 16 Las gotas que flotan libremente adquieren de 
manera natural una forma esferica. Aqui el astronauta Dr. 
Joseph P. Allen, en orbita alrededor de la Tierra a bordo del 
transbordador Columbia, observa una bola de jugo de naranja 
que el formo usando su distributor especial de bebida. 


sion manometrica del gas confinado dentro de la burbuja pro- 
porciona la fuerza hacia afuera necesaria para el equilibrio. 

Al igual que las moleculas de una gota de liquido, los protones 
y los neutrones de un nucleo experimentan fuerzas de corto 
alcance ejercidas por sus vecinos. El nucleo experimenta una 
tension superficial similar a la de una gota de liquido. En el caso 
del nucleo, la fuerza hacia afuera tiene su origen en la repulsion 
electrostatica de los protones cargados. En muchos nucleos, la 
forma de equilibrio se determina por el balance entre las fuerzas 
superficial y electrostatica, y por lo tanto no deberia sorpren- 
dernos que la forma preferida de los nucleos sea la esferica. El 
calculo de la energia de amarre, tambien llamada de descarga, 
de los nucleos debe incluir un termino que corresponda a la 
energia superficial, la cual tipicamente es responsable del 30% 
de la energia total de amarre. 

El hecho de considerar que el nucleo se comporta como una 
gota de liquido cargada nos proporciona una vision muy clara 
para entender muchas de las propiedades del nucleo, especial- 
mente de la fision nuclear, donde el nucleo se divide en dos 
partes de tamano comparable. Tal procedimiento se denomina 
modelaje, mediante el cual tratamos de entender a un sistema 
complejo, cuyas propiedades no pueden a menudo ser calcula- 
das o entendidas directamente, sobre la base de un sistema fisico 
mas sencillo de un comportamiento relativamente similar y 
cuyas propiedades puedan ser calculadas y luego probadas por 
medio de la experimentacion. El modelo de la gota de agua del 
nucleo ha jugado un papel importante en nuestro entendimiento 
de los nucleos atomicos, como lo estudiaremos en los capitulos 
54 y 55 del texto ampliado. 


F 



Para el agua a la temperatura ambiente, el valor de la tension 
superficial es de y = 0.073 N/m. La adicion de jabon reduce la 
tension superficial a 0.025 N/m. Los liquidos organicos y las 
soluciones acuosas tienen tipicamente tensiones superficiales 
dentro de este intervalo. La tension superficial de los metales 
liquidos es tipicamente de un orden de magnitud mayor que la 
del agua. Por ejemplo, el mercurio liquido a la temperatura 
ambiente tiene una tension superficial de 0.487 N/m. (Esta 
tension superficial mas elevada de los metales se debe a que las 
fuerzas entre las moleculas estan tipicamente dentro de un orden 
de magnitud mayor en los metales que en el agua. Por esta 
misma razon, los puntos de ebullicion de los metales son muclio 
mas elevados que los del agua.) 

Podemos tambien analizar a la tension superficial desde el 
punto de vista de la energia. Si movemos al alambre deslizante 
de la figura 15 a lo largo de un desplazamiento Ax, el trabajo 
efectuado por la fuerza de la tension superficial es igual a F Ax 
y es positivo o negativo segun Ax tenga el sentido de la fuerza 
superficial o el sentido opuesto. La fuerza superficial satisface 
nuestra definicion de fuerza conservativa, de la que hablamos 
en el capitulo 8, y por tanto podemos asociar un cambio en la 
energia potencial A U con la accion de la fuerza superficial, de 
modo que 


AU = FAx = yL Ax, (20) 

donde L es la longitud de la capa superficial. El producto LAx 
es justamente el cambio en el area A A de la superficie que tiene 


lugar cuando la estiramos. Por lo tanto, podemos expresar a la 
tension superficial como: 


Esto nos proporciona otra interpretacion de la tension superfi¬ 
cial en terminos de la energia potencial superficial por unidad 
de area de la superficie. 

La tension superficial causa que gotas suspendidas de un 
liquido adquieran forma esferica (Fig. 16). Para una gota de una 
masa o volumen dados, la energia superficial (igual a y veces el 
area superficial) es menor cuando el area es mas pequena, y una 
esfera tiene la razon de superficie/volumen mas pequena de 
todas las formas geometricas. Si no actua ninguna otra fuerza 
sobre la gota, esta adoptara naturalmente una superficie esferi¬ 
ca. En el equilibrio, la tension superficial produce una fuerza 
neta hacia adentro sobre un elemento de superficie, la cual es 
equilibrada por una fuerza igual hacia afuera debida a la presion 
del liquido contenido en la gota. En una burbuja de jabon (la 
cual tiene dos superficies y por lo tanto el doble de la tension 
superficial de una gota de liquido de igual tamano), la pre- 


Problema muestra 5 En el experimento que se muestra en la 
figura 15a, se encuentra que el alambre movil esta en equilibrio 
cuando la fuerza hacia arriba P es de 3.45 * 10' 3 N. El alambre 
tiene una longitud d de 4.85 cm y una densidad de masa lineal 
p de 1.75 x 10 3 kg/m. Halle la tension superficial del liquido. 

Solucion A partir de la condicion de equilibrio de la figura 
15 b, tenemos 

^ F y = P — F — mg — 0, 
o 

F= P — mg. 

Siendo F = 2dyy m = pd, obtenemos 
2 dy = P — pdg 

o sea que 

P~ pdg 
2d 

3.45 X 10~ 3 N - (1.75 X 10~ 3 kg/m)(0.0485 m)(9.80 m/s 2 ) 
2(0.0485 m) 

= 0.027 N/m. ■ 


PREGUNTAS 

1. Explique como es posible que la presion sea una cantidad 2. Haga una estimacion de la densidad promedio de nuestro 

escalar cuando las fuerzas, que son vectores, pueden pro- cuerpo. Explique un modo por el cual podriamos obtener 

ducirse por la accion de las presiones. un valor preciso usando las ideas de este capitulo. 
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3. En el capitulo 20 aprenderemos que una sobrepresion de 
solo 20 PA corresponde al umbral de la sensacion de dolor 
debida a un sonido intenso. Sin embargo, un buceador a 
2 m bajo la superficie del agua experimenta una presion 
mucho mayor que esta (/.de cuanto?) y no siente dolor. 
/.Por que esta diferencia? 

4. Las personas confinadas a una cama tienen menos proba- 
bilidades de desarrollar llagas en su cuerpo si usan una 
cama de agua en lugar de un colchon ordinario. Explique. 

5. Explique por que una persona podria estar sobre una cama 
de clavos sin sentir dolor. 

6 . Explique la aseveracion “el agua busca su propio nivel”. 

7. Se vierte agua hasta el mismo nivel en cada uno de los 
recipientes mostrados en la figura, todos los cuales tienen 
la misma area en su base (Fig. 17). Si la presion es la 
misma en el fondo de cada recipiente, la fuerza experi- 
mentada por la base de cada recipiente es la misma. 
/.Entonces por que dan los tres recipientes pesos diferentes 
cuando se les pone en una bascula? Este resultado aparen- 
temente contradictorio es conocido comunmente como 
paradoja hidrostatica. 

WAi 

Figura 17 Pregunta 7. 


8 . /.Se cumple el principio de Arquimedes en una vasija en 
cai'da libre o en un satelite que se mueva en orbita circular? 

9. Una bola esferica hecha de corcho flota medio sumergida 
en una marmita de te en reposo sobre la Tierra. /.Flotara, 
o se hundira el corcho, a bordo de un navio espacial que 
(a) se desplace libremente en el espacio y ( b) que se 
encuentre sobre la superficie de Marte? 

10. /.Como trabaja una ventosa (copa de succion)? 

11. /.Tiene la fuerza de flotacion sobre un submarino sumer- 
gido la misma intensidad a cualquier profundidad? 

12. Explique como asciende un submarino, como se sumerge, 
y como se mantiene a una profundidad fija. /.Emplean los 
peces los mismos principios? (Vease “The Buoyancy of 
Marine Animals”, por Eric Denton, Scientific American, 
julio de 1960, pag. 118, y “Submarine Physics”, por G. P. 
Ham well, American Journal of Physics, marzo de 1948, 
pag. 127). 

13. Un trozo de madera flota en una palangana de agua dentro 
de un elevador. Cuando el elevador parte del reposo y 
acelera hacia abajo, /.flotara el trozo de madera mas arriba 
sobre la superficie del agua? 

14. Dos cubetas iguales se llenan hasta el borde con agua, pero 
una tiene un trozo de madera que flota. /.Cual de las dos 
cubetas (acaso) pesa mas? 

15. Calcule con cierto cuidado la fuerza de flotacion que 
ejerce la atmosfera sobre usted. 

16. De acuerdo con el problema muestra 3, el 89.6% de un 
iceberg se halla sumergido. Sin embargo, ocasionalmente 


los icebergs se vuelcan, con resultados posiblemente de- 
sastrosos sobre un navio cercano. /.Como puede esto su- 
ceder considerando que la mayor parte de su masa esta 
bajo el nivel del mar? 

17. /.Podemos hundir a un barco de hierro sifoneando agua de 
mar hacia dentro de el? 

18. Se les advierte a los buceadores con tanques de aire que no 
contengan la respiracion al nadar hacia arriba. /.Por que? 

19. Una vasija esta completamente llena de agua liquida en el 
punto de congelacion y tiene un cubo de hielo que flota, 
tambien en el punto de congelacion. Al fundirse el cubo, 
/.que le sucede al nivel de agua en estos tres casos: (a) el 
cubo es hielo solido; (b) el cubo contiene algunos granos 
de arena; y (c) el cubo contiene algunas burbujas? 

20. Aunque se supone que los paracaidas frenan la caida, 
suelen disenarse con un agujero en la parte superior. 
Explique por que. 

21. Una pelota flota sobre la superficie del agua en un reci¬ 
piente expuesto a la atmosfera. /.Permanecera sumergida 
la pelota a su profundidad anterior o se hundira o elevara 
un poco si (a) se tapa el recipiente y se le retira el aire o 
( b ) si se tapa el recipiente y se comprime el aire? 

22. Explique por que un globo inflado solo se elevara hasta 
una altura limitada una vez que comienza a elevarse, 
mientras que un submarino se hundira hasta el lecho 
mismo del oceano una vez que haya comenzado a hundir- 
se, a no ser que se lleve a cabo algun cambio. 

23. /.Por que un globo pesa lo mismo cuando esta vacio que 
cuando esta lleno de aire a la presion atmosferica? /.Serian 
los pesos iguales si se pesaran en un vacio? 

24. Los recipientes de liquidos tienden a gotear cuando se les 
eleva en un aeroplano. /.Por que? /.Importa que esten con 
el lado correcto hacia arriba o no? /,1mporta que esten 
inicialmente llenos o no? 

25. Durante la Segunda Guerra Mundial un carguero danado 
que apenas era capaz de flotar en el Mar del Norte se 
dirigio por el estuario del Tamesis hacia los muelles de 
Londres. Se hundio antes de que pudiera llegar. / Por que? 

26. /,Es verdad que un objeto flotante estara en un equilibrio 
estable unicamente si su centro de flotacion esta encima 
de su centro de gravedad? Ilustre con ejemplos. 

27. Los troncos que se descargan verticalmente en un estan- 
que no permanecen verticales, sino que flotan “pianos” 
sobre el agua. Explique. 

28. /.Por que un barco que se hunde, a menudo se voltea al 
sumergirse en el agua? 

29. Una barcaza llena de chatarra de hierro esta en la esclusa 
de un canal. Si se arroja al hierro por la borda, /.que le pasa 
al nivel de agua de la esclusa? /.Y que si se le arroja sobre 
el terreno al lado del canal? 

30. Una cubeta de agua esta suspendida de un dinamometro. 
/.Cambiara la lectura del dinamometro cuando un trozo de 
hierro suspendido de un cordon se sumerja en el agua? /.Y 
cuando se pone en el agua un trozo de corcho? 

31. Si se le ahade suficiente hierro a un extremo de una viga 
o de un leno de madera uniforme, /.flotara verticalmente 
en lugar de horizontalmente (vea la pregunta 27)? Expli¬ 
que por que. 
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32. Aunque existen dificultades practicas, es posible, en prin¬ 
cipio, hacer flotar a un trasatlantico en unos cuantos 
barriles de agua. /.Como emprenderia usted esta labor? 

33. Una cubeta de agua destapada esta sobre un piano sin 
friccion inclinado a un angulo aeon respecto a la horizon¬ 
tal. Halle la inclinacion de equilibrio con la horizontal de 
la superficie libre del agua cuando (a) la cubeta se man- 
tenga en reposo; (b) se permita que la cubeta se deslice 
piano abajo a una velocidad constante (a = 0 , v - constan- 
te); y (c) se deslice la cubeta hacia abajo sin restriccion (a 
= constante). /.Que pasara si el piano es curvo de modo 
que a * constante? 

34. En un barometro, /.que tan importante es que su diametro 
interior sea uniforme? /.Y que el tubo del barometro este 
absolutamente vertical? 

35. Un manometro de tubo abierto tiene un tubo de diametro 
igual al doble del otro. Explique como afecta esto a la 
operacion del manometro. /.Importa cual de los dos extre- 
mos este conectado a la camara cuya presion se quiere 
medir? 

36. Hemos considerado a los liquidos bajo compresion. / Pue- 
den ser puestos bajo tension los liquidos? De ser esto 
posible, /,se separaran bajo la tension suficiente como lo 
hacen los solidos? (Vease “The Tensile Strength of Li¬ 
quids”, por Robert E. Apfel, Scientific American, diciem- 
bre de 1972, pag. 58). 


37. Explique por que dos placas de vidrio que contienen una 
pelicula delgada de agua entre ellas son dificiles de separar 
por medio de un jalon directo, pero pueden separarse con 
facilidad deslizandolas. 

38. De una explicacion molecular de por que la tension super¬ 
ficial disminuye al aumentar la temperatura. 

39. Las peliculas de jabon son mucho mas estables que las 
peliculas de agua. /.Por que? (Considerese como reacciona 
la tension superficial al estiramiento.) 

40. Explique por que una pelicula de jabon se revienta al 
aparecer un orificio pequeiio en ella. 

41. Explique estas observaciones: (a) el agua forma globulos 
sobre una placa engrasada pero no sobre una limpia; ( b) 
las burbujas pequeiias en la superficie del agua se unen 
entre si. 

42. Si el jabon reduce la tension superficial del agua, /.por que 
soplamos burbujas de jabon en lugar de burbujas de agua? 

43. Ciertos insectos pueden caminar sobre el agua. Calcule el 
peso maximo que puede tener tal insecto y aun sostenerse 
de este modo. 

44. /.Cual es la fuente de energia que permite que un fluido se 
eleve en un tubo capilar (es decir, en un tubo de vidrio 
hueco y fino)? 

45. /.Que significa decir que ciertos liquidos pueden ejercer 
una pequeiia presion negativa? 


PROBLEMAS 

Seccion 17-2 Presion y densidad 

1. Halle el aumento de presion en el fluido de una jeringa 
cuando una enfennera aplica una fuerza de 42.3 N al 
embolo de la jeringa de 1.12 cm de diametro. 

2. Tres liquidos que no se mezclan se vierten dentro de un 
recipiente cilindrico. Las cantidades y densidades de los 
liquidos son 0.50 L, 2.6 g/cm 3 ; 0.25 L, 1.0 g/cm 3 ; y 0.40 L, 
0.80 g/cm 3 (L = litro). Halle la fuerza total sobre el fondo 
del recipiente. (Despreciese la contribution debida a la 
atmosfera.) /.Importa que se mezclen los liquidos? 

3. La ventana de una oficina tiene 3.43 m por 2.08 m. Como 
resultado del paso de una tormenta, la presion del aire 
exterior decae a 0.962 atm, pero en el interior la presion 
se mantiene en 1.00 atm. /.Que fuerza neta empujara a la 
ventana hacia afuera? 

4. Un cubo solido de cobre tiene un borde de 85.5 cm de 
longitud. /.Cuanta presion debe ejercerse para reducir a 
85.0 cm la longitud del borde del cubo? El modulo volu- 
metrico del cobre es de 140 GPa. 

5. A una caja hermeticamente cerrada con una tapa de 12 in 2 
de area se le practica un vacio parcial. Si se requiere una 
fuerza de 108 lb para retirar la tapa de la caja, y la presion 
atmosferica exterior es de 15 lb/in 2 , /.cual es la presion 
dentro de la caja? 


6 . En 1654 Otto Von Guericke, burgomaestre de Magdebur- 
go e inventor de la bomba de aire, dio una demostracion 
ante la Dieta imperial en la que dos tiros de caballos no 
pudieron separar a dos semiesferas de laton al vacio. (a) 
Demuestre que la fuerza F necesaria para separar a las 
semiesferas es F - kR 1 A p, donde R es el radio (exterior) 
de las semiesferas y Ap es la diferencia de presiones dentro 
y fuera de la esfera (Fig. 18). ( b ) Haciendo que R sea igual 
a 0.305 m y que la presion interior sea de 0.100 atm, /.que 
fuerza deberian ejercer los tiros de caballos para separar a 
las semiesferas? (c) /.Por que se emplearon dos tiros de 
caballos? /.No habria demostrado lo mismo un solo grupo 
de caballos? 



Figura 18 Problema 6 . 








436 Capitulo 17 Estatica de los fluidos 


Problemas 437 


Section 17-3 Variation de la presion en un fluido en reposo 

7. El pulmon humano funciona contra una diferencial de 
presion de menos de 0.050 atm. que profundidad del 
nivel del agua puede nadar un buceador que respire por 
medio de un tubo largo (snorkel)? 

8. Calcule la diferencia hidrostatica en la presion de la sangre 
entre el cerebro y los pies de una persona de 1.83 m de 
altura. 

9. Halle la presion total, en pascal, a 118 m bajo la superficie 
del oceano. La densidad del agua de mar es de 1.024 g/cm 3 
y la presion atmosferica al nivel del mar es de 1.013 * 10 5 
Pa. 

10. Las descargas del drenaje de una casa construida en una 
pendiente estan a 8.16 m por debajo del nivel de la calle. 
Si el drenaje esta a 2.08 m bajo el nivel de la calle, halle 
la diferencia de presion minima que debe crear la bomba 
de drenaje para transferir los desperdicios cuya densidad 
media es de 926 kg/m 3 . 

11. La figura 19 muestra el diagrama de fase del carbono, 
indicando los intervales de temperatura y de presion en 
que se cristalizara el carbono como diamante o como 
grafito. ^Cual es la profundidad minima a la que pue- 
den fortnarse los diamantes si la temperatura local es de 
1000° C y las rocas bajo la superficie tienen una densidad 
de 3.1 g/ern 3 ? Suponga que, como en un fluido, la presion 
se debe al peso del material que esta encima. 
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bida a la presion manometrica del agua ejercida respecto 
a una linea que pase por O paralela al ancho de la presa. 
(c) ^Donde esta situada la linea de accion de la fuerza 
resultante equivalente? 



Figura 20 Problema 14. 


15. Una alberca tiene las dimensiones de 80 ft x 30.0 ft * 8.0 ft. 
(a) Cuando esta llena de agua, serial es la fuerza (debida 
al agua unicamente) sobre el fondo? sobre los extre- 
mos? sobre los costados? (b) Si se ha preguntado 
usted si las paredes de concreto se volcaran o no, 6 es 
apropiado tomar en cuenta para responder a esto la pre¬ 
sion atmosferica? 

16. ^Cua! seria la altura de la atmosfera si la densidad del aire 
(a) fuese constante y si (b) decreciese linealmente hasta 
cero con la altura? Suponga una densidad al nivel del 
mar de 1.21 kg/m 3 . 

17. Los miembros de una tripulacion tratan de escapar de un 
submarino averiado que esta a 112 m bajo la superficie. 
^Cuanta fuerza deberan aplicar contra la escotilla que abre 
hacia afuera, la cual tiene 1.22 m por 0.590 m, para poder 
abrirla? 

18. Un barril cilindrico tiene un tubo angosto fijo a la tapa, 
como se muestra junto con sus dimensiones en la figu¬ 
ra 21. El recipiente esta lleno de agua hasta la parte supe¬ 
rior del tubo. Calcule la razon de la fuerza hidrostatica 
ejercida sobre el fondo del barril y el peso del agua 
contenida en su interior. ,[,Por que no es igual a uno esta 
razon? (Despreciese la presencia de la atmosfera.) 


Figura 19 Problema 11. 


12. De acuerdo con el modelo de temperatura constante de la 
atmosfera de la Tierra, ^cual es la presion (en atm) a una 
altitud de 5.00 km, y ( b ) ^a que altitud es la presion igual 
a 0.500 atm? Compare sus respuestas con la figura 5. 

13. Un tubo en U sencillo contiene mercurio. Cuando se 
vierten 11.2 cm de agua en la rama derecha, i a que altura 
se elevara el mercurio en la rama izquierda a partir de su 
nivel inicial? 

14. Detras de la cara vertical aguas arriba de una presa se 
almacena agua con una profundidad D, como se muestra 
en la figura 20. Sea W el ancho de la presa. ( a ) Halle la 
fuerza horizontal resultante ejercida sobre la presa por 
la presion manometrica del agua y ( b ) la torca neta de- 



19. Al analizar ciertas caracteristicas geologicas de la Tierra, 
suele ser conveniente suponer que la presion a cierto nivel 
de compensation horizontal, a cierta profundidad en la 
Tierra, es la misma dentro de una gran region e igual a 
la ejercida por el peso del material que esta encima. Esto 
es, la presion en el nivel de compensacion esta dada por 
la formula de la presion hidrostatica (fluida). Esto requi¬ 
re, por ejemplo, que las montahas tengan raices de baja 
densidad; vease la figura 22. Considere una montana de 
6.00 km de altura. Las rocas continentales tienen una 
densidad de 2.90 g/cm 3 ; bajo el continente se encuentra el 
manto, con una densidad de 3.30 g/cm 3 . Calcule la profun¬ 
didad D de la raiz. ( Sugerencia: Iguale la presion en los 
puntos a y ft; la profundidad y del nivel de compensacion 
se cancelara.) 
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Figura 22 Problema 19. 

20. ( a) Demuestre que la densidad p del agua a una profundi¬ 
dad y en el oceano se relaciona con la densidad superficial 
p s segun 

P~PsU + (P,g/B)y\, 

donde B = 2.2 GPa es el modulo volumetrico del agua. 
Despreciense las variaciones de la temperatura. (ft) ^En 
que fraccion excedera la densidad a una profundidad de 
4200 m a la densidad de la superficie? 

21. Una probeta de 12.0 cm de longitud llena de agua se hace 
girar en un piano horizontal en una centrifuga a 655 rev/s. 
Calcule la presion hidrostatica en la base exterior de la 
probeta. El extremo inferior de la probeta esta a 5.30 cm 
del eje de rotacion. 

22. La superficie de contacto de dos fluidos de densidades 
diferentes que estan en reposo y no se mezclan es horizon¬ 
tal. Demuestre que este resultado general surge (a) del 
hecho de que la energia potencial de un sistema debe ser 
minima en equilibrio estable; ( b ) del hecho de que en dos 
puntos cualesquiera en un piano horizontal en cualquiera 
de los fluidos las presiones son iguales. 

23. Dos vasijas cilindricas identicas con sus bases al mismo 
nivel contienen cada una un liquido de densidad p. El area 
de cualquiera de las bases es A, pero en una vasija la altura 


del liquido es ft, y en la otra ft,. Halle el trabajo efectuado 
por la gravedad al igualarse los niveles cuando las dos 
vasijas se conectan entre si. 

24. Un tubo en U esta lleno con un liquido homogeneo. El 
liquido se presiona temporalmente en uno de los lados por 
un embolo. El embolo se retira y el nivel del liquido en cada 
lado oscila. Demuestre que el periodo de oscilacion es 
rc/lL/g, donde L es la longitud total del liquido en el tubo. 

25. (a) Demuestre que la ecuacion 13, la variacion de la 
presion con la altitud en la atmosfera (tomando la tempe¬ 
ratura como uniforme), puede escribirse en terminos de la 
densidad p como: 

P = P 0 e' y/a , 

donde p 0 es la densidad en el suelo (y = 0). (ft) Suponga 
que la fuerza de arrastre D debida al aire sobre un objeto 
que se mueve con una velocidad v esta dada por D = 
CApv 2 , donde C es una constante, A es el area frontal de 
la seccion transversal del objeto, y p es la densidad local 
del aire. Halle la altitud a la cual la fuerza de arrastre sobre 
un cohete es maxima si el cohete se lanza verticalmente y 
se mueve con una aceleracion constante liacia arriba a,. 

26. ( a) Considere un recipiente de fluido sometido a una 
aceleracion vertical a liacia arriba. Demuestre que la 
variacion de la presion con la profundidad en el fluido esta 
dada por 

p = ph(g + a), 

donde h es la profundidad y p es la densidad. (ft) Demues¬ 
tre tambien que si todo el fluido experimenta una acelera¬ 
cion vertical a hacia abajo, la presion a una profundidad 
h esta dada por 

p = ph(g - a). 

( c) ftQue pasa en caida libre? 

27. Considere la aceleracion horizontal de una masa de liqui¬ 
do en un tanque abierto. Una aceleracion de esta clase 
causa que la superficie del liquido decaiga en el frente del 
tanque y se eleve en la parte trasera. Demuestre que la 
superficie del liquido adquiere una pendiente que forma 
un angulo 8 con la horizontal, donde tan 6 = a/g, siendo a 
la aceleracion horizontal, (ft) <,C6mo varia la presion con 
ft, la profundidad vertical bajo la superficie? 

28. La tension en un resorte que mantiene a un bloque solido 
bajo la superficie de un liquido (de densidad mayor que el 
solido) es T 0 cuando la vasija que lo contiene (Fig. 23) esta 
en reposo. Demuestre que la tension T, cuando la vasija 
tenga una aceleracion vertical a hacia arriba, esta dada por 

r 0 (l + a/g). 

29. (a) Un fluido esta girando con una velocidad angular 
constante to con respecto al eje vertical central de un 
recipiente cilindrico. Demuestre que la variacion de la 
presion en la direccion radial esta dada por 


(ft) Sea p = p c en el eje de rotacion (r = 0) y demuestre 
entonces que la presion p en cualquier punto r es 

P^Pc + hP™ 2 ? 2 - 


k\ 
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Figura 23 Problema 28. 



Figura 24 Problema 29. 


(c) Demuestre que la superficie del h'quido tiene la forma 
de un paraboloide (Fig. 24); es decir, una seccion trans¬ 
versal vertical de la superficie es la curva y = a 2 ! 2 jig. (d ) 
Demuestre que la variacion de la presion con la profundi- 
dad es p = pgli. 

Seccion 17-4 Principio de Pascal y principio de Arquimedes 

30. (a) Si el pequeno embolo de una palanca hidraulica tiene 

un diametro de 3.72 cm, y el embolo grande uno de 
51.3 cm, ique peso sobre el embolo pequeno soportara 
18.6 kN (p. ej., un automovil) sobre el embolo grande? 
( b ) que distancia debe moverse el embolo pequeno 

para que el automovil se eleve 1.65 m? 

31. Un bote que flota en agua dulce desaloja 35.6 kN de agua. 
(a) iQue peso de agua desalojaria este bote si estuviese 
flotando en agua salada de 1024 kg/m 3 de densidad? ( b ) 
^Cambia el volumen del agua desalojada? Si cambia, £en 
cuanto? 

32. Un bloque de madera flota en el agua con 0.646 de su 
volumen sumergido. En el aceite tiene 0.918 de su volu¬ 
men sumergido. Halle la densidad (a) de la madera y ( b ) 
del aceite. 

33. Un bote de hojalata tiene un volumen total de 1200 cm 3 y 
una masa de 130 g. ^Cuantos gramos de perdigones de 
plomo podria contener sin hundirse en el agua? La densi¬ 
dad del plomo es 11.4 g/cm 3 . 


34. Alrededor de una tercera parte del cuerpo de un fisico que 
se halla nadando en el Mar Muerto esta sobre el nivel del 
agua. Suponiendo que la densidad del cuerpo humano sea 
de 0.98 g/cm 3 , halle la densidad del agua en el Mar Muerto. 
^Por que es mucho mas grande que 1.0 g/cm 3 ? 

35. Suponga que la densidad de unas pesas de laton sea de 8.0 
g/cm 3 y que la del aire sea de 0.0012 g/cm 3 . ^Que error 
fraccionario surge de despreciar la flotabilidad del aire al 
pesar un objeto de 3.4 g/cm 3 de densidad en una balanza 
de brazos? 

36. Una pieza de hierro fundido que contiene cierto numero 
de porosidades pesa 6130 N en el aire y 3970 N en el agua. 
^Cual es el volumen de las porosidades de la pieza de 
fundicion? La densidad del hierro es de 7870 kg/m 3 . 

37. Un objeto cubico de dimension L = 0.608 m de lado y de 
peso W= 4450 N determinado en el vacio esta suspendido 
de un alainbre en un tanque abierto que contiene un liquido 
de densidad p = 944 kg/nr 3 , como en la figura 25. (a) Halle 
la fuerza total hacia abajo ejercida por el h'quido y por la 
atmosfera sobre la parte superior del objeto. (b) Halle 
la fuerza total hacia arriba en el fondo del objeto. (c) 
Halle la tension en el alambre. (d) Calcule la fuerza de 
flotacion sobre el objeto usando el principio de Arquime¬ 
des. i,Que razon existe entre todas estas cantidades? 



i 



Figura 25 Problema 37. 


38. Un pez mantiene su profundidad en el agua salada ajus- 
tando el contenido de aire de su hueso poroso o de sus 
bolsas de aire para hacer que su densidad promedio sea la 
misma que la del agua. Suponga que el pez tiene una 
densidad de 1.08 g/cm 3 con sus bolsas de aire aplastadas. 

que fraccion del volumen de su cuerpo expandido 
debera el pez inflar las bolsas de aire para reducir su 
densidad promedio a la del agua? Suponga que la densidad 
del aire es de 0.00121 g/cm 3 . 

39. Se ha propuesto un proyecto de traslado de gas natural 
desde los campos de gas del Mar del Norte en dirigibles 
enormes, usando el propio gas para proporcionar la fuerza 
de ascenso. Calculese la fuerza necesaria para amarrar al 
navio aereo a la tierra para un aterrizaje cuando llegue 
completamente cargado con 1.17 * 10 6 m 3 de gas con una 
densidad de 0.796 kg/m 3 . La densidad del aire es de 


1.21 kg/m 3 . (El peso del navio es despreciable en cornpa- 
racion.) 

40. El pequeno dirigible Columbia de Goodyear (vease la Fig. 
26) esta navegando lentamente a baja altitud, lleno como 
es costumbre de gas helio. Su carga util maxima, inclu- 
yendo la tripulacion y la carga, es de 1280 kg. ^Cuanta 
carga mas podria transportar el Columbia si sustituimos 
el helio por hidrogeno? ^Por que no se hace? El volumen 
del espacio interior ocupado por el helio es de 5000 m 3 . 
La densidad del gas helio es de 0.160 kg/m 3 y la densidad 
del hidrogeno es de 0.0810 kg/m 3 . 



Figura 26 Problema 40. 


41. Una esfera hueca de hierro flota casi completamente su- 
mergida en agua; vease la figura 27. El diametro exterior 
es de 58.7 cm y la densidad del hierro es de 7.87 g/cm 3 . 
Halle el diametro interior de la esfera. 



Figura 27 Problema 41. 


42. Un bloque de madera tiene una masa de 3.67 kg y una den¬ 
sidad de 594 kg/m 3 . Va a ser cargado con plomo para que 
flote en el agua con 0.883 de su volumen sumergido. ^Que 
masa de plomo se necesita (a) si el plomo esta encima de 
la madera y ( b ) si el plomo esta amarrado debajo de la 
madera? La densidad del plomo es de 1.14 * 10“ kg/m 3 . 

43. Tres ninos que pesan 82.4 lb cada uno construyen una 
balsa enlazando entre si troncos de 1.05 ft de diametro y 
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5.80 ft de longitud. ^Cuantos troncos se necesitaran para 
mantenerla a flote? Considere que la densidad de la ma¬ 
dera es de 47.3 lb/ft 3 . 

44. (a) ^Cual es el area minima de un bloque de hielo de 0.305 
m de espesor que flota en el agua para que sostenga encima 
de si a un automovil de 1120 kg de masa? (b) ^Im porta 
donde este colocado el automovil sobre el bloque de hielo? 
La densidad del hielo es de 917 kg/m 3 . 

45. Un objeto que flota en mercurio tiene una cuarta parte de 
su volumen sumergida. Si se anade agua suficiente para 
cubrir al objeto, ^que fraccion de su volumen permane- 
cera sumergida en el mercurio? 

46. Un leiio cilindrico lleva una carga de plomo en un extremo 
de modo que flote en posicion erecta en el agua, como 
en la figura 28. La longitud de la parte sumergida es 
L = 2.56 m. El leiio es puesto a oscilar verticalmente. (a) 
Demuestre que la oscilacion es armonica simple, (b) Halle 
el periodo de la oscilacion. Desprecie el hecho de que el 
agua tiene un efecto amortiguador sobre el movimiento. 



Figura 28 Problema 46. 


47. Un automovil tiene una masa total de 1820 kg. El volu¬ 
men del espacio de aire del compartimiento de pasajeros 
es de 4.87 nr 3 . El volumen del motor y de las ruedas 
frontales es de 0.750 m 3 , y el volumen de las ruedas 
traseras, el tanque de gas y la cajuela es 0.810 m 3 . El agua 
no puede entrar en estas areas. El automovil esta estacio- 
nado en una colina; el cable del freno de mano se revienta 
y el automovil rueda cuesta abajo hasta un lago; vease la 
figura 29. ( a ) Al principio no entra nada de agua al 
compartimiento de pasajeros. <^Que volumen del automo¬ 
vil, en metros ciibicos, esta bajo la superficie del agua 
cuando el automovil flota como se muestra en la figura? 
(b) El automovil se hunde al entrar el agua lentamente. 
^Cuantos metros ciibicos de agua Iran entrado al automovil 
cuando desaparece bajo la superficie del agua? (El auto¬ 
movil permanece horizontal debido a una carga pesada en 
la cajuela.) 



Figura 29 Problema 47. 
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48. Usted coloca un frasco de vidrio, parcialmente lleno de 
agua, dentro de una tina (Fig. 30). Tiene una masa de 390 g 
y un volumen interior de 500 cm 3 . Ahora comienza usted 
a llenar la tina de agua y halla, por experimentacion, que 
si el frasco esta lleno a menos de la mitad flotara; pero si 
esta lleno a inas de la mitad permanece en el fondo de la 
tina mientras el agua se eleva hasta su borde. ^Cual es la 
densidad del material de que esta heclio el frasco? 



Figura 30 Problema 48. 


Section 17-5 Medicion de la presion 

49. Calcule la densidad del vino tinto que Pascal uso en su 
barometro de 14 m de longitud. Suponga que el vino 
llenaba el tubo. 

50. La presion en la superficie del planeta Venus es de 90 atm 
(es decir, 90 veces la presion en la superficie de la Tierra). 
6 De que longitud tendria que ser un barometro de mercurio 
para medir esta presion? Suponga que el mercurio se 
mantiene a 0° C. 

Section 17-6 Tension superficial 

51. ,[Cuanta energia esta almacenada en la superficie de una 
burbuja dejabon de 2.1 cm de radio si su tension superfi¬ 
cial es de 4.5 x 10' 2 N/m? 

52. Una pelicula delgada de agua de 80.0 pm de espesor esta 
emparedada entre dos placas de vidrio y forma una man- 
cha circular de 12.0 cm de radio. Calcule la fuerza normal 
necesaria para separar a las placas si la tension superfi¬ 
cial del agua es de 0.072 N/m. 

53. A1 emplear una solucion de jabon en la que la tension 
superficial es de 0.025 N/m un nino sopla una burbuja de 


jabon de 1.40 cm de radio. ^Cuanta energia se usa para 
estirar la superficie del jabon? 

54. La tension superficial del 4 He liquido es de 0.35 mN/m y 
la densidad liquida es de 145 kg/m 3 . Estime (a) el numero 
de atomos/m 2 de superficie y (i>) la energia por enlace, en 
eV, en el liquido a esta temperatura. La masa de un atomo 
de helio es de 6.64 x 10' 27 kg. Imagine a cada atomo como 
un cubo y suponga que cada atomo interactua unicamente 
con sus cuatro vecinos mas cercanos. 

55. Demuestre que la diferencia de presion entre el interior y 
el exterior de una burbuja de radio r es 4 y/r, donde yes la 
tension superficial del liquido con el cual ha sido soplada 
la burbuja. 

56. Una barra solida de vidrio de radio r - 1.3 cm esta colo- 
cada coaxialmente dentro de un cilindro de vidrio de ra¬ 
dio interno R = 1.7 cm. Sus extremos del fondo estan 
alineados y situados en contacto con la superficie de un 
tanque abierto de agua y perpendiculares a ella (vease la 
Fig. 31). |^A que altura y se elevara el agua en la region 
entre la barra y el cilindro? Suponga que el angulo de 
contacto sea 0° y use 72.8 mN/m para la tension superficial 
del agua. 



Figura 31 Problema 56. 


57. Una burbuja de jabon en el aire tiene un radio de 3.20 cm. 
Se la sopla luego hasta un radio de 5.80 cm. Use 26.0 
mN/m para la tension superficial (constante) de la burbuja. 
(a) ^Cual es la diferencia de presion inicial en la pelicula 
de la burbuja? ( b ) Halle la diferencia de presion en la 
pelicula para el tamano mas grande, (c) ^Cuanto trabajo 
se efectuo contra la atmosfera para hacer mas grande a la 
burbuja? (d) ^Cuanto trabajo se efectuo para estirar la 
superficie de la burbuja? 


CAPITULO 18 

dinAmica 

DE LOS FLUIDOS 


Pasamos ahora de la estatica de los fluidos a la dindmica de los fluidos en movimiento. En 
esencia, existe poca diferencia entre la dindmica del movimiento de los fluidos y la dindmica 
de los movimientos de la particula y del cuerpo rfgido, que ya hemos estudiado en capitulos 
anteriores. Empleamos aqui conceptos ya conocidos para analizar la dindmica de los fluidos, 
incluyendo las leyes de Newton del movimiento y la conservacidn de la masa y de la energia. 
Asi pues, en este capitulo aplicaremos estos principios a los fluidos, los que describimos em- 
pleando variables tales como la presion y la densidad que hemos presentado en el capitulo 1 7. 

Comenzaremos con un modelo simplificado delflujo fluido, del cual no tendremos en cuenta 
las fuerzas de disipacidn. Este enfoque es similar a nuestro estudio previo de la dindmica de 
la particula, donde en un principio no tomabamos en cuenta a las fuerzas de disipacidn (de 
friccidn). Una ventaja de este acceso es que permite un analisis en terminos de la conservacidn 
de la energia mecdnica, como lo hicimos en el capitulo 8 en el caso de las particulas. Mas 
adelante en el presente capitulo ofreceremos una description breve de los resultados intere- 
santes y poco usuales que suceden en los fluidos reales cuando se toman en cuenta las fuerzas 
de disipacidn, llamadas fuerzas viscosas. 


18-1 CONCEPTOS GENERALES 
DEL FLUJO DE LOS FLUIDOS 

Una manera de describir el movimiento de un fluido 
consiste en dividirlo en elementos de volumen infinitesi¬ 
mal, a los cuales podemos llamar particulas fluidas, y 
seguir el movimiento de cada particula. Si conocemos a 
las fuerzas que actuan sobre cada particula del fluido, 
podemos entonces resolver para las coordenadas y velo- 
cidades de cada particula en funcion del tiempo. Este 
procedimiento, que es una generalizacion directa de la 
mecanica de la particula, fue desarrollado por primera vez 
por Joseph Louis Lagrange (1736-1813). Puesto que el 
numero de particulas de fluido es generalmente muy 
grande, el uso de este metodo es una tarea formidable. 

Existe otro tratamiento distinto, desarrollado por Leon¬ 
hard Euler (1707-1783), que es mas conveniente en la 
mayoria de los casos. En el abandonamos el intento de 
especificar la historia de cada particula del fluido y, en 
cambio, especificamos la densidad y la velocidad del 
fluido en cada punto en el espacio y en cada instante 
de tiempo. Este es el metodo que usaremos. Describire- 
mos al movimiento del fluido especificando la densidad 


p(x, y> z, t) y la velocidad v(x, y, z, t) en el punto x, y, z en 
el tiempo t. Centraremos entonces nuestra atencion en que 
esta sucediendo en un punto en particular del espacio en 
ese tiempo determinado, en lugar de ocupamos de que le 
sucede a una particula dada de fluido. Cualquier cantidad 
empleada para describir el estado del fluido, por ejemplo, 
la presion p, tendra un valor definido en cada punto en el 
espacio y en cada instante de tiempo. Si bien, esta descrip- 
cion del movimiento del fluido centra la atencion sobre 
un punto en el espacio en lugar de sobre una particula del 
fluido, no podemos evitar seguir a las particulas del fluido 
en si mismas, cuando menos durante intervalos de tiempo 
cortos dt. Despues de todo, las leyes de la mecanica se 
aplican a particulas y no a puntos en el espacio. 

Consideraremos en primer lugar algunas caracteristicas 
generales del flujo de los fluidos. 

1. El flujo de los fluidos puede ser estacionario o no 
estacionario. Describamos al flujo en terminos de los 
valores de variables tales como la presion, la densidad, y 
la velocidad de flujo en cada punto del fluido. Si estas 
variables son constantes en el tiempo, se dice que el flujo 
es estacionario. Los valores de estas variables cambian 
por lo general de un punto a otro, pero no cambian con el 
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tiempo en cualquier punto en particular. A menudo puede 
conseguirse esta condicion a velocidades de flujo bajas; 
una corriente que fluya continuamente es un ejemplo. En 
el flujo no es estacionario, como en una ola grande pro- 
vocada por la marea, las velocidades v son funciones del 
tiempo. En el caso del flujo turbulento, tal como en los 
rapidos de un rio o en una caida de agua, las velocidades 
varian erraticamente de punto a punto asi como de tiempo 
a tiempo. 

2. El flujo de un fluido puede ser compresible o in- 
compresible. Si la densidad p de un fluido es constan- 
te, independiente de x, y, z, y t, su flujo se llama flujo 
incompresible. Puede considerarse usualmente que los 
liquidos fluyen incompresiblemente. Pero aun en un gas 
altamente compresible la variacion de la densidad puede 
ser insignificante, y para objetos practicos podemos con- 
siderar que el flujo es incompresible. Por ejemplo, al volar 
a velocidades mucho menores que la velocidad del sonido 
en el aire (que se describe como aerodinamica subsonica), 
el flujo del aire sobre las alas es casi incompresible. 

3. El flujo de los fluidos puede ser viscoso o no viscoso. 
En el movimiento de los fluidos la viscosidad es el analo- 
go de la friccion en el movimiento de los solidos. Cuando 
un fluido fluye de modo que no disipe energia por medio 
de fuerzas viscosas, se dice que el fluido es no viscoso. En 
muchos casos, como en problemas de lubricacion, la 
viscosidad es extremadamente importante; por ejemplo, 
los aceites para motor se denominan de acuerdo a su 
viscosidad y a su variacion con la temperatura. En otros 
casos, la viscosidad puede ser de poca importancia relati- 
vamente, y al despreciarla podemos emplear una descrip- 
cion mas sencilla en terminos de flujo no viscoso. 

4. El flujo de los fluidos puede ser rotatorio o no rota- 
torio. Si un elemento del fluido en movimiento no gira en 
tomo a un eje que pase por el centra de masa del elemento, 
se dice que el flujo es no rotatorio. Podemos imaginar a 
una pequena rueda de paletas sumergida en el flujo en 
movimiento (Fig. 1). Si la rueda se mueve sin girar, el 
movimiento es no rotatorio; de otro modo sera rotatorio. 
Notese que un elemento en particular del fluido puede 
moverse en una trayectoria circular y experimentar tam- 
bien un flujo no rotatorio; una analogia es el movimiento 
de las gondolas colgantes de una “rueda gigante” de feria: 
aun cuando la rueda gire, las personas que viajan en las 
gondolas no giran respecto a sus centros de masa. El 
remolino que se forma cuando el agua fluye por el drenaje 
de la banera es un ejemplo de esta clase de flujo no 
rotatorio. 

Para simplificar la descripcion matematica del movi¬ 
miento de un fluido, limitaremos nuestra exposicion de 
la dinamica de los fluidos en su mayor parte al flujo 



Figura 1 Una rueda de paletas pequena que flota 
libremente en un liquido al fluir. Si la rueda gira, llamamos al 
flujo rotatorio ; si no, el flujo es no rotatorio. 


estacionario, incompresible, no viscoso, no rotatorio. Sin 
embargo, corremos el riesgo de que, con tantas suposi- 
ciones simplificantes, ya no estemos estudiando un fluido 
real. Ademas, a veces es dificil decidir si una propie- 
dad determinada de un fluido (digamos, su viscosidad) 
puede ser despreciada en una situacion particular. A pesar 
de todo esto, el analisis restringido que vamos a llevar a 
cabo tiene una aplicacion amplia en la practica, como 
veremos. 


18-2 TRAYECTORIA DE UNA , 
CORRIENTE Y LA ECUACION 
DE CONTINUIDAD 

En el flujo estacionario la velocidad v en un punto dado es 
constante en el tiempo. Consideremos al punto P (Fig. 2) 
dentro del fluido. Puesto que v en P no cambia con el 
tiempo en el flujo estacionario, cada particula de fluido 
que llegue a P pasara con la misma velocidad y en la 
misma direccion. El movimiento de cada particula que 
pase por P sigue entonces la misma trayectoria, llamada 
Unea de corriente. Cada particula de fluido que pase por 
P pasara mas tarde por puntos mas a lo largo de la linea 
de corriente, tal como Q y R en la figura 2. Ademas, cada 
particula de fluido que pase por R debe haber pasado 
previamente por P y Q. 

La magnitud del vector velocidad de la particula de 
fluido cambiara, en general, al moverse a lo largo de la 
linea de corriente. La direccion del vector de la velocidad 



Figura 2 En el flujo estacionario, una particula de fluido 
que pase por P traza una linea de corriente, pasando mas 
tarde por los puntos Q y R corriente abajo. Cualquier otra 
particula que pase por P debe seguir esta misma trayectoria 
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Figura 4 Un tubo de flujo que tiene un area A, de la 
seccion transversal en P, y un area A 2 en Q. 


en cualquier punto a lo largo de la linea de corriente es 
siempre tangente a ella. 

Dos lineas de corriente no pueden cruzarse entre si ya 
que, si lo hicieran, una particula de fluido que llegue 
podria seguir un camino u otro, y el flujo no podna ser 
estacionario. En el flujo estacionario el patron de las lineas 

de corriente no cambia con el tiempo. 

En principio podemos trazar una linea de una corriente 
a traves de cada punto del fluido. Suponiendo un flujo 
estacionario, elegimos un numero fimto de lineas de co¬ 
rriente para formar un haz, como el patron de lineas de 
corriente de la figura 3. Esta region tubular se llama tubo 
de flujo. La frontera de este tubo consiste en lineas de 
corriente a las cuales la velocidad de las particulas fluids* 
es siempre tangente. Asi pues, ningun fluido puede cruzar 
la frontera de un tubo de flujo, y el tubo se comports un 
tanto como una tuberia de la misma forma. El fluido que 
entra por un extremo debe salir por el otro. 

Consideremos en detalle el flujo del fluido poirun tubo 
de flujo como el que se muestra en la figura 4. El fluido 
entra en P donde el area de la seccion transversal es A, y 
sale en <? donde el area es A 2 . Sea u, la velocidad de las 
particulas del fluido en P y u 2 la de las particulas en <?. En 
el intervalo de tiempo At un elemento de fluido recorre 
aproximadamente la distancia u At. Entonces el fluido que 
cruce A. en el intervalo de tiempo At tiene un volumen de 
A.u.At, aproximadamente. Si su densidad en esa ubica- 
cion es p„ entonces la masa de fluido Am, que cruza por 
A, es, de alrededor de 

Am, *= p x A x v i At. 

El flujo de masa, definido como la masa de fluido por 
unidad de tiempo que pasa por cualquier seccion transver¬ 
sal, es entonces Am,/At - p,A,u, en P, aproximadamente. 
Debemos considerar que At sea lo suficientemente peque- 
no como para que en este intervalo de tiempo m v m A 
varien en forma considerable durante la distancia que 
viaja el fluido. En el limite segun At -» 0, obtenemos e 
resultado preciso: 

flujo de masa en P = p x A x v x , 


y, segun un analisis similar, 

flujo de masa en Q — PiA 2 V 2 > 

donde p 2 ,A 2 , y v 2 representan, respectivamente, la densi¬ 
dad, el area de la seccion transversal, y la velocidad del 

flujo en Q. , . 

Hemos supuesto que el fluido entra en el tubo unica- 

mente en P y sale unicamente en Q. Esto es, entre P y Q 
no existen otras “fuentes” por donde el fluido pueda entrar 
al tubo ni “sumideros” por donde pueda salir. Ademas, el 
flujo es estacionario, de modo que la densidad del fluido 
entre P y Q no cambia con el tiempo (aun cuando pueda 
cambiar de lugar a lugar). Entonces el flujo de masa en P 
debe ser igual al flujo de masa en Q. 

p x A x v x = piA 2 v 2 , (1) 

o, en terminos mas generates que se refieran a cualquier 
ubicacion en el tubo de flujo, 

pAv = constante. @) 

Este resultado expresa la ley de conservacion de la masa 

en la dinamica de los fluidos. 

Si el fluido es incompresible, como lo supondremos de 
ahora en adelante, entonces p, = p 2 , y l a ecuacion 1 a - 
quiere la forma mas sencilla 

A x v x =A 2 v 2 , (3) 

o, al definir que R sea la razon de flujo volumetrico (o flujo 
volumetrico) A v. 



Figura 5 La velocidad debe aumentar al estrecharse el area 
de un tubo horizontal. Si no actua ninguna otra fuerza sobre 
el fluido, la presion en P debe ser mayor que la presion en V, 
de modo que en direccion PQ actua una fuerza para 
proporcionar la aceleracion necesaria. 
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R — Av= constante. (4) 

Las unidades de R en el SI son m 3 /s. Notese que la 
ecuacion 3 predice que en el flujo estacionario incompre- 
sible la velocidad del flujo varia inversamente con el area 
de la seccion transversal, siendo mayor en las partes mas 
angostas del tubo. 

La constancia del flujo volumetrico a lo largo de un tubo 
de flujo ofrece una interpretacion grafica importante de 
las lineas de la corriente, como se ve en la figura 5. En una 
parte angosta del tubo, las lineas de corriente deben de 
estar mas apretadas que en una parte ancha. De aqui que, 
cuando la distancia entre lineas de corriente disminuya, la 
rapidez del fluido debe aumentar. Por lo tanto, concluimos 
que las lineas de corriente espaciadas indican regiones de 
velocidad relativamente baja, y que las lineas de corriente 
apretadas indican regiones de velocidad relativamente 
elevada. 

Podemos obtener otro resultado interesante al aplicar la 
segunda ley de Newton para el movimiento al flujo del 
fluido entre P y Q (Fig. 5). Una particula de fluido en P 
con una velocidad v x debe ser acelerada en direccion hacia 
adelante al adquirir la velocidad hacia adelante v 2 mas 
elevada en Q. Esta aceleracion puede provenir unicamente 
de una fuerza ejercida en la direccion PQ, y (si no existe 
ninguna otra fuerza externa, por ejemplo, la gravedad) la 
fuerza debe surgir de un cambio de la presion en el seno 
del fluido. Para proporcionar esta fuerza, la presion debe 
ser mayor en P que en Q. Por lo tanto, en ausencia de otras 
fuentes de aceleracion, las regiones de mayor velocidad 
del fluido deben estar asociadas con presiones del fluido 
mas bajas. En la seccion siguiente, trataremos mas a 
fondo esta conclusion preliminar respecto a la dinamica 
del fluido. 

^Ha formado usted parte, alguna vez, de un “fluido 
humano” en el que una muchedumbre de personas tratara 
de pasar por una puerta angosta? Hacia la parte de atras 
de la muchedumbre, el area de la seccion transversal es 
grande, la presion es grande, pero la velocidad de avance 
es bastante pequeria. Una vez atravesando la puerta, la 
muchedumbre se mueve mas rapidamente: la velocidad 
del flujo aumenta. Este “fluido” es compresible y viscoso, 
y el flujo puede ser tanto rotatorio ;como turbulento! 


Problema muestra 1 La figura 6 muestra como se angosta al 
caer la corriente de agua que sale por un grifo. El area de la 
seccion transversal A 0 es de 1.2 cm 2 y la de A es de 0.35 cm 2 . 
Los dos niveles estan separados por una distancia vertical h (= 
45 mm). ^En que cantidad fluye el agua de la Have? 

Solucion Partiendo de la igualdad del flujo volumetrico 
(Ec. 3) tenemos 

A 0 v 0 =Av, 

donde v 0 y u son las velocidades del agua a los niveles corres- 
pondientes. Partiendo de la ecuacion 20 del capitulo 2 podemos 



Figura 6 Problema muestra 1. Cuando el agua cae de una 
Have, su velocidad aumenta. Como la cantidad de flujo debe 
ser la misma en todas las secciones transversal es, la corriente 
debe volverse mas angosta al caer. (Se desprecian los efectos 
asociados con la tension superficial.) 


masa dentro del elemento de volumen. Cuando estos terminos 
suman cero, significa que cualquier flujo de salida (o de entrada) 
neto de masa debe ser compensado por un cambio equivalente 
en la masa dentro del elemento. Una vez mas, esto es precisa- 
mente un postulado de la conservacion de la masa. Si el elemen¬ 
to de volumen dV contiene fuentes o sumideros, estos estarian 
incluidos en la ecuacion 5 haciendo al lado derecho igual a la 
cantidad a la que la materia esta entrando en, o saliendo de, dV. 
(Las derivadas que aparecen en la ecuacion 5 son derivadas 
parciales, porque la densidad y las componentes de la velocidad 
pueden ser funciones de mas de una variable). 

Las ecuaciones de continuidad son comunes en fisica y 
juegan un papel fundamental no solamente en la mecanica de 
los fluidos, sino en cualquier materia o tema en el cual interven- 
ga un flujo. Por ejemplo, en electromagnetismo consideramos 
no el flujo de masa sino el flujo de carga electrica. Las compo¬ 
nentes de v en la ecuacion 5 son reemplazadas por componentes 
correspondientes de la corriente electrica, mientras que la den¬ 
sidad de masa es reemplazada por la densidad de carga. La 
interpretacion de la ecuacion no cambia, excepto que entonces 
se refiere a la conservacion de la carga electrica mas que a la 
masa. (Veanse los capitulos 27 y 32.) ■ 


tambien escribir, puesto que cada elemento de agua esta cayen- 
do libremente debido a la gravedad, 

v 2 = vl + 2 gh. 

Eliminando a v entre estas dos ecuaciones y resolviendo para 
v 0 , obtenemos 

I 2ghA 2 /(2)(9.8 m/s 2 )(0.045 m)(0.35 cm 2 ) 2 

V ° VA 2 0 -A 2 V (1.2 cm 2 ) 2 -(0.35 cm 2 ) 2 
= 0.286 m/s = 28.6 cm/s. 

La razon de flujo volumetrico R es entonces 

R = A 0 v 0 = (1.2 cm 2 )(28.6 cm/s) 

= 34 cm 3 /s. 

Con esta cantidad, tardari'amos unos 3 s en llenar un frasco de 
100 mL. 


La ecuacion de continuidad (Opcional) 

Las ecuaciones 2 y 4 son ejemplos de relaciones matematicas 
conocidas como ecuaciones de continuidad. Una ecuacion de 
continuidad es, en efecto, una ley de conservacion de la materia. 
Esta nos dice que si no existen fuentes (lugares por donde se 
introduzca materia nueva) ni sumideros (lugares por donde la 
materia que fluye pueda escapar), entonces la masa dm conte- 
nida en cualquier volumen dV debe permanecer constante. 
Hemos derivado estas ecuaciones para condiciones muy espe- 
ciales; una ecuacion de continuidad mas general es 

d(pv x ) d(pv ¥ ) d{pv z ) dp 

dx dy dz dt 

Esta ecuacion se basa en la consideracion de un volumen 
arbitrario de espacio (no de fluido) dV= dx dy dz. El elemento 
de volumen permanece fijo en el espacio mientras que el fluido 
fluye a traves de el. Los primeros tres terminos, cuando se les 
multiplica por dV, dan el flujo de salida neto de la masa de 
fluido que proviene del volumen, en terminos de sus componen¬ 
tes de velocidad v x , v y , y v z . El cuarto termino, de nuevo 
multiplicado por dV, da la cantidad a la cual esta cambiando la 


18-3 LA ECUACION DE BERNOULLI* 


La ecuacion de Bernoulli, que es una relation fundamen¬ 
tal en la mecanica de los fluidos, no es un principio nuevo 
sino que es derivable de las leyes basicas de la mecanica 
newtoniana. Hallamos conveniente derivarla del teorema 
trabajo-energia (vease la Sec. 7-4), ya que es esencialmen- 
te un postulado del teorema trabajo-energia para el flujo 
de los fluidos. 

Consideremos el flujo estacionario, incompresible, no 
viscoso y no rotatorio de un fluido a lo largo de la tuberia 
o tubo de flujo de la figura 7. La porcion de tuberia que 
se muestra en la figura tiene una seccion transversal A x 
uniforme a la izquierda. Alii es horizontal con una eleva¬ 
tion y, sobre cierto nivel de referencia. Gradualmente se 
ensancha y eleva, y a la derecha tiene una seccion trans¬ 
versal A 2 uniforme. Alii es horizontal en una elevation y 2 . 
Concentremonos en la porcion de fluido representada por 
los sombreados suave e intenso y llamemos a este fluido 
“el sistema”. Consideremos luego el movimiento del sis- 
tema desde la posicion mostrada en la figura 7 a hasta la 
mostrada en la figura 7 b. En todos los puntos de la parte 
angosta de la tuberia la presion es p x y la velocidad i>,; en 
todos los puntos de la porcion ancha la presion es p 2 y la 
velocidad v 2 . 

El teorema trabajo-energia (vease la Ec. 19 del capitulo 
7) establece: el trabajo efectuado por la fuerza resultante 


* En la Encyclopaedia Britannica (edition undecima) figuran 
ocho miembros de la familia Bernoulli. Aqui nos referimos a 
Daniel Bernoulli (1700-1782), quiza el mas notable de esta 
destacada familia. 


que actua sobre un sistema es igual al cambio en la energia 
cinetica del sistema. En la figura 7 las fuerzas que efectuan 
un trabajo sobre el sistema, suponiendo que podamos 
despreciar a las fuerzas viscosas, son las fuerzas de la 
presion p x A x y p 2 A 2 que actuan sobre los extremos a mano 
izquierda y derecha del sistema, respectivamente, y la 
fuerza de la gravedad. Al circular el fluido por la tuberia 
el efecto neto, como lo muestra la comparacion de las 
figuras la y lb , es elevar al fluido representado por el area 
de sombreado intenso de la figura la a la posicion mos¬ 
trada en la figura lb. La cantidad de fluido representada 
por el sombreado suave no cambia a causa del flujo. 

Podemos hallar el trabajo W efectuado sobre el sistema 
por la fuerza resultante como sigue: 

1. El trabajo efectuado sobre el sistema por la fuerza de 
la presion p x A x es p x A x A l x . 

2. El trabajo efectuado sobre el sistema por la fuerza de 
la presion p 2 A 2 es -p 2 A 2 A/ 2 . Notese que es negativo, 
porque la fuerza actua en direccion opuesta al desplaza- 
miento horizontal. 

3. El trabajo efectuado sobre el sistema por la gravedad 
esta asociado con la elevation del elemento de fluido en 
sombreado intenso desde la altura y, hasta la altura y 2 y es 
-A m g(y 2 - y,) donde Am es la masa de fluido en cualquiera 
de las areas con sombreado intenso. Esta contribution es 
tambien negativa a causa de que la fuerza gravitatoria 
actua en direccion opuesta al desplazamiento vertical. 

El trabajo neto W efectuado sobre el sistema por todas 
las fuerzas se halla al sumar estos tres terminos, es decir, 

W=p x A x Al, — p 2 A 2 A/ 2 - A m g(y 2 - y x ). 

Ahora bien, A x A/, (= A 2 A l 2 ) es el volumen AV del 
elemento de fluido en sombreado intenso, el cual pode¬ 
mos escribir como A m/p, en donde p es la densidad 
(constante) del fluido. Recordemos que los dos elementos 
de fluido tienen la misma masa, de modo que al disponer 
que A x A/, = A 2 A l 2 hemos supuesto que el fluido es 
incompresible. Con esta hipotesis tenemos 

W=(p x - p 2 )(Am/p) - Am g(y 2 - y,). (6) 

El cambio en la energia cinetica del elemento de flui¬ 
do es 

A K = {Am vl — {Am v 2 x . 

Partiendo del teorema trabajo-energia, W = AK, y enton¬ 
ces tenemos 

(Pi ~ Pi)(Am/p) - Am g{y 2 - y,) 

= {Am v 2 — {Am v f, (7) 

lo que, despues de cancelar al factor comun de Am, puede 
reacomodarse para leerse como sigue: 

Pi + {pv i + Pgy'i = Pi + {pv\ + pg}'i- (8) 
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Figura 7 El fluido fluye por una tuberia en forma estacionaria. Durante el intervalo 
de (a) a ( b ), el efecto neto del flujo es la transferencia del elemento de fluido indicado 
por el sombreado intenso desde el extremo de entrada de la tuberia hasta el extremo de 
salida. 



Puesto que los subindices 1 y 2 se refieren a dos ubicacio- 
nes cualesquiera a lo largo de la tuberia, podemos suprimir 
los subindices y escribir 

P + \pv 2 + pgy = constante. (9) 

La ecuacion 9 recibe el nombre de ecuacion de Bernoulli 
para el flujo estacionario, incompresible, no viscoso y no 
rotatorio. Fue presentada por vez primera por Daniel 
Bernoulli en su Hydrodynamica en 1738. 

La ecuacion de Bernoulli es estrictamente aplicable 
unicamente al flujo estacionario, siendo evaluadas las 
cantidades implicadas a lo largo de la linea de corriente. 
En nuestra figura, la linea de corriente usada esta a lo largo 
del eje de la tuberia. Sin embargo, si el flujo es no rotatorio 
puede demostrarse (vease el problema 33 para un caso 
especial) que la constante de la ecuacion 9 es la misma 
para todas las lineas de corrientes. 

Asi como la estatica de una particula es un caso especial 
de la dinamica de la particula, la estatica de los fluidos es 
un caso especial de la dinamica de los fluidos. No deberia 
sorprendemos, por lo tanto, que la ley del cambio de la 
presion con la altura en un fluido en reposo este incluida 
en la ecuacion de Bernoulli como un caso especial. Si el 
fluido esta en reposo, entonces v 1 = v 2 = 0 y la ecuacion 
8 se convierte en 

P\ + Pgy\ = Pi + pgy 2 


o 

p 2 -p l = -pg(y 2 - yd, 

que es la misma que la ecuacion 8 del capitulo 17. 

De la ecuacion 8 se deduce otro resultado basico cuando 
y, = y 2 (es decir, la tuberia es horizontal, de modo que no 
es preciso considerar los efectos gravitatorios). Entonces 

Pi + {pv\ = p 2 + \pv 2 2 . (10) 

Cuando la velocidad es grande, la presion debe ser peque¬ 
na, y a la inversa. Este es el postulado matematico que 
confirma la conclusion de lo expuesto como consecuencia 
de la ecuacion 4. En la ecuacion 9 todos los terminos 
tienen la dimension de una presion (lo cual debe usted 
verificar). La presion p + pgy, la cual estaria presente aun 
cuando no hubiese flujo (v = 0), se llama presion estatica; 
el termino '-p v 2 se denomina presion dinamica. 

La ecuacion de Bernoulli es en efecto un postulado de 
la conservacion de la energia mecanica en un sistema. En 
analogia con nuestro tratamiento de la conservacion de la 
energia en el capitulo 8, podemos reescribir la ecuacion 7 
como: 

AK + AU = W, 

donde los tres terminos se refieren, respectivamente, a los 
cambios en las energias cinetica y potencial y al trabajo 
efectuado por la fuerza de la presion, siendo consideradas 


todas las cantidades por unidad de volumen del fluido. Si 
el fluido es compresible, puede adquirir energia interna 
por medios mecanicos; por ejemplo, la fuerza de la pre¬ 
sion puede empujar a las moleculas acercandolas mas, 
aumentando por lo tanto su energia potencial interna. 
Entonces en un fluido compresible deberiamos incluir 
otro termino A£ inl correspondiente al cambio en la energia 
interna por unidad de volumen, y el postulado de la 
conservacion de la energia se convierte en 

AK+AU + AE int = W. 

Este resultado es identico a la ecuacion 28 del capitulo 8. 
Si, ademas, el flujo es viscoso, las fuerzas similares a la 
friccion realizan un trabajo que puede parecer como un 
aumento en la energia interna del fluido. 

En la practica, podemos modificar a la ecuacion de 
Bernoulli como sea necesario para justificar la conversion 
de la energia mecanica del fluido en energia interna. Si el 
flujo puede considerarse como aproximadamente incom¬ 
presible y no viscoso, estas correcciones son desprecia- 
bles. 


Problema muestra 2 Un tanque elevado de altura h = 32 m 
y diametro D = 3.0 m abastece de agua a una casa (Fig. 8). 
Una tuberia horizontal en la base del tanque tiene un diametro 
d = 2.54 cm (1 in, tipico de las tuberias de abastecimiento 
domestico en Estados Unidos). Para satisfacer las necesidades 
del hogar, la tuberia de abastecimiento debe ser capaz de susti- 
tuir agua a razon de R = 0.0025 m 3 /s (alrededor de | de galon 
por segundo). (a) Si el agua estuviese fluyendo a la cantidad 
maxima, ^cual seria la presion en la tuberia horizontal? (b) Una 
tuberia mas pequena, de diametro d' = 1.27 cm (= 0.5 in) 
abastece al segundo piso de la casa, a una distancia de 7.2 m 
sobre el nivel del suelo. ^Cuales son la velocidad del flujo y la 
presion del agua en esta tuberia? Desprecie la viscosidad del 
agua. 


Solucion (a) Aplicamos la ecuacion de Bernoulli a lo largo de 
la linea de flujo ABC mostrada en la figura 8. En los puntos A 
y B tenemos 

Pa + 2pv 2 A + pgy a = P B + iPV 2 B + pgy B - 

En A, la presion es la de la atmosfera, p 0 . Con y A = h y y B = 0, 
obtenemos, para la presion desconocida, 

Pb = Po + Pgh + ±P(Va ~ v 2 b ). 

Podemos hallar v A y u B a partir de la igualdad del flujo volume- 
trico (Ec. 4), lo que nos da 

v a^a ~ v b^b = 

donde R es la cantidad de flujo volumetrico constante. Entonces 


v A = 


A a 


0.0025 m 3 /s 
7t(1.5 m) 2 


= 3.5 X 10 4 m/s. 



0.0025 m 3 /s 
7t(0.0127 m) 2 


= 4.9 m/s. 


h- d -h 



Figura 8 Problema muestra 2. 


Observese que el termino ^pv A en la expresion para p es 
despreciable comparado con el termino . Esto es, la velo¬ 
cidad del flujo en la parte superior del tanque es bastante 
pequena, debido a la gran area de su seccion transversal. 
Ahora podemos resolver para la presion en la tuberia: 

Pb = Po + Pgh ~ {pv 2 B 

= 1.01 X 10 5 Pa + (1.0 X 10 3 kg/m 3 X9.8 m/s 2 X32 m) 

- KL0 X 10 3 kg/m 3 X4.9 m/s) 2 
= 1.01 X 10 5 Pa + 3.14 X 10 5 Pa — 0.12 X 10 5 Pa 
= 4.03 X 10 5 Pa. 

Si el agua de la tuberia horizontal no estuviese fluyendo (esto es, 
si la valvula estuviese cerrada), la presion estatica en B incluirfa 
unicamente a los primeros dos terminos de arriba, lo cual daria 
4.15 x 10 5 Pa. La presion cuando el agua fluye se reduce de este 
valor estatico a la cantidad de la presion dinamica. 

( b ) Si la tuberia mas angosta al segundo piso ha de tener la 
misma cantidad de flujo R, la velocidad en C debe ser 


v c 


R_ 

Ac 


0.0025 m 3 /s 
7t(0.0064 m) 2 


19.7 m/s, 


o cuatro veces el valor en B. La ecuacion de Bernoulli da 


Pa + iPV A + Pgy a = Pc + ipv 2 c+ Pgyc 
o 

Pc = P 0 + iP(v 2 A ~ v 2 c ) + pg(y A - y c ) 

= 1.01 X 10 5 Pa- -XL0X 10 3 kg/m 3 )(19.7 m/s) 2 
+ (1.0 X 10 3 kg/m 3 X9.8 m/s 2 X32 m - 7.2 m) 

= 1.01 X 10 5 Pa - 1.95 X 10 5 Pa + 2.43 X 10 s Pa 
= 1.49 X 10 5 Pa. 

A causa de la mayor velocidad del flujo a lo largo de la tuberia 
mas pequena, la contribucion dinamica a la presion es mucho 
mayor en C que en B. Los efectos tanto estaticos como dinami- 
cos tienden a reducir la presion en ese punto con relacion a B. 


18-4 APLICACIONES DE LA 

ECUACI6N DE BERNOULLI Y DE 
LA ECUACI6N DE CONTINUIDAD 


En esta seccion consideraremos un numero de aplicacio¬ 
nes de la ecuacion de Bernoulli, que ilustran su uso y 
demuestran la amplitud de su aplicabilidad. 
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Figura 9 Un medidor de Venturi, usado para medir la 
velocidad del flujo de un fluido en una tuberia. 


El medidor de Venturi 


Este aparato (Fig. 9) es un medidor de la velocidad del 
flujo de un fluido en una tuberia. Un fluido de densi- 
dad p fluye por una tuberia de area de su seccion transver- 
saM. El area se reduce a a en el cuello, y alii se acopla un 
tubo manometrico, como se muestra. Hagamos que el 
liquido del manometro, digamos mercurio, tenga una den- 
sidad p'. A1 aplicar la ecuacion de Bernoulli y la igualdad 
del flujo volumetrico en los puntos 1 y 2, puede demos- 
trarse (vease el problema 31) que la velocidad del flujo en 
el punto 1 es 


v = a 




2(p'-p)gh 
p(A 2 — a 2 ) ’ 


( 11 ) 


El tubo de Pitot 

Este aparato (Fig. 10) se usa para medir la velocidad 
del flujo de un gas. Consideremos que el gas (por ejem- 
plo, aire) fluye con una densidad p y una velocidad \ a 
paralelas a los pianos de las aberturas en a. La presion en 
el brazo izquierdo del manometro, que esta conectado a 
estas aberturas, es entonces la presion estatica en la linea 
de gas, p a . La abertura del brazo derecho del manometro 
esta en angulo recto con la corriente. La velocidad se 
reduce a cero en b, y el gas esta estancado en ese punto. 
A1 aplicar la ecuacion de Bernoulli a los puntos a y b, 
obtenemos 

Pa + \P v l = Pb- 

Sustituyendo la lectura p’gh del manometro por la dife- 
rencia de presion p b - p a , podemos resolver para v a y 
obtener 

<12) 

Este aparato puede calibrarse para que de una lectura de 
v directamente. El indicador de la velocidad del aire que 

a 



Figura 10 Tubo de Pitot, que se emplea para medir la 
velocidad del flujo de un gas. 


se encuentra en las puntas de las alas de un aeroplano se 
basa en este principio. 


La fuerza ascensional 

Es la fuerza que actua sobre un cuerpo, como puede ser el 
ala de un aeroplano, una hidroala, o las aspas de un 
helicoptero, en virtud de su movimiento en el seno del 
fluido. Esta es distinta a la fuerza ascensional estatica, que 
es la fuerza de flotabilidad que actua sobre un globo o 
sobre un iceberg de acuerdo con el principio de Arquime- 
des (seccion 17-4). 

En el vuelo de una bola de beisbol, de una pelota de 
tenis, o de una pelota de golf tenemos ejemplos comunes 
de fuerza ascensional dinamica. Esta, que se origina con 
la rotacion de la pelota al volar, puede hacer que la pelota 
trace una curva o que ascienda o descienda con relacion a 
una trayectoria parabolica. Puesto que el fluido (el aire en 
este caso) es un tanto viscoso, existe friction a medida que 
la pelota avanza, y esta tiende a transportar consigo una 
capa delgada de fluido llamada capafrontera. Vista desde 
el marco de reposo de una pelota que no gire, la velocidad 
del fluido desciende del valor mas alia de la capa frontera 
(igual a la velocidad de vuelo de la pelota) a cero en la 
superficie de la pelota. 

La figura 11a muestra, en el marco de reposo de la 
pelota, lineas de corrientes del flujo estacionario del aire 
al pasar por una pelota no rotatoria, a velocidades lo 
suficientemente bajas como para que no exista turbulen- 
cia. La figura 11 b muestra las lineas de corriente de aire 
que acompaiian a una pelota que gira rapidamente. Sin la 
viscosidad y sin la capa frontera, la bola, al girar, no 
puede transportar asi aire a su alrededor y esta circulacion 
(como se le llama) no existiria. Las pelotas de golf son 
sistematicamente rugosas gracias a los hoyuelos que tie- 
nen para aumentar esta circulacion y la fuerza ascensional 
dinamica que resulta de ello. Las bolas de beisbol a veces 
se raspan artificialmente (Lo cual no esta permitido por 
las reglas del juego) por los lanzadores, por la misma 
razon. 




(*) 



Figura 11 ( a ) Flujo de lineas de corriente alrededor de una 
pelota que no gira. ( b) La circulacion del aire alrededor de 
una pelota que gira, como consecuencia de la capa frontera. 
El espesor de la capa frontera se ha exagerado aqui a 
proposito. (c) Los efectos combinados de ambos 
movimientos. Partiendo de la ecuacion de Bernoulli vemos 
que una fuerza ascensional dinamica actua hacia arriba sobre 
la pelota. El fluido ejerce sobre la pelota una fuerza neta F 
que tiene una componente transversal al flujo del fluido 
(ascenso) y una componente paralela al flujo del fluido 
(arrastre). 


La figura 11c muestra el efecto de combinar la circula¬ 
cion (resultante de la rotacion de la pelota) y el flujo 
estacionario (resultante de la traslacion de la pelota por el 
aire). En el caso mostrado, las dos velocidades se suman 
en la parte de arriba de la pelota y se restan en la parte 
de abajo. A partir del espaciamento de las lineas de co¬ 
rriente resultantes, vemos que la velocidad del aire debajo 
de la pelota es menor que la de encima de ella. Segun la 
ecuacion de Bernoulli, la presion del aire debajo de la pe¬ 
lota debe entonces ser mayor que la de encima, de modo 
que la pelota experimenta una fuerza de sustentacion 
dinamica. 

Esencialmente, una bola de beisbol lanzada se curva en 
su trayectoria por la misma razdn. Por ejemplo, si la 
figura 11 representa una vista desde arriba de la bola que 


gira mientras avanza hacia el bateador, el “ascenso” actua 
en direction hacia un lado para mover a la bola horizon- 
talmente hacia el bateador o alejandose de el, como en el 
caso de una bola curva. Si la figura 11 representa una vista 
lateral, la bola es lanza con contragiro, como en el caso de 
una bola rapida. La fuerza ascensional actua hacia arriba, 
provocado que la bola se eleve con relacion a su trayec¬ 
toria parabolica. 

La fuerza de asecenso que actua sobre el ala de un 
aeroplano tiene una explicacion parecida. La figura 12 
muestra las lineas de corriente alrededor de un piano 
aerodinamico (o seccion tranversal del ala) adosado a un 
aeroplano. Elijamos al aeroplano como marco de referen¬ 
da, como hariamos en el experimento en un tunel de 
viento, y supongamos que el aire se mueve de izquierda a 
derecha al pasar por el ala. Observense las similitudes 
entre las figuras 12 y 1 lc. (De hecho, la explicacion de la 
fuerza ascencional sobre el ala de un aeroplano implica 
una circulacion similar a la Fig. lib.). 

El angulo de ataque del ala provoca que el aire se 
desvfe hacia abajo. De la tercera ley de Newton la reac¬ 
tion de esta fuerza hacia abajo del ala sobre el aire es una 
fuerza hacia arriba F, el ascenso, que el aire ejerce sobre 
el ala. 

Si bien la sola ecuacion de Bernoulli no puede servir 
para predecir el patron de las lineas de corriente alrededor 
de un piano aerodinamico, esta ecuacion puede emplearse 
para verificar que sobre el piano aerodinamico se ejerce 
una fuerza de ascenso. Encima del ala (punto 1) las lineas 
de corriente estan mas cerca entre si que lo estan debajo 
del ala (punto 2). Entonces v ( > v 2 y, segun el principio de 
Bernoulli, p } < p 2 , lo que debe ser asi para que exista 
elevation.* 


Empuje sobre un cohete 

Como ejemplo final calculemos el empuje sobre un cohete 
producido por el escape de los gases que expele. Consi¬ 
deremos una camara (Fig. 13) de seccion transversal A 
llena de un gas de densidad p a una presion p. En el fondo 
de la camara se encuentra un pequeno orificio de area de 


* Para mayor information sobre como vuelan los aeroplanos, 
vease “The Science of Flight”, por Peter P. Wegener, American 
Scientist, mayo-junio de 1986, pag. 268. Vease tambien “Ber¬ 
noulli’s Law and Aerodynamic Lifting Force”, por Klaus Welt- 
ner, The Physics Teacher, febrero de 1990, pag. 84. La fuerza 
ascensional dinamica se trata en “Physics and Sports: The 
Aerodynamics of Projectiles”, por Peter J. Brancazio, en Fun¬ 
damentals of Physics, 3a. edition, por David Halliday y Robert 
Resnick (Wiley, 1988). La fuerza ascencional dinamica puede 
emplearse tambien para proveer una fuerza horizontal que 
impulse a un navfo; vease “The Flettner Ship”, por Albert 
Einstein, en Essays in Science (Philosophical Library, 1955), 
pag. 92. 
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Figura 12 Los li'neas de corriente 
alrededor de un piano aerodinamico o 
ala de un aeroplano. La velocidad v„ 
del aire que se aproxima es horizontal, 
mientras que el aire que se aleja del 
piano aerodinamico tiene una velocidad 
v r , con una componente hacia abajo. El 
piano aerodinamico ha ejercido 
entonces una fuerza hacia abajo sobre 
el aire, y segun la tercera ley de 
Newton, el aire debe haber ejercido por 
tanto una fuerza hacia arriba sobre el 
piano aerodinamico. Esta fuerza hacia 
arriba esta representada por la fuerza 
ascensional F. 


seccion transversal A 0 . Deseamos hallar la velocidad u 0 a 
la cual escapa el gas por el orificio. 

Escribamos la ecuacion de Bernoulli (Ec. 8) asi: 

p ~ Po = pg(yo -y) + &( v o “ v 2 ), 

donde p 0 representa a la presion atmosferica justamente 
afuera del orificio. En un gas la densidad es tan pequena 
que podemos despreciar la variacion de presion por la 
altura de la camara, lo que nos da 

p-Po = ±P( v o ~ v 2 ) 



donde v es la velocidad del gas que fluye dentro de la 
camara y v 0 es la velocidad del gas que pasa por el orificio. 
Si bien un gas es compresible y el flujo puede volverse 
turbulento, podemos considerar al flujo como estaciona- 
rio e incompresible para presiones y velocidades de salida 
que no sean demasiado grandes. 

Supongamos ahora una continuidad en el flujo de masa 
(en el motor de un cohete esto se consigue cuando la masa 
del gas que escapa es igual a la masa del gas que se origina 
al quemar el combustible), de modo que (para una densi¬ 
dad supuesta constante) 

Av = A 0 v 0 . 

Si el orificio es muy pequeno de modo que A 0 «A, 
entonces v 0 »v, y podemos despreciar a u 2 en compara- 
cion con v\ en la ecuacion 13. De aqui que la velocidad 
de escape sea 


Si nuestra camara es la camara de escape de un cohete, 
el empuje sobre el cohete (seccion 9-8) es v 0 dM/dt. Pero 
la masa del gas que fluye hacia afuera en el tiempo dt es 
dM = pA 0 v 0 dt, de modo que 

dM , . 2 

V ° ~dt = v ° pA ° v ° ~ pA ° v °’ 



y al usar la ecuacion 14 el empuje es 

05 ) 

18-5 CAMPOS DE FLUJO (Optional) 

En la seccion 16-7 vimos como representar la situacion en las 
proximidades de las masas al usar un campo gravitatorio. Cada 
punto del campo puede considerarse como si tuviera un vector 
asociado con el, digamos, g, la fuerza gravitatoria por unidad 
de masa en ese punto. Podemos llevar a cabo una representacion 
grafica del campo trazando li'neas en direccion del campo cuyo 
espaciamiento sea proporcional a la intensidad del campo. 
Emplearemos un enfoque similar cuando estudiemos el campo 
electrico en el capitulo 28. 

Del mismo modo, en la dinamica de los fluidos podemos 
resumir la situacion dentro de un fluido en movimiento por 
medio de un campo de flujo. En general, el campo de flujo es 
un campo vectorial. Asociamos una cantidad vectorial a cada 



Figura 13 Corriente de fluido que se sale de una camara, 
que podria representar a la camara de escape de un cohete. 
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Figura 14 Li'neas de corriente (li'neas horizontales) en un 
campo de flujo no viscoso, homogeneo. 


punto en el espacio, es decir, la velocidad de flujo v en ese punto. 
En un flujo estacionario el campo de flujo es estacionario. Por 
supuesto, aun en este caso, determinada particula de fluido en 
particular puede incluso tener una velocidad variable al mover- 
se de punto a punto del campo. El campo ofrece algunas de las 
propiedades del flujo, y podemos usarlo para deducir el com- 
portamiento de las particulas en movimiento.* 

Una masa de fluido puede siempre, al fluir, dividirse en tubos 
de flujo. Cuando el flujo es estacionario, los tubos permanecen 
sin cambiar de forma, y el fluido que ya esta en un tubo 
permanece a partir de entonces adentro del mismo tubo. Hemos 
visto que la velocidad del flujo dentro de un tubo de flujo es 
paralela al tubo y tiene una magnitud inversamente proporcio¬ 
nal al area de la seccion transversal (Ec. 2). Asignemos seccio- 
nes transversales a los tubos de modo que la constante de 
proporcionalidad sea la misma para todos ellos; de ser posible 
tomaremos a esta constante como la unidad. Es decir, el flujo 
volumetrico es el mismo para todos los tubos, es decir, un 
flujo unitario. Entonces la magnitud de la velocidad de flujo 
puede ser determinada a partir de las areas de las secciones 
transversales de los tubos de flujo. Existe otro procedimiento 
equivalente a este que consiste en colocar un area unitaria 
perpendicular a la direccion de flujo y trazar a traves de el tantas 
li'neas de corriente como el numero de unidades de magnitud de 
la velocidad en ese punto. 

Consideremos algunos ejemplos de campos de flujo. Para 
propositos de trazo tomaremos en cuenta unicamente dos ejem¬ 
plos bidimensionales. En ellos, la velocidad de flujo es la misma 
en todos los puntos de una lfnea perpendicular al piano en 
cualquier punto. 

En la figura 14 hemos trazado un campo de flujo homogeneo, 
igual que el que podria existir en el flujo estacionario, no 
viscoso de un liquido por un tubo con paredes interiores lisas. 
Aqui todas las lineas de corriente son paralelas, y la velocidad 
de flujo v es la misma en todos los puntos. 

En la figura 15 mostramos un campo de flujo rotatorio 
uniforme, tal como el que se produciria haciendo girar a una 
cubeta de agua sobre una mesa giratoria (vease el problema 29, 
capitulo 17). Aqui u es proporcional a r, porque la velocidad 
angular to es constante. En la figura 16 trazamos el campo de 
flujo de un torbellino (o remolino), tal como el que podria 
obtenerse al destapar una bafiera llena de agua. En este caso v 
es proporcional a 1/r, porque el l'mpetu angular L = mvr es 


* Si el flujo es no rotatorio al mismo tiempo que estacionario, 
lo denominamos flujo potencial. Entonces, la velocidad de 
flujo v puede ser relacionada con un potencial de velocidad yr, 
del mismo modo que, en la gravitacion, g puede ser relacionada 
con el potencial gravitatorio V (vease la seccion 16-7). De aqui 
que un campo vectorial para el flujo potencial sea analogo a un 
campo de una fuerza conservativa. 



Figura 15 (a) Campo de flujo rotatorio uniforme. ( b ) 
Variacion de la velocidad del fluido a partir del centro. 


Figura 16 (a) Campo de flujo de un torbellino. (b) 
Variacion de la velocidad del fluido a partir del centro. 



















452 Capitulo 18 Dinamica de los fluidos 



(a) 



(b) 


Figura 17 (a) Flujo de una fuente lineal, (b) Mapa del flujo 
del fluido a partir de una fuente lineal. El mapa se forma 
permitiendo que el agua fluya entre una capa horizontal de 
vidrio laminado y una capa horizontal de yeso. El agua pasa 
por un orificio en el centra y sale fluyendo hacia los hordes. 
La direccion del flujo se hace visible rociando al yeso con 
cristales de permanganate de potasio, el cual se disuelve en el 
agua y la tine de color purpura. El mapa del flujo del fluido 
fue elaborado y fotografiado por el profesor A. D. Moore en 
la Universidad de Michigan y esta tornado de Introduction to 
Electric Fields, por W. E. Rogers (McGraw-Hill, 1954). 


constante, y el flujo es no rotatorio (vease el problema 36). 
Notese que tanto la rotacion uniforme como el movimiento de 
un torbellino se representan con lineas de corriente circulares 
pero son clases de flujo por completo diferentes. Obviamente, 
las formas de las lineas de la corriente dan solo una informacion 
limitada; es necesario conocer tambien su espaciamiento. 

La figura 17 representa el campo de flujo de una fuente. 
Todas las lineas de corriente se dirigen hacia afuera en forma 
radial. La fuente es una linea que pasa por el centro perpendi¬ 
cular al papel. La intensidad de una fuente se especifica dando 
la masa por la unidad de tiempo de emision. El campo de flujo 
alrededor de un sumidero lineal es el mismo que el de una fuente 
excepto por el signo del flujo, que se dirige radialmente hacia 
adentro. 



(b) 

Figura 18 (a) Flujo bipolar lineal, cuya fuente se halla a la 
izquierda; el sumidero esta a la derecha. ( b ) Mapa del flujo 
del fluido en un bipolo lineal, construido como se describe 
para la figura 17. 


En una fuente lineal y en un sumidero lineal que tengan las 
mismas fuerzas y esten ligeramente separados, obtenemos el 
campo combinado llamado flujo bipolar lineal, que se muestra 
en la figura 18. 

Segun veremos mas adelante, el campo electrostatico, el 
campo magnetico, y el campo de flujo de una corriente electrica 
son tambien campos vectorial es. En este aspecto, el campo 
homogeneo (Fig. 14) corresponde al campo electrico de un 
condensador (o capacitor) piano, el campo de la fuente o el 
campo del sumidero (Fig. 17) corresponden al campo electrico 
de un condensador cih'ndrico o a un alambre recto de carga 
positiva o negativa, respectivamente, y el campo bipolar lineal 
(Fig. 18) corresponde al campo electrico de dos alambres opues- 
tamente cargados. En todos ellos el campo de flujo es un flujo 
potencial, y los campos electricos son conservatives. 

El campo homogeneo de la figura 14 representa tambien 
al campo magnetico dentro de un solenoide. El campo verti- 
ginoso de la figura 16 representa al campo magnetico alrededor 
de un alambre recto portador de corriente. Este ultimo es un 
ejemplo de campo que es rotatorio (respecto al eje del verti- 
ginoso). 

A causa de estas analogfas entre el campo fluido y el electro- 
magnetico, a menudo podemos determinar un campo de flujo 
diffcil de calcular por los metodos matematicos actuales, por 
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y 



Figura 19 Un fluido viscoso llena el espacio entre dos 
placas planas separadas por una distancia D. La placa inferior 
esta en reposo y la placa superior se mueve hacia la derecha 
con una fuerza constante F. La velocidad de cada capa de 
fluido disminuye uniformemente desde la placa superior 
hasta la placa inferior. 


medio de mediciones experimentales en aparatos electricos 
apropiados. 

Como hemos visto a lo largo de este capitulo, las ideas basicas 
del campo y los principios de conservacion hallan aplicacion en 
muchas areas de la ffsica, y nos encontraremos con ellos muchas 
veces mas todavfa. ■ 


18-6 VISCOSIDAD, TURBULENCIA, 

Y FLUJO CAOTICO (Opcional) 

La viscosidad en el flujo de los fluidos es similar a la friccion 
en el movimiento de los cuerpos solidos. Al deslizar a un cuerpo 
solido sobre otro, debemos proporcionar una fuerza externa F 
que se oponga a la fuerza de rozamiento f si queremos mante- 
ner al cuerpo en movimiento a velocidad constante. En el caso 
del movimiento de los fluidos podemos considerar a un fluido 
entre dos placas paralelas, como se ilustra en la figura 19. Una 
fuerza F esta aplicada a la placa superior, de modo que este en 
movimiento a velocidad constante v respecto a la placa infe¬ 
rior, la cual suponemos esta en reposo. La fuerza F se opone al 
arrastre viscoso de la placa superior para mantener constante su 
velocidad. 

Podemos imaginar que el fluido esta dividido en capas para¬ 
lelas a las placas. La viscosidad actua no solamente entre el 
fluido y la placa superior, sino entre cada capa de fluido y sobre 
las capas adyacentes. La velocidad de cada capa difiere en una 


TABLA 1 VISCOSIDAD DE UNA SELECCION 
DE FLUIDOS 


Fluido 

q(N • s/in 2 ) 

Glicerina (20° C) 

1.5 

Aceite para motores T (0° C) 

0.11 

Aceite para motores t (20° C) 

0.03 

Sangre (37° C) 

4.0 x 10- 3 

Agua (20° C) 

1.0 x io- 3 

Agua (90° C) 

0.32 x IO’ 3 

Gasolina (20° C) 

2.9 x IO’ 4 

Aire (20° C) 

1.8 x IO 5 

CO 2 (20° C) 

1.5 x IO' 5 


r Peso medio (S.A.E. 30). 



Figura 20 El fluido fluye por un tubo cih'ndrico de radio R. 
Se muestra la variacion en la velocidad desde la pared hasta 
el centro. 


cantidad do de la velocidad de la que esta bajo ella. El flujo del 
fluido en el que la velocidad varfa capa a capa se denomina flujo 
estacionario. En esta exposicion, suponemos que la capa de 
fluido mas alta tiene la misma velocidad v que la placa de arriba 
y que la capa de fluido del fondo tiene la misma velocidad que 
la placa del fondo, es decir, cero. 

Por analogfa con el esfuerzo cortante aplicado a los solidos 
(Sec. 14-5), podemos definir que el esfuerzo cortante sobre el 
fluido es FI A, donde A es el area de la capa de fluido. Un solido 
puede responder a este esfuerzo cortante con un cambio en su 
forma (la deformacion al corte, la cual es un desplazamiento 
lateral a traves de cada capa), pero un fluido responde mediante 
el movimiento, o sea, mediante un cambio de velocidad dv a 
traves de cada capa de espesor dy. La razon entre el esfuerzo y 
la deformacion en el fluido se llama coeficiente de viscosidad 
q (letra griega eta) del fluido: 


f? = 


F/A 
dv/dy ' 


(16) 


Segun nuestra hipotesis de que la capa superior se mueve a 
velocidad v y que la capa del fondo lo hace a v = 0, el gradiente 
de velocidad dv/dy es simplemente v. donde D es el espacia¬ 
miento entre las dos placas. Asf, 


F/A _ FD 
^ v/D vA 


(17) 


La unidad SI de la viscosidad es el N • s/m 2 . La unidad cegesimal 
equivalente es la dina ■ s/cm 2 , llamada poise. (La unidad recibe 
el nombre en memoria del fisiologo frances Jean-Louis-Marie 
Poiseuille, quien fue el primero en investigar el flujo de los 
fluidos viscosos por de tubos, como una ayuda para entender la 
circulacion de la sangre.) Al comparar estas unidades vemos 
que 1 poise = 0.1 N • s/m 2 . La tabla 1 muestra a 1 gun os valores 
tfpicos de la viscosidad de los fluidos. 

Una aplicacion practica de la viscosidad tiene lugar en el flujo 
de fluidos en tuberfas cilfndricas. El flujo es de nuevo estacio¬ 
nario, pero en este caso las capas del fluido son cilindros de 
paredes delgadas de radios diversos. La velocidad del flujo varfa 
con el radio; su valor maximo se da en el eje y su valor mfnimo, 
que suponemos es cero, en las paredes (Fig. 20). Notese que el 
flujo ilustrado en la figura 20 es rotatorio, aunque los elementos 
del fluido viajen en h'nea recta. Si colocasemos una pequena 
rueda de paletas en cualquier parte del flujo, excepto a lo largo 
de la h'nea de corriente central, se pondrfa a girar debido a la 
variacion en la velocidad de las partfculas fluidas que inciden 
en sus paletas. 

En el caso de un tubo cih'ndrico, como se muestra en la figura 
20, la variacion de la velocidad con la posicion a lo largo del 
tubo no es lineal. Suponiendo, una vez mas, que la capa cercana 
a las paredes este en reposo, puede demostrarse que la velocidad 
en el cuerpo cih'ndrico de radio r es (vease el problema 41) 
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v = v 0 



( 18 ) 


donde v 0 es la velocidad en el centro del tubo. En terminos de 
la diferencia de presion Ap a largo de la longitud L del tubo, la 
velocidad central es 


t>o 


Ap R 2 
4 qL 


(19) 


A1 considerar el flujo en cada cuerpo cih'ndrico delgado, pode- 
mos demostrar (vease el problema 42) que el flujo de masa total 
dw/dt (la masa del fluido que fluye por el tubo por unidad de 
tiempo) es 

dm = pnR 4 Ap 

dt SqL K ’ 

Este resultado se conoce como la ley de Poiseuille. Conociendo 
el coeficiente de viscosidad del fluido, podemos entonces de- 
terminar la diferencia de presion que debe proveer un agente 
extemo (una bomba, quizas) para mantener determinado flujo 
de masa en el tubo. En forma equivalente, si forzamos al fluido 
a lo largo de un tubo con una diferencia de presion conocida, la 
medicion del flujo de masa nos permite determinar el coeficien¬ 
te de viscosidad del fluido. 

La viscosidad en los liquidos se origina por las fuerzas de 
cohesion intermoleculares. Al aumentar la temperatura, el coe¬ 
ficiente de viscosidad de un liquido disminuye, porque la ener- 
gia cinetica creciente de las moleculas debilita el efecto de las 
fuerzas intermoleculares. Al contrario, en los gases la viscosi¬ 
dad aumenta con el aumento de la temperatura, porque las 
propias moleculas pueden desplazarse entre las capas. A tem- 
peraturas mas elevadas, existe mas movimiento molecular y por 
lo tanto mas mezclado. Sin embargo, notese que en un tubo 
existen siempre mas moleculas lentas cerca de las paredes que 
moleculas rapidas cerca del eje central, de modo que mayor 
mezcla signifies siempre mas moleculas lentas que se mueven 
hacia el eje e impiden el movimiento de las moleculas que se 
mueven mas rapidamente. (El efecto es parecido al del trafico 
lento cuando se mezcla en el carril rapido de una carretera.) 


Problema muestra 3 Por un tubo de seccion transversal cir¬ 
cular se bombea aceite de castor, el cual tiene una densidad 
de 0.96 x 10 3 kg/m 3 a la temperatura ambiente, por medio de 
una bomba que mantiene una presion de medicion de 950 Pa. 
El tubo tiene un diametro de 2.6 cm y una longitud de 65 cm. 
El aceite de castor que sale por el extremo libre del tubo a la 
presion atmosferica se junta en un recipiente. Despues de 90 s, 
se ha juntado un total de 1.23 kg. ^Cual es el coeficiente de 
viscosidad del aceite de castor a esta temperatura? 

Solucion El flujo de masa es 

^ = ^-^ = °. 0137k g /s . 
dt 90 s 

El coeficiente de viscosidad puede obtenerse ahora directamen- 
te de la ecuacion 20 si resolvemos primero para q, que nos da 


pnR 4 Ap _ (0.96 X 10 3 kg/m>(0.013 m) 4 ( 950 Pa) 
n ~ 8 (dm/dt)L ~ 8(0.0137 kg/s)(0.65 m) 

= 1.15 N • s/m 2 . 
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Figura 21 El humo que asciende tiene primeramente un 
flujo estacionario, pero no tarda en convertirse en turbulento. 


Los aceites pesados tienen tipicamente viscosidades dentro de 
este margen._ 


Turbulencia 

Despues de elevarse a corta distancia, la columna suave de 
humo de un cigarrillo se fragmenta en un patron irregular y en 
apariencia caprichoso (Fig. 21). De modo similar, una corriente 
de fluido que pase a traves de un obstaculo se rompe en remo- 
linos y torbellinos (Fig. 22), que dan al flujo componentes de 
velocidad irregulares transversales a la direccion del flujo. Un 
ejemplo de este caso es el ondear de una bandera al viento: si el 
flujo de aire fuese estacionario, la bandera ocuparia una posi- 
cion fija a lo largo de las lineas de corriente, pero el asta rompe 
el flujo en un patron irregular parecido al de la figura 22, que 
da origen al movimiento de aleteo transversal de la bandera. 
fistos son ejemplos de un flujo turbulento del fluido. Otros 
ejemplos incluyen las estelas dejadas en el agua por el movi¬ 
miento de los buques y en el aire por el movimiento de los 
automoviles y de los aeroplanos. Los sonidos producidos por el 
silbido y por los instrumentos de viento son consecuencia del 
flujo turbulento del aire. 

En un fluido viscoso, el flujo a baja velocidad puede descri- 
birse como estacionario, lo cual sugiere que las capas se deslizan 
suavemente una sobre otra. Cuando la velocidad del flujo es 
suficientemente grande, el movimiento se vuelve desordenado 
e irregular; esto es el flujo turbulento. Una analogia de la 
mecanica es un bloque empujado a lo largo de una superficie 



Figura 22 El fluido que corre de izquierda a derecha luego 
de pasar un obstaculo cih'ndrico claramente sufre un cambio 
de estacionario a turbulento. Notense los remolinos y 
torbellinos que se forman corriente abajo a partir del 
obstaculo. 


rugosa. Si la fuerza de friccion es pequena, el bloque se deslizara 
por la superficie si la fuerza aplicada F es por lo menos tan 
grande como la fuerza de friccion /. Si la fuerza de friccion 
fuese mayor, la fuerza aplicada F debera tambien ser mayor, 
llegando a ser al final lo suficientemente grande como para 
volcar el bloque. La volcadura del bloque es la analogia de la 
transicion del flujo estacionario al flujo turbulento. 

Podemos determinar la velocidad critica a la cual el flujo se 
convierte en turbulento por medio de un analisis dimensional. 
Hagamos que v c represente la velocidad critica, la cual consi- 
deramos que sea un promedio en el tubo porque, como lo sugiere 
la figura 20, la velocidad varia en la seccion transversal del tubo. 
Esperamos que esta velocidad critica dependa de la viscosidad 
q y de la densidad p del fluido y del diametro D del tubo. Usando 
nuestra tecnica usual de analisis dimensional, procedemos co¬ 
mo sigue: 

v c “ q a p b D c 
[wj = W][P b W c ] 

LT~’ = (ML _l T _1 ) a (ML _3 )*(L) c , 


donde las dimensiones de la viscosidad han sido obtenidas a 
partir de sus unidades de N • s/m 2 . Resolviendo, obtenemos 

a= 1, b~ — 1, c = — 1. 

Entonces, la velocidad critica puede escribirse: 


v r a • 


pD ’ 

5 d 

v c = R 


o, introduciendo una constante de proporcionalidad R, 

>1 


pD 


( 21 ) 


La constante sin dimension R se denomina numero de Reynolds. 
Resolviendo la ecuacion 21 para R, podemos escribir el numero 
de Reynolds para cualquier velocidad del flujo v como: 


R = 


pDv 

n 


( 22 ) 



Figura 23 Aparato experimental para medir la viscosidad 
de los fluidos. El fluido se coloca entre los dos cilindros, 
estando fijo el cilindro exterior y girando el cilindro interior a 
una velocidad angular co. La torca necesaria para hacer girar 
al cilindro interior a esta velocidad angular esta determinada 
por la viscosidad del fluido. 


En esta interpretacion, el numero de Reynolds puede utilizarse 
para caracterizar a cualquier flujo, y podemos determinar por 
experimentacion el valor del numero de Reynolds para el cual 
el flujo se convierte en turbulento. 

En tubos cilindricos, el numero de Reynolds que correspon- 
den a la velocidad critica es de alrededor de 2000. Asi, para el 
agua que fluya por una tuberia de 2 cm de diametro (la tipica 
manguera de jardin casera, por ejemplo), la velocidad critica es 


v c = 2000 


1 X 10“ 3 N-s/m 2 
(10 3 kg/m 3 )(0.02 m) 


= 0.1 m/s = 10 cm/s. 


fista es una velocidad bastante baja, lo cual sugiere que el flujo 
del agua es turbulento en una tuberia domestica ordinaria. (La 
velocidad de flujo de un grifo domestico tipico es de alrededor 
de 1 m/s.) 

Notese de la ecuacion 21 que la velocidad de flujo critica 
aumenta con la viscosidad. Esto es, cuanto mas grande sea el 
rozamiento viscoso ejercido por el fluido circundante, con mas 
probabilidad el flujo sera estacionario. 


Flujo caotico 

La geometria de la figura 19 no es particularmente conveniente 
para medir la viscosidad. La figura 23 muestra un dispositivo 
mas conveniente. El espacio entre cilindros coaxiales esta lleno 
con el fluido cuya viscosidad esta por determinarse. Se hace que 
el cilindro interior gire, mientras se mantiene fijo al cilindro 
exterior. Puede determinarse la viscosidad del fluido a partir de 
la fuerza necesaria para mantener girando al cilindro interior a 
una velocidad constante. 

Para velocidades rotatorias pequenas, el flujo en la figura 23 
sera estacionario y laminar. Al aumentar la velocidad rotatoria 
del cilindro interior, el flujo acaba por ser turbulento. Podemos 
observar que la transicion de flujo estacionario a flujo turbulen¬ 
to se lleva a cabo de manera ordenada. La figura 24 muestra dos 
etapas intermedias. Primeramente el fluido forma torbellinos 
toroidales (un poco similar a un monton de donas apiladas) y 
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Preguntas 457 



luego se manifiesta con un patron de ondas de frecuencia 
definida que se superpone a los torbellinos. A1 continuar cre- 


PREGUNTAS 

1. Describa brevemente lo que significa cada uno de los 
conceptos siguientes e ilustrelos con un ejemplo: (a) flujo 
de fluido estacionario; (b) flujo de fluido no estacionario; 
(c) flujo de fluido rotatorio; (d) flujo de fluido no rotato- 
rio; ( e ) flujo de fluido compresible; (f) flujo de fluido 
incompresible; (g) flujo de fluido viscoso; ( h) flujo de 
fluido no viscoso. 

2. Explique las variaciones de presion de la sangre al circular 
por el organismo. 

3. Expliquer como mide un medico la presion sangufnea. 

4. En el flujo estacionario, el vector de la velocidad es cons- 
tante en cualquier punto. ^Puede existir entonces un mo- 
vimiento acelerado de las particulas del fluido? Explique. 

5. Describa las fuerzas que actuan sobre un elemento de 
fluido al correr por una tuberia de seccion transversal no 
uniforme. 

6. En una demostracion en el aula, una pelota de ping pong se 
mantiene en el aire por medio de un chorro vertical de aire. 
^Es el equilibrio estable, inestable, o neutro? Explique. 

7. La altura del liquido en los tubos derechos de la figura 25 
indica que la presion disminuye a lo largo del conducto, 


Figura 24 Cuando la velocidad del fluido en el aparato de 
la figura 23 excede a la velocidad critica, el flujo se vuelve 
inestable y se rompe en (a) torbellinos toroidales y luego en 
( b ) ondas sobreimpuestas a los torbellinos. 


ciendo la velocidad de rotacion, aparecen ondas con nuevas 
frecuencias. Podemos imaginar que el flujo turbulento es la 
ampliacion de este movimiento que incluye tantas componentes 
de frecuencia que parece que el movimiento se vuelve comple- 
tamente desordenado y confuso (algo asf como el ruido electro- 
nico). Puede existir una estructura periodica subyacente, pero 
es demasiado compleja para seguirla. 

La teorfa del caos (vease la Secc. 6-9) adquiere un enfoque 
diferente para explicar el surgimiento de la turbulencia. El 
movimiento turbulento que resulta de la teorfa del caos es 
verdaderamente aperiodico, no simplemente la combinacion de 
un gran numero de movimientos periodicos. Existe una distin- 
cion critica entre estos dos casos. Si la transicion de flujo 
estacionario a flujo turbulento tiene lugar por medio de una 
sucesion de movimientos periodicos ordenados, entonces dos 
particulas de fluido que se muevan en forma parecida en el flujo 
estacionario permaneceran en estados de movimiento relacio- 
nados mtimamente durante la transicion al flujo turbulento. Sin 
embargo, si la condicion intermedia puede describirse como 
caotica, entonces el movimiento deja de ser susceptible de 
prediccion y las dos particulas pueden hallarse en el flujo 
turbulento en estados de movimiento muy diferentes. La teorfa 
del caos, aplicable a una amplia variedad de sistemas ffsicos, 
proporciona una base teorica altema para entender sistemas 
complejos como el movimiento turbulento de los fluidos. ■ 


aun cuando este tenga una seccion transversal uniforme y 
el liquido que fluye sea incompresible. Explique. 



Figura 25 Pregunta 7. 


8. Explique por que una cliimenea mas alta crea un mejor 
tiro para extraer el humo fuera del hogar. ^Por que no se 
extiende el humo en el recinto en que se halla el fuego? 

9. (a) Explique como puede hacer un lanzador de beisbol que 
la bola se curve a su derecha o a su izquierda. ^Podemos 
justificarlo aplicando la ecuacion de Bernoulli a una bola 
que gire asf? (Vease “Bernoulli and Newton in Fluid 
Mechanics”, por Norman F. Smith, The Physics Teacher, 
noviembre de 1972, pag. 451.) (b) ^Por que es mas facil 


lograr una curva con una pelota de tenis que con una bola 
de beisbol? 

10. No solamente puede hacerse que una bola de superficie 
rugosa se curve al lanzarla sino tambien una bola lisa, pero 
estas bolas se curvaran en direcciones opuestas. ^Por que? 
(Vease “Effect of Spin and Speed on the Curve of a 
Baseball and the Magnus Effect for Smooth Spheres”, por 
Lyman J. Briggs, American Journal of Physics, noviembre 
de 1959, pag. 589.) 

11. Dos lanchas de remos que se mueven paralelamente entre 
sf y en la misma direccion son arrastradas una hacia la otra. 
Dos automoviles que se muevan paralelamente tambien 
son arrastrados entre sf. Explique tal fenomeno con base 
en la ecuacion de Bernoulli. 

12. Al construir los “rascacielos”, ^que fuerzas producidas 
por el movimiento del aire deben ser contrarrestadas? 
^Como se hace esto? (Vease “The Wind Bracing of Buil¬ 
dings”, por Carl W. Condit, Scientific American, febrero 
de 1974, pag. 92.) 

13. Explique, mediante la ecuacion de Bernoulli, la accion de 
un paracafdas para retardar la cafda libre. 

14. ^Por que se vuelve mas angosta la corriente de agua al salir 
por un grifo? 

15. ^Puede usted explicar por que el agua fluye en corriente 
continua cuando corre por un tubo vertical hacia abajo, 
mientras que se divide en gotas al caer libremente? 

16. ^Corno trabaja la descarga de un excusado? En la realidad. 
(Vease Flushed with Pride: The Story of Thomas Crap- 
per , por W. Reyburn, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, 
N.J., 1969.) 

17. A veces, es posible sacar una carta del sobre cortando una 
tira delgada del lado estrecho, sujetandolo firmemente, y 
soplando hacia el. Explique, empleando la ecuacion de 
Bernoulli, por que tiene exito este procedimiento. 

18. ^Serfa mejor que un aeroplano al despegar se moviese 
contra el viento o con el viento? fY al aterrizar? 

19. Explique como depende la diferencia de presion entre las 
superficies baja y alta del ala de un aeroplano de la altitud 
del piano que se mueve. 

20. La acumulacion de hielo en el ala de un aeroplano puede 
reducir significativamente su fuerza ascensional. Expli¬ 
que. (El peso del hielo no es lo que aquf importa.) 

21. ^Corno es que un aeroplano puede volar “panza” arriba? 

22. “La forma de platano caracterfstica de la mayorfa de los 
bumerangs no tiene mucho que ver con su capacidad de 
retomo... La cuestion esencial consiste en la seccion 
transversal de los brazos, la cual debe ser mas convexa 
en un lado que en el otro, como en el perfil del ala de 
un aeroplano. (De “The Aerodynamics of Boomerangs”, 
por Felix Hess, Scientific American, noviembre de 1968, 
pag. 124.) Explique. 

23. ^Como se impulsan los pajaros para remontar el vuelo? 
(Vease “The Soaring Flight of Birds”, por C. D. Cone, Jr., 
Scientific American, abril de 1962, pag. 130.) 

24. ^Por que aparece el factor “2” en lugar del factor “ 1 ”? Uno 
podrfa ingenuamente esperar que el empuje fuera simple¬ 
mente la diferencia de presion multiplicada por el area, 
esto es, A 0 { p - p 0 ). 


i 


25. Explique por que el efecto destructivo de un tornado es 
mayor cerca del centro de la perturbacion que cerca del 
borde. 

26. Cuando se retira el tapon de una tina llena, el agua se cuela 
por el orificio mientras forma un pequeno remolino. La 
velocidad angular de un elemento de fluido en torno a un 
eje vertical que pase por el orificio parece ser mas grande 
cerca del orificio. Explique. 

27. £ Es verdad que en las baheras situadas en el hemisferio 
norte el agua se drena con una rotacion en sentido antiho- 
rario y en las del hemisferio sur lo hacen en sentido 
horario? De ser asf, explique y prediga lo que pasarfa en 
el ecuador. (Vease “Bath-Tub Vortex”, por Ascher H. 
Shapiro, Nature, diciembre 15, 1962, pag. 1080.) 

28. Explique por que no es posible retirar el filtro de papel del 
embudo de la figura 26 soplando por el extremo angosto. 



Figura 26 Pregunta 28. 


29. De acuerdo con la ecuacion de Bernoulli, un aumento de 
velocidad debe estar asociado a una disminucion de la 
presion. Sin embargo, cuando ponemos la mano fuera 
de la ventanilla de un automovil en movimiento, aumen- 
tando la velocidad a la cual fluye el aire, sentimos un 
aumento de presion. ^Por que no es esto una violacion de 
la ecuacion de Bernoulli? 

30. ^Por que la presencia de la atmosfera reduce el alcance 
maximo de ciertos objetos (por ejemplo, las pelotas de 
tenis) pero aumenta el alcance maximo de otros (por 
ejemplo, los discos voladores o las pelotas de golf)? 

31. Un disco puede llegar mas lejos lanzado contra un viento 
de 25 mi/h que a favor del viento. ^Cual es la explicacion? 
(Sugerencia: Piense en la fuerza ascensional dinamica y 
en el arrastre.) 

32. Explique por que las pelotas de golf tienen hoyuelos. 

33. Cuanto mas largo sea el tablon y haya menos profundidad 
en el agua, mas lejos se deslizara una tabla para flotar 
sobre las olas {surf board). Explique. (Vease “The Surf 
Skimmer”, por R. D. Edge, American Journal of Physics, 
Julio de 1968, pag. 630.) 

34. Si se vierte de una tetera, el agua tiene una tendencia a salir 
a lo largo del borde inferior de la boca de salida. Explique. 
(Vease “The Teapot Effect... a Problem)”, por Markus 
Reiner, Physics Today, septiembre de 1956, pag. 16.) 

35. Las marmotas viven en colonias grandes en sistemas 
complejos de madrigueras interconectadas. Encaran el 
problema de mantener en sus madrigueras un abasteci- 
miento de aire suficiente para evitar la asfixia. La evitan 
construyendo montfculos conicos de tierra sobre algunas 
de sus muchas aberturas de madriguera. En terminos de la 
ecuacion de Bernoulli, jcomo trabaja este esquema de aire 
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acondicionado? Observese que, debido a las fuerzas vis- 
cosas, la velocidad del viento en la pradera esta menos 
cerca del nivel del suelo de lo que lo esta incluso a unas 
cuantas pulgadas mas arriba. (Vease New Scientist, enero 
27, 1972, pag. 191.) 

36. La viscosidad es un ejemplo de un fenomeno de transpor- 
te. iQue propiedad esta siendo transportada? ^Puede usted 
pensar en otros fenomenos de transporte y en sus propie- 
dades correspondientes? 


PROBLEMAS 

Seccion 18-2 Trayectoria de una corriente y la ecuacion 
de continuidad 

1. Un tubo de 34.5 cm de diametro conduce agua que circula 
a razon de 2.62 m/s. ^Cuanto tiempo le tomara descargar 
1600 m 3 de agua? 

2. Una manguera de jardrn que tiene un diametro interno de 
0.75 in esta conectada a un aspersor que consta simple- 
mente de un accesorio con 24 orificios, cada uno de 
0.050 in de diametro. Si el agua de la manguera tiene una 
velocidad de 3.5 ft/s, ^a que velocidad sale por los orificios 
del aspersor? 

3. La figura 27 muestra la confluencia de dos corrientes que 
forman un rio. Una corriente tiene una anchura de 8.2 m, 
una profundidad de 3.4 m, y una velocidad de 2.3 m/s. La 
otra corriente tiene 6.8 m de anchura, 3.2 m de profundi¬ 
dad, y fluye a razon de 2.6 m/s. La anchura del rio es de 
10.7 m y la velocidad de su corriente es de 2.9 m/s. ^Cual 
es su profundidad? 



Figura 27 Problema 3. 


4. Se bombea continuamente agua que se extrae de un sotano 
inundado con una velocidad de 5.30 tn/s por medio de una 
manguera uniforme de 9.70 mm de radio. La manguera 
pasa por una ventana situada a 2.90 m sobre el nivel del 
agua. ^Cuanta potencia proporciona la bomba? 

5. Un rio de 21 m de anchura y 4.3 m de profundidad irriga 
una superficie de 8500 km 2 donde la precipitacion (plu¬ 
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37. En tiempo de frio, ^por que recomiendan los fabricantes 
de automoviles emplear aceites “multigrado” (multivisco- 
sidad) para el motor? 

38. <; Por que es mas importante tener en cuenta la viscosidad 
en un fluido que circula por un conducto angosto que en 
un conducto relativamente sin restriccion? 

39. La viscosidad puede retrasar la presencia de turbulencia 
en el flujo de los fluidos; es decir, tiende a estabilizar el 
flujo. Considere el jarabe y el agua, por ejemplo, y encuen- 
tre una explicacion aceptable. 


vial) promedio es de 48 cm/ano. Una cuarta parte de esta 
regresa posteriormente a la atmosfera por evaporacion, 
pero el resto corre finalmente por el rio. ^Cual es la 
velocidad promedio de la corriente del rio? 

6. Las corrientes de las mareas en los canales angostos que 
unen a las bahias costeras con el oceano pueden ser muy 
rapidas. El agua debe fluir hacia la bahia al elevarse la 
marea y salir de nuevo al mar durante la bajamar. Consi¬ 
dere la bahia rectangular mostrada en la figura 28a. La 
bahia esta unida al mar por medio de un canal de 190 m 
de anchura y 6.5 m de profundidad respecto al nivel medio 
del mar. La grafica (figura 28 b) muestra la variacion 
diurna del nivel del agua en la bahia. Calcule la velocidad 
promedio de la corriente de las mareas en el canal. 

Seccion 18-3 La ecuacion de Bernoulli 

7. ([Cuanto trabajo efectua la presion al bombear 1.4 m 3 de 
agua por un tubo de 13 mm de diametro interno si la 
diferencia de presion entre los extremos del tubo es de 1.2 
atm? 

8. La toma de agua de una presa (vease la Fig. 29) tiene un 
area de seccion transversal de 7.60 ft 2 . El agua fluye en 
ella a una velocidad de 1.33 ft/s. En la planta de generacion 
que esta situada a 572 ft abajo del punto de toma, el agua 
fluye a razon de 31 ft/s. (a) Halle la diferencia de presion, 
en lb/in 2 , entre la toma y la descarga. (b) Halle el area del 
tubo de descarga. La densidad promedio del agua es de 
62.4 lb/ft 3 . 

9. A veces, se prueban modelos de torpedos en un tubo 
horizontal por el que fluye el agua, muy similar al tunel 
de viento que se emplea para probar modelos de aeropla- 
nos. Considere un tubo circular de 25.5 cm de diametro 
interno y un modelo de torpedo, alineado a lo largo del eje 
del tubo, con un diametro de 4.80 cm. El torpedo va a ser 
probado con agua que circula a razon de 2.76 m/s. (a) i A 
que velocidad debera fluir el agua en la parte no reducida 
del tubo? ( b) Halle la diferencia de presion entre la parte 
no reducida y la parte reducida del tubo. 

10. Por una tuben'a con un area de la seccion transversal de 
4.20 cm 2 circula el agua a una velocidad de 5.18 m/s. El 
agua desciende gradualmente 9.66 m mientras que el area 



Presa 



Figura 29 Problema 8. 


del tubo aumenta en 7.60 cm 2 , (a) ^Cual es la velocidad del 
flujo en el nivel inferior? (b) La presion en el nivel superior 
es de 152 kPa; halle la presion en el nivel inferior. 

11. Supongase que dos tanques, 1 y 2, cada uno con una gran 
abertura en la parte superior, contienen h'quidos diferen- 
tes. Se practica un pequeno orificio en el costado de cada 
tanque a la misma profundidad h debajo de la superficie 
del liquido, pero el orificio del tanque 1 tiene la mitad del 
area de seccion transversal que tiene el orificio del tanque 
2. ( a ) ^Cual es la razon pjp 2 de las densidades de los 
fluidos si se observa que el flujo de masa es el mismo a 
traves de los dos orificios? (b) ^Cual es la razon de 
los flujos volumetricos de los dos tanques? (c) Se desea 
igualar los dos flujos anadiendo o drenando fluido en el 
tanque 2. ^Cual seria la nueva altura del fluido sobre 
el orificio del tanque 2 para hacer que la cantidad de flujo 
en el tanque 2 sea igual a la del tanque 1? 

12. Durante un huracan esta soplando aire (densidad = 1.2 
kg/m 3 ) sobre el tejado de una casa a una velocidad de 
110 km/h. (a) ^Cual es la diferencia de presion entre el 
interior y el exterior que tiende a levantar el tejado? (b) 
/,Cual seria la fuerza ascensional en un tejado de 93 m 2 de 
area? 

13. Las ventanas de un edificio de oficinas tienen 4.26 m por 
5.26 m. En un dia tempestuoso, el aire sopla a razon de 
28.0 m/s al pasar por una ventana en el piso 53. Calculese 
la fuerza neta sobre la ventana. La densidad del aire es de 
1.23 kg/m 3 . 

14. Un liquido fluye por una tuben'a horizontal cuyo radio 
interior es de 2.52 cm. La tuberia se dobla hacia arriba 
hasta una altura de 11.5 m donde se ensancha y se une con 
otra tuberia horizontal de 6.14 cm de radio interior. ^Cual 
debe ser el flujo volumetrico si la presion en las dos 
tuberias horizontales es la misma? 


15. La figura 30 muestra un liquido que esta siendo descarga- 
do por un orificio practicado en un tanque grande y situado 
a una distancia h bajo la superficie del liquido. El tanque 
esta abierto por arriba. (a) Aplique la ecuacion de Bernou¬ 
lli a una linea de corriente liquida que una a los puntos 1, 
2, y 3, y demuestre que la velocidad de salida es 

v — -Jlgh. 

Esta ecuacion se conoce como la ley de Torricelli, (b) Si 
el orificio estuviese curvado directamente hacia arriba, ^a 
que altura se elevaria la linea de corriente liquida? (c) 
iComo afectaria al analisis la viscosidad o la turbulencia? 



Figura 30 Problema 15. 


16. Un tanque esta lleno de agua hasta una altura //. En una 
de sus paredes se taladra un orificio a una profundidad h 
bajo la superficie del agua (Fig. 31). ( a ) Demuestre que la 
distancia x desde la base de la pare d hasta do nde cae la 
corriente al suelo esta dada por x = 2-J h(H - h). ( b ) Podria 
taladrarse un orificio a otra profundidad de modo que esta 
segunda corriente tuviese el mismo alcance? De ser asi, a 
que profundidad? (c) ^A que profundidad deberia estar el 
orificio para hacer que la corriente de salida caiga al suelo 
a la distancia maxima a partir de la base del tanque? ^Cual 
es esta distancia maxima? 

17. Un francotirador dispara una bala de rifle contra un tanque 
de gasolina, haciendole un orificio a 5,3.0 m bajo la super¬ 
ficie de la gasolina. El tanque se ha sellado y se ha 
sometido a una presion absoluta de 3.10 atm, como se 
muestra en la figura 32. La gasolina almacenada tiene una 
densidad de 660 kg/m 3 , iA que velocidad comienza la 
gasolina a salir disparada por el orificio? 

18. Considerese un tubo en U uniforme con un diafragma en 
el fondo y lleno de un liquido a alturas diferentes en cada 
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Figura31 Problema 16. 



Figura 32 Problema 17. 


bajo la superficie del agua, como se muestra en la figura 
34. En la salida del tubo se ha colocado un tapon. (a) Halle 
la fuerza de friccion entre el tapon y las paredes del tubo. 
(b) Se retira el tapon. /Que volumen de agua sale por el 
tubo en 3.00 h? 



Figura 34 Problema 20. 


21. Un sifon es un aparato para extraer liquido de un recipiente 
sin inclinarlo. Funciona como se muestra en la figura 35. 
El tubo debe estar lleno inicialmente, pero una vez se ha 
hecho esto, el liquido fluira hasta que el nivel descienda 
por debajo de la abertura del tubo en A. El liquido tiene 
una densidad p y una viscosidad despreciable. (a) /A que 
velocidad sale el liquido del tubo en C? ( b ) /Cual es la 
presion del liquido en el punto mas elevado £? (c) /Cual 
es la mayor altura h posible a la que el sifon puede elevar 
el agua? 


brazo (vease la Fig. 33). Imaginemos ahora que el diafrag- 
ma se perfora de modo que el liquido fluye de izquierda a 
derecha. (a) Demuestre que la aplicacion de la ecuacion 
de Bernoulli a los puntos 1 y 3 conduce a una contradic- 
cion. ( b ) Explique por que la ecuacion de Bernoulli no es 
aplicable aqui. ( Sugerencia : /Es estacionario el flujo?) 



Figura 33 Problema 18. 


19. Si una persona sopla aire a una velocidad de 15.0 m/s en 
la parte superior de un lado de un tubo en U que contiene 
agua, /cual sera la diferencia entre los niveles del agua 
en los dos lados? Suponga que la densidad del aire sea de 
1.20 kg/m 3 . 

20. El agua dulce embolsada tras la cortina de una presa 
tiene una profundidad de 15.2 m. Un tubo horizontal de 
4.30 cm de diametro pasa a traves de la cortina a 6.15 m 


B 



Figura 35 Problema 21 . 


22. (a) Considerese una corriente de fluido de densidad p con 
velocidad i>, que pasa repentinamente de un tubo cilindri- 
co de area de seccion transversal a, a un tubo cilindrico 
mas ancho de area de seccion transversal a 2 (vease la 
Fig. 36). El chorro se mezclara con el fluido circundante 


y, despues de mezclarse, fluira casi uniformemente a una 
velocidad promedio v 2 . Sin referirse a los detalles del 
mezclado, use argumentos del impetu para demostrar que 
el aumento de presion debido al mezclado es aproximada- 
mente 

Pi ~ Pi = PV 2 (fi - v 2 ). 

( b ) Demuestre a partir de la ecuacion de Bernoulli que en 
un tubo que se vacie gradualmente obtendriamos 

Pi ~ Pi = iP( v i “ V D- 

(c) Halle la perdida de presion debida al ensanchamiento 
repentino del tubo. /Puede usted trazar una analogfa con 
las colisiones elasticas e inelasticas de la mecanica de la 
particula? 



Figura 36 Problema 22. 


23. Una jarra contiene 15 vasos de jugo de naranja. Cuando 
se abre la espita del fondo transcurren 12.0 s para llenar 
de jugo un vaso. Si dejamos la espita abierta, /cuanto 
tiempo tardaran en llenarse los 14 vasos restantes hasta 
agotar el jugo? 

Seccion 18-4 Aplicaciones de la ecuacion de Bernoulli 
y de la ecuacion de continuidad 

24. Un tubo de Pitot esta montado en el ala de un aeroplano 
para determinar la velocidad del aeroplano con relacion 
al aire, el cual tiene una densidad de 1.03 kg/m 3 . El tu¬ 
bo contiene alcohol e indica una diferencia de nivel de 
26.2 cm. /Cual es la velocidad del aeroplano respecto al 
aire? La densidad del alcohol es de 810 kg/m 3 . 

25. Un tubo hueco tiene un disco DD adosado a su extremo 
(Fig. 37). Cuando se sopla aire de densidad p por el tubo, 
el disco atrae a la tarjeta CC. Sea A el area de la tarjeta y 
u la velocidad promedio del aire entre la tarjeta y el disco. 
Calcule la fuerza hacia arriba resultante sobre CC. Des- 
precie el peso de la tarjeta; suponga que u 0 « v, donde u 0 
es la velocidad del aire en el tubo hueco. 

26. Una placa cuadrada de 9.10 cm de lado y 488 g de masa 
esta embisagrada a lo largo de uno de los lados. Si se sopla 
aire sobre la superficie superior unicamente, /que veloci¬ 
dad debe tener el aire para mantener horizontal a la placa? 
El aire tiene una densidad de 1.21 kg/m 3 . 

27. Sobre la parte superior del ala, de area A, de un aeroplano 
fluye el aire a una velocidad v, y pasa por debajo del ala a 


u o 



Figura 37 Problema 25. 

una velocidad v u . Demuestre que la ecuacion de Bernoulli 
predice que la fuerza ascensional L sobre el ala sera de 

L = \pA{v\ - vl), 

en donde p es la densidad del aire. ( Sugerencia: Aplfquese 
la ecuacion de Bernoulli a la linea de corriente que pasa 
justo sobre la superficie superior del ala y a la linea de 
corriente que pasa justo por debajo de la superficie inferior 
del ala. /Puede usted justificar que las constantes de las 
dos lineas de corriente sean iguales?) 

28. Un aeroplano tiene un area de ala (de cada ala) de 12.5 m 2 . 
A cierta velocidad del aire, este fluye sobre la superficie 
superior del ala a razon de 49.8 m/s y sobre la superfi¬ 
cie inferior del ala a 38.2 m/s. ( a ) Halle la masa del 
aeroplano. Suponga que el aeroplano viaja a velocidad 
constante y que los efectos de la fuerza ascensional aso- 
ciados con el fuselaje y el conjunto de la cola son peque- 
nos. Explique la fuerza ascensional si el aeroplano, que 
vuela a la misma velocidad que el aire esta (b) en vuelo 
nivelado; (c) ascendiendo a 15°, y (d) descendiendo a 15°. 
La densidad del aire es de 1.17 kg/m 3 . Vease el proble¬ 
ma 27. 

29. Considerese el aire estancado en el borde frontal de un ala 
y el aire que circula sobre la superficie del ala a una 
velocidad v. Suponga que la presion en el borde de entrada 
es la atmosferica aproximadamente y halle el mayor valor 
posible para v del flujo de corriente; suponga tambien 
que el aire es incompresible y utilice la ecuacion de Ber¬ 
noulli. Tome como densidad del aire 1.2 kg/m 3 . /Como se 
compara esto con la velocidad del sonido bajo estas con- 
diciones (340 m/s)? /Puede usted explicar la diferencia? 
/Por que habria de existir alguna conexion entre estas 
cantidades? 

30. Un tubo de Venturi tiene un diametro de 25.4 cm y una 
garganta de 11.3 cm de diametro. La presion del agua en 
el tubo es 57.1 kPa y en la garganta es de 32.6 kPa. 
Calcule el flujo volumetrico del agua a traves del tubo. 

31. Considerese el medidor Venturi de la figura 9. Aplicando 
la ecuacion de Bernoulli a los puntos 1 y 2, y la ecuacion 
de continuidad (Ec. 3), verifique la ecuacion 11 para la 
velocidad del flujo en el punto 1. 

32. Considerese el medidor Venturi de la figura 9, que contie¬ 
ne agua, sin el manometro. Sea A = 4.75a. Suponga que 
la presion en el punto 1 sea 2.12 atm. (a) Calcule los 
valores de v en el punto 1 y de v' en el punto 2 que harian 
que la presion p' en el punto 2 fuese igual a cero. ( b ) 
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Calcule la cantidad de flujo volumetrico correspondiente 
si el diametro en el punto 1 fuese 5.20 cm. El fenomeno 
en el punto 2 cuando p' decae a casi cero es conocido como 
cavitation. El agua se evapora en pequenas burbujas. 

Section 18-5 Campos de flujo 

33. Demuestre que la constante en la ecuacion de Bernoulli es 
la misma para todas las li'neas de corriente en el caso del 
flujo estacionario, no rotatorio de la figura 14. 

34. Un campo de fuerza es conservativo si $ F ■ ds = 0. El 
circulo del signo de la integracion significa que la integra- 
cion va a ser considerada a lo largo de una curva cerrada 
(un viaje redondo) en el campo. Un flujo es un flujo 
potencial (y por tanto no rotatorio) si f v • ds = 0 para cada 
una de las li'neas cerradas en el campo. Usando este 
criterio, demuestre que los campos (a) de la figura 14 y 
( b ) de la figura 17 son campos de flujo potencial. 

35. Los efectos centrifugos son considerables en flujos que 
esten fuertemente curvados. Considerese un elemento de 
fluido que se mueva a una velocidad v a lo largo de la li'nea 
de corriente de un flujo curvo en un piano horizontal (Fig. 
38). (a) Demuestre que dp/dr = pv 2 /r, de modo que la 
presion aumenta en una cantidad ptijr por unidad de 
distancia perpendicular a la li'nea de la corriente yendo del 
lado concavo al lado convexo de esta. ( b ) Luego, utilice 
la ecuacion de Bernoulli y este resultado para demostrar 
que vr es igual a una constante, de modo que las veloci- 
dades aumentan hacia el centro de curvatura. De aqui que 
las li'neas de corriente que esten espaciadas uniformemen- 
te en una tuberia recta se agrupen hacia la pared interior 
del pasaje curvo y se separen hacia la pared exterior. Este 
problema debe de compararse con el problema 29 del 
capitulo 17, donde el movimiento curvo se produce al 
hacer girar un recipiente. Alii la velocidad variaba direc- 
tamente con r, pero aqut varia inversamente. (c) Demues¬ 
tre que este flujo es no rotatorio. 



Figura 38 Problema 35. 


36. Un modelo del movimiento planetario propuesto por Rene 
Descartes fue ampliamente aceptado antes de que Newton 
propusiera su teoria de la gravitacion. En el modelo de 
Descartes los planetas eran atrapados y arrastrados por un 
remolino de particulas de eter centrado alrededor del Sol. 


Newton demostro que este esquema de torbellino contra- 
deci'a las observaciones porque: (a) la velocidad de una 
particula de eter en el vertice varia inversamente a su 
distancia al Sol; ( b ) el periodo de revolucion de una 
particula tal varia directamente con el cuadrado de su 
distancia al Sol, y (c) este resultado contradice a la tercera 
ley de Kepler. Demuestre (a), ( b ), y (c). 



Section 18-6 Viscosidad, turbulencia, y flujo caotico 

37. La figura 39 muestra una seccion transversal de las capas 
superiores de la Tierra. La superficie de la Tierra se divide 
en varios bloques rigidos, llamados placas, que se deslizan 
(jlentamente!) sobre una capa “fangosa” mas baja llamada 
astenosfera. En la figura se relacionan las dimensiones 
tipicas. Supongase que la velocidad de la placa rigida 
mostrada sea v 0 - 48 mm/y (mm/ano), y que la base de la 
astenosfera no se mueva. Calcule el esfuerzo cortante en 
la base de la placa. La viscosidad del material de la 
astenosfera es de 4.0 * 10‘® Pa • s. Ignore la curvatura de 
la Tierra. 


Superficie de la Tierra 



Figura 39 Problema 37. 


38. Calcular la mayor velocidad a la cual puede fluir la san- 
gre, a 37° C, por una arteria de 3.8 mm de diametro si el 
flujo ha de permanecer estacionario. 

39. Por un tubo horizontal de 1.88 cm de radio intemo 
y 1.26 m de longitud fluye mercurio liquido (viscosi¬ 
dad = 1.55 x 10" 3 N ■ s/m 2 ). El flujo volumetrico es de 
5.35 x 10' 2 L/min. (a) Demuestre que el flujo es estacio¬ 
nario. (b) Calcule la diferencia de presion entre los dos 
extremos del tubo. 

40. En la figura 40 se muestran las lineas de corriente de 
un campo de flujo de Poiseuille. El espaciamiento de las 
lineas de corriente indica que aunque el movimiento es 
rectilineo, existe un gradiente de velocidad en direccion 
transversal. Demuestre que el flujo de Poiseuille es rota¬ 
torio. 


Figura 40 Problema 40. 



Figura 41 Problemas 41 y 42. 


41. Un fluido de viscosidad rj fluye estacionariamente por 
un tubo cilindrico horizontal de radio R y longitud L, 
como se muestra en la figura 41. (a) Considere un ci- 
lindro arbitrario de fluido de radio r. Demuestre que la 
fuerza viscosa F de'oida a la capa circundante es F - 
- n(2jtrL)dvldr. (b) Demuestre que la fuerza F' que empu- 
ja a ese cilindro de fluido a lo largo del tubo es F — (trr 2 ) Ap. 
(c) Utilice la condicion de equilibrio para obtener una 


(c) Utilice la condicion de equilibrio para obtener una 
expresion para d u en terminos de dr . Integre la expresion 
para obtener la ecuacion 18. 

42. Considere una vez mas el fluido que corre por el tubo 
descrito en el problema 41 e ilustrado en la figura 41. Halle 
una expresion para el flujo de masa por un anillo anular 
entre los radios ry r + dr, luego integre este resultado para 
hallar el flujo de masa total por el tubo, verificando por lo 
tanto la ecuacion 20. 

43. Se sopla una burbuja de jabon de 38.2 mm de radio por el 
extremo de un tubo angosto de 11.2 cm de longitud y 1.08 
mm de diametro intemo. El otro extremo del tubo se halla 
expuesto a la atmosfera. Halle el tiempo que tarda el radio 
de la burbuja en descender a 21.6 mm. Suponga un flujo 
de Poiseuille en el tubo. (Use 2.50 x 10‘ 2 N/m para la 
tension superficial de la solucion de jabon; la viscosidad 
del aire es de 1.80 x 10~ 5 N • s/m 2 .) 
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CAPITULO 19 


MOVIMIENTO ONDULATORIO 


El movimiento ondulatorio se manifiesta en casi todas las ramas de lafi'sica. En los cuerpos 
acuosos se pueden observar, comunmente, ondas superficiales. Las ondas sonoras y las ondas 
luminosas son esenciales para nuestra percepcion del entorno, a causa de que hemos desarro- 
llado receptores (los ojosylos oldos) capaces de detectarlas. En el siglo pasado elser humano 
aprendio a producir y utilizar las ondas de radio. Podemos tambien entender la estructura de 
los atomos y de los sistenias subatomicos basados en las propiedades ondulatorias de las 
particulas que los constituyen. La similitud de las descripciones fisicas y niarenidTicas de estas 
distintas closes de ondas indican que el movimiento ondulatorio es lino de los temas unifica- 
dores de la fisica. 

En este capitulo y en el siguiente desarrollarcmos las descripciones tanto verbales como 
matematicas de las ondas. Utilizamos el ejemplo de las ondas mecanicas, en parte porque ya 
hemos desarrollado las leyes de la mecanica en este texto. Mas adelante, desarrollaremos las 
leyes que rigen para otros tipos de ondas (por ejemplo, las ondas de luz y otras ondas 
electromagneticas). A efectos de simplificacion, nos concentraremos en el estudio de las ondas 
armonicas (es decir, aquellas que pueden ser representadas por funciones del seno y del 
coseno), pero los principios que desarrollamos se aplican igualmente a formas ondulatorias 
mas complejas. 


19-1 ONDAS MECANICAS 


Las ondas marinas viajan miles de millas a traves del 
oceano, pero las particulas de agua no llevan a cabo ese 
viaje. Cuando usted le grita a un amigo, la onda de sonido 
recorre la sala, pero las moleculas de aire no recorren esa 
distancia. Estamos familiarizados con el heclio de que la 
energia y el impetu se transportan de un lugar a otro en 
virtud del movimiento de las particulas; el movimiento 
ondulatorio proporciona una manera altemativa de que la 
energia y el impetu se muevan de un lugar a otro sin que 
las particulas materiales hagan ese viaje. 

Las ondas de agua y las ondas sonoras son ejemplos 
de ondas mecanicas que viajan a traves de un medio defor¬ 
mable o elastico. Se originan cuando cierta parte del medio 
se desplaza de su posicion nonrial y queda liberada. Debi- 
do a las propiedades elasticas del medio, la perturbacion 
se propaga a traves de este. A nivel microscopico, propieda¬ 
des mecanicas tales como las fuerzas entre los atomos 
son las causantes de la propagacion de las ondas mecanicas. 


En este capitulo nos concentraremos en el estudio de 
las ondas mecanicas. Para ilustrar algunas propiedades 
generales de las ondas hemos elegido como ejemplo a un 
tipo sencillo de onda mecanica, que implica la oscilacion 
de una cuerda estirada como las que se utilizan en una 
guitarra. 

Cuando una onda alcanza a una particula situada en el 
medio pone a esa particula en movimiento y la desplaza, 
transfiriendole asi energia tanto cinetica como potencial. 
Mediante el movimiento ondulatorio, puede transmitirse 
a grandes distancias no solamente energia, sino ademas 
informacion sobre la naturaleza de la fuente de ondas. 
Podemos decir que las particulas del medio se mueven, al 
pasar la onda, unicamente distancias pequenas con res- 
pecto a sus posiciones previas, sin experimentar un des- 
plazamiento neto en la direccion del viaje de la onda. Por 
ejemplo, los objetos flotantes pequenos, como una hoja o 
un corcho muestran que el movimiento real del agua al 
pasb de la onda es mas bien hacia arriba y hacia abajo, y 
quizas ligeramente en vaiven; una vez que pasa la onda, 
el objeto esta mas o menos en el mismo lugar en que estaba 
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antes de haber pasado esta. Este hecho era ya conocido en 
el siglo xv por Leonardo da Vinci, quien escribio de las 
ondas de agua: “A menudo sucede que la onda escapa del 
sitio de su creacion, mientras que el agua no; como las 
ondas que se forman en un campo de trigo por efecto del 
viento, donde las vemos correr a traves del campo mien¬ 
tras las espigas permanecen en su lugar.” 


19-2 TIPOS DE ONDAS 


A1 enumerar a las ondas de agua, de luz, y de sonido como 
ejemplo de movimiento ondulatorio, estamos clasificando a 
las ondas de acuerdo a sus propiedades fisicas mas amplias. 
Las ondas pueden clasificarse tambien de otras maneras. 

Podemos distinguir diferentes clases de ondas mecani- 
cas si consideramos como se relacionan la direccion del 
movimiento de las particulas de materia con la direccion 
de propagacion de la onda. Si el movimiento de las par¬ 
ticulas es perpendicular a la direccion de propagacion de 
la onda misma, hablamos de una onda transversal. Por 
ejemplo, cuando una cuerda en tension se hace oscilar en 
vaiven desde un extremo, a lo largo de la cuerda viaja una 
onda transversal; la perturbacion se mueve a lo largo de 
la cuerda pero las particulas de la cuerda vibran en angulo 
recto a la direccion de propagacion de la perturbacion 
(Fig. la). Las ondas de luz, aunque no sean ondas meca- 
nicas, son tambien ondas transversales. 


Sin embargo, si el movimiento de las particulas de una 
onda mecanica es de vaiven a lo largo de la direccion de 
propagacion, tenemos una onda longitudinal. Por ejem¬ 
plo: cuando un resorte en tension se pone a oscilar en 
vaiven desde uno de sus extremos, a lo largo del resor¬ 
te viaja una onda longitudinal; los arrollamientos vibran 
en vaiven paralelos a la direccion en la que viaja la 
perturbacion a lo largo del resorte (Fig. lb). Las ondas de 
sonido que viajan en un gas son ondas longitudinales y las 
estudiaremos con mayor detalle en el capitulo 20. 

Ciertas ondas no son ni puramente longitudinales ni 
puramente transversales. Por ejemplo, en las ondas que 
vemos sobre la superficie del agua las particulas de esta 
se mueven tanto de arriba abajo como en vaiven, trazando 
trayectorias elipticas al moverse. 

Las ondas pueden tambien clasificarse como uni, bi, 
o tridimensionales, de acuerdo con el numero de dimen- 
siones en que propaguen la energia. Las ondas que se 
mueven a lo largo de la cuerda o del resorte de la figura 1 
son unidimensionales. Las ondas superficiales o rizos de 
agua, que se forman al arrojar una piedra a un estanque 
tranquilo, son bidimensionales. Las ondas de sonido y 
de luz que viajen radialmente partiendo de una pequena 
fuente son tridimensionales. 

Puede ampliarse la clasificacion de las ondas segun 
como se muevan las particulas del medio en el tiempo. 
Por ejemplo, podemos producir una pulsacion que via- 
je por una cuerda estirada aplicandole un solo movimiento 
lateral en su extremo (Fig. lc). Cada particula permanece 





Figura 1 (a) Envio de una onda transversal a lo largo de una cuerda. Cada elemento 

de la cuerda vibra en angulo recto a la direccion de propagacion de la onda. ( b ) Envio 
de una onda longitudinal a lo largo de un resorte. Cada elemento del resorte vibra 
paralelo a la direccion de propagacion de la onda. (c) Envio de una pulsacion 
transversal unica a lo largo de una cuerda. 



Figura 2 Ondas en la superficie de un lago. Los rizos 
circulares representan frentes de onda. Los rayos, que son 
perpendiculares a los frentes de onda, indican la direccion del 
movimiento de la onda. 


en reposo hasta que la pulsacion llega hasta ella, luego se 
mueve durante un tiempo corto y luego permanece nue- 
vamente en reposo. Si continuamos moviendo el extremo 
de la cuerda en vaiven (Fig. la), produciremos un tren de 
ondas que viajara a lo largo de la cuerda. Si nuestro 
movimiento es periodico, produciremos un tren de ondas 
periodico, donde cada particula de la cuerda tendra un 
movimiento periodico. El caso especial mas sencillo de 
una onda periodica es una onda armonica, donde cada 
particula experimenta un movimiento armonico simple. 

Imaginemos una piedra lanzada a un lago tranquilo. Los 
rizos circulares se esparcen hacia afuera desde el punto en 
que la piedra entro al agua (Fig. 2). A lo largo de un rizo 
circular dado, todos los puntos estan en el mismo esta- 
do de movimiento. Esos puntos definen una superficie 
llamada/rente de onda. Si el medio es de densidad uni¬ 
forme, la direccion del movimiento de las ondas esta en 
angulo recto al frente de la onda. Una linea normal a los 
frentes de onda, que indique la direccion del movimiento 
de las ondas, se llama rayo. 


Los frentes de onda pueden tener muchas formas. Una 
fuente central en la superficie del agua produce ondas 
bidimensionales con frentes de onda circulares y rayos 
que salen hacia afuera a partir del punto de la perturbacion 
(como en la figura 2). En cambio, un palo muy largo 
arrojado horizontalmente al agua produciria (cerca de su 
centro) perturbaciones que viajan como lineas rectas, y 
cuyos rayos seria lineas paralelas. La analogia tridimen¬ 
sional, en la cual las perturbaciones viajan en una sola 
direccion, es la onda plana. En un instante dado, las 
condiciones son las mismas en todas partes de cualquier 
piano perpendicular a la direccion de propagacion. Los 
frentes de onda son pianos, y los rayos son lineas rectas 
paralelas (Fig. 3a). La analogia tridimensional de las 
ondas circulares son las ondas esfericas. Aqui, la pertur¬ 
bacion se propaga hacia afuera en todas direcciones desde 
una fuente puntual de ondas. Los frentes de onda son 
esferas, y los rayos son lineas radiales que salen de la 
fuente puntual en todas direcciones (Fig. 3b). Lejos de 
esta fuente los frentes de onda esfericos tienen una curva- 
tura muy pequena, y dentro de una region limitada pueden 
considerarse a menudo como pianos. Por supuesto, exis- 
ten otras muchas formas de frentes de onda posibles. 


19-3 ONDAS VIAJERAS 


Como ejemplo del comportamiento de las ondas mecani- 
cas consideraremos a una forma de onda transversal que 
viaje en una cuerda estirada larga. Suponemos una cuerda 
“ideal”, en la cual la perturbacion, ya sea una pulsacion o 
un tren de ondas, mantiene su forma mientras viaja. Para 
que esto suceda, las perdidas por friccion y otros medios 
de disipacion de la energia deben ser despreciablemente 
pequenos. La perturbacion esta en el piano xy y viaja en 
direccion x. 

La figura 4a muestra una forma de onda arbitraria en 
t = 0; podemos considerar que esta es una instantanea 
de la pulsacion que viaja a lo largo de la cuerda mostrada 



Figura 3 (a) Onda plana. Los pianos representan frentes de onda espaciados en una 

longitud de onda, y las flechas representan rayos. (b) Onda esferica. Los frentes de 
onda, espaciados en una longitud de onda, son superficies esfericas y los rayos estan en 
direccion radial. 
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en la figura 1 c. Hagamos que la pulsacion se mueva en 
direccion x positiva con una velocidad v. En un tiempo t 
mas tarde, la pulsacion se ha movido una distancia vt, 
como se muestra en la figura 4b. Notese que la forma de 
onda es la misma en t - 0 que en tiempos posteriores. 

La coordenada y indica el desplazamiento transversal 
de un punto en particular de la cuerda. Esta coordenada 
depende tanto de la posicion x como del tiempo t. Indica- 
mos esta dependencia de dos variables como y(x,t). 

Podemos representar a la forma de onda de la figura 4 a 
como: 

P(*,0) =/(*), (1) 

donde/es una funcion que describe la forma de la onda. 
En el tiempo t, la forma de onda debe todavia describirse 
por la misma funcion f porque hemos supuesto que la 
forma no cambia al viajar la onda. Con relacion al origen 
O' de un marco de referenda que viaje con la pulsacion, 
la forma se describe por la funcion f(x'), como se indica 
en la figura 4b. La relacion entre las coordenadas x de los 
dos marcos de referenda es x' = x - vt, como puede verse 
en la figura 4b. Entonces, en el tiempo t, la onda se 
describe por 

y(x,t)=f(x')=f(x-vt). ( 2 ) 

Es decir, la funcion f(x - vt) tiene la misma forma relativa 
al punto x = vt en el tiempo t que la funcion f(x) la tiene 
con relacion al punto x = 0 en el tiempo t = 0. 

Para describir por completo a la onda, debemos especi- 
ficar a la funcion/. Mas adelante, consideraremos a las 
ondas armonicas, en las cuales/es una funcion seno o 
coseno. 

Las ecuaciones 1 y 2 juntas indican que podemos cam- 
biar una funcion de cualquier forma en una onda que viaje 
en direccion x positiva simplemente sustituyendo a x por 
la cantidad x - vt en todo lugar en que aparezca en la f(x). 
Por ejemplo, si f(x) = x 2 , entonces f(x - vt) = (x - vt) 2 . 
Ademas, una onda que viaje en direccion x positiva debe 
depender de x y de t unicamente en la combinacion x - vt, 
asi pues, x 2 - (vt) 2 no representa a tal onda viajera. 

Sigamos el movimiento de determinada parte (o fuse) 
de la onda, tal como la de la posicion P de la forma de 
onda de la figura 4. Si la onda ha de mantener su forma 
mientras viaja, entonces la coordenada y P del punto P no 
debe cambiar. Vemos en la ecuacion 2 que el unico modo 
de que pueda suceder esto es que la coordenada x de P 
aumente mientras aumenta t, de modo que la cantidad x - vt 
mantenga un valor fijo. Es decir, la evaluacion de la 
cantidad x - vt da el mismo resultado en P de la figura 4b 
que en P de la figura 4a. Esto continua asi en cualquier 
posicion de la forma de onda y en todos los tiempos t. 
Entonces para el movimiento de cualquier fase particular 
de la onda debemos tener 

( 3 ) 



Figura 4 (a) Una pulsacion transversal mostrada como una 

instantanea en el tiempo t = 0. El punto P representa una 
posicion particular en la fase del pulso, no un punto 
particular del medio (la cuerda, por ejemplo). ( b ) En un 
tiempo t mas tarde, la pulsacion se ha movido una distancia 
vt en la direccion x positiva. El punto P de la fase se ha 
movido tambien una distancia vt. El maximo de la pulsacion 
define el origen de la coordenada x'. 


Podemos verificar que la ecuacion 3 caracteriza al 
movimiento de la fase de la forma de onda al diferenciar 
respecto al tiempo, lo cual da 


-y- — v = 0 o sea 
dt 



( 4 ) 


La velocidad dx/dt describe al movimiento de la fase de 
la onda, y por ello se conoce como velocidad de fase. 
Consideramos que v es una constante positiva, indepen- 
diente de cualquier propiedad de la onda pero posiblemen- 
te (como lo veremos) dependiente de las propiedades del 
medio. 

Si la onda se mueve en direccion x negativa, debemos 
reemplazar a v por -v. En este caso, obtendriamos 


y(x,t) =f(x + vt), (5) 

donde una vez mas f(x) representa a la forma en t = 0. Esto 
es, al sustituir en/(x) la cantidad x + vt en lugar de x nos 
da una onda que se moveria hacia la izquierda en la 
figura 4. El movimiento de cualquier fase de la onda 
estaria entonces caracterizado por el requisito de que x + vt 
= constante, y por analogia con la ecuacion 4 podemos 
demostrar que dx/dt = - v, indicando que la componente x 
de la velocidad de fase es realmente negativa en este caso. 

La funcion y(x,t) contiene la descripcion completa de la 
forma de la onda y de su movimiento. En cualquier tiempo 
determinado, digamos t t , la funcion y(x,t { ) da a y en 
funcion de x, lo cual define a una curva; esta curva 
representa la forma real de la cuerda en ese tiempo y puede 
considerarse como una “instantanea” de la onda. Por otra 


y 



Figura 5 Un observador estacionado en un punto particular 
sobre el eje x registraria este desplazamiento y en funcion del 
tiempo en el transcurso de la pulsacion de la figura 4. Notese 
que la forma parece estar invertida, porque el borde delantero 
de la pulsacion viajera llega al observador en los primeros 
momentos. Es decir, los desplazamientos registrados por el 
observador en los primeros momentos estan aqui mas cerca 
del origen. 


parte, podemos tener en cuenta el movimiento de un 
punto particular sobre la cuerda, digamos en la coordena¬ 
da fija Xj. La funcion y(x,,r) nos da entonces la coordenada 
y de ese punto en funcion del tiempo. La figura 5 mues¬ 
tra como podria moverse un punto sobre el eje x con el 
tiempo en el transcurso de la pulsacion de la figura 4, 
moviendose en direccion x positiva. En los tiempos cer- 
canos a t = 0, el punto no se mueve en absoluto. Luego, 
comienza a moverse gradualmente a medida que llega al 
borde delantero de la pulsacion de la figura 4. Despues de 
pasar el maximo de la onda, el desplazamiento del punto 
cae rapidamente hasta regresar a cero al pasar el borde de 
salida. 



Figura 6 En t = 0 (en tono mas intenso), la cuerda tiene la 
forma sinusoidal dada por y = y m sen , Ikx\X. En un tiempo t 
mas tarde (en tono mas claro), la onda se ha movido hacia la 
derecha una distancia x - vt, y la cuerda tiene una forma 
dada por y - y m sen 2 7r(x - vt)jX. 


Notese que esta tiene la forma/(x - vt), necesaria para una 
onda viajera (Ec. 2). 

El periodo T de la onda es el tiempo necesario para que 
un punto en cualquier coordenada x efectue un ciclo 
completo de movimiento transversal. Durante este tiempo 
T, la onda viaja una distancia vT que debe corresponder a 
una longitud de onda A, de modo que 

A = vT. (8) 

El inverso del periodo se llama frecuencia v de la onda; 
v = 1 /T. La frecuencia tiene unidades de ciclos por segun- 
do, o hertz (Hz). El periodo y la frecuencia son dos temas 
tratados previamente en el capitulo 15. 

Poniendo la ecuacion 8 en la ecuacion 7, obtenemos 
otra expresion para la onda: 

y(x,t) = Em sen 2n ( 9 ) 


Ondas sinusoidales 

La descripcion anterior es bastante general. Es valida para 
formas de onda arbitrarias, y se cumple tanto para ondas 
transversales como longitudinales. Por ejemplo, conside- 
remos una forma de onda transversal que tenga una forma 
sinusoidal, lo cual tiene aplicaciones particularmente im- 
portantes. Supongamos que en el tiempo t = 0 tenemos un 
tren de ondas a lo largo de la cuerda dado por 

y(x,0) = y m sen y (6) 

En la figura 6 se muestra la forma de onda. El desplaza¬ 
miento maximo y m se llama amplitud de la curva seno. El 
desplazamiento transversal y tiene el mismo valor en 
cualquier x, como tambien en x + A, x + 2A, y asi sucesi- 
vamente. El simbolo A representa la longitud de onda del 
tren de ondas e indica la distancia entre dos puntos adya- 
centes de la onda que tengan la misma fase. Si la onda 
viaja en direccion +x con velocidad de fase v, entonces la 
ecuacion de la onda es 


Segun esta forma es claro que y, en cualquier tiempo 
dado, tiene el mismo valor en x, x + A, x + 2A, y asi 
sucesivamente, y que y, en cualquier posicion dada, tiene 
el mismo valor en los tiempos t, t + T, t + 2T, y asi 
sucesivamente. 

Para reducir la ecuacion 9 a una forma mas compacta, 
introducimos dos cantidades, el numero de onda k y la 
frecuencia angular co. Estas se definen por 

= y y o) = ^y = 2nv. (10) 

El numero de onda k es, al igual que co, una cantidad 
angular, y las unidades de ambos implican radianes. Las 
unidades de k podrian ser, por ejemplo, rad/m, y de co, 
rad/s. En terminos de estas cantidades, la ecuacion de una 
onda seno que viaje en direccion x positiva (hacia la 
derecha en la Fig. 6) es 

y(x,t) = y m sen (kx - cot). (11) 

La ecuacion de una onda seno que viaje en direccion x 
negativa (hacia la izquierda en la Fig. 6) es 


y(x,t) = y m 


2 n . . 

sen — (x — vt). 
A 


( 7 ) 


y(x,t) = y m sen (kx + cot). 


x — vt = constante. 


( 12 ) 
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A1 comparar las ecuaciones 8 y 10, vemos que la veloci¬ 
dad de fase v de la onda esta dada por 


, A co 
V-Xv-J-J. 


(13) 


Fase y constante de fase 


En las ondas viajeras de las ecuaciones 11 y 12 hemos 
supuesto que el desplazamiento y es cero en la posicion 
* = 0 en el tiempo t = 0. Esto, por supuesto, no tiene que 
ser aqui asi. La expresion general para una onda sinusoidal 
que viaje en direccion x positiva es 

y(x,t) = y m sen (kx- cot- <f>). (14) 

La cantidad que aparece en el argumento del seno, es 
decir, kx - cot - 0, se llama fase de la onda. Se dice que 
dos ondas con la misma fase (o con fases que difieran en 
cualquier multiplo entero de 2ri) estan “en fase"; ejecutan 
el mismo movimiento en el mismo tiempo. 

El angulo 0 se llama la constante de fase. La constante 
de fase no afecta a la forma de la onda; mueve a la onda 
hacia adelante o hacia atras en el espacio o en el tiempo. 
Para ver esto, reescribiremos la ecuacion 14 en dos formas 
equivalentes: 


o 


y(x,t) = y m sen 
y(x,t) = Pm sen [to ~ oj 


[ i (B _uu ] 
B)] 


(15a) 

(15 b) 


La figura la muestra una “instantanea” en cualquier tiem¬ 
po t de las dos ondas representadas por las ecuaciones 11 
(donde 0 = 0) y 14. Notese que cualquier punto en par¬ 
ticular de la onda descrita por la ecuacion 15a (digamos, 
cierta cresta de onda) esta a una distancia 0//: adelante 
del punto correspondiente de la onda descrita por la ecua¬ 
cion 11. 

En forma equivalente, si observaramos el desplaza¬ 
miento en una posicion fija Jt resultante de cada una de las 
dos ondas representadas por las ecuaciones 11 y 14, 
obtendriamos el resultado indicado por la figura lb. La 
onda descrita por la ecuacion 15b esta similarmente ade¬ 
lante de la onda que tiene a 0 = 0, en este caso por una 
diferencia de tiempo 0/&>. 

Cuando la constante de fase de la ecuacion 14 es posi¬ 
tiva, la onda correspondiente esta adelante de una onda 
descrita por una ecuacion similar que tiene a 0 = 0. Por 
esta razon, introdujimos a la constante de fase con signo 
negativo en la ecuacion 14. Cuando una onda esta adelante 
de otra en el tiempo o en el espacio, se dice que es la 
“guia”. En cambio, al poner una constante de fase negativa 
en la ecuacion 14, se mueve la onda correspondiente 




Figura 7 (a) Instantanea de dos ondas seno que viajan en 
direccion x positiva. La onda A tiene una constante de fase 0, 
y la onda B tiene a 0 = 0. La onda A esta a una distancia <j>jk 
adelante de la onda B. ( b ) Movimiento de un punto en el 
tiempo debido a las mismas dos ondas. La onda A esta un 
tiempo 0/0) adelante de la onda B. Notese que, en una grafica 
de y contra t, “adelante de” significa “a la izquierda de”, 
mientras que en una grafica de y contra x, “adelante de” 
significa “a la derecha de”, si las ondas viajan en direccion x 
positiva. 


detras de la otra que tenga 0 = 0; tal onda se dice que es 
la “rezagada”. 

Si fijamos nuestra atencion en un punto en particular de 
la cuerda, digamos jc„ el desplazamiento y en ese punto 
puede expresarse: 

y(t) = -y m sen (cot + <0'X 

donde hemos sustituido una constante de fase nueva 
0' = 0 - kx v Esta expresion de y(t) es similar a la ecuacion 
6 del capitulo 15 para el movimiento armonico simple. De 
aqui que cualquier elemento particular de la cuerda expe- 
rimente un movimiento armonico simple con respecto a 
su posicion de equilibrio al viajar este tren de ondas a lo 
largo de la cuerda. 


Velocidad de grupo y dispersion 

Las ondas sinusoidales puras son elementos matematicos 
utiles para ayudamos a entender el movimiento ondulato¬ 
rio. En la practica, usamos otras clases de ondas para 
transportar energia e informacion. Estas ondas pueden ser 
periodicas pero no sinusoidales, tales como las ondas 
cuadradas o las de “diente de sierra”, o pueden ser pulsa- 
ciones no periodicas, como las de la figura 4. 

Hemos usado la velocidad de fase para describir el 
movimiento de dos clases de ondas: la onda pulsatil, que 
conserva su forma al viajar (Fig. 4) y la onda seno pura 



Figura 8 En un medio dispersivo, la forma de onda carnbia 
al viajar la onda. 


(Fig. 6). En otros casos, debemos usar una velocidad 
diferente, llamada la velocidad de grupo, que es la velo¬ 
cidad a la cual viaja la energia o la informacion en una 
onda real. 

La figura 8 muestra una pulsacion que viaja a traves de 
un medio. La forma de la pulsacion carnbia al viajar; 
la pulsacion se esparce, o dispersa. (Dispersion no es lo 
mismo que disipacion de energia. El contenido de energia 
de la pulsacion de la figura 8 puede permanecer constante 
mientras viaja, aunque la pulsacion se disperse. Supone- 
mos que el medio es dispersivo, pero no necesariamente 
disipativo.) Como veremos en la seccion 19-7, cualquier 
onda periodica puede ser considerada como la suma o 
superposicion de una serie de ondas sinusoidales de fre- 
cuencias diferentes o de longitudes de onda diferentes. 
Las frecuencias, amplitudes, y fases de las ondas sinusoi¬ 
dales componentes deben elegirse con cuidado de acuerdo 
con un procedimiento matematico, conocido como anali- 
sis de Fourier, de modo que las ondas se sumen para dar 
la forma de onda deseada. En muchos medios reales, la 
velocidad de propagacion de estas ondas componentes 
(es decir, la velocidad de fase) depende de la frecuencia o 
de la longitud de onda de la componente en particular. 
Cada onda componente puede viajar con su velocidad 
propia. Entonces, al viajar la onda, las relaciones de fase 
de las componentes pueden cambiar, y la forma de onda 
de la suma de las componentes cambiaria de manera 
correpondiente al viajar la onda. Este es el origen de la 
dispersion: las ondas componentes viajan a velocidades 
de fase diferentes. No existe una relacion sencilla entre 
las velocidades de fase de las componentes y la velocidad 
de grupo de la onda; la relacion depende de la disper¬ 
sion del medio. 

Ciertos medios reales son no dispersivos aproximada- 
mente, en cuyo caso la onda mantiene su forma, y todas 
las ondas componentes viajan con la misma velocidad. Un 
ejemplo son las ondas sonoras en el aire. Si el aire fuese 
fuertemente dispersivo de las ondas sonoras, la conversa- 


cion seria imposible, porque la forma de onda producida 
por las cuerdas vocales de quien habla confundiria siendo 
irreconocible al momento en que llegase a nuestros oidos. 
Ademas, el esmero que ponen los miembros de una or- 
questa por tocar precisamente al mismo tiempo no tendria 
ningun valor, porque (si el aire fuese dispersivo del soni- 
do) las notas de alta frecuencia viajarian hasta el oido del 
oyente a una velocidad diferente de la de las notas de baja 
frecuencia, y el oyente escucharia los sonidos en tiempos 
diferentes. Por fortuna, esto no ocurre con las ondas 
sonoras. Las ondas de la luz en el vacio son perfectamente 
no dispersivas; la dispersion de las ondas de luz en medios 
reales es la causa de efectos tales como el espectro de 
colores del arcoiris. 

En un medio no dispersivo, todas las ondas componen¬ 
tes de una forma de onda compleja viajan a la misma 
velocidad de fase, y la velocidad de grupo de la forma de 
onda es igual a ese valor comun de la velocidad de fase. 
Unicamente en este caso podemos hablar de la velocidad 
de fase de la forma de onda entera. En este capitulo 
tratamos de las ondas mecanicas que se propagan en 
medios no dispersivos. 


19-4 VELOCIDAD DE ONDA 


La velocidad de onda, lo que aqui significa la velocidad 
de fase de una onda sinusoidal o la velocidad de grupo de 
una pulsacion en un medio no dispersivo, no depende 
de la frecuencia o de la longitud de onda. Es posible 
calcular la velocidad de una onda mecanica a partir de las 
propiedades del medio aplicando los principios basicos de 
la mecanica newtoniana. En esta seccion continuaremos 
centrando nuestra atencion en las ondas transversales de 
una cuerda en tension, y en la seccion siguiente mostrare- 
mos como calcular la velocidad de tales ondas de la 
manera inas general. Los calculos de la velocidad de otras 
ondas, por ejemplo las ondas sonoras en el aire, siguen 
metodos similares. 

Aqui consideraremos dos enfoques: un tratamiento ba- 
sado en el analisis dimensional y un analisis mecanico un 
poco menos general por medio del cual calcularemos la 
velocidad de una pulsacion transversal a lo largo de una 
cuerda tensa. 


Analisis dimensional 

La velocidad de las ondas de una cuerda musical depende 
de la masa de un elemento de la cuerda y de la fuerza entre 
elementos vecinos, la cual es la tension F con la que se 
estira la cuerda. Si aumentamos la tension (como al ajustar 
las clavijas de una cuerda de guitarra), la fuerza entre 
elementos vecinos aumentara, y podemos esperar que la 
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velocidad de la onda aumente tambien. Caracterizaremos 
a la masa de un elemento de la cuerda en terminos de la 
densidad de masa lineal /a, la masa por unidad de longi- 
tud de la cuerda. Suponiendo que la velocidad de onda 
v dependa unicamente de F y de p, podemos usar el 
metodo del analisis dimensional (vease la seccion 1-7) y 
escribir 

v a F a p b , 

donde ay b son exponentes por determinarse a partir del 
analisis dimensional. En terminos de las dimensiones de 
masa M, longitud L, y tiempo T, esto puede expresarse 
como: 


[v] = [F a ][fi b ] 

LT _1 = (MLT _2 ) a (ML -1 )*, 

y resolviendo por igualacion de las potencias corres- 
pondientes de M, L, y T se obtiene a = | y b = -L Asi, 
v « 'iF/p, o, introduciendo una constante de proporciona- 
lidad C, 

v = cM. (16) 

V fi 

Lo mas que podemos decir de este analisis es que la 
velocidad de la onda es ig ual a una constante sin dimen¬ 
siones multiplicada por V F/p . El valor de la constante 
puede obtenerse de un analisis mecanico del problema o 
por medio de la experimentation. Estos metodos demues- 
tran que la constante es igual a la unidad. 


Analisis mecanico 

Derivemos ahora por medio de un analisis mecanico una 
expresion para la velocidad de una pulsacion en una 
cuerda tensa. En la figura 9 se muestra una “instantanea” 
de una pulsacion de onda que se mueve de izquierda a 
derecha en la cuerda con una velocidad v. Podemos ima- 
ginar en su lugar que toda la cuerda se mueve de derecha 
a izquierda con esta misma velocidad, de modo que la 
pulsacion de la onda permanece fija en el espacio (quizas 
metiendo a la cuerda en un tubo carente de friction que 
tenga la forma deseada de la pulsacion). Esto significa 
simplemente que, en lugar de considerar que nuestro 
marco de referenda sean las paredes entre las que se estira 
la cuerda, escogemos un marco de referenda que este en 
movimiento uniforme con respecto a aquel. En efecto, 
observamos a la pulsacion mientras corremos a lo largo 
de la cuerda con la misma velocidad que la pulsacion. 
Puesto que las leyes de Newton implican solo aceleracio- 
nes, las cuales son iguales en ambos marcos, podemos 
emplearlas en cualquiera de los marcos. Nos inclinamos, 
entonces, por el marco que para nosotros resulta mas 
conveniente. 



o 


Figura 9 Una pulsacion que se mueva hacia la derecha en 
una cuerda estacionaria es equivalente a una pulsacion en 
posicion fija en una cuerda que se mueva hacia la izquierda. 
Consideramos las fuerzas en una seccion de cuerda de 
longitud 51 en la pulsacion “fija”. 


Consideremos a una pequena seccion de la pulsacion 
de longitud 51, como se muestra en la figura 9. Esta 
seccion forma aproximadamente un arco de circulo de 
radio R. La masa 5m de este elemento es p 51, donde p es 
la masa por unidad de longitud de la cuerda. La tension F 
en la cuerda es un tiron tangencial en cada extremo de este 
pequeho segmento de la cuerda. Las componentes hori- 
zontales de F se cancelan, y las componentes verticales 
son cada una igual a F sen 6. De aqui que la fuerza vertical 
total F ± sea 2F sen 0. Debido a que 0es pequeho, podemos 
considerar que sen 6 ~ 6. Partiendo de la figura 9, vemos 
que 26= 51/R, y asi obtenemos 

SI 

F ± = 2Fsen 0~2F6 = F— . (17) 

Esto da la fuerza que suministra la aceleracion centripeta 
de las particulas de cuerda dirigidas hacia O. La fuerza 
centripeta que actua sobre una masa Sin (= p 51) que se 
mueve en circulo de radio R a velocidad v es 5m o 2 /R. 
Notese que la velocidad tangencial v de este elemento de 
masa a lo largo de la parte superior del arco es horizontal 
y de magnitud igual a la velocidad de la onda. Igualando 
la fuerza vertical neta sobre el elemento, ecuacion 17, 
con la fuerza centripeta necesaria, obtenemos 


o bien 


F± = 


6m v 2 
R 


„ SI pSl v 2 
f r = -1T 


por lo que 



( 18 ) 


La ecuacion 18 muestra, a partir de un analisis mecanico, 
que la constante C en la ecuacion 16 tiene el valor 1. 

Si la amplitud de la pulsacion fuese muy grande en 
comparacion con la longitud de la cuerda, no habriamos 
tenido la posibilidad de usar la aproximacion sen 6-6. 
Ademas, la tension F de la cuerda cambiaria por la pre- 
sencia de la pulsacion, mientras que hemos supuesto que 


F no cambia a partir de la tension original de la cuerda 
estirada. Por lo tanto, nuestro resultado cumple unicamen¬ 
te para desplazamientos transversales de la cuerda relati- 
vamente pequenos, un caso que es ampliamente aplicable 
en la practica. 

Una onda periodica que entra en un medio suele ser 
consecuencia de una influencia externa que perturba al 
medio a una cierta frecuencia. La onda que viaja a traves 
de ese medio tendra la misma frecuencia que la fuente de 
la onda. La velocidad de la onda esta determinada por las 
propiedades del medio. Dadas la frecuencia v de la onda 
y su velocidad v en el medio, la longitud de onda de la 
onda periodica en ese medio se determina por la ecua¬ 
cion 13, A = vjv. Cuando una onda pasa de un medio a 
otro de velocidad de onda diferente (por ejemplo, dos 
cuerdas con densidades de masa lineal diferentes), la 
frecuencia en un medio debe ser la misma que la frecuen¬ 
cia en el otro. (De otro modo existiria una discontinuidad 
en el punto en que se junten las dos cuerdas.) Sin embargo, 
las longitudes de onda diferiran una de otra. La relation 
entre las longitudes de onda se deduce de la igualdad de 
las frecuencias v, y v 2 en los dos medios; es decir, v, = v 2 
da 


El 

A, 


El 

X 2 


(19) 


Velocidad transversal de una particula 

El movimiento de una particula en una onda transversal 
como la de la figura 6 es en direccion y. La velocidad de 
la onda describe el movimiento de la onda a lo largo de la 
direccion de viaje (la direction.*). La velocidad de la onda 
no caracteriza el movimiento transversal de las particulas 
de la cuerda. 

Para hallar la velocidad transversal de una particula de 
la cuerda necesitamos el cambio en la coordenada y con 
el tiempo. Asi, centramos nuestra atencion en una par¬ 
ticula aislada de la cuerda, es decir, en cierta coordena¬ 
da x. Por lo tanto, necesitaremos la derivada de y con 
respecto a t siendo x constante. Esto se representa por el 
siinbolo dyjdt, el cual indica la derivada partial de y con 
respecto a t, manteniendo constantes a todas las demas 
variables de las que pueda depender y. Representamos a 
la velocidad de la particula, la cual varia tanto con * (la 
posicion de la particula) como con t, con la expresion 
u(x,t). Suponiendo que tenemos una onda sinusoidal de la 
forma de la ecuacion 14, tenemos entonces que 

dv d 

U(X,t) = Yt = Jt I^m Sen ( kX ~ COt ~ 0)] 

— — y m o) cos (kx — (ot — </>). (20) 

Continuando de esta manera, podemos hallar la acelera¬ 
cion transversal de la particula en esta posicion de * de 
acuerdo con 


. . Sly du , . .. 

a(x,t) = = — = —y m a> 2 sin (kx -wt-<p) 

= —a) 2 y. (21) 

La ecuacion 21 tiene la misma forma que la ecuacion 5 
del capitulo 15; la aceleracion transversal de cualquier 
punto es proporcional a su desplazamiento transversal, 
pero dirigida en sentido opuesto. Esto demuestra que cada 
particula de la cuerda experimenta un movimiento armo- 
nico simple transversal al pasar la onda sinusoidal. 


Problema muestra 1 En un extremo de una cuerda horizontal 
larga se genera una onda sinusoidal transversal por medio de 
una barra que mueve al extremo de arriba a abajo en una 
distancia de 1.30 cm. El movimiento es continuo y se repite 
regularmente 125 veces por segundo. (a) Si la cuerda tiene una 
densidad lineal de 0.251 kg/m y se mantiene sometida a una ten¬ 
sion de 96 N, halle la amplitud, la frecuencia, la velocidad, y 
la longitud de onda del movimiento de la onda. ( b ) Suponien¬ 
do que la onda se mueva en direccion +x y que, en t = 0, 
el elemento de la cuerda en * - 0 este en su posicion de equili- 
brio y = 0 y moviendose hacia abajo, halle la ecuacion de 
la onda. 


Solution (a) Al moverse la barra un total de 1.30 cm, el 
extremo de la cuerda se mueve 7(1.30 cm) = 0.65 cm fuera de 
su posicion de equilibrio, primero sobre ella, luego bajo ella; 
por lo tanto, la amplitud y m es 0.65 cm. 

El movimiento integro se repite 125 veces cada segundo, y 
entonces la frecuencia es de 125 vibraciones por segundo, o 
v = 125 Hz. 

La velocidad de la onda esta dada por la ecuacion 18, 

La longitud de onda esta dada por A = v/v, de modo que 


19.6 m/s 

A = ■ = 0.156 m = 15.6 cm. 

125 Hz 

( b ) La expresion general para una onda sinusoidal transversal 
que se mueve en la direccion +* esta dada por la ecuacion 14, 

y(x,t) = y m sen (kx -cot- 0). 

Imponiendo las condiciones iniciales dadas (y = 0 y dy/dt < 0 
para * = 0 y t = 0) tenemos 

y m sen (-0) = 0 y -y m o cos (-0) < 0, 

lo cual significa que puede considerarse que la constante de fase 
0 es cero (o cualquier entero miiltiplo de 2k). De aqui que, para 
esta onda, 

y(x,t) = y m sen (kx - cot). 


y con los valores que acabamos de hallar, 
y m = 0.65 cm, 

k = -E— EE ? — = 40.3 rad/m = 0.403 rad/cm, 
A 0.156 m 

a) = vk = (19.6 m/sX40.3 rad/m) = 789 rad/s, 
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obtenemos como ecuacion de la onda 

y(x,t) — 0.65 sen (0.403x — 789/), 
donde x y y estan en centimetros y t esta en segundos. 


Problema muestra 2 Cuando la onda del problema muestra 
1 pasa a lo largo de la cuerda, cada particula de la cuerda se 
mueve hacia arriba y hacia abajo en angulo recto con la direc¬ 
cion del movimiento de la onda. (a) Halle espresiones para la 
velocidad y la aceleracion de una particula P situada en x p = 
0.245 m. ( b ) Evalue el desplazamiento transversal, la velocidad, 
y la aceleracion de esta particula en t = 1.5 s. 

Solucion (a) Para una particula en x p = 0.245 m = 24.5 cm en 
la onda del problema muestra 1, obtenemos, usando la ecuacion 
20 con 0 = 0, 

u{x P ,t) = -(0.65)(789) cos [(0.403)(24.5) - 789/J 
= -513 cos (9.87- 7890, 

donde u esta en cm/s y t esta en segundos. De modo similar, 
usando la ecuacion 21, hallamos que la aceleracion es 

a(x P ,t) = — (0.65)(789) 2 sen (9.87 - 7890 
= -(4.05 X 10 s ) sen (9.87 - 7890, 
donde a esta en cm/s 2 . 

( b ) En t = 1.5 s, evaluamos las expresiones para y, u, y a para 
dar 

y- +0.63 cm, u = - 125 cm/s, a = —3.93 X 10 s cm/s 2 . 

Es decir, la particula esta cerca de su desplazamiento positivo 
maxirno, se mueve en direccion y negativa (alejandose de ese 
maximo), y esta acelerando en direccion y negativa (su veloci¬ 
dad esta creciendo en magnitud al moverse la particula hacia su 
posicion de equilibrio). 


19-5 LA ECUACION DE LA ONDA 

(Optional) 

En el capitulo 15 liemos tratado el fenomeno de la oscilacion 
que comunmente encontramos. Una razon de que este fenomeno 
sea tan comiin es que la ecuacion basica que describe a un 
sistema oscilatorio [x = x m cos (cot + 0), ecuacion 6 del capitulo 
15] es una solucion de la ecuacion 5 del capitulo 15, 

d 2 x (k\ 

dt 2 \m) X ’ 

que es una ecuacion de una forma general que puede derivarse 
a partir de un analisis mecanico de una variedad de situaciones 
fisicas, alguna de las cuales se trataron en la seccion 15-5. 

La situacion es similar en el caso del movimiento ondulatorio. 
Como lo demostramos en esta seccion, el analisis mecanico da 
una ecuacion de otra forma encontrada comunmente, cuya 
solucion es una onda de la forma dada por la ecuacion 2 o por 
la ecuacion 5. 

La figura 10 muestra un elemento de una cuerda larga que 
sometido a una tension F. El transito de una onda ha provocado 
que el elemento sea desplazado de su posicion de equilibrio en 
y = 0. Consideramos al elemento de la cuerda de longitud 8x, y 



Figura 10 Un pequefio elemento de longitud 5x de una 
cuerda larga en tension F. La figura representa una 
instantanea del elemento en un tiempo en particular durante 
el transito de una onda. 


aplicamos la segunda ley de Newton para analizar como se 
mueve este elemento. 

Sobre el elemento actuan dos fuerzas ejercidas por las partes 
de la cuerda a cada lado del elemento. Estas fuerzas tienen mag¬ 
nitudes iguales, porque la tension esta distribuida uniformemen- 
te a lo largo de la cuerda, pero tienen direcciones ligeramente 
distintas, porque actuan tangentes a la cuerda en los puntos 
extremos del elemento. La fuerza neta en la direccion y es 

F y = F sen 0 2 — F sen 0,. 

Consideramos unicamente desplazamientos pequehos a partir 
del equilibrio, de modo que los angulos 0, y 0 2 son pequehos, y 
podemos escribir que sen Q ~ tan 6, lo cual da 

F y = F tan 0 2 — F tan 0, = F fi(tan 0), (22) 

donde <5(tan 0) = tan 0 2 - tan 0,. Esta fuerza resultante debe ser 
igual a la masa del elemento, 8m = p fir, multiplicada por la 
componente y de la aceleracion. Despreciando la fuerza de 
friccion y otras fuerzas disipativas, hallamos que la segunda ley 
de Newton da 


F y = dm a y 

Ffi(tan 9)—pSx a y 

fi(tan 0) _ p 
~Hx F Uy ' 


Para la componente y de la aceleracion a y , usamos la aceleracion 
transversal de una particula, d 2 y/dt 2 . Tambien, reemplazamos a 
tan 0, que es la pendiente de la cuerda, por la derivada parcial 
equivalente dyjdx, Haciendo estas sustituciones, obtenemos 


S(dy/dx) _ p (Fy 
Sx F dt 1 ' 


Consideremos ahora el limite de la ecuacion 23 cuando el 
elemento de masa se vuelve muy pequeno. El lado izquierdo 
esta en la forma normal para expresar la derivada respecto a r 
como un limite: 


Hm 

Sx— 0 ox 


d (dy\_ &y 
dx \dx/ dx 2 ’ 


y el resultado final es 


d 2 y _ p^ (Fy 
dx 2 ~ F Ht 2 ‘ 


(24) 


Reemplazando a p/F por 1/ir, obtenemos 

d 2 y _ 1 d 2 y 
Hx 2 ~ v 2 dt 2 ' 


(25) 


La ecuacion 25 es la forma general de la ecuacion que 
describe a las ondas: la segunda derivada del desplazamiento 
de onda y respecto a la coordenada x en direccion de la propa¬ 
gacion es igual a l/v 2 multiplicado por la segunda derivada 
respecto al tiempo. Esta forma general de ecuacion se llama 
ecuacion de onda. Surge no solamente en la mecanica sino 
tambien en otras situaciones. Por ejemplo, como veremos en el 
capitulo 41, si usamos las ecuaciones del electromagnetismo en 
lugar de las ecuaciones de la mecanica (las leyes de Newton), 
obtenemos una ecuacion de exactamente la misma forma que la 
ecuacion 25, excepto que el desplazamiento y se sustituye por 
la intensidad de un campo magnetico o electrico. La velocidad 
de propagacion v de las ondas electromagneticas que viajan en 
un vacio se convierten en la velocidad de la luz c. 

Veamos ahora como la solucion de la ecuacion 25 es nuestra 
formula general para una onda viajera, y(x,t ) = f(x ± vt). Haga- 
mos un simple cambio de variable y que z represente art vt, 
de modo que y =/(z). Entonces, usando repetidamente la re¬ 
gia de la cadena del calculo. 


Asi, 
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y sesatisface la ecuacion 25. Puede demostrarse que unicamen¬ 
te las combinaciones x± vt en/satisfacen a la ecuacion de onda, 
de modo que todas las ondas viajeras deben tener la forma de 
la ecuacion 2 o de la ecuacion 5. 


Para expresar estos resultados de otra manera, la ecuacion 24, 
la cual se derivo de las leyes de Newton, representa a una onda 
viajera unicamente cuando p/F = l/v 2 . Esta discusion propor- 
ciona asi una derivacion independiente de la ecuacion 18 para 
la velocidad de propagacion de las ondas a lo largo de una 
cuerda tensada. ■ 


19-6 POTENCIA E INTENSIDAD EN 

EL MOVIMIENTO ONDULATORIO 


Si, como lo sugiere la figura 1, estuviese usted sacudiendo 
(y por tanto efectuando un trabajo en) el extremo de una 
cuerda, un companero que estuviese en el otro extremo 
podria extraer la energia resultante (la cual se transporta 
a lo largo de la cuerda en la forma de la energia potencial 
y la energia cinetica de sus elementos) y usarla para 
efectuar un trabajo en otro sistema. Tal transporte de 
energia (y de impetu) es, de hecho, uno de los objetivos 
de producir ondas. En esta seccion consideraremos la 
cantidad de energia que transporta la cuerda. 

La figura 11 muestra una instantanea de la onda en los 
tiempos t y t + dt. Un punto de la cuerda con coordenada 
x tiene en un tiempo t una velocidad transversal u, la cual 
tiene una componente y unicamente. Esta velocidad, co¬ 
mo hemos ya visto en la seccion 19-4, no se relaciona con 
la velocidad de fase de la onda, sino que mas bien tiene la 
magnitud dada por la ecuacion 20 con 0 = 0, 

dy 

u = — = — coy m cos (kx — cot) 
dt 

para una onda sinusoidal de la forma dada por la ecua¬ 
cion 11. 

En la figura 11 se muestra tambien la fuerza ejercida 
sobre un elemento de la cuerda por el elemento de su 
izquierda. La fuerza transmite energia en una cantidad 
dada por la ecuacion 23 del capitulo 7, P = u ■ F = uF y . 



Figura 11 Los vectores en la 
direccion y muestran el valor de la 
velocidad instantanea u de diferentes 
puntos de la cuerda al viajar la onda 
seno. La linea punteada muestra la 
onda en un tiempo posterior, cuando 
las particulas se han movido en la 
direccion dada por sus vectores de 
velocidad. Las intercalaciones 
muestran la fuerza sobre dos elementos 
diferentes de la cuerda, ejercida por el 
elemento de su izquierda. Notese que la 
potencia instantanea u • F es positiva, 
sin importar donde estemos dentro de 
la fase de la onda. 
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Unicamente la componente F de F a lo largo de u contri- 
buye a la potencia; esta componente es F sen d, la cual, 
para pequenos desplazamientos, puede ser aproximada 
como F tan 6 = Fdy/dx, donde dy/dx es la pendiente de la 
cuerda en la coordenada x. 

Notese que la componente y de F es paralela a u, sin 
importar si el elemento de la cuerda se esta moviendo 
hacia arriba o hacia abajo. Asi, uF y > 0, y por lo tanto la 
potencia transmitida nunca es negativa durante el ciclo de 
oscilacion. Existe un flujo neto continuo de energia en 
direction x positiva (la direction de propagation de la 
onda). 

Sustituyendo a la componente y de la fuerza, obtenemos 

= F[— coy m cos ( kx — (ot)][—ky m cos (kx — cot)] 

= y^kcoF cos 2 (kx — cot) 

o sea 

P = y 2 m pvco 2 cos 2 (kx — cot), (26) 

donde hemos usado v = Fjp y v = co/k. 

Notese que la potencia o cantidad de flujo de energia 
no es constante. Esto se debe a que la potencia de entrada 
oscila: el trabajo efectuado por la mano que esta moviendo 
el extremo de la cuerda varia con el desplazamiento trans¬ 
versal de ese punto. Cuando se transporta energia a lo 
largo de la cuerda, la energia se almacena en cada elemen¬ 
to de la cuerda como una combiancion de energia cinetica 
y de energia potencial de deformacion. Esto es similar al 
caso del oscilador armonico simple. 

A menudo se considera que esta entrada de potencia a 
la cuerda es el promedio en un periodo del movimiento. 
La potencia promedio abastecida es de 

- 1 f‘ +T 

P=j\ Pdt, (27) 

donde T es el periodo. El valor promedio de sen 2 6 o 
de cos 2 6 en un ciclo de ±, y asi obtenemos, usando la 
ecuacion 26, 

P = ±y 2 m fiv<o 2 , (28) 

resultado que no depende de x ni de t. La dependencia de 
la tasa de transferencia de energia del cuadrado de la 
amplitud de onda y del cuadrado de la frecuencia de onda 
es asi, en general, para todos los tipos de ondas. 

A menudo es mas util especificar la intensidad de 
la onda en una onda tridimensional, como en el caso 
de una onda de luz o una onda de sonido que proviene de 
una fuente puntual. La intensidad I se define como la po¬ 
tencia promedio por unidad de area transmitida a traves 
de un area A normal a la direction en que viaja la onda, 
es decir, 


,-t. (29) 

Al igual que con la potencia en la onda que viaja a lo 
largo de la cuerda, la intensidad de cualquier onda es 
siempre proporcional al cuadrado de la amplitud. (Sin 
embargo, en ondas circulares o esfericas, la amplitud no 
es constante al viajar el frente de la onda; vease el proble- 
ma muestra 3.) 

La energia puede disiparse mientras la onda se propaga 
a traves del espacio. La energia mecanica de la onda puede 
convertirse en energia interna de la cuerda o en energia 
calorifica transmitida al entomo mediante la friccion in¬ 
terna u otros efectos viscosos. En este capitulo desprecia- 
mos tales transformaciones de la energia y suponemos que 
no se pierde energia mecanica. 


Problema muestra 3 Las ondas esfericas viajan a partir de 
una fuente de ondas cuya potencia de salida, supuesta constante, 
es P; vease la figura 12. ^Como depende la intensidad de la onda 
de la distancia a partir de la fuente? 

Solucion Suponemos que el medio es isotropico y que la 
fuente irradia uniformemente en todas direcciones, es decir, su 
emision es simetricamente esferica. 

La intensidad de una onda esta dada por la ecuacion 29. La 
potencia se distribuye uniformemente sobre cualquier superfi- 
cie esferica de area A - Anti, y entonces 


A Anr 2 ' 

La intensidad de la onda varia inversamente con el cuadrado de 
su distancia desde la fuente. Puesto que la intensidad es propor¬ 
cional al cuadrado de la amplitud, la amplitud de la onda debe 
variar inversamente con la distancia desde la fuente. Asi, por 
ejemplo, al duplicar la distancia desde una fuente, la amplitud 
de una onda esferica disminuye a la mi tad, y la intensidad es de 
unicamente la cuarta parte._ 


19-7 EL PRINCIPIO 

DE SUPERPOSICION 


A menudo observamos que dos o mas ondas viajan en 
forma simultanea por la misma region del espacio, inde- 
pendientemente entre si. Por ejemplo, el sonido que llega 
a nuestros oidos proveniente de una orquesta sinfonica 
es muy complejo, pero podemos captar el sonido emitido 
por cada uno de los instrumentos por separado. En las 
antenas de nuestros aparatos de radio y de TV, los elec- 
trones se ponen en movimiento por todo un conjunto 
de senales que parten de centros de emision diferentes, 
y sin embargo podemos sintonizar cualquier estacion en 
particular, y la senal que recibimos de esa estacion es, 



Figura 12 Problema muestra 3. 


en principio, la misma que la que recibiriamos si todas 
las demas estaciones cesaran de emitir. 

Los ejemplos anteriores ilustran el principio de super¬ 
position, que postula que, cuando varias ondas se combi- 
nan en un punto, el desplazamiento de cualquier particula 
en un tiempo dado es simplemente la suma vectorial de 
los desplazamientos que produciria cada onda individual 
que actue por si sola. Por ejemplo, supongamos que dos 
ondas viajen simultaneamente a lo largo de la misma 
cuerda tensada. Seany,(x,t) y y 2 (x,t) los desplazamientos 
que la cuerda experimentaria si cada onda actuase por 
separado. El desplazamiento de la cuerda al actuar ambas 
ondas es, entonces, 

y(x,t) = y,(x,/) + y 2 (x,t), (30) 

siendo algebraica la suma en este caso. 

Para las ondas mecanicas en medios elasticos, el prin¬ 
cipio de superposicion es valido cuando la fuerza de 
restitucion varia linealmente con el desplazamiento. Para 
las ondas electromagneticas, el principio de superposicion 
es valido porque los campos electricos y magneticos se 
relacionan linealmente. 

La figura 13 muestra una secuencia de tiempo de “ins- 
tantaneas” de dos pulsaciones que viajan en direccio¬ 
nes opuestas en la misma cuerda tensada. Cuando las 
pulsaciones se superponen, el desplazamiento de la cuer¬ 
da es la suma algebraica de los desplazamientos indivi¬ 
duals de la cuerda provocados por cada una de las dos 
pulsaciones por separado, como lo exige la ecuacion 30. 
Las pulsaciones se mueven simplemente entrecruzandose 
viajando cada una de ellas a lo largo como si la otra no 
existiera. 

El principio de superposicion puede parecer un resulta¬ 
do obvio, pero hay casos en los que este no se cumple. 
Supongamos, por ejemplo, que una de las ondas tiene una 
amplitud tan grande que supera el limite elastico del 
medio. La fuerza de restitucion ya no es directamente 
proporcional al desplazamiento de una particula en el 
medio. Entonces, sin importar cual sea la amplitud de la 
segunda onda (incluso si es muy pequena), su efecto en 
un punto no es una funcion lineal de su amplitud. Ademas, 



Figura 13 Dos pulsaciones viajan en direcciones opuestas a 
lo largo de una cuerda tensada. Se aplica el principio de 
superposicion al entrecurzarse una y otra. 


la segunda onda cambiara al pasar a traves de la region no 
lineal, y su comportamiento posterior se alterara. Esta 
situacion surge solo muy raramente, y en la mayoria de 
los casos es valido el principio de superposicion (como lo 
suponemos a lo largo de este texto). 

Ondas complejas 

Cuando dos o mas ondas diferentes, que puedan tener 
diferentes amplitudes y longitudes de onda, se hallan 
presentes de manera simultanea en un medio, podemos 
aplicar el principio de superposicion en cada punto y 
obtener un patron de onda y(x,t) complejo que no se 
parezea en absoluto a las ondas que lo componen. Sin 
embargo, es una forma de onda viajera aceptable. 

La figura 14a muestra un ejemplo del caso de dos ondas 
seno de igual amplitud cuya longitud de onda esta en la 
razon de 3:1. Las ondas viajan en la misma direccion y 
con la misma velocidad de fase. Estan en fase en x = 0. La 
curva mas oscura muestra la forma de onda resultante 
que puede calcularse empleando la ecuacion 30. Note¬ 
se que no es una onda seno. En la figura \Ab, las dos ondas 
combinadas son identicas a las de la figura 14a, excepto 
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Figura 14 La adicion de dos ondas 
con una razon de longitud de onda de 
3:1 (linea mas clara) produce una onda 
cuya forma (linea mas intensa) depende 
de la relacion de fase de las dos ondas. 
Comparense (a) y ( b ), que muestran 
relaciones de fase diferentes de las 
ondas sumadas. 


que estan 180° fuera de fase en x = 0. La forma de onda 
resultante es bastante diferente de la de la figura 14a. 

A1 cambiar la designation del eje horizontal en la figura 
14 de x a t, tendriamos una representation de la superpo¬ 
sition de dos ondas en funcion del tiempo en un punto en 
particular. Tal grafica podria representar, por ejemplo, el 
movimiento en el tiempo de un punto en particular de una 
cuerda en respuesta a la combinacion de dos ondas. 

Analisis de Fourier (Optional) 

Fisicamente, la importancia del principio de superposicion es 
que, cuando es valido, permite analizar un movimiento ondula¬ 
torio complicado como una combinacion de ondas sencillas. De 
hecho, como el matematico frances J. Fourier (1768-1830) pudo 
demostrar que, para construir la forma mas general de una onda 
periodica solo necesitamos ondas armonicas simples. Fourier 
demostro que cualquier movimiento periodico de una particula 
puede ser representado como una combinacion de movimientos 
armonicos simples. Por ejemplo, si y(x ) represents la forma de 
onda (en un tiempo en particular) de una fuente de ondas que 
tengan una longitud de onda A, podemos analizar a y(x) como 
sigue: 

y(x) = A 0 + A t sen kx + A 2 sen 2 kx + A } sen 3 kx +••• 

+ B, cos kx + B 2 cos 2 kx 4- B 3 cos 3kx + ■ ■ ■ , (31) 

donde k = 2tt/A. Esta expresion se conoce como serie de Fourier. 
Los coeficientes A, y B, tienen valores definidos para cualquier 
movimiento periodico y(x) en particular. Por ejemplo, la llama- 
da onda de diente de sierra de la figura 15 puede escribirse 

v(x) = —- sen kx — sen 2 kx — sen 3 kx — ■ • •. 

n in 3 n 

Si el movimiento no es periodico, como en el caso de una 
pulsacion, la suma se sustituye por una integral: la integral de 
Fourier. De aqui que cualquier movimiento (pulsado o conti- 
nuo) de una fuente de ondas pueda ser representado en terminos 
de una superposicion de movimientos armonicos simples, y que 
cualquier forma de onda asi generada pueda ser analizada como 
una combinacion de componentes que son, por separado, ondas 
armonicas simples. Esto ilustra una vez mas la importancia del 
movimiento armonico y de las ondas armonicas. 

La forma de onda mantendra su forma linicamente al viajar 
en un medio no dispersivo. En un medio dispersivo, las formas 
de onda de las ondas sinusoidales componentes no cambian, 
pero cada una de ellas puede viajar con una velocidad diferente. 
En este caso, la forma de la onda combinada cambia al alterarse 


la relacion de fase entre las componentes. La onda puede 
tambien cambiar de forma si cede energia mecanica al medio, 
tal como por la resistencia del aire, la viscosidad, o la friccion 
interna. Tales fuerzas disipativas dependen a menudo de la 
velocidad, y asi las componentes de Fourier mas fuertemente 
afectadas son aquellas con velocidades mas elevadas de la 
particula (es decir, aquellas con frecuencias altas, de acuerdo 
con la ecuacion 20, donde se ve que u depende de co). Aqui, una 
vez mas, la forma de onda puede cambiar, al perder amplitud 
mas rapidamente las componentes con frecuencias mas altas. 
Un ejemplo de este fenomeno es el debilitamiento con el tiempo 
del sonido de las cuerdas del piano. El movimiento vibratorio 
de una cuerda de piano, inmediatamente despues de haber sido 
percutida por el martillo, incluye una amplia gama de frecuen¬ 
cias, las cuales le dan su tono caracteristico. Las componentes 
de mas alta frecuencia de este movimiento complejo disipan su 
energia mas rapidamente que las componentes de frecuencia 
mas baja, por lo que el caracter de duracion de un tono puede 
cambiar con el tiempo. ■ 


19-8 INTERFERENCIA DE ONDAS 


Cuando dos o mas ondas se combinan en un punto deter- 
minado, se dice que interfieren, y el fenomeno se conoce 
como interferencia. Como veremos, la forma de onda 
resultante depende fuertemente de las fases relativas de 
las ondas que interfieren. La figura 16 muestra un ejemplo 
de interferencia de ondas. 

Consideremos en primer lugar dos ondas sinusoidales 
transversales de igual amplitud y longitud de onda, que 
viajan en direccion x con la misma velocidad. Hagamos 
que la constante de fase de una onda sea 0, mientras que 
la de la otra es 0 = 0. La figura 17 muestra la forma de 
onda combinada en un tiempo para los dos casos de 0 
cercano a 0° (las ondas estan practicamente en fase) y de 
0 cercano a 180° (las ondas estan practicamente fuera 
de fase). Simplemente sumando los desplazamientos in¬ 
dividuates en cada x puede verse que en el primer caso 
existe un refuerzo casi completo de las dos ondas y la 
resultante tiene casi el doble de la amplitud de sus com¬ 
ponentes individuales, mientras que en el segundo caso 
existe una cancelacion casi completa en cada punto y la 


y 



Figura 15 (a) La linea punteada 
es una onda de diente de sierra 
muy comun en electronica. Puede 
representarse por medio de una 
serie de Fourier de ondas seno. 

( b ) Se muestran las primeras seis 
ondas seno de la serie de Fourier 
que representan a la onda de diente 
de sierra, y su suma se muestra en 
la parte (a) por medio de una curva 
de linea continua. Al incluir mas 
terminos, la serie de Fourier 
resulta una mejor aproximacion de 
la onda. 


amplitud resultante esta cerca de cero. Estos casos se 
conocen, respectivamente, como interferencia constructi- 
va e interferencia destructiva. 

Veamos como surge la interferencia de las ecuaciones 
de las ondas. Consideremos un caso general en el que las 
dos ondas tengan constantes de fase 0, y 0 2 , respectiva¬ 
mente. Las ecuaciones de las dos ondas son 

y\(x,t) = y m sen ( kx-(Ot - 0,) (32) 

y 

y 2 (x,t ) = y m sen (he -an- 0 2 ). (33) 

Hallemos ahora la onda resultante. Usando el principio 
de superposicion, tomamos la suma de las ecuaciones 32 
y 33, lo cual da 

y(x,t) = y,(x,l) + y 2 (x,t) 

= y m [sen (kx - tot - 0,) 

4- sen (kx — cat — 0 2 )]. (34) 

Partiendo de la identidad trigonometrica para la suma 
de los senos de dos angulos, 

sen B + sen C = 2 sen ±(B + C ) cos )(B — C), (35) 


obtenemos, despues de cierto manejo, 

y(x,t) = [2 y m cos (A0/2)] sen (kx — cat- 0'), (36) 

donde 0 = (0, + 0 2 )/2. La cantidad= A0 = (0 2 - 0,) se llama 
diferencia de fase entre las dos ondas. 

Esta onda resultante corresponde a una nueva onda 
que tiene la misma frecuencia pero una amplitud 2y m [cos 
(A0/2)|. Si A0 es muy pequeno (comparado con 180°), 
la amplitud resultante es casi 2y m (como se muestra en la 
Fig. 17a). Cuando A0 es cero, las dos ondas tienen la mis¬ 
ma fase en cualquier parte. La cresta de una cae sobre la 
cresta de la otra y de igual modo los valles, lo cual da una 
interferencia constructiva total. La amplitud resultante es 
precisamente del doble de la de cualquier onda aislada. Si, 
en cambio, A0 esta cerca de 180°, la amplitud resultante 
es de casi cero (como se muestra en la figura 176). Cuando 
A0 es exactamente 180°, la cresta de una onda cae exac- 
tamente sobre el valle de la otra. La amplitud resultante 
es cero, correpondiente a la interferencia destructiva total. 

Observese que la ecuacion 36 tiene siempre la forma de 
una onda sinusoidal. Asi, al sumar dos ondas. seno de la 
misma longitud de onda y amplitud se obtiene siempre 
una onda seno de longitud de onda identica. Podemos 
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Figura 16 Dos trenes de ondas, en este caso rizos circulares 
de dos perturbaciones diferentes, interfieren al superponerse 
en puntos particulares. El desplazamiento en cualquier punto 
es la superposicion de los desplazamientos por separado 
debidos a cada una de las dos ondas. 


tambien sumar componentes que tengan la misma longi- 
tud de onda pero amplitudes diferentes. En este caso, la 
resultante es nuevamente una onda seno con identica 
longitud de onda, pero la amplitud resultante no tiene la 
forma simple dada por la ecuacion 36. Si las amplitudes 


individuates son y lm y y 2m , y, por lo tanto, las ondas estan 
en fase (A (j> = 0) la amplitud resultante es y lm + y 
(Fig. 18), mientras que si estan fuera de fase ( (j> = 180°), 
la amplitud resultante es |y lm - y 2m |. En este caso, no 
puede existir una interferencia destructiva completa, aun- 
que exista una interferencia destructiva parcial. 

La figura 19 muestra un ejemplo de la presencia de los 
efectos de interferencia. Los altoparlantes funcionan por 
una misma fuente. En puntos equidistantes de las bocinas 
(sobre la linea AB, la cual representa a todo el piano 
medio), existe interferencia constructiva completa si las 
bocinas se accionan en fase (A<p = 0). Existen tambien 
otros puntos P a donde las ondas llegan en fase e inter¬ 
fieren constructivamente. Es decir, se puede desplazar 
una de las ondas de la figura 18 en una constante de fase 
de cualquier multiplo entero de 2n (o en una distancia de 
cualquier numero entero de longitudes de onda), y la 
forma de la onda combinada no cambia. Estos otros pun¬ 
tos de interferencia constructiva se localizan siempre don¬ 
de la diferencia de la distancia desde las dos bocinas es un 
numero entero de longitudes de onda: 

I*! - x 2 \ = A, 2k, 3 k, ... . (37) 

En otros puntos P, las distancias diferentes x x y x 2 dan 
por resultado ondas que posiblemente lleguen a P fuera 
de fase, aunque hayan incluso comenzado en fase al salir 
de las bocinas. El entomo que constituye al auditorio 
podria, por lo tanto, tener “puntos muertos” en los que 


y 



Figura 17 (a) La superposicion de dos ondas de igual longitud de onda y amplitud que 
esten practicamente en fase da por resultado una onda de casi el doble de la amplitud de 
cualquiera de las componentes. ( b ) La superposicion de dos ondas de igual longitud de onda 
y amplitud que esten casi a 180° fuera de fase da por resultado una onda cuya amplitud es 
practicamente cero. Notese que la longitud de onda de la resultante no cambia en ninguno de 
los casos. 



Figura 18 Suma de dos ondas de la misma longitud de 
onda y fase pero de diferentes amplitudes (lineas de menor 
intensidad) da una resultante de la misma longitud de onda y 
fase. (a) Las amplitudes se suman si las ondas estan en fase, 
y ( b ) se restan si las ondas estan 180° fuera de fase. 



Figura 19 Dos altoparlantes, accionados por una fuente 
comun, envian seiiales al punto P, donde estas se interfieren. 


existe interferencia destructiva parcial o completa para 
una longitud de onda k en particular. La interferencia 
destructiva maxima se presenta en los puntos en que 

, , A , k r k 

\x x — x 2 \ = — , 3 —, 5 —, . . . , (38) 

correspondientes a una diferencia de fase de 180°, 540°, 
900°, y asi sucesivamente. 

Por supuesto, si las bocinas emiten una mezcla de 
muchas longitudes de onda diferentes, ciertos puntos P 
podrian mostrar una interferencia destructiva para una 
longitud de onda y una interferencia constructiva para 
otra. El factor critico en' la determinacion de las posiciones 
de los maximos y minimos de la intensidad del sonido es 
la diferencia de trayectoria |x, - x 2 \. En los puntos que no 
esten en el piano medio representado por la linea AB, las 
dos componentes llegan con amplitudes diferentes (por- 
que las distancias desde las bocinas no son las mismas; 


vease el problema muestra 3). No existira entonces una 
interferencia destructiva completa. (En ciertas geometrias 
es posible que el sonido irradiado por la parte trasera de 
una bocina interfiera con el sonido irradiado por la parte 
frontal. Estas dos ondas estan a 180° fuera de fase, y su 
interferencia puede reducir la intensidad del sonido en lu- 
gares frente a la bocina. Se han diseiiado cajas de bocinas 
que eliminan este efecto.) 


Problema muestra 4 Dos ondas viajan en la misma direccion 
a lo largo de una cuerda e interfieren entre si. Las ondas tienen 
la misma longitud de onda y viajan con la misma velocidad. La 
amplitud de cada onda es de 9.7 mm, y existe una diferencia de 
fase de 110° entre ellas. (a) i,Cual es la amplitud de la onda 
combinada que resulta de la interferencia de las dos ondas? (b) 
iA que valor se deberia cambiar la diferencia de fase de modo 
que la onda combinada tenga una amplitud igual a la de una de 
las ondas originales? 

Solucion (a) La amplitud de la onda combinada se dio en la 
ecuacion 36: 

2>’Jcos (A<f>/2)\ = 2(9.7 mm)|cos (110°/2)| — 11.1 mm. 

( b ) Si la cantidad 2y m |cos (A0/2| ha de ser igual a y m , entonces 
debemos tener que 

2|cos (A0/2)f = 1, 

o sea 

A(f> = 2 cos -1 0 = 120° or -120°. 

Cualquier onda puede ir delante de la otra por 120° (mas o 
menos cualquier multiplo entero de 360°) para producir la onda 
combinada deseada. 


Problema muestra 5 En la geometria de la figura 19, un 
oyente esta sentado en un punto a una distancia de 1.2 m 
directamente enfrente de una bocina. Las dos bocinas, separadas 
por una distancia D de 2.3 m, emiten tonos puros de longitud 
de onda A. Las ondas estan en fase al salir de las bocinas. ^Para 
que longitudes de onda oira el oyente un minimo de intensidad 
del sonido? 

Solucion De acuerdo con los criterios de la ecuacion 38, la 
intensidad minima de sonido ocurre cuando las ondas de las dos 
bocinas se interfieren destructivamente. Si el oyente esta senta¬ 
do enfrente de la bocina 2, entonces x 2 = 1.2 m, y x, puede 
hallarse a partir de la formula pitagorica, 

x, = 4x\ + D 2 = V( 1.2 m) 2 + (2.3 m) 2 = 2.6 m. 

Asi, x, - x 2 - 2.6 m - 1.2 m = 1.4 m, y, de acuerdo con la 
ecuacion 38, tenemos que 

1.4 m = A/2, 3A/2, 5A/2, 

que corresponde a 

A = 2.8 m, 0.93 m, 0.56 m, .... 

No ocurrira una interferencia destructiva completa en esta 
posicion, porque las dos ondas que llegan al punto de observa- 
cion tienen amplitudes diferentes, siempre y cuando salgan de 
las bocinas con amplitudes iguales._ 
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(a) 

(b) 











Figura 20 (a, b) Dos ondas viajeras de la misma longitud de onda y amplitud, se 
mueven en direcciones opuestas. (c) La superposicion de las dos ondas en instantes de 
tiempo diferentes. Los nodos del patron de onda estacionaria se hallan indicados por 
puntos gruesos. Notese que las ondas viajeras no tienen nodos. 


19-9 ONDAS ESTACIONARIAS 


En la seccion anterior considerabamos el efecto de super- 
poner dos ondas componentes de igual amplitud y fre- 
cuencia que se mueven en la misma direccion en una 
cuerda. ^Cual es el efecto cuando las ondas se mueven a 
lo largo de la cuerda en direcciones opuestasl 
La figura 20 es una indicacion grafica del efecto de 
sumar las formas de onda componentes para obtener la 
resultante. En la figura se muestran dos ondas viajeras, 
una moviendose hacia la izquierda y la otra hacia la 
derecha. Se muestran “instantaneas” de las dos ondas 
componentes y su resultante en intervalos de - de periodo. 

De esta superposicion resulta una caracteristica par¬ 
ticular: existen ciertos puntos a lo largo de la cuerda, 
llamados nodos, en los cuales el desplazamiento es nulo 
en todo momento. (La figura 18 muestra tambien ciertos 
puntos en los que la resultante tenia un desplazamiento 
nulo, pero esa figura representaba una instantanea de las 
ondas viajeras en un momento particular. Si tomasemos 
otra instantanea un momento mas tarde, hallariamos que 
aquellos puntos ya no tienen desplazamiento nulo, porque 
la onda esta viajando. En la figura 20c, los ceros perma- 
necen como ceros en todo momento.) Entre los nodos se 
hallan los antinodos, donde el desplazamiento oscila con 
la amplitud mas grande. Tal patron de nodos y antinodos 
se denomina onda estacionaria. 

Para analizar matematicamente a la onda estacionaria, 
representemos a las dos ondas por 

y x {x,t) = y m sen ( kx - cot), 
y 2 (x,t) = y m sen (kx + cot). 

De aqui que la resultante se pueda expresar como: 

y(x,t) = y x (x,t) + y 2 (x,t) 

- y m &en (kx — cot) + y m sen (kx + cot) (39) 


o, haciendo uso de la relacion trigonometrica de la ecua¬ 
cion 35, 

y(x,t) = [2y m sen kx] cos cot. (40) 

La ecuacion 40 es la ecuacion de una onda estacionaria. 
No puede representar a una onda viajera, porque xy t no 
aparecen en la combinacion x - vtox+ vt exigida por una 
onda viajera. 

Notese que una particula en cualquier posicion x deter- 
minada ejecuta un movimiento armonico simple en el 
transcurso del tiempo, y que todas las particulas vibran 
con la misma frecuencia angular co. En una onda viajera 
cada particula de la cuerda vibra con la misma ampli¬ 
tud. Sin embargo, en una onda estacionaria, la amplitud 
no es la misma para todas las particulas sino que varia 
con la position x de la particula. De hecho, la amplitud 
|2y m sen kx |, tiene un valor maximo de 2y m en las posicio- 
nes donde 


o bien 


7i 3n 5n 

2’T’T’ ' ' ' 

A 3A 52 
4 ’ 4 ’ 4 ’ ’ ’ ’ " 


(41) 


Estos puntos son los antinodos y estan separados por ± de 
longitud de onda. La amplitud tiene un valor minimo 
de cero en las posiciones donde 

kx — n. In, 3n, . . . 

o bien 

A , 3 A 

x = -,A, — , . . . . (42) 

Estos puntos son los nodos y estan tambien separados por 
^ de longitud de onda. La separacion entre un nodo y un 
antinodo adyacente es de i de longitud de onda. 



Figura 21 Onda estacionaria en una 
cuerda tensa que muestra un ciclo de 
oscilacion. En (a) la cuerda esta 
momentaneamente en reposo con los 
antinodos en su desplazamiento 
maximo. La energia de la cuerda es 
energia potencial elastica totalmente. 
(b) Un octavo de ciclo mas tarde, el 
desplazamiento se reduce y la energia 
es parcialmente potencial y 
parcialmente cinetica. Lps vectores 
muestran las velocidades instantaneas 
de las particulas de la cuerda en ciertas 
posiciones. (c) El deplazamiento es 
cero; no existe energia potencial, y la 
energia cinetica es maxima. Las 
particulas de la cuerda tienen sus 
velocidades maximas. (d - h) El 
movimiento continua a traves del resto 
del ciclo, transformandose 
continuamente la energia en las formas 
cinetica y potencial. 


Esta claro que no se transporta energia a lo largo de la 
cuerda hacia la derecha o hacia la izquierda, ya que 
la energia no puede fluir mas alia de los nodos de la 
cuerda, los cuales estan permanentemente en reposo. De 
aqui que la energia permanezca “estacionaria” en la cuer¬ 
da, si bien altema entre energia cinetica vibratoria y 
energia potencial elastica. Cuando los antinodos estan 
todos en sus desplazamientos maximos, la energia se 
almacena enteramente como energia potencial, en espe¬ 
cial como una energia potencial elastica asociada al esti- 
ramiento de la cuerda. Cuando todas las partes de la 
cuerda pasan simultaneamente por la posicion de equili- 
brio (como en la segunda y cuarta instantaneas de la Fig. 
20), la energia se almacena enteramente como energia 
cinetica. La figura 21 muestra una descripcion mas deta- 
llada de la transformacion de la energia entre las formas 
potencial y cinetica durante un ciclo de oscilacion. Com- 
parese la figura 21 con la figura 6 del capitulo 8 para el 
sistema oscilatorio bloque-resorte. ^En que se parecen 
estos sistemas? 

Podemos considerar de igual manera al movimiento 
como una oscilacion de la cuerda como un todo, experi- 
mentando cada particula un movimiento armonico simple 
de frecuencia angular co y con una amplitud que depende 


de su posicion. Cada pequena parte de la cuerda tiene iner- 
cia y elasticidad, y la cuerda en su conjunto puede verse 
como una coleccion de osciladores acoplados. De aqui 
que la cuerda vibratoria sea lo mismo en principio que el 
sistema bloque-resorte, excepto que el sistema bloque-re¬ 
sorte tiene unicamente una frecuencia natural, y la cuerda 
vibratoria tiene un gran numero de frecuencias naturales 
(vease la seccion 19-10). 

Una manera facil de conseguir una onda estacionaria 
consiste en superponer a una onda que viaje por una 
cuerda con su onda reflejada que viaje en la direccion 
opuesta. Consideremos ahora mas detenidamente el pro- 
ceso de reflexion de una onda. Supongamos una pulsacion 
que viaje por una cuerda tensa que esta fija en un extremo, 
como se muestra en la figura 22 a. Cuando la pulsacion 
llega a ese extremo, ejerce una fuerza hacia arriba sobre 
el apoyo. El apoyo es rigido, sin embargo, y no se mueve. 
Segun la tercera ley de Newton, el apoyo ejerce una fuerza 
igual sobre la cuerda pero directainente opuesta. Esta 
fuerza de reaccion genera una pulsacion en el apoyo, el 
cual viaja de regreso a lo largo de la cuerda en direccion 
opuesta a la de la pulsacion incidente. Decimos que la 
pulsacion incidente ha sido reflejada en el punto extremo 
fijo de la cuerda. Notese que la pulsacion reflejada regresa 
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con su desplazamiento transversal invertido. Si un tren de 
ondas es incidente en el punto extremo fijo, se genera un 
tren de ondas reflejado en ese punto de la misma manera. 
El desplazamiento de cualquier punto a lo largo de la 
cuerda es la suma de los desplazamientos causados por las 
ondas incidente y reflejada. Puesto que el punto extremo 
esta fijo, estas dos ondas deben interferir entre si siempre 
destructivamente en ese punto, de modo que el desplaza¬ 
miento sera nulo alii. De aqui que la onda reflejada este 
siempre 180° fuera de fase con la onda incidente en un 
extremo fijo. Al reflejarse en un extremo fijo, una onda 
transversal experimenta un cambio de fase de 180°. 

En la figura 22b se representa la reflexion de una 
pulsacion en un extremo libre de una cuerda tensa, es 
decir, en el extremo que tiene libertad de moverse trans- 
versalmente. El extremo de la cuerda esta unido a un aro 
muy ligero que puede deslizarse libremente sin friccion a 
lo largo de una barra transversal. Cuando la pulsacion 
llega al extremo libre, ejerce una fuerza sobre el elemento 
de la cuerda alii situado. Este elemento se acelera, y (como 
en el caso de un pendulo) su movimiento lo lleva mas alia 
del punto de equilibrio; se “pasa de largo” y ejerce una 
fuerza de reaccion sobre la cuerda. Esto genera una pul¬ 
sacion que viaja de regreso a lo largo de la cuerda en 
direccion opuesta a la de la pulsacion incidente. Una vez 
mas tenemos una reflexion, pero ahora en un extremo 
libre. El extremo libre sufrira obviamente el desplaza¬ 
miento maximo de las particulas de la cuerda; un tren de 
ondas incidente y otro reflejado deben interferir construe - 
tivamente en ese punto si han de tener un maximo alii. De 
aqui que la onda reflejada este siempre en fase con la onda 
incidente en ese punto. En un extremo libre, una onda 
transversal se refleja sin cambiar de fase. 

La figura 23 muestra exposiciones de tiempo de los 
patrones de onda estacionaria que pueden obtenerse al 
sacudir una cuerda tensa que este fija en un extremo. 

Hasta ahora hemos supuesto que la onda se refleja en 
el extremo sin perdida de intensidad. En la practica encon- 
tramos que existe siempre una reflexion parcial y una 
transmision parcial en cualquier frontera entre dos me- 
dios; por ejemplo, si observamos un trozo de vidrio de 
ventana ordinario, podemos ver que parte de la luz se 
refleja de regreso hacia uno y parte se transmite a traves 
del vidrio. Podemos demostrar este efecto con ondas 
transversales en cuerdas amarrando juntas dos cuerdas de 
densidades de masa diferentes. Cuando una onda que viaja 
a lo largo de las cuerdas llega al punto en que las cuerdas 
estan unidas, parte de la energia de la onda se transmite a 
la otra cuerda y parte se refleja de regreso. La amplitud 
de la onda reflejada es menor que la amplitud de la onda 
incidente original, porque la onda transmitida a la segunda 
cuerda transporta parte de la energia incidente. 

Si la segunda cuerda tiene una densidad de masa mayor 
que la primera, la onda reflejada de regreso hacia la 
primera cuerda sufre aun un cambio de fase de 180° al ser 



(a) (*) 


Figura 22 (a) Una pulsacion transversal incidente desde la 
derecha se refleja por una pared rigida. Notese que la fase de 
la pulsacion reflejada se invierte o se cambia en 180°. ( b ) 

Aqui el extremo de la cuerda puede moverse con libertad, 
estando unida la cuerda a un aro que puede deslizarse 
libremente a lo largo de la barra. La fase de la pulsacion 
reflejada no cambia. 

reflejada. Pero a causa de que su amplitud es menor que 
la de la onda incidente, el punto frontera no es un nodo y 
se mueve. Ocurre asi una transferencia neta de energia a 
lo largo de la primera cuerda hacia la segunda. Si la 
segunda cuerda tiene una densidad de masa menor que 
la primera, ocurre una reflexion parcial sin cambio de 
fase, pero una vez mas se transmite energia hacia la 
segunda cuerda. En la practica, la mejor manera de com- 
probar un “extremo libre” en una cuerda consiste en 
amarrarla a otra cuerda larga y mucho mas ligera. La 
energia transmitida es despreciable, y la segunda cuerda 
sirve para mantener la tension en la primera. 

Notese que la onda transmitida viaja con una veloci- 
dad diferente de la de las ondas incidente y reflejada. 
La velocidad de la onda esta determinada por la relacion 
v = V F/p ; la tension es la misma en ambas cuerdas, pero 
sus densidades son diferentes. De aqui que la onda viaje 
mas lentamente en la cuerda mas densa. La frecuencia de 
la onda transmitida es la misma que la de las ondas 
incidente y reflejada. (Si no fuera esto asi, existiria una 



Figura 23 Un estudiante sacude 
una cuerda tensa (en realidad un 
tubo de hule) a cuatro frecuencias 
resonantes, produciendo cuatro 
patrones diferentes de ondas 
estacionarias. 


discontinuidad en el punto en que las cuerdas estan uni¬ 
das.) Las ondas, que tienen la misma frecuencia pero 
viajan con velocidades diferentes, tienen longitudes de 
onda diferentes. Partiendo de la relacion X = v/v, conclui- 
mos que la longitud de onda es mas corta en la cuerda mas 
densa, donde v es mas pequena. Este fenomeno de cambio 
de longitud de onda al pasar la onda de un medio a otro lo 
encontraremos con frecuencia en nuestro estudio de las 
ondas de luz. Tambien se presenta en las ondas de sonido: 
una cuerda, como la de una guitarra, vibra con cierta 
frecuencia y cierta longitud de onda; la onda transmitida 
al aire tiene la misma frecuencia que la de la cuerda, pero 
una longitud de onda diferente, debido a que la velocidad 
de las ondas de la cuerda difiere de su velocidad en el aire. 


19-10 RESONANCIA 


Veamos de nuevo los patrones de la onda estacionaria de 
la figura 23. Podemos ver que pueden presentarse cuatro 
ondas estacionarias diferentes. El espaciamiento entre los 
nodos difiere en los cuatro patrones, y puesto que la 
longitud de onda es el doble de la distancia entre nodos 
adyacentes, la longitud de onda difiere tambien. Por otra 
parte, la velocidad de fase es la misma en las cuatro 
situaciones, estando determinada unicamente por la ten¬ 
sion de la cuerda. La relacion v = Xv nos dice entonces 
que si v es constante y X cambia, la frecuencia v debe ser 
ciertamente diferente para las diferentes ondas estaciona¬ 
rias. En las fotografias, el estudiante debe estar por lo 
tanto sacudiendo la cuerda a ciertas frecuencias diferentes 
pero bien definidas. 


Las fotos de la figura 23 parecen mostrar un sistema 
con nodos en ambos extremos. (Si el estudiante esta 
sacudiendo la cuerda en un extremo, lo hace con una 
amplitud muy pequena de modo que el extremo sea 
aproximadamente un nodo.) El espaciamiento entre no¬ 
dos es siempre de la mitad de la longitud de onda, de 
modo que la condicion para que en la cuerda se produzca 
una onda estacionaria es que la longitud L de la cuerda 
sea igual a un numero entero n de medias longitudes de 
onda: 


L ~ n \ 

(n = 

1,2,3, . . .) 



(« = 

1,2,3, . . .). 

(43) 


En terminos de la frecuencia, podemos escribir la ecua- 
cion 43 como: 

v n = J = n {l («= 1,2,3,...). (44) 

Es decir, el estudiante debe sacudir la cuerda a estas 
frecuencias particulares (correspondiendo a n = 1, 2, 3, y 
4) para producir las ondas estacionarias. 

Podemos considerar que las frecuencias de la ecuacion 
44 son las frecuencias naturales del sistema oscilatorio 
(la cuerda). Cuando la frecuencia de la fuerza impulso- 
ra (la inano del estudiante) concuerda con las frecuencias 
naturales permitidas, se produce una onda estacionaria y 
el sistema comienza a moverse con una gran amplitud. 
Esta es la condicion de resonancia que estudiamos ante- 
rionnente en la seccion 15-9. 
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N = l N = 2 N - 3 



Figura 24 Algunos patrones de oscilacion de un oscilador que tiene elementos 
concentrados, estando conectados los cuerpos oscilatorios en este caso mediante 
resortes de masa despreciable. Cada patron de movimiento diferente tiene una 
frecuencia natural diferente, siendo el numero de frecuencias naturales igual al 
numero de cuerpos oscilatorios. 


Un bloque colgado de un resorte es tambien capaz de 
resonar, pero unicamente a una sola frecuencia. ^Por que 
entonces tiene la cuerda tensa un numero infinito de fre¬ 
cuencias resonantes? En el sistema bloque-resorte la iner- 
cia (el bloque) esta concentrada (“amontonada”) en una 
parte del sistema mientras que la elasticidad (el resorte) 
esta concentrada enotra. Se dice que tal sistema resonante 
tiene elementos concentrados. Por otra parte, se dice que 
la cuerda tensa tiene elementos distribuidos, porque cada 
parte de la cuerda tiene propiedades tanto inerciales como 
elasticas. Son muchas las formas posibles en que la cuerda 
puede almacenar sus energias cinetica y potencial, en 
contraste con solo una unica manera en el sistema bloque- 
resorte. Un sistema concentrado de N objetos tiene N 
frecuencias naturales, cada una de las cuales corresponde 
a un patron de oscilacion diferente (Fig. 24). El limite 
cuando N tiende al infinito nos conduce al sistema com- 
pletamente distribuido de la cuerda tensa, con su numero 
infinito de frecuencias resonantes. 

Si la cuerda vibratoria de la figura 23 se pusiera en 
movimiento y luego se dejara sola, las vibraciones des- 
aparecerian en forma gradual. El movimiento de la cuerda 
esta amortiguado por la disipacion de energia a traves de 
los soportes en los extremos y por la resistencia del aire 
al movimiento. Para mantener la vibracion, el estudiante 
debe suministrar cierta energia al sistema aplicando una 
fuerza impulsora. Cuando la frecuencia impulsora es muy 
diferente a la de las frecuencias resonantes, la onda refle- 
jada hace que la cuerda efectue un trabajo sobre la mano 
del estudiante; de esta manera, la cuerda pierde energia, a 
lo que hay que anadir la perdida por amortiguamiento. 
En la resonancia, el movimiento de la mano del estudiante 
esta en fase con el de la cuerda, y la cuerda no pierde 
energia a causa del trabajo efectuado sobre la mano del 
estudiante. Toda la energia suministrada por el estudiante, 
menos la perdida por amortiguamiento, se almacena en la 


oscilacion, y el resultado es un movimiento de una gran 
amplitud. Finalmente, se llega a una situacion estable en 
la que la energia suministrada por la fuerza impulsora 
equilibra exactamente las perdidas debidas al amortigua¬ 
miento. 

Este movimiento es analogo al del oscilador armonico 
amortiguado que hemos estudiado en la seccion 15-9. La 
frecuencia resonante es casi, pero no exactamente, una 
frecuencia natural de la cuerda. Los nodos aparentes no 
son verdaderos nodos, porque la energia debe estar flu- 
yendo por ellos a lo largo de la cuerda para compensar las 
perdidas debidas al amortiguamiento. Si no existiera un 
amortiguamiento, la frecuencia resonante seria exacta¬ 
mente una frecuencia natural, y la amplitud aumenta- 
ria sin limite al continuar siendo suministrada energia a 
la cuerda. Finalmente, se excederia el limite elastico y la 
cuerda se romperia. (El limite elastico puede excederse 
aunque haya amortiguamiento presente, como se mostro 
en la figura 21 del capitulo 15.) 

Si el estudiante sacude la cuerda con una frecuencia que 
difiera de una de las frecuencias naturales del sistema, la 
onda reflejada regresa a la mano del estudiante fuera de 
fase con el movimiento de la mano. En este caso, la cuerda 
efectua un trabajo sobre la mano, en adicion al que la 
mano efectua sobre la cuerda. No se produce ningun pa¬ 
tron fijo de onda estacionaria. La amplitud del movimien¬ 
to resultante es pequena y no muy diferente a la del 
movimiento de la mano del estudiante. Esta situacion es 
analoga al movimiento erratico de un columpio que sea 
impulsado con una frecuencia diferente a la natural; el 
desplazamiento resultante del columpio es bastante pe- 
queiio. 

En la resonancia, la cuerda absorbe tanta energia como 
puede de la mano del estudiante. Esto sucede asi en todo 
sistema vibratorio. Al sintonizar un aparato de radio, la 
frecuencia natural de un circuito electronico se cambia 


hasta que concuerda con una frecuencia particular de las 
ondas de radio que esten siendo transmitidas por la esta- 
cion. En ese momento el circuito resuena con la serial y 
absorbe tanta energia de la serial como puede. Otras 
condiciones de resonancia similares se presentan en el 
sonido, el electromagnetismo, la optica, y las fisicas ato- 
mica y nuclear. 

En el capitulo siguiente consideraremos con mayor 
detalle la importancia de la resonancia para entender las 
propiedades de diferentes instrumentos musicales y la 
manera en que se producen sus sonidos caracteristicos. Si 
bien en esta seccion hemos utilizado una cuerda vibrante 
como ejemplo de un sistema vibratorio, los principios 
estudiados aqui se aplican a todos los sistemas vibratorios 
que puedan mantener un movimiento ondulatorio. 


Problema muestra 6 En el arreglo de la figura 25, un vibrador 
pone en movimiento a la cuerda con una frecuencia de 120 Hz. 
La cuerda tiene una longitud de L = 1.2 m, y su densidad de 
masa lineal es de 1.6 g/m. que valor debe ajustarse la tension 
(aumentando el peso colgante) para obtener el patron de movi¬ 
miento de cuatro rizos? 

Solucion Para hallar la tension, podemos sustituir a la ecua¬ 
cion 18 por la ecuacion 44 y obtener 

„ 4 L 2 v 2 p 

F= -x— . 

n 1 


Figura 25 Problema muestra 6. Una cuerda sometida a 
tension esta conectada a un vibrador. A una frecuencia fija 
del vibrador, los patrones de la onda estacionaria ocurriran 
para ciertos valores discretos de la tension en la cuerda. 


las tres longitudes de onda mas largas de las resonancias de la 
cuerda? ( b ) ^Cuales son las longitudes deonda correspondientes 
que llegan al ot'do del oyente? 

Solucion (a) Las longitudes de onda resonantes de una cuerda 
de longitud L = 0.34 m pueden hallarse directamente de la 
ecuacion 43: 

A, = 2L/1 = 2(0.34 m) = 0.68 m, 

A 2 = 2L/2 = 0.34 m, 

A 3 = 2L/3 = 0.23 m. 

(b) Cuando una onda pasa de un medio (la cuerda) a otro (el 
aire) de velocidad de onda diferente, la frecuencia permanece 
igual, pero la longitud de onda cambia. La ecuacion 19 da la 
relacion entre las longitudes de onda. Para hallar la velocidad 
de onda de la cuerda, observamos que en el modo resonante mas 
bajo v = 440 Hz y A = 0.68 m, de modo que 



Se encuentra que la tension correspondiente a n = 4 (para cuatro 
rizos) es 

„ 4(1.2 m) 2 (120 Hz) 2 (0.0016 kg/m) 0 , XI 

F =- - -= 8.3N. 

Esto corresponde a un peso colgante de unas 2 lb. 


Problema muestra 7 Una cuerda de violin sintonizada en la 
nota la (440 Hz) tiene una longitud de 0.34 m. (a) ^Cuales son 


v — vA = (440 Hz)(0.68 m) = 299 m/s. 


En el aire, la velocidad de la onda es de 343 m/s, y partiendo de 
la ecuacion 19 obtenemos 


. _ , — j 

/V aire /l cuerda .. cuerda 


343 m/s 
299 m/s 


1.15A cucrda . 


Entonces hallamos que las longitudes de onda en el aire son: 
A, = 0.78 m, A 2 = 0.39 m, A 3 = 0.26 m. 


PREGUNTAS 


1. ^Como podria usted probar experimentalmente que la 
energia se halla asociada a una onda? 

2. La energia puede transferirse por particulas y por ondas. 
£ Como podemos distinguir experimentalmente entre estos 
metodos de transferencia de la energia? 

3. ^Puede generarse un movimiento ondulatorio en el que las 
particulas del medio vibren con un movimiento angular 
armonico simple? De ser asi, explique como y describa la 
onda. 

4. Al analizar el movimiento de una onda elastica a traves de 
un medio material, a menudo despreciamos la estructura 
molecular de la materia. ^Cuando se justifica esto y cuan¬ 
do no? 


5. ^Como varian la amplitud y la intensidad de las on¬ 
das de la superficie del agua con la distancia desde la 
fuente? 

6. ^Como podemos crear ondas planas? ondas esfericas? 

7. Al pasar un bote de motor crea una estela que causa 
ondas que banan la orilla. Al paso del tiempo, el periodo 
de las ondas que began se hace cada vez mas corto. ^Por 
que? 

8. Las siguientes funciones en las que A es una constante son 
de la forma y =f[x ± vt ): 

y - A(x — vt), y = A(x + vt) 2 , 

y = A'Jx — vt, y = A ln(x + vt). 
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Explique por que estas funciones no son utiles en el 
movimiento ondulatorio. 

9. /,Puede uno producir en una cuerda una forma de onda que 
tenga una discontinuidad en la pendiente en un punto, es 
decir, una esquina aguda? Explique. 

10. La ley del cuadrado inverso no se aplica exactamente a la 
disminucion de la intensidad de los sonidos con la distan- 
cia. /.Por que? 

11. Cuando dos ondas interfieren entre si, /.altera una el pro- 
greso de la otra? 

12. Cuando dos ondas interfieren entre si, /existe perdida de 
energia? Explique su respuesta. 

13. /Por que no observamos efectos de interferencia entre los 
haces de luz emitidos por dos lamparas de mano o entre 
las ondas de sonido emitidas por dos violines? 

14. Como lo muestra la figura 20, la configuracion de las 
ondas estacionarias en una cuerda tensa es una linea recta 
dos veces durante el ciclo, exactamente como seria si la 
cuerda no vibrara en absoluto. Explique desde el punto de 
vista de la conservacion de la energia. 

15. Dos ondas de la misma amplitud y frecuencia estan via- 
jando en la misma cuerda. En cierto momento la cuerda 
se asemeja a una linea recta. /Viajan las dos ondas nece- 
sariamente en la misma direccion? /Cual es la relacion de 
fase entre las dos ondas? 

16. Si dos ondas difieren unicamente en amplitud y se pro¬ 
pagan en direcciones opuestas a traves de un medio, 
/.produciran ondas estacionarias? /,Se transporta energia? 
/.Existen nodos? 

17. La reflexion parcial de la energia ondulatoria a causa de 
discontinuidades en la trayectoria de transmision es usual- 
mente disipante y puede reducirse a un minimo por medio 
de la insercion de aparatos de “igualacion de la impedan- 
cia” entre las secciones de la trayectoria que limitan con 
la discontinuidad. Por ejemplo, un megafono ayuda a 


PROBLEMAS 

Section 19-3 Ondas viajeras 

1. Una onda tiene una velocidad de onda de 243 m/s y una 
longitud de onda de 3.27 cm. Calcule (a) la frecuencia y 
( b ) el periodo de la onda. 

2. A1 mecer un bote, un nino produce ondas de agua en la 
superficie de un lago previamente tranquilo. Se observa 
que el bote produce 12 oscilaciones en 30 s y tambien que 
la cresta de una onda determinada llega en 5 s a la orilla, 
que esta alejada 15 m. Halle (a) la frecuencia, (b) la 
velocidad, y (c) la longitud de onda de las ondas. 

3. Una onda sinusoidal viaja a lo largo de una cuerda. El 
tiempo para que un punto en particular se mueva desde el 
desplazamiento maximo hasta el desplazamiento cero es 
de 178 ms. La longitud de onda de la onda es de 1.38 m. 
Halle (a) el periodo, (b) la frecuencia, y (c) la velocidad 
de la onda. 
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igualar la columna de aire de boca y garganta con el aire 
afuera de la boca. De otros ejemplos y explique cualitati- 
vamente como tales aparatos minitnizan las perdidas por 
reflexion. 

18. Considere que las ondas estacionarias de una cuerda son 
una superposicion de ondas viajeras y explique, usando 
ideas de superposicion, por que no existen nodos reales en 
la cuerda resonante de la figura 25, ni siquiera en el 
extremo “fijo”. ( Sugerencia: Considere los efectos del 
amortiguamiento.) 

19. Las ondas estacionarias de una cuerda se demuestran por 
medio de un arreglo como el de la figura 25. La cuerda es 
iluminada por una lampara fluorescente y el vibrador esta 
impulsado por la misma toma electrica que energiza a la 
lampara. La cuerda exliibe una variacion curiosa del color 
en direccion transversal. Explique. 

20. En la discusion sobre las ondas transversales de una cuer¬ 
da, hemos tratado unicamente con desplazamientos en un 
solo piano, el piano xy. Si todos los desplazamientos estan 
en un piano, se dice que la onda es plananiente polarizada. 
/,Pueden existir desplazamientos en otro piano que aquel 
con el que tratamos? De ser asi, /,pueden combinarse las 
ondas polarizadas en dos pianos diferentes? /,Que aparien- 
cia tendria tal combinacion de ondas? 

21. Una onda transmite energia. /Transfiere impetu? /.Puede 
transferir impetu angular? (Vease “Energy and Momen¬ 
tum Transport in String Waves”, por D. W. Juenker, 
American Journal of Physics, enero de 1976, pag. 94). 

22. En el terremoto de la Ciudad de Mexico ocurrido el 19 de 
septiembre de 1985, se alternaron zonas de mucho dano 
con zonas de poco dano. Tambien, los edificios de entre 5 
y 15 pisos de altura sufrieron el dano mayor. Explique 
estos efectos en terminos de las ondas estacionarias y de 
la resonancia. 


4. Escriba una expresion que describa a una onda transversal 
que viaje a lo largo de una cuerda en la direccion +x con 
una longitud de onda de 11.4 cm, una frecuencia de 385 
Hz, y una amplitud de 2.13 cm. 

5. Escriba la ecuacion de una onda que viaje en direccion 
negativa a lo largo del ejex y tenga una amplitud de 1.12 cm, 
una frecuencia de 548 Hz, y una velocidad de 326 m/s. 

6. Una onda de 493 Hz de frecuencia tiene una velocidad de 
353 tn/s. (a) /,A que distancia entre si estan dos puntos que 
difieran en fase por 55.0°? ( b ) Halle la diferencia de fase 
entre dos desplazamientos en el mismo punto pero en 
tiempos que difieran en 1.12 ms. 

Section 19-4 Velocidad de onda 

7. Demuestre (u) que la velocidad transversal maxima de una 
parttcula de una cuerda debida a una onda viajera esta dada 


P or l( », = y (b) que la aceleracion transversal maxima 

es a ., = ofy m . 

8. La ecuacion de una onda transversal que viaja a lo largo 
de una cuerda esta dada por 

V = (2.30 X 10 3 ) sen (18.2.x - 588/), 

donde xy y estan en metros y t esta en segundos. Halle (a) 
la amplitud, (b) la frecuencia, (c) la velocidad, (d) la 
longitud de onda de la onda, y (e) la velocidad transversal 
maxima de una parttcula de la cuerda. 

9. La ecuacion de una onda transversal que viaja a lo largo 
de una cuerda muy larga esta dada pory = 6.0 sen (0.020ax 
+ 4.Ox/), donde xy y estan expresadas en centimetros y t 
en segundos. Calcule ( a ) la amplitud, ( b ) la longitud de 
onda, (c) la frecuencia, ( d ) la velocidad, (e) la direccion 
de propagacion de la onda, y (f) la velocidad transversal 
maxima de una parttcula de la cuerda. 

10. Calcule la velocidad de una onda transversal en una cuerda 
de 2.15 m de longitud y 62.5 g de masa bajo una tension 
de 487 N. 

11. La velocidad de una onda de una cuerda es lde 72 tn/s 
cuando la tension es de 123 N. /,En que valor debera ser 
aumentada la tension con objeto deelevar la velocidad de 
la onda a 180 m/s? 

12. Demuestre que, en terminos del esfuerzo de tension S y de 
la densidad de masa p, la velocidad v de las ondas trans¬ 
versales de un alambre esta dada por v = (S/p)' /7 . 

13. La ecuacion de una onda transversal de una cuerda es 
JV = 1.8 sen (23.8a: + 317/), donde x esta en metros, y esta 
en milimetros, y / en segundos. La cuerda esta sometida a 
una tension de 16.3 N. Halle la densidad de masa lineal de 
la cuerda. 

14. Una onda sinusoidal continua viaja por una cuerda con 
una velocidad de 82.6 cm/s. Se halla que el desplazamien¬ 
to de las particulas de la cuerda en x = 9.60 cm varia 
con el tiempo de acuerdo con la ecuacion y = 5.12 sen 
(1.16 - 4.08/), donde y esta en centimetros y t en segun¬ 
dos. La densidad de masa lineal de la cuerda es de 3.86 
g/cm. (a) Halle la frecuencia de la onda. (b) Halle la 
longitud de onda de la onda. (c) Escriba la ecuacion 
general que da el desplazamiento transversal de las parti¬ 
culas de la cuerda en funcion de la posicion y del tiempo. 
(d) Calcule la tension en la cuerda. 

15. Una onda transversal armonica simple se esta propagando 
a lo largo de una cuerda hacia la izquierda (6 -x). La figura 
26 muestra un trazo del desplazamiento en funcion de la 
posicion en el tiempo / = 0. La tension de la cuerda es de 
3.6 N y su densidad lineal es de 25 g/tn. Calcule ( a ) la 
amplitud, (b) la longitud de onda, (c) la velocidad de 
la onda, (d) el periodo, y (e) la velocidad maxima de una 
parttcula de la cuerda. (f ) Escriba una ecuacion que des¬ 
criba a la onda viajera. 

16. Pruebe que la pendiente de una cuerda en cualquier punto 
es numericamente igual a la razon entre la velocidad de la 
parttcula y la velocidad de la onda en ese punto. 

17. Para una onda en una cuerda tensa, halle la razon entre la 
velocidad maxima de una parttcula (la velocidad maxima 
con la cual una sola parttcula del cordon se mueve trans- 



versalmente a la onda) y la velocidad de la onda. Si una 
onda que tiene cierta frecuencia y cierta amplitud actiia 
sobre un cordon, /.dependerfa esta razon de velocidades 
del material de que este heclia la cuerda, por ejemplo de 
alambre o de nylon? 

18. En la figura 27 a, la cuerda #1 tiene una densidad de masa 
lineal de 3.31 g/m, y la cuerda #2 tiene una densidad de 
masa lineal de 4.87 g/m. Estan bajo tension debido al 
bloque colgante de masa M = 511 g. (a) Calcule la velo¬ 
cidad de la onda en cada cuerda. (b) El bloque se divide 
aliora en dos bloques (siendo M, + M 2 = M) y el aparato se 
modifica como se muestra en la figura 21b. Halle A/, y M 2 , 
de modo que las velocidades de onda de las dos cuerdas 
scan iguales. 




(b) Mi 


Figura 27 Problema 18. 


19. Un alambre de 10.3 m de longitud y una masa de 97.8 g 
se estira bajo una tension de 248 N. Si se generan dos 
pulsaciones, separadas en tiempo por 29.6 ms, una en cada 
extremo del alambre, /,en donde se encuentran las pulsa¬ 
ciones? 

20. Halle la velocidad de la onda transversal mas rapida que 
puede ser enviada a lo largo de un alambre de acero. 


2L 
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Permitiendo un factor de seguridad razonable, el esfuerzo 
maximo de tension al que podn'an estar sujetos los alam- 
bres de acero es de 720 MPa. La densidad del acero es de 
7.80 g/cm 3 . Demuestre que la respuesta no depende del 
diametro del alambre. 

21. El tipo de banda de hule empleado en el interior de algunas 
bolas de beisbol y de algunas pelotas de golf obedece la 
ley de Hooke dentro de un amplio intervalo de elongacio- 
nes de la banda. Un segmento de este material tiene una 
longitud L sin estirar y una masa m. Cuando se aplica una 
fuerza F, la banda se estira una longitud adicional AL. (a) 
^Cual es la velocidad (en terminos de m, AL, y la constante 
de fuerza k ) de las ondas transversales en esta banda de 
hule? ( b ) Usando la respuesta de (a), demuestre que el 
tiempo requerido para que una pulsacion transversal viaje 
la longitud de la banda de hule es proporcional a 1 ]4 AL 
si AL « Ly es constante si AL » L. 

22. Un cable uniforme de masa m y longitud L cuelga de un 
teclio. ( a ) Demuestre que la velocidad de una onda trans¬ 
versal en el cable es una funcion de y, la distancia desde 
el extremo inferior, y esta dada por v = fgy. (b) Demuestre 
que el tiempo que le toma a una onda tr ansve rsal viajar la 
longitud del cable esta dada por t = 2 4 L/g . (c) ^Afecta 
la masa real del cable a los resultados de (a) y de (b)l 

23. Un alambre no uniforme de longitud L y masa M tiene una 
densidad de masa lineal variable dada por /u = kx, donde x 
es la distancia desde un extremo del alambre y k es una 
constante. (a) Demuestre que M = kUjl. (b) Demuestre 
que el tiempo t requerido para que una pulsacion generada 
en un extrem o del alamb re viaje hasta el otro extremo esta 
dado por t = V SML/9F, donde Fes la tension en el alambre. 

24. Un aro de cuerda circular y uniforme gira en sentido 
horario en ausencia de la gravedad (vease la Fig. 28). La 
velocidad tangencial es v 0 . Halle la velocidad de las ondas 
en esta cuerda. (Nora: La respuesta es independiente del 
radio del aro y de la densidad de masa lineal de la cuerda.) 



Figura 28 Problema 24. 


Seccion 19-6 Potencia e intensidad en el movimiento 
ondulatorio 

25. Una cuerda de 2.72 m de longitud tiene una masa de 263 g. 
La tension en la cuerda es de 36.1 N. ^Cual debe ser la 
frecuencia de las ondas viajeras de amplitud de 7.70 mm 
para que la potencia promedio transmitida sea de 85.5 W? 

26. Una fuente lineal emite una onda cilindrica expansiva. 
Suponiendo que el medio no absorbe energia, encuentre 
(a) como dependen la intensidad y ( b ) la amplitud de la 
onda de la distancia medida desde la fuente. 

27. Una onda se propaga uniformemente en todas direcciones 
desde un punto fuente. (a) Justifique la expresion para el 


desplazamiento y del medio a una distancia r desde la 
fuente: 


y = — sen k(r— vt). 
r 

Considere la velocidad, direccion de propagacion, perio- 
dicidad e intensidad de la onda. ( b ) ^Que dimensiones 
tiene la constante Y ? 

28. Un observador mide una intensidad de 1.13 W/m 2 a una 
distancia desconocida medida desde una fuente de ondas 
esfericas cuya potencia de salida es tambien desconocida. 
El observador camina 5.30 m acercandose a la fuente y 
mide entonces una intensidad de 2.41 W/m 2 en esta nueva 
posicion. Calcule la potencia de salida de la fuente. 

29. (a) Muestre que la intensidad I es el producto de la densi¬ 
dad de energia u (energia por unidad de volumen) y la 
velocidad de propagacion v de una perturbacion ondula- 
toria; o sea muestre que I = uv. ( b ) Calcule la densidad de 
energia en una onda de sonido a 4.82 km de una sirena 
de 47.5 kW, suponiendo que las ondas son esfericas, la 
propagacion isotropica sin haber una absorcion atmosfe- 
rica, y que la velocidad del sonido es de 343 m/s. 

30. Una onda sinusoidal transversal se genera en un extremo 
de una cuerda larga, horizontal por una barra que se mueve 
hacia arriba y hacia abajo a lo largo de una distancia de 
1.12 cm. El movimiento es continuo y se repite regular - 
mente 120 veces por segundo. La cuerda tiene una densi¬ 
dad lineal de 117 g/m y se mantiene bajo una tension 
de 91.4 N. Halle (a) el valor maximo de la velocidad 
transversal u y ( b ) el valor maximo de la componen- 
te transversal de la tension, (c) Demuestre que los dos 
valores maximos calculados arriba ocurren a los mismos 
valores de fase de la onda. ^Cual es el desplazamiento 
transversal y de la cuerda en estas fases? (d) ^Cual es la 
potencia maxima transferida a lo largo de la cuerda? ( e ) 
^Cual es el desplazamiento transversal y para las condi- 
ciones bajo las cuales ocurre esta transferencia maxima de 
potencia? (f) ^Cual es la transferencia minima de potencia 
a lo largo de la cuerda? (g) ^Cual es el desplazamiento 
transversal y para las condiciones bajo las cuales ocurre 
esta transferencia minima de potencia? 

Seccion 19-8 Interferencia de ondas 

31. ^Que diferencia de fase entre dos ondas transversales por 
lo demas identicas, que se mueven en la misma direccion 
a lo largo de una cuerda tensa, resultara en la onda com- 
binada que tenga una amplitud de 1.65 veces la de la 
amplitud comun de las dos ondas componentes? Exprese 
la respuesta tanto en grados como en radianes. 

32. Determine la amplitud de la onda resultante cuando se 
combinan dos ondas sinusoidales que tengan la misma 
frecuencia y viajen en la misma direccion, si sus ampli¬ 
tudes son de 3.20 cm y 4.19 cm y difieren en fase en 
71/2 rad. 

33. Dos pulsaciones estan viajando a lo largo de una cuerda 
en direcciones opuestas, como se muestra en la figura 29. 
(a) Si la velocidad de onda es de 2.0 m/s y las pulsaciones 
tienen una separacion de 6.0 cm, trace los patrones des- 


h-6.0 cm 



Figura 29 Problema 33. 


piles de 5.0, 10, 15, 20, y 25 ms. ( b ) ^Que le ha sucedido 
a la energia en t = 15 ms? 

34. Tres ondas sinusoidales viajan en direccion x positiva a lo 
largo de la misma cuerda. Las tres ondas tienen la misma 
frecuencia. Sus amplitudes estan en la razon 1:|:| y sus 
angulos de fase son 0, nj2, y k, respectivamente. Trace 
la forma de onda resultante y discuta su comportamiento 
al crecer t. 

35. Cuatro ondas sinusoidales viajan en la direccion positiva 
de x a lo largo de la misma cuerda. Sus frecuencias estan 
en la razon 1:2:3:4 y sus amplitudes en la razon l:i:|:±, 
respectivamente. Cuando t = 0, en x = 0, la primera y la 
tercera onda estan 180° fuera de fase con la segunda y 
la cuarta. Trace la forma de onda resultante cuando t - 0 
y discuta su comportamiento al crecer t. 

36. Considere dos fuentes puntuales S, y S 2 en la figura 30, las 
cuales emiten ondas de la misma frecuencia y amplitud. 
Las ondas se inician con la misma fase, y esta relacion de 
fase en las fuentes se mantiene a traves del tiempo. Con¬ 
sidere puntos P en los cuales r, sea casi igual a r 2 . (a) 
Demuestre que la superposicion de estas dos ondas pro¬ 
duce una onda cuya amplitud y m varia con la posicion P 
aproximadamente de acuerdo con 

2 y k 

Lm= — cos-(r, -r 2 ), 

donde r - (r, + r 2 )/2. (b) Demuestre luego que la cancela¬ 
tion total ocurre cuando r, - r 2 - (n + ±)A, siendo n 
cualquier entero, y que el refuerzo total ocurre cuando 
r, - r 2 = nA. El lugar geometrico de los puntos cuya dife¬ 
rencia en distancia desde dos puntos Fijos es constante es 
una hiperbola, siendo los puntos fijos los focos. De aqui 
que cada valor de n produzca una h'nea hiperbolica de 
interferencia constructiva y una h'nea hiperbolica de inter¬ 
ferencia destructiva. En los puntos en que r, y r 2 no son 
aproximadamente iguales (como cerca de las fuentes), las 
amplitudes de las ondas de S, y S 2 difieren y las cancela- 
ciones son solamente parciales. (fista es la base del sistema 
de navegacion OMEGA.) 

37. Una fuente S y un detector D de ondas de alta frecuencia 
estan a una distancia d en el suelo. Se detecta que la onda 
dirigida desde S esta en fase en D con la onda que parte 
de S, que se refleja por una capa horizontal situada a una 
altitud H (Fig. 31). Los rayos incidente y reflejado forman 
el mismo angulo con la capa reflectora. Cuando la capa 
se eleva una distancia h, no se detecta ninguna senal en D. 
Desprecie la absorcion de la atmosfera y halle la relacion 
entre d, h, H, y la longitud de onda A de las ondas. 

38. Refierase al problema 37 y a la figura 31. Suponga que 
d = 230 km y H = 510 km. Las ondas son ondas de radio 
de 13.0 MHz (v = 3.00 * 10 s m/s). En el detector D la 




Figura 31 Problemas 37 y 38 


intensidad de la senal combinada varia desde un maximo 
hasta cero y regresa de nuevo a un maximo seis veces en 
1 minuto. 4 Con que velocidad vertical se esta moviendo 
la capa reflectora? (La capa se mueve lentamente, de modo 
que la distancia vertical desplazada en 1 min es pequena 
en comparacion con Hy d.) 

Seccion 19-9 Ondas estacionarias 

39. Una cuerda fija en ambos extremos tiene una longitud de 
8.36 m y una masa de 122 g. Esta sujeta a una tension 
de 96.7 N y se pone en vibracion. (a) ^Cual es la veloci¬ 
dad de las ondas en la cuerda? (b) ^Cual es la longitud de 
onda de la onda estacionaria mas larga posible? (c) Indi- 
que la frecuencia de esa onda. 

40. Una cuerda de guitarra de nilon tiene una densidad de 
masa lineal de 7.16 g/m y esta bajo una tension de 152 N. 
Los soportes fijos estan separados por 89.4 cm. La cuerda 
vibra segun el patron de onda estacionaria que se muestra 
en la figura 32. Calcule (a) la velocidad, (b) la longitud de 
onda, y (c) la frecuencia de las ondas componentes cuya 
superposicion da lugar a esta vibracion. 

41. La ecuacion de una onda transversal que viaja en una 
cuerda esta dada por 

y = 0.15 sen (0.79.x — 1 3t), 

donde x y y estan expresadas en metros y t en segundos. 

(a) ^Cual es el desplazamiento en x - 2.3 m, t = 0.16 s? 

(b) Escriba la ecuacion de una onda que, cuando se sume 
a la dada, produciria ondas estacionarias en la cuerda. (c) 
^Cual es el desplazamiento de la onda estacionaria resul¬ 
tante en x = 2.3 m, t = 0.16 s? 

42. Una cuerda vibra segiin la ecuacion 

y — 0.520 sen (1.14.x) cos (137/), 
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Figura 32 Problema 40. 


donde x y y estan en centimetres y t en segundos. (a) 
^Cuales son la amplitud y la velocidad de las ondas 
componentes cuya superposicion pueda dar lugar a esta 
vibracion? ( b ) Halle la distancia entre nodos. (c) ^Cual es 
la velocidad de una particula de la cuerda en posicion x = 
1.47 cm en el tiempo t = 1.36 s? 

43. Las vibraciones que parten de un diapason de 622 Hz 
producen ondas estacionarias en una cuerda sujeta en 
ambos extremos. La velocidad de la onda para la cuerda 
es de 388 m/s. La onda estacionaria tiene cuatro rizos y 
una amplitud de 1.90 mm. (a) ^Cual es la longitud de la 
cuerda? ( b ) Escriba una ecuacion para el desplazamiento 
de la cuerda en funcion de la posicion y del tiempo. 

44. Considerese una onda estacionaria que sea la suma de dos 
ondas que viajan en direcciones opuestas pero por lo 
demas son identicas. Demuestre que la energia cinetica 
maxima en cada rizo de la onda estacionaria es 2 idjjy^vv. 

45. Una onda viajera incidente, de amplitud A-, se refleja solo 
parcialmente desde un extremo, siendo A r la amplitud de 
la onda reflejada. La superposicion resultante de dos ondas 
de amplitudes diferentes que viajan en direcciones opues¬ 
tas produce un patron de ondas tipo onda estacionaria cuya 
envolvente se muestra en la figura 33. La razon de onda 
estacionaria (SWR, de standing wave ratio ) se define 
como (A, + A r )/(A : - A,) = A, m JA null , y el porcentaje de 
reflexion se define como la razon entre la potencia prome- 
dio en la onda reflejada y la potencia promedio en la onda 
incidente, multiplicada por 100. (a) Demuestre que la 
SWR = °° para el 100% de reflexion y que la SWR = 1 
cuando no hay reflexion. ( b ) Demuestre que una medicion 
de la SWR justo antes del extremo revela la reflexion 
porcentual que ocurre en el extremo de acuerdo con la 
formula 

% de reflejo = [(SWR - 1) 2 /(SWR + 1) 2 ](100). 

46. Calcule (a) la SWR (razon de onda estacionaria) y (b) la 
reflexion porcentual en el extremo para la envolvente del 
patron de onda estacionaria mostrado en la figura 33. 



Figura 33 Problemas 45 y 46. 


47. Dos cuerdas de densidad de masa lineal p, y p 2 estan 
anudadas entre si en x = 0 y estiradas a una tension F. Una 
onda y = A sen k , (x - v,t) en la cuerda de densidad p, llega 
a la union de las dos cuerdas, en donde parte se transmite 


por la cuerda de densidad p 2 parte se refleja. Llamemos a 
estas ondas B sen k 2 (x - u 2 t) y C sen k t (x + vj), respecti- 
vamente. (a) Suponiendo que k 2 u 2 = k,v, = a y que el 
desplazamiento del nudo que surge de las ondas incidente 
y reflejada sea el mismo que el que surge de la onda 
transmitida, demuestre que A = B + C. (b) Si se supone 
que ambas cuerdas tienen cerca del nudo la misma pen- 
diente /por que?), es decir, dy/dx en la cuerda 1 = dy/dx 
en la cuerda 2 , demuestre que 

k 2 + k t v , + v 2 

^En que condiciones es C negativa? 

Seccion 19-10 Resonancia 

48. Una cuerda de violin de 15 cm, fija en ambos extremos, 
esta vibrando en su modo n = 1. La velocidad de las ondas 
en este alambre es de 250 m/s, y la velocidad del sonido 
en el aire es de 348 m/s. ^.Cuales son (a) la frecuencia y 
( b ) la longitud de onda de la onda sonora emitida? 

49. ^Cuales son las tres frecuencias mas bajas de las ondas 
estacionarias en un alambre de 9.88 m de longitud que 
tiene una masa de 0.107 kg, y que esta estirado bajo una 
tension de 236 N? 

50. Un alambre de 1.48 m de longitud tiene una masa de 8.62 g 
y se halla bajo una tension de 122 N. El alambre esta sujeto 
rigidamente en ambos extremos y se pone en vibracion. 
Calcule (a) la velocidad de las ondas en el alambre, ( b ) las 
longitudes de onda de las ondas que producen ondas 
estacionarias de uno y dos rizos en el alambre y (c) las 
frecuencias de las ondas en ( b ). 

51. Un extremo de una cuerda de 120 cm se mantiene fijo. El 
otro extremo esta unido a un audio sin peso que puede 
deslizarse a lo largo de una barra sin friccion como se 
muestra en la figura 34. ^Cuales son las tres longitudes de 
onda mas grandes posibles de ondas estacionarias en la 
cuerda? Trace las ondas estacionarias correspondientes. 



Figura 34 Problema 51. 


52. Una cuerda de 75.6 cm esta estirada entre soportes fijos. 
Se observa que tiene frecuencias de resonancia de 420 y 
315 Hz, y ninguna otra entre estas dos. ( a ) ^Cual es la 
frecuencia de resonancia mas baja de esta cuerda? ( b) 
£Cual es la velocidad de onda en esta cuerda? 

53. En un experimento sobre ondas estacionarias, una cuerda 
de 92.4 cm de longitud se une al vastago de un diapason 
electrico que vibra en direccion perpendicular a la longi¬ 
tud de la cuerda con una frecuencia de 60.0 Hz. La masa 
de la cuerda es 44.2 g. que tension debe someterse la 
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cuerda (en el otro extremo tiene conectadas a ella pesas) 
para que vibre con cuatro rizos? 

54. Un alambre de aluminio de longitud L= 60.0 cm y area de 
la seccion transversal 1.00 x 10 2 cm 2 de area en su seccion 
transversal esta conectado a un alambre de acero de la 
misma area de su seccion transversal. El alambre com- 
puesto, cargado con un bloque de 10.0 kg de masa in, esta 
dispuesto como se muestra en la figura 35 de modo que la 
distancia L 2 desde la junta a la polea de soporte es de 
86.6 cm. Se inducen ondas trasversales en el alambre 
usando una fuente externa de frecuencia variable. ( a ) 
Halle la frecuencia de excitacion de ondas estacionarias 
mas baja observada de modo que la union del alambre sea 
un nodo. ( b ) ^Cual es el niimero total de nodos observado 
a esta frecuencia, excluyendo los dos de los extremos del 
alambre? La densidad del aluminio es de 2.60 g/cm 3 y la 
del acero es de 7.80 g/cm 3 . 



Figura 35 Problema 54. 


55. Una cuerda de piano de 1.4 m de longitud esta hecha de 
acero con una densidad de 7.8 g/cm 3 y un modulo de 
Young de 220 MPa. La tension en la cuerda produce una 
deformacion de 1.0%. Calcule la frecuencia de resonancia 
mas baja de la cuerda. 

Proyectos de computacion 

56. (a) Inicialmente una cuerda tensa tiene una forma dada 
por/, (x) = 0.02e HJ “ 5)/9 , en donde/y a: estan en metros. Su- 
pongamos una pulsacion que se mueva con una velocidad 
v = 25 m/s en direccion x positiva, de modo que el despla¬ 
zamiento de la cuerda en la coordenada x y en el tiempo t 
este dada por y,(x,/) - f[x -ut) = O.Ole^^- 5 ^ 9 . Usese un 
programa de computacion o una hoja de calculo para 
trazar y,(x,/) en funcion de x desde x = 0 hasta x = 50 m 
para t = 0, 0.5, 1.0, y 1.5 s. Con preferencia trace las 
graficas en la pantalla de un monitor y disene el programa 
de modo que pueda cambiarse facilmente el valor de t y 
se pueda volver a trazar. Observe la posicion del maximo 
de la pulsacion en cada grafica y verifique que las graficas 
dibujan una pulsacion que viaja en direccion x positiva, 
con una velocidad de 25 m/s, y se mueve sin cambiar de 
forma. ( b ) Una segunda pulsacion tiene la forma / 2 (x) - 
0 . 02 e' (I ' 45)/!> en / = 0 y se mueve en la direccion x negativa 
con una velocidad de 25 m/s. Use su programa para trazar 
y 2 (x,r) = /(x + vt) desde x = 0 hasta x = 50 m para t = 0, 
0.5, 0.8, 1.0, y 1.5 s. Verifique que las graficas dibujan 
una pulsacion que se mueve en la direccion x negativa. (c) 
Suponga que ambas pulsaciones estan en la cuerda al 
mismo tiempo. Usesu programa para trazar y,(x, t) + y 2 (x,t) 
desde x = 0 hasta x = 50 m para t = 0, 0.5, 1.0, y 1.5 s. 


Verifique que las graficas dibujan las pulsaciones movien- 
dose una hacia la otra y que cuando se reunen el despla¬ 
zamiento de la cuerda es grande en la region donde se 
superponen. Las pulsaciones se mueven luego alejandose 
entre si sin cambiar de forma, (d) Suponga que la segunda 
onda tiene la forma / (x, t ) = - 0 . 02«' <jr ' 45)/9 en f = 0 y que 
viaja en direccion x negativa con una velocidad de 25 m/s. 
Use su programa para trazar y,(x, /) + y 2 (x, /) desde x = 0 
hasta x = 50 m para t = 0,0.5, 0.8, 1.0, y 1.5 s. Cuando se 
reunen las dos pulsaciones, la accion de una tiende a anular 
la accion de la otra. Para un valor del tiempo, el desplaza¬ 
miento de la cuerda es cere en cualquier parte. Las pulsa¬ 
ciones continuan luego su camino sin cambiar de forma. 

57. Pueden generarse ondas en una cuerda tensa moviendo 
uno de sus extremos. Supongamos que la cuerda sea 
extremadamente larga y hagamos que g(t) sea el despla¬ 
zamiento del extremo que se mueve, el cual se presume 
que esta en x = 0. Si la cuerda se tira a lo largo del eje x 
positivo, en el tiempo t el desplazamiento en el punto en 
x es el mismo que el desplazamiento en el extremo pero 
en un tiempo t - x/v anterior, donde v es la velocidad de 
la onda. Entonces, el desplazamiento en x esta dado por 
y(x, t) = g(t - x/v). (a) Supongamos que, comenzando en 
t- 0 y continuando durante 0.20 s, la cuerda en x = 0 se 
jala hacia arriba en la direccion y positiva con una veloci¬ 
dad constante de 0.15 m/s. Luego es mantenida en su 
desplazamiento final. Entonces g(t) = 0 para t < 0, g(t) = 
0.15/ para 0 < t < 0.20 s, y g(t) = 0.15 x 0.20 = 0.030 m 
para / > 0.20 s. Considere que la velocidad de la onda es 
de 5.0 m/s y use un programa de computadora para hacer 
graficas separadas de y(x,t) desde x = 0 hasta x = 20 m para 
t = 0, 0.1, 0.2, 1.0, 2.0, y 3.0 s. Para esto, liaga que la 
computadora calcule u = x - vt para cada valor de x 
seleccionado, luego haga a y = 0 si u < 0, a y = 0.15« si 0 
< u < 0.20, y a y = 0.03 si u > 0.20. ( b ) Considere que la 
velocidad de la onda sea de 15 m/s y trace y(x,t) desde x 
= 0 hasta x = 20 m para / = 0,0.1,0.2,0.5,0.75,1.0, y 1.25 
s. (c) (,Que determina la pendiente de la cuerda al moverse 
la pulsacion a lo largo de ella? Si el extremo de la cuerda 
se eleva mas rapidamente, ^aumenta la pendiente de la 
cuerda o disminuye? Si la velocidad de la onda aumenta, 
^aumenta la pendiente o disminuye? 

58. Comenzando en el tiempo t = 0 y continuando durante 
0.40 s, el extremo de una cuerda tensa se mueve ligera- 
mente hacia arriba y hacia abajo con un movimiento 
armonico simple. Su desplazamiento esta dado por g(t) = 
0.020 sen (31.4/), donde g esta en metros y / en segundos. 
Use una computadora para hacer graficas separadas del 
desplazamiento y(x, /) de la cuerda desde x = 0 hasta x = 
20 m para cada uno de los tiempos t - 0,0.1,0.2,0.3,0.4, 
0.5, 1.0, 1.5, 2.0, y 2.5 s. Vease el proyecto anterior para 
algunas sugerencias. 

59. Una cuerda tensa tiene inicialmente una forma distor- 
sionada dada por f(x) = 0.02e <x ' 5)/9 , donde / y x estan 
en metros. La pulsacion viaja 5.0 m/s en la direccion x 
positiva a lo largo de la cuerda hasta que llega al extremo 
fijo en x = 20 m, en donde se refleja. El desplazamiento 
de la cuerda esta dado por y(x, /) = y,(x, /) + y 2 (x, /), en 
donde y, es la pulsacion incidente y y 2 es la pulsacion 
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reflejada. Por supuesto, la pulsacion incidente esta dada 
por y t (x, t) =f(x - vt) = 0.02e" <A ~"'" 5)/g . Demuestre que la 
pulsacion reflejada esta dada por y 2 (x, t) = -f(2L - x - vt) 
= -0.02e~ (2L ' x ' donde L es la coordenada del punto 
fijo. Esta es la unica funcion de x + vt tal que y,(L,t) + 
y 2 (L,t ) = 0. Use un programa de computadora o una hoja 
de calculo para hacer graficas separadas del desplaza- 
miento de la cuerda desde x = 0 hasta x = 20 m para t = 0, 
1.0, 2.0, 2.5, 2.75, 3.0, 3.25, 3.5 ; 4.0, y 5.0 s. La funcion 
a trazar es y(x, t) - 0.020<r (A - 5)1/9 - 0 . 020 e- <2i - A -'" 5, ' /9 . 

60. Una cuerda tensa que transporta una onda tiene energia: 
energia cinetica porque se mueve y energia potencial 
porque esta distorsionada. Si p es la densidad de masa 
lineal, entonces la energia cinetica en una longitud infini¬ 
tesimal dx esta dada por ~p(dy/dt) 2 dx. Si F es la tension 
en la cuerda, entonces la energia potencial en una longitud 
infinitesimal esta da da po r LF{dyjdx) 2 dx. Puesto queyfc, t) 
= f(x ± u?) y v = 7 F/p, estas dos cantidades son exac- 
tamente iguales para cuerdas de la misma longitud. En¬ 
tonces la energia mecanica total en la cuerda desde x hasta 
x + Ax esta dada por 

fx+Ax 

E = pl (dy/dtfdx. 

Puede usarse el programa de integracion numerica descri- 
to en los proyectos de computacion del capitulo 8 para 
evaluar integrales de esta forma. 

(a) La tension en una cuerda que tiene una densidad de 
masa lineal de 0.080 kg/m es de 2.0 N. En el tiempo t = 0 
la cuerda esta distorsionada de modo que tiene la forma 
dada por/ft) = 0.02e' (A ' 5)/g , donde fyx estan en metros. 
Suponga que la pulsacion se mueve en la direccion x 
positiva. Demuestre que 


E = (0.04/9) 2 pw 


/; 


(x — vt — 5) 2 e (x “ 5)2/4 5 dx. 


( b ) Use una integracion numerica para calcular la energia 
total en el segmento de cuerda desde x = 0 hasta x = 20 m 
en t = 1 s. Este segmento incluye a todas las pulsaciones 
excepto en las colas muy pequehas. El uso de 200 inter- 
valos produciria una precision de cuatro cifras significa- 
tivas. ( c) Use una integracion numerica para calcular la 
energia total en el segmento de cuerda desde x = 30 m 
hasta x = 50 m en t = 7 s. El resultado seria el mismo que 
en la parte ( b ) y le indicaria que la energia se ha movido 
desde la region de alrededor de x = 10 m hasta la region 
de alrededor de x = 40 m. Esto tiene sentido, porque la 
velocidad de la onda es de 5.0 m/s y la onda viajo 30 m en 
los 6 s transcurridos. (d) La cantidad a la que la energia 
pasa el punto en x esta dada por P = -F(dy/dx)(dyjdt), asi 
que en el intervalo de tiempo desde t hasta t + Af la 
energia que pasa por x esta dada por 

r r+A/ r/+ a/ 

E= I Pdt = —F J (dy/dx)(dy/dt) dt. 

Para la pulsacion descrita arriba demuestre que 

fl+Al 

E = (0.04/9) 2 Fu I (x — vt — 5) 2 c ~ u ~ w ~ 5)2/4 - 5 dt. 

Use una integracion numerica para calcular la energia 
que paso por el punto en x = 25 m desde t = 1 hasta t = 7 s. 
El resultado es de nuevo el mismo que antes, indican- 
do que toda la energia alrededor de x - 10 m en t = Is 
paso por x = 25 m en su camino hacia la region alrededor 
de x = 40 m. 



CAPITULO 20 


ONDAS SONORAS 


En el capitulo 19 hemos estudiado las ondas mecdnicas transversales, como las de las 
vibracioues de una cuerda en tension. En una onda mecanica longitudinal, las particulas de 
material que transmiten la onda vibran en direccion de la propagacion de la onda. La onda 
mecanica longitudinal mas conocida es la onda sonora. El ser humano puede detector estas 
ondas en la gama de frecuencias que va de unos 20 Hz a unos 20,000 Hz, gama que recibe el 
nombre de intervalo audible. Las ondas mecdnicas longitudinales de frecuencia mas alta se 
Hainan ultrasonicas y se emplean para localizar objetos bajo el agua y para visualizar los 
organos internos del cuerpo humano, en medicina; las ondas de frecuencia mas baja se llaman 
infrasonicas, y un ejemplo de estas son las ondas de presion sismica producidas durante un 
terremoto. 

Las ondas sonoras viajan a traves de solidos, liquidos, y gases: estudiaremosprincipalmente 
la propagacion del sonido en el aire. Un sistema vibratorio (por ejemplo, la cuerda de una 
guitarra, nuestras cuerdas vocales, la membrana de un tambor) pone en movimiento alaire en 
su vecindad inmediata. Esa perturbacion se propaga por el aire liasta llegar a nuestros 
timpanos, donde un receptor y un amplificador asombrosamente delicados convierten esta 
perturbacion mecanica en una serial electrica que va hasta el cerebro. 

En este capitulo estudiaremos las propiedades de las ondas sonoras, su propagacion, y su 
produccion mediante sistemas vibratorios. 
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20-1 LA VELOCIDAD DEL SONIDO 


Si bien las ondas sonoras viajan normahnente en tres 
dimensiones, simplificaremos un poco nuestro analisis al 
considerar un sistema unidimensional. La figura 1 mues- 
tra un tubo equipado en un extremo con un embolo movil, 
el cual representa, por ejemplo, el cono movil de un alto- 
parlante. Suponemos que el tubo esta lleno de un me¬ 
dio compresible, como el aire, y que es muy largo, de 
modo que no precisamos considerar las reflexiones des¬ 
de el extremo lejano. Cuando el embolo se mueve hacia 
atras y hacia adelante, altemativamente comprime y en- 
rarece el medio. Estas compresiones y enrarecimientos 
pueden considerarse (respectivamente) incrementos y de- 
crementos de la densidad local con relacion a su valor 
promedio en el medio, o quiza como incrementos y decre- 
mentos en la presion local con relacion a su valor prome¬ 
dio. Estas dos descripciones nos transmiten la misma 
informacion pero tienen formas matematicas diferentes, 
como veremos en la seccion 20-2. 


Como resultado de las fuerzas mecanicas intemas del 
medio, las compresiones y enrarecimientos viajan a lo 



Figura 1 Ondas sonoras generadas dentro de un tubo por 
medio de un embolo movil que podria representar el cono 
movil de un altoparlante. Las lineas verticales dividen al 
medio compresible dentro del tubo en capas de igual masa. 
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largo del tubo. Como en todas las ondas mecanicas, la 
velocidad de propagacion depende de la razon entre una 
propiedad elastica del medio (la tension, en el caso de las 
ondas transversales de una cuerda) y una propiedad iner- 
cial del medio (la densidad de masa lineal, en el caso de 
la cuerda). En ondas longitudinales, la propiedad elastica 
describe como responde el medio a los cambios de presion 
con un cambio de volumen; esto es el modulo volumetri- 
co* presentado en la ecuacion 5 del capitulo 17: 


donde A p es el cambio de presion, y AV es el cambio 
del volumen V. El signo menos implica que un aumen- 
to de presion (A/? > 0) causa una disminucion de volumen 
(AK<0). 

La propiedad inercial del medio debe estar dada por su 
densidad p. Podemos llevar a cabo un analisis dimensio¬ 
nal para determinar como depende la velocidad de B y p 
usando el mismo procedimiento empleado en la seccion 
19-4, y el resultado es 

„ [B 

V — ~p ’ < 2 > 

donde una vez mas la constante sin dimensiones C no 
puede detenninarse a partir de este metodo de analisis. 
Para completar la derivacion nos remitimos, como hici- 
mos en la seccion 19-4, a un analisis mecanico basado en 
las leyes de Newton. 

Analisis mecanico 

La esencia de esta derivacion sigue muy de cerca la de la 
seccion 19-4. Consideremos, para simplificar, una sola 
pulsacion de compresion, como la que pudiera producirse 
por una sola carrera del embolo de la figura 1. 

Supongamos que la pulsacion de compresion viaja a 
traves del tubo de izquierda a derecha con velocidad v. 

* Un cambio de presion dado puede dar lugar a cambios dife- 
rentes en el volumen de un medio compresible, dependiendo de 
las circunstancias por las cuales cambie de presion. Por ejemplo, 
puesto que una compresion tiende a aumentar la temperatura 
del medio, podriamos dejar que escapase calor con el fin de que 
la temperatura permanezca constante. En tal caso, siendo un 
ejemplo los procesos fluidos estaticos estudiados en el capitulo 
17, observariamos un modulo volumetrico isotermico (tempe¬ 
ratura constante). Sin embargo, la capacidad de un gas para 
conducir calor (su conductividad termica : vease la seccion 
25-7) es demasiado pequena para que pueda fluir el calor entre 
las compresiones, mas calientes, y los enrarecimientos, mas 
frios, a frecuencias audibles. En este caso, necesitamos el mo¬ 
dulo volumetrico adiabatico (sin transference de calor). En 
gases tipicos, el modulo volumetrico adiabatico es de alrededor 
de 1.4 veces el modulo volumetrico isotermico. Los procesos 
isotermicos y adiabaticos se estudian con mayor detalle en el 
capitulo 25. 


Elemento de fluido 



compresion 


Figura 2 Una pulsacion (compresion) se envia a traves de 
un tubo largo. Se elige que el marco de referencia de esta 
figura sea el de la pulsacion, de modo que el fluido corre de 
derecha a izquierda. Una rebanada de fluido de ancho Ax se 
mueve hacia la zona de compresion con velocidad u. 


Para simplificar suponemos que la pulsacion tiene caras 
anterior y posterior bien definidas y que tiene una presion 
y una densidad uniformes en su interior. Cuando analiza- 
bamos el movimiento de una pulsacion transversal en una 
cuerda tensa en la seccion 19-4, hallamos conveniente 
elegir un marco de referencia en el que la pulsacion 
permaneciese estacionaria. Como lo indicamos en la figu¬ 
ra 2, aqui lo hacemos asi tambien. En esa figura, la 
pulsacion (llamada “zona de compresion”) permanece 
estacionaria en nuestro marco de referencia mientras que 
el fluido se mueve a traves de ella de derecha a izquierda 
con velocidad v. 

Sigamos el movimiento del elemento de fluido movil 
contenido entre las lineas verticales en la figura 2. Este 
elemento se mueve hacia la izquierda con velocidad v 
hasta que choca con la zona de compresion. El borde 
izquierdo del elemento de fluido entra a la zona de com¬ 
presion en el tiempo t, y el borde derecho entra en el 
tiempo t + At. El intervalo de tiempo At depende del ancho 
Ax del elemento de acuerdo con At = Ax/ v. 

Durante el intervalo At, en que el elemento entra a esta 
zona, existe una presion p + Ap en la cara anterior del 
elemento de fluido y una presion p en la cara posterior. 
Como resultado de la diferencia de presion Ap a traves del 
elemento de fluido, se comprime y se decelera. Dentro 
de la zona, el elemento se mueve con una velocidad mas 
baja u + Av, siendo la cantidad Av negativa. El elemento 
emerge finalmente de la cara izquierda de la zona, donde 
se expande hasta su volumen original y se acelera de 
nuevo a su velocidad original v como resultado del dife- 
rencial de presion Ap. 

Apliquemos las leyes de Newton al elemento de fluido 
durante el intervalo de tiempo At durante el cual entra en 
la zona. La fuerza resultante que actua durante este inter¬ 
valo es 

F = pA — (p 4- Ap)A = — Ap A, (3) 

donde A es el area de la seccion transversal del tubo. Aqui 
hemos considerado que la direccion positiva es la de la 
velocidad, es decir, hacia la izquierda en la figura 2. El 
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TABLA 1 LA VELOCIDAD DEL SONIDCY 


Medio 

Velocidad (m/s) 

Gases 

Aire (0° C) 

331 

Aire (20° C) 

343 

Helio 

965 

Hidrogeno 

1284 

Liquidos 

Agua (0° C) 

1402 

Agua (20° C) 

1482 

Agua de mar* 

1522 

Soli dos 

Aluminio 

6420 

Acero 

5941 

Granito 

6000 


f A 0° C y 1 atm de presion, a menos que se indique lo contrario. 
* A 20° C y 3.5% de salinidad. 


volumen original V del elemento es A Ax = A v At, y su 
masa es pvA At, donde p es la densidad sin perturbacion 
del fluido afuera de la zona de compresion. La aceleracion 
a es Av/At, y puesto que An es negativa, a es negativa. La 
segunda ley de Newton da entonces 

F — ma 

Av 

— Ap A = (pvA At) — , 
la cual podemos escribir como: 


-Ap 


(4) 


Durante el intervalo At, el borde anterior del elemento de 
fluido se mueve con velocidad v + A v, y por tanto se mue¬ 
ve una distancia (v + Av)At. En ese mismo tiempo, el 
borde posterior se mueve una distancia v At. El ancho del 
elemento de fluido cambia entonces en ese intervalo en 
una cantidad negativa Av At, y el volumen cambia en 
correspondencia en la cantidad A V= A Av At. De aqui que 


AV _ A Av At _ Av 
V Av At v 
y obtenemos, usando la ecuacion 1, 


pv 1 = 


~Ap 

AV/V 


= 5 . 


Entonces 

v= 'fB/p, 


(5) 

( 6 ) 


lo cual demuestra que la constante C de la ecuacion 2 tiene 
el valor 1. 

Si el medio en el que viaja la pulsacion es una barra 
delgada y solida en vez de un fluido, el modulo volu¬ 
metrico B de la ecuacion 6 debe ser reemplazado por 
el modulo de Young (vease la seccion 14-5). Si el solido 
es extenso, debemos tener en cuenta el hecho de que 


un solido ofrece una resistencia elastica a las fuerzas 
tangenciales o cortantes, y la velocidad de las ondas 
longitudinales depende del modulo cortante al igual que 
del modulo volumetrico. (Tanto las ondas longitudina¬ 
les como las transversales pueden propagarse en un soli¬ 
do extenso. Aqui consideraremos unicamente las ondas 
longitudinales.) La tabla 1 ofrece algunos valores re¬ 
presentatives de la velocidad del sonido en diversos 
medios. 


20-2 ONDAS VIAJERAS 

LONGITUDINALES _ 

Consideremos un tren continuo de compresiones y enra¬ 
recimientos que viajan a lo largo de un tubo lleno de 
fluido, como en la figura 3. Si nos colocamos en alguna 
posicion fija a lo largo del tubo, existen dos formas de 
observar esta onda viajera. (1) Podemos enfocar nuestra 
atencion al desplazamiento oscilatorio hacia atras y hacia 
adelante de un elemento de fluido en nuestra posicion al 
pasar la onda a traves de ella. (2) Por otra parte, podemos 
centramos en las variaciones periodicas de presion que 
ocurren en nuestro punto de observacion. En esta seccion 
exploraremos la conexion entre estas descripciones de una 
onda sonora como una onda de desplazamiento y una onda 
de presion. 

Al avanzar la onda a lo largo del tubo, cada pequeho 
elemento de volumen del fluido oscila respecto a su 
posicion de equilibrio. El desplazamiento es hacia la 
derecha o hacia la izquierda a lo largo de la direccion de 
propagacion de la onda, la cual hemos considerado en 
direccion x positiva. Representamos al desplazamiento 
del elemento de volumen a partir de su posicion de equi¬ 
librio en x (nuestro lugar de observacion) por 5(x, t ). Esta 
funcion es analoga al desplazamiento transversal y(jc, t) 
estudiado en el capitulo 19, con una excepcion importan- 
te: el desplazamiento s es a lo largo de la direccion de 
propagacion en una onda longitudinal, mientras que en 
una onda transversal el desplazamiento y es en angulo 
recto con la direccion de la propagacion. En el caso de 
una onda sinusoidal, podemos escribir, por lo tanto, la 
ecuacion del desplazamiento longitudinal como: 

5(x, t) - s m cos ( kx — cot), (7) 

donde hemos supuesto que la onda viaja en direccion 
positiva x. Tambien hemos hecho una eleccion particular 
de la constante de fase para la onda de desplazamiento, lo 
cual nos permite expresarla en terminos de funcion cose- 
no. La amplitud s m es bastante pequena en las ondas 
sonoras: vease el problema muestra 1. 

Por lo general, es mas recomendable tratar con varia¬ 
ciones de presion en una onda sonora que con los despla- 
zamientos reales de las particulas. Escribamos por lo tanto 
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Figura 3 (a) Instantanea, tomada en t = 0, de una onda sonora sinusoidal que se mueve con 
velocidad v a traves de un tubo largo lleno de fluido. (b) Vista ampliada de una region cercana a la 
posicion x. Un elemento de fluido oscila respecto a su posicion de equilibrio al pasar la onda a 
traves de el. En el momento que se ilustra, el piano central del elemento se halla desplazado una 
distancia s de su posicion de equilibrio. 


la ecuacion de la onda en terminos de la variacion de pre¬ 
sion en lugar de hacerlo en terminos del desplazamiento. 
De la ecuacion 1, podemos escribir 



Igual que hicimos que s representara el desplazamiento a 
partir de la posicion de equilibrio, hagamos ahora que A p 
represente el cambio desde la presion p 0 no perturba- 
da. Buscamos una expresion del cambio de presion A p en 
funcion de la posicion x y del tiempo t, es decir, A p (x, t ). 
La presion real en cualquier punto sera entonces p 0 + A p(x, t), 
que podria ser mayor o menor que p 0 dependiendo de 
si A p es positiva o negativa en ese punto y en ese mo¬ 
mento. 

Una capa de fluido a presion p 0 con un espesor Ax y un 
area A en su seccion transversal tiene un volumen V = A 
Ax. Cuando la presion cambia, el volumen cambia en 
A As, donde As es la cantidad en que cambia el espesor 
de la capa durante la compresion o el enrarecimiento. De 
aqui que 


_ AV A As 

A P = -B — = -B—— 
V A Ax 


de la particula es sinusoidal, entonces, segun la ecuacion 
7, obtenemos 

^ = -ks m sen (Lx - cot), 
y de la ecuacion 8 

A p(x, t) = Bks m sen ( kx — cot). (9) 

De aqui que la variacion de la presion en cada posicion x 
sea tambien sinusoidal. _ 

A causa de que v = 7 B/p, podemos escribir la ecuacion 
9 mas convenientemente como: 

A p(x, t) = [kpv*s m ] sen (kx — cot). (10) 

Recordemos que A p representa el cambio a partir de 
la presion p 0 no perturbada. El termino entre corchetes 
representa el cambio maximo de la presion y se denomina 
amplitud de la presion. Si denotamos a esta por A p m , 
entonces 

A p(x, t) = A p m sen (kx — cot), (11) 

donde 

Ap m = kpv 2 s m . (12) 


Cuando hacemos que Ax -> 0 de modo que la capa de 
fluido se contraiga hasta un espesor infinitesimal, obtene¬ 
mos 

< 8 > 

Hemos empleado una notacion de derivada parcial porque 
s es una funcion tanto de x como de t. Si el desplazamiento 


De aqui que una onda sonora pueda considerarse bien 
como una onda de desplazamiento o bien como una onda 
de presion. Si la primera se escribe como una funcion 
coseno, la otra sera una funcion seno. La onda de despla¬ 
zamiento esta entonces a 90° fuera de fase con la onda de 
presion. Es decir, cuando el desplazamiento a partir del 
equilibrio en un punto sea un maximo o un minimo, la 
presion en exceso ahi sera de cero; cuando el desplaza- 
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miento en un punto sea cero, el exceso o deficiencia de 
presion sera ahi un maximo. La ecuacion 12 da la relacion 
entre la amplitud de la presion (variacion maxima de la 
presion a partir del equilibrio) y la amplitud del desplaza¬ 
miento (variacion maxima de la posicion a partir del 
equilibrio). Conviene que usted compruebe la consisten¬ 
cy de las dimensiones de cada lado de la ecuacion 12. 

Si bien hemos descrito a una onda sonora en terminos 
ya sea de una onda de presion o de una onda de desplaza¬ 
miento, las dos descripciones no son equivalentes, por lo 
general. Podemos escoger facilmente entre cualquiera de 
las dos descripciones solo cuando una sola onda longitu¬ 
dinal se propaga en una sola direccion. Cuando conside- 
ramos la reflexion de una onda sonora en el extremo de 
un tubo, o cuando superponemos dos ondas sonoras que 
interfieren en un punto, el uso de la descripcion de la onda 
de desplazamiento puede conducir a errores serios.* Por 
ejemplo, consideremos dos ondas sonoras que parten de 
fuentes diferentes (quiza, dos altoparlantes) y que viajan 
en direcciones diferentes e interfiere en un punto, de modo 
que una onda da un cambio de presion A p y la otra -A p. 
Mediante la descripcion basada en la presion, esperamos 
una interferencia completamente destructiva en ese punto, 
porque las presiones se suman como escalares. Sin em¬ 
bargo, la suma de los desplazamientos (que tienen lugar 
en las direcciones de viaje de las dos ondas) no da cero, 
porque son vectores en direcciones diferentes. Suele ser 
preferible describir a una onda sonora como una onda de 
presion para evitar tales dificultades. Ademas, como ve- 
remos en la seccion siguiente, es el cambio de la presion, 
y no el cambio del desplazamiento, lo que se detecta por 
el oido y por el microfono. 

Por ultimo, observemos que en esta seccion hemos 
tratado al fluido como un medio continuo. Sin embargo, 
en un gas los espacios entre las moleculas son grandes (en 
comparacion con el tamano de las moleculas), y las mo¬ 
leculas se mueven con un movimiento termico al azar. Las 
oscilaciones producidas por una onda sonora se superpo- 
nen a estos movimientos termicos al azar. El impulso dado 
a una molecula se transmite a otra molecula luego de que 
la primera se mueve en el espacio vacio entre ellas y choca 
con la segunda. Existe entonces una conexion intima entre 
la velocidad molecular promedio en un fluido y la veloci¬ 
dad del sonido en ese fluido. En particular, al aumentar la 
temperatura, la velocidad molecular promedio y la velo¬ 
cidad del sonido en un gas crecen exactamente de la 
misma manera. 

Problema muestra 1 La variacion maxima de presion A p m 
que puede tolerar el oido humano en sonidos fuertes es de 


* Para un estudio cuidadoso de este punto, vease “Pressure and 
Displacement in Sound Waves”, por C. T. Tindle, American 
Journal of Physics, septiembre de 1984, pag. 749. 


alrededor de 28 Pa a 1000 Hz. El sonido mas debil que puede 
captar el oido a 1000 Hz tiene una amplitud de presion de 
alrededor de 2.8 x 10" 5 Pa. Halle las amplitudes de desplaza¬ 
miento correspondientes. 


Solucion Partiendo de la tabla 1, v = 343 m/s en el aire a la 
temperatura ambiente, de modo que 


2n _ 2nv _2nX 10 3 Hz 
A v 343 m/s 


18.3 rad/m. 


La densidad del aire en estas condiciones es de 1.21 kg/m 3 . 
De aqui que, para A p m = 28 Pa, obtengamos, usando la ecua¬ 
cion 12, 


_ AAn _ 28 Pa _ 

m kpv 1 (18.3 rad/m)(1.21 kg/m 3 )(343 m/s) 2 

= 1.1 X 10 -5 m. 


Las amplitudes del desplazamiento para los sonidos mas fuertes 
son de alrededor de 10' 5 m, realmente un valor muy pequeno. 
Para los sonidos mas debiles, obtenemos de manera similar 


_ 2.8 X IQ- 5 Pa _ 

(18.3 rad/m) (1.21 kg/m 3 ) (343 m/s) : 


= 1.1 X KT" m. 


Esto es de alrededor de un decimo del radio de un atomo tipico 
y sugiere cuan sensible debe ser e! oido para detectar vibracio- 
nes de una amplitud tan pequena. 


20-3 POTENCIA E INTENSIDAD 

DE LAS ONDAS SONORAS _ 

Seguiremos los metodos del capitulo 19 para calcular la 
potencia liberada por una onda sonora, siendo ahora la 
principal diferencia que la velocidad u de la particula es 
a lo largo de la direccion de la onda. Al viajar la onda de 
presion, cada elemento de fluido ejerce una fuerza sobre 
el elemento que esta adelante de el; la magnitud de la 
fuerza neta es F = A Ap, donde A es el area de la seccion 
transversal del elemento de fluido. Usando la ecuacion 11 
para A p, hallamos que la fuerza es 

F = A Ap m sen (kx — cot). (13) 

La velocidad de la delgada rebanada de fluido, como se 
indica en la figura 3, es 

ds 

u = — = -cos m [-sen (kx - cot)]. (14) 

at 

La potencia abastecida al elemento de fluido es 

P = uF = Aco Ap m s m sen 2 (kx — cot). (15) 
Usando la ecuacion 12, podemos escribir esto como: 

P = A( A Pm) 2 sen 2 ( kx-cot). (16) 

pv 

Como lo hicimos en el capitulo 19 para el caso de una 
onda transversal que viaja a lo largo de la cuerda, prome- 
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diamos la potencia dentro de un ciclo; puesto que el valor 
promedio de sen 2 6 es i, la potencia promedio es 


- A(Ap m ) 2 
2pv 


(17) 


Como en el caso de la onda transversal, la potencia 
depende del cuadrado de la amplitud, en este caso la 
amplitud de presion. Observese tambien que la frecuencia 
no aparece exph'citamente en la ecuacion 17 (aunque 
apareceria si, en cambio, expresaramos la potencia pro¬ 
medio en terminos de la amplitud del desplazamiento). De 
aqui que, midiendo las amplitudes de presion, podamos 
comparar directamente las intensidades de los sonidos que 
tienen frecuencias diferentes. Por esta razon, los instru- 
mentos que miden los cambios de presion son preferibles 
a los que miden los desplazamientos; ademas, como lo 
aprendimos en el problema muestra 1, los desplazamien¬ 
tos de los sonidos audibles mas debiles son muy pequenos 
y seria dificil medirlos directamente. 

Cuando comparamos sonidos diferentes, es mas util 
usar la intensidad (la potencia promedio por unidad de 
area) de la onda. Partiendo de la ecuacion 17, podemos 
obtener de inmediato la intensidad I: 


/= 7 (18) 

A 2 pv 

Puesto que el oido es tan sensible (es capaz de responder 
a intensidades dentro de un intervalo de 12 ordenes de 
magnitud), introducimos una escala logaritmica de inten¬ 
sidades llamada nivel de sonido SL (de sound level) 

SL= 10 logy. (19) 

El SL se define respecto a una intensidad de referencia / 0 , 
la cual se escoge igual a 10 12 W/m 2 (valor ti'pico del 
umbra] de la audicion humana). Los niveles de sonido 
definidos de esta manera se miden en unidades de decibel 
(dB). Un sonido de intensidad I 0 tiene un nivel de sonido 
de 0 dB, mientras que el sonido en la parte superior del 
espectro de audicion humana, llamada umbral del dolor, 
tiene una intensidad de 1 W/m 2 y un SL de 120 dB. Cada 
aumento de la intensidad I multiplicada por un factor de 
10 corresponde a ahadir 10 dB al SL. 

Podemos usar tambien el dB como una medida relativa 
para comparar diferentes sonidos entre si, en lugar de usar 
la intensidad de referencia. Supongamos que deseamos 
comparar dos sonidos de intensidades /, e I 2 \ 



Figura 4 Banda promedio de los niveles de sonido de la 
audicion humana. Observe la dependencia de los niveles de 
umbral de la frecuencia. Un sonido que apenas podamos oir a 
100 Hz debe tener 1000 veces la potencia acustica (un nivel 
de sonido de 30 dB mayor) que uno que apenas podamos oir 
a 1000 Hz, porque nuestro oido es mucho menos sensible a 
100 Hz. 


La sensibilidad del oido humano varia con la frecuen¬ 
cia. El umbral de 10~ 12 W/m 2 se aplica unicamente en las 
frecuencias intermedias de alrededor de 1000 Hz. A fre¬ 
cuencias mas elevadas, digamos 10,000 Hz, el umbral se 
eleva a alrededor de 10 dB (10“ W/m 2 ), mientras que a 
una frecuencia mas baja de 100 Hz el umbral esta en unos 
30 dB (10 -9 W/m 2 ). Se necesitan 1000 veces la intensidad 
del sonido a 100 Hz para producir la misma respuesta 
fisiologica que una intensidad de sonido dada a 1000 Hz. 
La figura 4 muestra la variacion con la frecuencia de los 
umbrales de la audicion y del dolor, y la tabla 2 muestra 
algunos niveles de sonido representatives y sus intensida¬ 
des correspondientes. 


Problema muestra 2 Se emiten ondas de sonido esfericas 
uniformemente en todas direcciones a partir de una fuente 
puntual, siendo de 25 W la potencia irradiada P. ^Cuales son la 
intensidad y el nivel de sonido de la onda de sonido a una 
distancia r = 2.5 m desde la fuente? 

Solucion Toda la potencia irradiada P debe pasar a traves de 
una esfera de radio r centrada en la fuente. Entonces 


SL { — SL 2 — 10 log — 10 log y 
*o ?o 


= 10 log 


( 20 ) 


47rr 2 " 

Vemos que la intensidad del sonido disminuye con el inverso 
del cuadrado de la distancia desde la fuente. Numericamente, 
tenemos que 


Por ejemplo, dos sonidos, cuya razon de intensidades sea 
2, difieren en SL en 10 log 2 = 3 dB. 


25 W 

(47r)(2.5 m) 2 


= 0.32 W/m 2 


TABLA 2 ALGUNAS INTENSIDADES Y NIVELES DE SONIDO 


Sonido 

Intensidad 

(W/m 2 ) 

Intensidad 

relativa 

(Ifto) 

Nivel de 
sonido 
(dB) 

Umbral de la audicion 

1 

X 

10- 12 

10 ° 

0 

El murmullo de las hojas 

1 

X 

10 -“ 

10 ' 

10 

Un murmullo (a 1 m) 

I 

X 

10 -1° 

10 2 

20 

Calle de la ciudad, sin transito 

I 

X 

10 -’ 

10 3 

30 

Oficina, aula 

1 

X 

10- 7 

10 5 

50 

Conversacion normal (a 1 m) 

I 

X 

10’ 6 

10 6 

60 

Martillo perforador (a 1 m) 

1 

X 

10 3 

10 9 

90 

Grupo de rock 

1 

X 

10 -' 

10 " 

110 

Umbral del dolor 



1 

10 12 

120 

Motor de propulsion a chorro (a 50 m) 



10 

10 13 

130 

El cohete Satumo (a 50 m) 

1 

X 

10 s 

10 20 

200 


i 


y 


SL= 10 log- 
lo 


= 10 log 


0,32 W/m 2 
10“ 12 W/m 2 


115 dB. 


Una comparacion de este resultado con la tabla 2 sugiere el 
planteamiento de dudas acerca de la cordura de comprar ampli- 
ficadores de 100 W para uso en el hogar._ 


20-4 ONDAS LONGITUDINALES 
ESTACIONARIAS 


Consideraremos ahora lo que sucede cuando una onda 
sonora como la mostrada en la figura 1 llega al extremo 
del tubo. En analogia con la onda transversal de la cuerda 
(vease la figura 22 del capitulo 19), ocurre una reflexion, 
y la onda reflejada viaja de regreso por el tubo en direccion 
opuesta. El comportamiento de la onda en el extremo 
reflejante depende de si el extremo del tubo esta abierto o 
cerrado. 

Consideremos primero un tubo cerrado por un extremo. 
Al viajar la onda por el tubo y llegar al extremo, puede 
comprimir a las capas de aire en el extremo cerrado contra 
la barrera fija. En ese extremo, la presion puede por lo 
tanto variar con su amplitud maxima, y el extremo cerrado 
es un antlnodo de presion. En un extremo cerrado una 
onda de presion se refleja de manera similar en que se 
refleja una onda de desplazamiento transversal en el ex¬ 
tremo libre de una cuerda (Fig. 22 b del capitulo 19). Si, 
por ejemplo, una compresion incide sobre el extremo 
cerrado, se refleja de regreso a lo largo del tubo como una 
compresion. En analogia con nuestra discusion de las 
ondas transversales en las cuerdas, decimos que una onda 
de presion longitudinal se refleja desde un extremo cerra¬ 
do sin cambiar de fase. El mismo efecto ocurre en el 
caso de una onda longitudinal que viaje en una cuerda, 


como puede ser en un juguete Slinky, y se refleje a partir 
del extremo fijo: una compresion se refleja como una 
compresion. 

Consideremos ahora lo que sucede si el extremo del 
tubo esta abierto. La presion en el extremo abierto del tubo 
es la misma que la presion del ambiente p 0 en el salon que 
lo rodea. No podemos cambiar la presion en ese extremo 
del tubo a menos que cambiemos la presion en todo el 
salon. La presion en el extremo abierto permanece por lo 
tanto en el valor p 0 , y el extremo abierto es un nodo de 
presion. La comparacion con la figura 22 del capitulo 19 
muestra que este caso es analogo a la onda de desplaza¬ 
miento transversal que se refleja en el extremo fijo de la 
cuerda. El intento de la onda incidente sobre el extremo 
abierto de comprimir el aire en ese extremo causa un 
enrarecimiento, el cual viaja de regreso por el tubo en 
direccion opuesta. Asi, una onda de presion longitudinal 
se refleja en el extremo abierto con un cambio defase de 
180°. Una vez mas puede observarse el mismo efecto en 
un resorte enrollado: una compresion se refleja como un 
enrarecimiento. 

Supongamos ahora que tenemos un tren de ondas sinu- 
soidales que viaja por el tubo. Las ondas se reflejan en el 
extremo, el cual se comportara ya sea como un nodo de 
presion (si el extremo esta abierto) o bien como un anti- 
nodo de presion (si el extremo esta cerrado). Supongamos 
que la fuente del tren de ondas sea un altoparlante en el 
extremo opuesto. El movimiento de la bocina envia una 
onda de compresion por el tubo, y la superposicion de las 
ondas original y reflejada produce un patron de ondas 
estacionarias, precisamente como en el caso de las on¬ 
das transversales en la cuerda. Dentro del tubo habra un 
patron de nodos y antinodos de presion (que no son 
puntos, como en el caso de las ondas transversales en una 
cuerda, sino pianos). 

Si se elige que la frecuencia (o la longitud de onda) de 
la fuente de ondas tenga un valor particular que dependa 
de la longitud del tubo, entonces se establece un patron de 
ondas estacionarias a lo largo de todo el tubo, en analogia 
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Figura 5 (a) Ondas de presion de los primeros cuatro 
modos resonantes de un tubo impulsado por una bocina y 
abierto en el otro extremo. Existe un nodo N de presion en 
cada extremo, y los antinodos A se ubican entre los nodos. 
Las curvas sugieren la variacion sinusoidal de presion dentro 
del tubo. ( b ) Ondas de presion de los primeros cuatro modos 
resonantes de un tubo que esta cerrado en un extremo. El 
extremo cerrado es un antinodo de presion. Observense las 
diferencias en los patrones vibratorios y en las longitudes de 
onda entre los tubos abierto y cerrado. 


con el caso de los patrones de una onda estacionaria 
mostrados en la figura 23 del capitulo 19. Si existe un 
nodo de presion en el extremo de la bocina, entonces se 
regresa poca energia a la bocina a partir del patron de onda 
estacionaria dentro del tubo, y tenemos una condicion de 
resonancia. La frecuencia impulsora debe ser igual a una 
de las frecuencias naturales del sistema, las cuales estan 
determinadas por la longitud del tubo. 

La figura 5a muestra un tubo impulsado por una bocina 
en un extremo y abierto en el otro extremo. Como vimos 
previamente, el extremo de la bocina es un nodo de 
presion en resonancia y el extremo abierto es igualmen- 
te un nodo de presion. En la figura 5a se muestran las va- 
riaciones de la amplitud de presion resultantes de las 
ondas estacionarias.* Estos patrones se parecen mucho a 


* Con un tubo de llama Rubens puede obtenerse una bella 
demostracion de las ubicaciones de los nodos y antinodos de 
presion. Vease “Rubens Flame-tube Demonstration”, por Geor¬ 
ge W. Ficken y Francis C. Stephenson, The Physics Teacher, 
mayo de 1979, pag. 306. 


los de la figura 23 del capitulo 19. En el primer modo de 
oscilacion, la longitud L del tubo es igual a A/2, donde A 
es la longitud de onda de la onda producida por la bocina 
en esta condicion de resonancia en particular. La longitud 
de onda es por lo tanto 2 L, y la frecuencia correspondiente 
es v = u/A = d/2 L. Las otras resonancias que se muestran 
en la figura 5a tienen longitudes de onda mas pequenas 
en forma sucesiva, lo cual puede escribirse en general 
como: 

K- —, n= 1,2,3, .... (21) 

n 

Las frecuencias de resonancia correspondientes, determi¬ 
nadas al usar la expresion v = d/A con las longitudes de 
onda de arriba, son 

v n = n~, n= 1,2,3, ... (tubo abierto). (22) 

Aqui d representa la velocidad de la onda en el medio que 
llena el tubo, usualmente aire. 

La figura 5b muestra el caso en que el tubo esta cerrado 
en un extremo y abierto en el otro. En este caso, el extremo 
cerrado debe ser un antinodo de presion. En el primer 
modo resonante, la longitud L del tubo es ±A, y asi la fuente 
debe estar produciendo una onda cuya longitud de onda 
es 4L. En el modo siguiente, la longitud de onda cambia 
de modo que ahora L es |A, y entonces A = -L. Al continuar 
la serie, vemos que en este caso la expresion general para 
las longitudes de onda de los modos resonantes es 

A„ = ^, n= 1,3,5, .... (23) 

Notese que solo aparecen los valores impares del entero 
n en este caso. Las frecuencias resonantes correspondien¬ 
tes son 

v n = «-y, n— 1,3,5, ... (tubo cerrado). (24) 

Como lo estudiaremos en la seccion siguiente, las frecuen¬ 
cias resonantes dadas por las ecuaciones 22 6 24 determi- 
nan las notas musicales tocadas por los instrumentos de 
aliento. 

La ubicacion real del nodo de presion en un extremo 
abierto no esta exactamente en el extremo del tubo. La 
onda se extiende ligeramente en el medio mas alia del 
tubo, asi que la verdadera longitud del tubo es un poco 
mayor y las frecuencias resonantes son un poco menores. 
En tubos angostos de forma cilindrica, la correccion de la 
longitud es aproximadamente igual a 0.6 R, donde R es 
el radio del tubo. En un tubo abierto en ambos extremos, 
la correccion de la longitud debe aplicarse en cada extre¬ 
mo. En un tubo de 0.6 m de longitud y 1 cm de radio 
(valores tipicos para los instrumentos de aliento mas 
pequenos, como el clarinete o la flauta), la frecuencia 
mas baja sin la correccion del extremo seria de 286 Hz si 
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Figura 6 Problema muestra 3. Aparato para medir la 
velocidad del sonido en el aire. El nivel del agua puede 
ajustarse elevando o bajando el recipiente de la izquierda, el 
cual esta conectado al tubo por medio de una manguera. A la 
derecha se muestran las formas de la onda de presion de los 
primeros tres modos resonantes para una longitud de onda 
determinada. 


el tubo fuese abierto y de 143 Hz si el tubo fuese cerrado. 
Con la correccion del extremo, los valores correspondien¬ 
tes serian de 280 Hz y 142 Hz. Las correcciones son 
pequenas, y sin embargo muy importantes. 


Problema muestra 3 La figura 6 muestra un aparato que 
puede emplearse para medir la velocidad del sonido elr el aire 
usando la condicion de resonancia. Encima de un tubo cilindrico 
parcialmente lleno de agua se sostiene una pequena bocina. Al 
ajustar el nivel de agua, la longitud de la columna de aire puede 
cambiarse hasta que el tubo este en resonancia, en cuyo punto 
puede oirse un incremento en la intensidad del sonido. En un 
experimento, la bocina se impulsa a una frecuencia fija de 
1080 Hz, y se observan tres resonancias cuando el nivel de agua 
esta a las distancias x, = 6.5 cm, x 2 = 22.2 cm, y x 3 = 37.7 cm 
por debajo de la parte superior del tubo. Halle el valor de la 
velocidad del sonido a partir de estos datos. 

Solucion La columna de aire actua como un tubo de longitud 
variable cerrado en un extremo. El patron de ondas estacionarias 
muestra un nodo de presion cerca de la bocina y un antinodo de 
presion en la superficie del agua. Puesto que no conocemos la 
correccion del extremo, no podemos usar directamente los datos 
dados para hallar la velocidad del sonido a partir de la ecuacion 
24. Sin embargo, observamos por las condiciones de resonancia 
mostradas en la figura 5b que la distancia entre nodos de presion 
adyacentes es de ±A; lo mismo sucede para la distancia entre 
antinodos adyacentes. A partir de los datos dados, concluimos 
por lo tanto, partiendo de las primeras dos resonancias, que 


jA = x 2 — x, = 22.2 cm — 6.5 cm = 15.7 cm, 

y sitnilarmente, partiendo de la segunda y tercera resonancias, 

jA = x 3 — x 2 = 37.7 cm — 22.2 cm = 15.5 cm. 

El promedio de estos dos valores, que tomamos como nuestro 
mejor valor de esta medicion, es de 15.6 cm, correspondiente a 
una longitud de onda de 2(15.6 cm) = 31.2 cm = 0.312 m. Por 
lo tanto, deducimos que la velocidad del sonido es de 

v = Av = (0.312 m)(1080 Hz) = 337 m/s. 

Aparte de la correccion del extremo, £que factores ft'sicos de 
este experimento (incluyendo las propiedades del aire) podrian 
influir en el valor medido? 


20-5 SISTEMAS VIBRATORIOS 

Y FUENTES DE SONIDO* _ 

Un sistema vibratorio transmite una onda a traves del aire 
hasta los oidos del oyente. Este es el principio basico de 
la produccion de sonido por medio de la voz o de un 
instrumento musical. Ya hemos estudiado la propagacion 
de la onda sonora; aqui estudiaremos ahora el sistema 
vibratorio que la produce para entender la naturaleza del 
sonido. 

Como vimos en la seccion 19-10 en el caso de la cuerda 
vibratoria y en la seccion anterior en el caso de una 
columna de aire, un sistema distribuido tiene un numero 
grande (quizas infinito) de frecuencias vibratorias natura¬ 
les o de resonancia. Estas son las frecuencias a las cuales 
puede vibrar. La frecuencia que se halla en la vibracion 
depende de como se pone el sistema en vibracion. 

Supongamos que el sistema es capaz de vibrar en un 
numero de frecuencias v ( , v 2 , v 3 ,... . Escribimos estas en 
orden ascendente, de modo que v, < v 2 < v 3 < •••.La 
frecuencia mas baja v„ se llama la frecuencia fundamen¬ 
tal, y el modo de oscilacion correspondiente se llama 
modo fundamental. Las frecuencias mas elevadas se lla- 
man sobretonos, siendo v 2 el primer sobretono superior, 
v 3 el segundo sobretono, y asi sucesivamente. 

En ciertos sistemas, los sobretonos son todos los mul¬ 
tiples enteros de la frecuencia fundamental: 

v„ = nv u (25) 

donde n es un entero. En tal caso, los sobretonos se llaman 
simplemente armonicos. El primer miembro de una se- 
cuencia armonica es el fundamental, el segundo armonico 
es el primer sobretono, y asi sucesivamente. 


* Para una lista de references sobre la fisica de los instrumentos 
musicales y temas relacionados, vease “Resource Letter MA-2: 
Musical Acoustics”, por Thomas D. Rossing, American Jour¬ 
nal of Physics, julio de 1987, pag. 589. 
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^Por que producen algunos sistemas sonidos agradables 
mientras que otros producen sonidos desagradables o 
discordantes? Cuando se oyen varias frecuencias simulta- 
neamente, resulta una sensacion agradable si las frecuen¬ 
cias estan en razon de numeros pequenos y enteros tales 
como 3:265:4. Si un sistema produce sobretonos que sean 
armonicos, sus vibraciones incluiran frecuencias que tie- 
nen estas razones, y produciran un sonido agradable. Si 
los sobretonos no son armonicos, es probable que el 
sonido resulte discordante. Muchos de los esfuerzos en 
el diseno de instrumentos musicales estan dedicados a la 
production de secuencias armonicas de sobretonos. Algu¬ 
nos instrumentos, como en el caso de los basados en 
cuerdas vibratoria, producen sobretonos que son automa- 
ticamente armonicos cuando las vibraciones tienen una 
amplitud pequena. En otros casos, la forma del instrumen- 
to debe disenarse cuidadosamente para hacerlo armonico; 
una campana es un ejemplo de tal instrumento. Los armo¬ 
nicos que produce un instrumento le dan su riqueza y 
diversidad de tono, y son determinantes de la belleza del 
sonido del instrumento. Si los instrumentos produjesen 
unicamente sonidos fundamentales, todos sonarian exac- 
tamente igual. 

Podemos clasificar a los instrumentos musicales en tres 
categorias: los basados en cuerdas vibratorias, los basados 
en columnas de aire vibratorias, y los sistemas mas com- 
plejos que incluyen platillos, barras, y membranas vibra¬ 
torias. 


Cuerdas vibratorias 

Estos instrumentos incluyen las cuerdas frotadas (por 
ejemplo, los violines), las cuerdas punteadas (la guitarra, 
el clavicordio), y las cuerdas percutidas (el piano). 

Si una cuerda fija en ambos extremos es frotada, pun- 
teada, o percutida, a lo largo de la cuerda viajan vibracio¬ 
nes transversales; estas perturbaciones se reflejan en los 
extremos fijos, y se forma un patron de onda estacionaria. 
Los modos naturales de vibracion de la cuerda son exci- 
tados, y estas vibraciones dan origen a ondas longitudina¬ 
ls en el aire del entorno, el cual los transmite a nuestros 
oidos en forma de sonido musical. 

Hemos visto (section 19-10) que una cuerda de longi- 
tud L, fija en ambos extremos, puede resonar a frecuencias 
dadas por 

v„ = n^r, n= 1,2,3, .... (26) 

Aqui v es la velocidad en la cuerda de las ondas que viajan 
transversalmente de cuya superposicion puede pe nsarse 
que da origen a las vibraciones; la velocidad :> (= V F/ju) 
es la misma para todas las frecuencias. (Observese que v 
no es la velocidad del sonido en el aire; aunque la ecuacion 
26 se vea exactamente igual a la ecuacion 22 , v representa 
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Figura 7 Los primeros cuatro modos resonantes de una 
cuerda vibratoria fija en ambos extremos. Los nodos y los 
antinodos de desplazamiento se denotan por N y A, 
respectivamente. 



cantidades diferentes en las dos ecuaciones.) A cualquiera 
de estas frecuencias la cuerda contiene un numero entero 
n de rizos entre sus extremos; tiene nodos en cada extremo 
y n - 1 nodos adicionales igualmente espaciados a lo largo 
de su longitud (Fig. 7). 

Si la cuerda es inicialmente deformada de modo que su 
forma sea la misma que cualquiera de la de los armonicos 
posibles, vibrara unicamente a la frecuencia de ese armo¬ 
nico en particular. Sin embargo, las condiciones iniciales 
suelen surgir de percutir o de frotar la cuerda y en tales 
casos, no solamente el fundamental sino muchos sobreto¬ 
nos estan presentes en la vibracion resultante. Tenemos 
una superposicion de varios modos naturales de oscila- 
cion. El desplazamiento real es la suma de los varios 
armonicos con amplitudes diversas. Los impulsos que se 
envian a traves del aire hasta el oido y el cerebro dan lugar 
a un efecto neto, el cual es caracteristico del instrumento 
de cuerda en particular. La calidad del sonido de determi- 
nada nota (frecuencia fundamental) tocada por un instru¬ 
mento se define por el numero de sobretonos presentes y 
sus respectivas intensidades. La figura 8 muestra los es- 
pectros del sonido y las formas de onda correspondientes 
al violin y al piano. 


Columnas de aire vibratorias 

Un tubo de organo es un ejemplo sencillo de sonido que 
se origina en una columna de aire vibratoria. Si ambos 
extremos de un tubo estan abiertos y se dirige una corrien- 
te de aire contra un borde en un extremo, se forman ondas 
longitudinales en el tubo. La columna de aire resuena 
entonces a sus frecuencias de vibracion naturales, dadas 
por la ecuacion 22. Como en el caso de la cuerda frotada, 
el sonido fundamental y los sobretonos (que son armoni- 
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Figura 8 Formas de onda y espectros de sonido de dos 
instrumentos de cuerda, (fl) violin, y (b) piano; cadauno de 
ellos toca una nota de frecuencia fundamental v, - 440 Hz (la 
nota La de la escala musical). El espectro del sonido abajo de 
cada forma de onda muestra los armonicos que estan 
presentes en el tono complejo y sus correspondientes 


_t:*.., 


cos) se producen al mismo tiempo. Si un extremo del tubo 
se cierra, la frecuencia fundamental se reduce en unme- 
dio, con relation a su valor para un tubo abierto de la 
misma longitud, y unicamente estaran presentes los armo¬ 
nicos impares, los cuales cambian la calidad del sonido. 
Es decir, un tubo abierto produce el mismo tono funda¬ 
mental que un tubo cerrado de la mitad de longitud, pero 
a causa de que la mezcla de los armonicos es diferente en 
los dos tubos, la calidad de los tonos difiere. 

Los instrumentos de lengiieta, como el clarinete, pro¬ 
ducen tonos de modo distinto. El aire se sopla a traves de 
una abertura angosta, uno de cuyos lados esta cubierto 
por una lengiieta que tiene propiedades elasticas. Segun 
la ecuacion de Bernoulli el aire, al pasar a alta velocidad 
a traves de una abertura angosta, forma una region local 
de baja presion dentro de la embocadura. La presion 
exterior supera a la presion interior, lo cual fuerza a la 
lengiieta hacia adentro de modo que cubre la abertura. Tan 
pronto como se cubre la abertura, se interrumpe el flujo 
de aire, se elimina la region de baja presion dinamica, y 
la lengiieta se abre subitamente permitiendo que el flujo 
de aire comience de nuevo. Este abrir y cerrar repetido del 
conducto de aire causa variaciones de presion maximas 
en la embocadura del instrumento, el cual se comporta por 
lo tanto como un antinodo de presion. En un clarinete, e 
otro extremo del instrumento esta abierto, y por lo tanto 
las resonancias del instrumento son aquellas dadas por la 
ecuacion 24 para un tubo cerrado en un extremo y abierto 
en el otro. Ciertos instrumentos de aliento, como la flauta, 
usan un metodo similar al tubo de organo para producir el 




Figura 9 Formas de onda de algunos instrumentos de 
aliento: ( a ) flauta, (b) clarinete, y (c) trompeta, y sus 
espectros de sonido, como en la figura 8 . Observese que el 
espectro del clarinete contiene principalmente armonicos 
impares, mientras que la flauta y la trompeta tienen 
armonicos tanto impares como pares. 


tono, de modo que la embocadura se comporta como un 
extremo abierto; sus frecuencias resonantes estan dadas 
por la ecuacion 22. Otros mas, como el oboe y el saxofon, 
que usan una lengiieta para producir su tono, tienen un 
barreno conico (es decir, ahusado) en lugar de cilindnco, 
lo cual produce en ellos sobretonos que son aproximada- 
rnente armonicos, tanto impares como pares. Los instru¬ 
mentos de metal (por ejemplo, la trompeta o el trombon) 
se llaman tambien instrumentos de lengiieta labial, por- 
que los labios del ejecutante actuan como lengiieta, pero 
de nuevo el barreno esta ligeramente ahusado, y como 
resultado los sobretonos contienen todos los armonicos. 
La figura 9 muestra las formas de onda de algunos instru¬ 
mentos de viento. 


Otros sistemas vibratorios 

Las barras vibratorias, los platillos, y las membranas 
estiradas producen tambien ondas sonoras. Consideremos 
una membrana flexible estirada, como la de un tambor. Si 
se golpea, a partir del punto golpeado viaja una pulsacion 
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bidimensional que se refleja una y otra vez en la frontera 
de la membrana. Si se obliga a algun punto de la membra- 
na a vibrar periodicamente, a lo largo de ella viajan trenes 
continuos de ondas. Como en el caso unidimensional de 
la cuerda, aqui tambien pueden establecerse ondas esta- 
cionarias en la membrana bidimensional. Cada una de 
estas ondas estacionarias tiene una cierta frecuencia natu¬ 
ral (o caracteristica) de la membrana. Una vez mas la 
frecuencia mas baja se llama fundamental, y las otras son 
sobretonos. Generalmente se presentan muchos sobreto- 
nos junto con la frecuencia fundamental cuando la mem¬ 
brana esta vibrando. Estas vibraciones pueden excitar 
ondas sonoras de la misma frecuencia. 

Los nodos de una membrana vibratoria son Iineas mas 
bien que puntos (como en la cuerda vibratoria) o pianos 
(como en un tubo). Puesto que la frontera de la membrana 
esta fija, debe ser una linea nodal. En la figura 10 se 
muestra una membrana circular fija en sus bordes, junto 
con los modos de vibracion posibles y sus Iineas nodales. 
La frecuencia natural de cada modo se da en terminos de 
la fundamental v,. Las frecuencias de los sobretonos no 
son armonicos; esto es, no son multiplos enteros de v,. 
Las barras vibratorias tienen tambien un juego de frecuen¬ 
cias naturales que no son armonicos. Por esta razon, las 
barras y los platillos tienen un uso limitado como instru- 
mentos musicales. En instrumentos como el xilofono y la 
marimba, se ponen en vibracion pequenas barras de ma- 
dera o de metal que se golpean. La forma de las barras es 
cuidadosamente modificada, haciendolas mas delgadas 
en el centro, de modo que los sobretonos resulten aproxi- 
madamente armonicos. 


20-6 PULSACIONES 


Hemos considerado previamente el efecto de ondas que 
se superponen para producir regiones de intensidad maxi¬ 
ma y minima (cero), tal como en el caso de una onda 
estacionaria en un tubo. Esto ilustra un tipo de interferen- 
cia que podemos llamar interferencia en el espacio. 

El mismo principio de superposicion nos conduce a otro 
tipo de interferencia, al cual podemos llamar interferencia 
en el tiempo. En este caso examinamos la superposicion 
de dos ondas en un punto dado en funcion del tiempo. Esta 
superposicion, que en general puede dar por resultado 
formas de onda bastante complejas, adquiere una forma 
sencilla, particularmente cuando las dos ondas tienen casi 
la misma frecuencia. Con el sonido una condicion asi se 
da cuando, por ejemplo, se afinan entre si dos instrumen¬ 
tos o dos cuerdas de guitarra. 

Consideremos un punto en el espacio a traves del cual 
esten pasando ondas. La figura 11a muestra la presion 
producida en ese punto por las dos ondas separadamente, 
en funcion del tiempo. Para simplificar hemos supuesto 



Figura 10 (a) Los seis modos resonantes mas bajos de un 
parche circular sujeto en los bordes. Las Iineas representan 
nodos; el borde es tambien una linea nodal. Los signos + o - 
indican que una region particular se esta moviendo hacia 
afuera de la pagina o hacia adentro de la pagina. En este caso, 
los sobretonos no son multiplos enteros de la frecuencia 
fundamental y, por lo tanto, no son armonicos. ( b ) Patrones 
de vibracion de un timbal en los modos numerados 4, 5, y 6, 
y un modo adicional no ilustrado en (a). Se hacen visibles 
esparciendo un polvo oscuro sobre el parche y poniendo a 
este en vibracion a la frecuencia apropiada usando un 
vibrador mecanico. Al vibrar el parche, el polvo es sacudido 
y finalmente reposa sobre las Iineas nodales, donde no existe 
movimiento. 


que las dos ondas tienen igual amplitud, aunque esto no 
es necesario. La presion resultante en ese punto en funcion 



Figura 11 (a) Dos formas de onda sinusoidales de 

frecuencias casi iguales. ( b ) Superposicion de las dos formas 
de onda. Notese que las dos ondas de la parte (a) van de estar 
en fase, dando una resultante de gran amplitud, a estar fuera 
de fase, dando una resultante de amplitud cero. Las curvas 
puntuadas muestran la variacion sinusoidal de la envolvente 
modulante con frecuencia angular 


del tiempo es la suma de las presiones individuales y su 
grafica se ilustra en la figura 11b. Vemos que la amplitud 
de la onda resultante no es constante sino que varia con el 
tiempo. En el caso del sonido la amplitud variable da lugar 
a variaciones en la sonoridad, llamadas pulsaciones. 

Representemos la variacion de la presion con el tiempo 
(para x constante) producida por una onda como: 

Apft) = Ap m sen of, 

donde hemos elegido a la constante de fase para tener la 
posibilidad de escribir a la onda en esta forma sencilla. La 
variacion de la presion en el mismo punto producida por 
la otra onda de igual amplitud se representa como 

Ap 2 (t) = Ap m sen co 2 t. 

Segun el principio de superposicion, la presion resultante 
es 


Ap(t) = Apft) + Ap 2 (t) 

= Ap m (sen co x t+ sen (o 2 t ). (27) 

Usando la identidad trigonometrica 

A — B A + B 

sen A + sen B — 2 cos —-— sen - , 


cias. Cuando las frecuencias son casi las mismas, la ecua¬ 
cion 28 puede simplificarse escribiendo el segundo factor 
en terminos de la frecuencia angular promedio ft) de las 
dos ondas, 


_ a ;, + &) 2 

(o = ^ 


(29) 


El primer factor, contenido entre los corchetes de la ecua¬ 
cion 28, da una amplitud variable con el tiempo a la 
variacion sinusoidal del segundo factor. Este factor de 
la amplitud varia con una frecuencia angular 


^amp 


|fo). - fc>2l 

2 


(30) 


En terminos de co y de ft) ain)> , podemos escribir la ecuacion 
28 como: 

Ap(f) = [2Ap m cos ft) amp f] sen a)t. (31) 


Si ft), y ft) 2 son casi iguales, la frecuencia de la amplitud 
to es pequeria, y la amplitud fluctua lentamente. La 
figura 11 muestra la superposicion de las dos ondas de 
acuerdo con la ecuacion 28. Observese que, en el caso 
de frecuencias casi iguales, la variacion rapida de la onda 
resultante ocurre con una frecuencia que es aproximada- 
mente la de cualquiera de las dos ondas sumadas. La 
amplitud total de la resultante varia lentamente con la fre¬ 
cuencia de la amplitud ft) ailip , la cual define una “envolven¬ 
te” dentro de la cual ocurre la variacion mas rapida. Este 
fenomeno es una forma de modulation de la amplitud, 
que tiene una contraparte (bandas laterales) en los recep- 
tores de radio de AM. 

En el caso mostrado en la figura lib, el oido perci- 
biria un tono con una frecuencia v(= ft) = j2n), que es apro- 
ximadamente igual que las frecuencias v, (= coJ2n) o 
v 2 (= co fin) de las dos ondas componentes. El tono crece 
altemativamente fuerte y debil al variar con el tiempo la 
amplitud de la resultante, dando maximos y minimos 
como se muestra en la figura lib. 

Siempre que cos ft) amp f sea igual a +1 o a -1 ocurre una 
pulsacion, es decir, un maximo de intensidad, puesto que 
la intensidad depende del cuadrado de la amplitud. Cada 
uno de estos valores ocurre una vez en cada ciclo de la 
envolvente (vease la fig. 11), de modo que el numero de 
pulsaciones por segundo es el doble del numero de ciclos 
por segundo de la envolvente. La frecuencia angular de la 
pulsacion ft) p „,,. es entonces 

ft) puls . = 2ft) amp = (ft), - ft) 2 |- (32) 


La ecuacion 27 puede describirse como 

r /co, — ft) 2 \ 1 /ft),+ ft) 2 V 

A p(t) = I 2A p m cos ^- - - Jt J sen ^ - Jt. 

(28) 

Hasta ahora, todo lo que hemos hecho se aplica a dos 
ondas cualesquiera, sin importar cuales sean sus frecuen- 


Usando ft) = 27 tv, podemos reescribir esta expresion co¬ 
mo: 

Vpuis.= |v, - v 2 |. (33) 

De aqui que el numero de pulsaciones por segundo sea 
igual a la diferencia de las frecuencias de las ondas 
componentes. Las pulsaciones entre dos tonos pueden ser 
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detectadas por el oido hasta una frecuencia de unos 15 Hz. 
A frecuencias mas elevadas no pueden distinguirse las 
pulsaciones individuales en el sonido producido. Los nui- 
sicos tratan de escuchar a menudo las pulsaciones al afinar 
ciertos instrumentos. La afinacion es cambiada hasta que 
la frecuencia de la pulsacion disminuye y las pulsaciones 
desaparecen. 


Problema muestra 4 Una cuerda de violin que va a ser afi- 
nada con la nota La de la escala musical (440 Hz) esta ligera- 
mente fuera de tono. Se escuchan 3 pulsaciones por segundo 
cuando la cuerda de violin se toca en su modo fundamental junto 
con un diapason en La. (a) ^Cuales son los valores posibles de 
la frecuencia fundamental de la cuerda? ( b ) Supongase que la 
cuerda fuese tocada en su primer sobretono simultaneamente 
con un diapason de una octava arriba de La (880 Hz). ^Cuantas 
pulsaciones por segundo se oirian? (c) Cuando se aumenta 
ligeramente la tension de la cuerda, el niimero de pulsaciones 
por segundo en el modo fundamental aumenta. ^Cual era la 
frecuencia original de la fundamental? 

Solucion ( a) Partiendo de la ecuacion 33, sabemos que la 
frecuencia v l de la cuerda difiere en la frecuencia de pulsacion 
(3 Hz) de la frecuencia v 2 del diapason (440 Hz), pero no 
podemos decir que la cuerda tenga una frecuencia mas alta o 
mas baja a partir unicamente del numero de pulsaciones por 
segundo. Asi, las frecuencias posibles son 

v, =440 Hz ± 3 Hz = 443 Hz or 437 Hz. 

( b ) En el primer sobretono, la frecuencia de la cuerda es el 
doble de su frecuencia fundamental, y por lo tanto, puede ser 
886 Hz o bien 874 Hz. Cuando se toca enfrente de un diapason 
de 880 Hz, la diferencia de la frecuencia en cualquier caso es de 
6 Hz, y por lo tanto se escucharian 6 pulsaciones por segundo. 

(c) El hecho de aumentar la tension de la cuerda eleva la 
velocidad de las ondas transversales y, por lo tanto, eleva 
la frecuencia fundamental (vease la ecuacion 26). Puesto que se 
nos dice que esto eleva la frecuencia de pulsacion, concluimos 
que la frecuencia del modo fundamental era anteriormente 
mayor de 440 Hz, puesto que el aumento de la frecuencia hizo 
que la diferencia con respecto a 440 Hz fuese aun mas grande. 
Entonces, la cuerda estaba afinada originalmente a 443 Hz, y la 
tension debe ser reducida para llevarla a su afinacion correcta. 


20-7 EL EFECTO DOPPLER 


Cuando un oyente esta movil hacia una fuente estaciona- 
ria de sonido, el tono (frecuencia) del sonido escuchado 
es mas alto que cuando el oyente esta en reposo. Si el 
oyente esta movil alejandose de la fuente estacionaria, se 
oira un tono mas bajo. Obtenemos resultados similares 
cuando la fuente esta movil acercandose o alejandose de 
un oyente estacionario. El tono del silbato de una locomo- 
tora o de la sirena de un carro de bomberos es mas alto 
cuando la fuente se aproxima al oyente que cuando ha 
pasado y se aleja. 


En un trabajo escrito en 1842, Christian Johann Doppler 
(1803-1853, austriaco) llamo la atencion sobre el hecho 
de que el color de un cuerpo luminoso debe ser cambiado 
por el movimiento relativo del cuerpo y el observador. 
Este efecto Doppler, como se llama, se aplica a las ondas 
en general. El propio Doppler menciona la aplicacion de 
su principio a las ondas sonoras. En 1845 Buys Ballot 
llevo a cabo una prueba experimental en Holanda, “usan- 
do una locomotora que transportaba a varios trompeteros 
en un carro abierto”. 


Observador movil, fuente en reposo 

Consideraremos ahora el efecto Doppler en las ondas 
sonoras, tratando unicamente el caso especial en el que la 
fuente y el observador se mueven a lo largo de la linea que 
los une. Adoptemos un marco de referenda en reposo en 
el medio a traves del cual viaja el sonido. La figura 12 
muestra una fuente de sonido S en reposo en este marco y 
a un observador O que se mueve hacia la fuente con una 
velocidad v 0 . Los circulos representan frentes de onda, 
separados por la distancia de una longitud de onda, que 
viaja a traves del medio. Un observador en reposo en el 
medio recibiria ur/2, ondas en el tiempo t, donde v es la 
velocidad del sonido en el medio y X es la longitud de 
onda. Sin embargo, a causa del movimiento hacia la 
fuente, el observador recibe v Q t/X ondas adicionales en 
este mismo tiempo t. La frecuencia v' que se oye realmen- 
te es el numero de ondas recibidas por unidad de tiempo, 
o sea 

, _ vt/X 4- v 0 t/X _ v 4- v 0 _ v 4- v Q 
V t X v/v 

Esto es, 



La frecuencia V captada por el oido del observador es la 
frecuencia v oida en reposo mas el incremento v(v Q /v) 
que surge del movimiento del observador. Cuando el 
observador esta movil alejandose de la fuente estaciona¬ 
ria, existe una disminucion de la frecuencia v(v 0 /v) co- 
rrespondiente a las ondas que no llegan al observador en 
cada unidad de tiempo a causa del alejamiento. Entonces 


v' 


= v 


^0 = y 
V 



(35) 


De aqui que la relacion general que prevalece cuando 
la fuente esta en reposo respecto al medio pero el obser¬ 
vador se mueve a traves de el sea 


v±v Q 


(36) 


donde el signo mas se tiene para el movimiento hacia la 
fuente y el signo menos se tiene para el movimiento que 



Figura 12 Una fuente estacionaria de sonido S emite 
frentes de onda esfericos, mostrados con la separacion de una 
longitud de onda. Un observador O, representado por la oreja, 
se mueve con velocidad v 0 hacia la fuente. El observador en 
movimiento encuentra mas ondas por segundo que un 
observador en reposo y por lo tanto mide una frecuencia mas 
elevada. El observador mediria una frecuencia mas baja para 
el movimiento que se aleja de la fuente. 


se aleja de la fuente. Notese que el cambio de frecuencia 
ocurre porque el observador intercepta mas o menos on¬ 
das en cada segundo como resultado del movimiento a 
traves del medio. 


Fuente movil, observador en reposo 


Cuando la fuente esta movil hacia un observador estacio¬ 
nario, el efecto es un acortamiento de la longitud de onda 
(vease la Fig. 13), ya que la fuente esta viajando tras las 
ondas que se aproximan, y, por lo tanto, las crestas se 
juntan mas entre si. Si la frecuencia de la fuente es v y su 
velocidad es v s , entonces durante cada vibracion viaja una 
distancia v s /v,y cada longitud de onda se acorta en esta 
cantidad. De aqui que la longitud de onda del sonido que 
llega al observador no sea X = v/v sino X! = v/v - v s /v. 
La frecuencia del sonido que el observador oye aumenta 
y esta dada por 

V = — = t- -r~ = V- . (37) 

X (v - v s )/v v-v s 

Si la fuente se mueve alejandose del observador, la lon¬ 
gitud de onda emitida es v s /v mayor que X, de modo que 
el observador oye una frecuencia disminuida, es decir. 


v = 


(v + v s )/v v + v s 


(38) 


De aqui que la relacion general que prevalece cuando 
el observador esta en reposo respecto al medio pero la 
fuente se mueve a traves de el sea 



Figura 13 Aqui el observador O esta en reposo, y la fuente 
se mueve hacia el con una velocidad v s . El frente de onda 1 
fue emitido cuando la fuente estaba en S l7 el frente de onda 7 
cuando la fuente estaba en S 7 , y asi sucesivamente. En el 
instante de esta ilustracion, la fuente esta en S. El observador 
mide una longitud de onda mas corta a causa del 
“apinamiento” de los frentes de onda a lo largo del 
movimiento. Un observador situado en el eje x negativo, a 
partir del cual se estaria alejando la fuente, mediria una 
longitud de onda mas larga. 


V = V 


V 

v±v s ’ 


(39) 


donde el signo menos rige para el movimiento hacia el 
observador y el signo mas para el movimiento alejandose 
del observador. Notese que el cambio aqui es el acorta¬ 
miento o el aumento de la longitud de onda transmitida en 
el medio debido al movimiento de la fuente en el medio. 

Si tanto la fuente como el observador se mueven en el 
medio transmisor, puede demostrarse que el observador 
oye una frecuencia dada por 


V ± Vp 

V + V s ’ 


(40) 


donde los signos superiores (+ en el numerador, - en el 
denominador) corresponden a la fuente y al observador 
cuando se acercan, y los signos inferiores cuando se 
aleja uno del otro. La ecuacion 40 incorpora a las cua- 
tro posibilidades distintas, como lo muestra el problema 
muestra 5. Observese que la ecuacion 40 se reduce a la 
ecuacion 36 cuando v s = 0 y a la ecuacion 39 cuando 
v 0 = 0, como debe ser. 

Si una fuente de sonido se mueve alejandose de un 
observador y hacia una pared, el observador oye dos notas 
de frecuencia diferente. La nota oida directamente a partir 
de la fuente en retroceso baja de tono debido al movimien¬ 
to. La otra nota se debe a las ondas reftejadas en la pared, 
y esta se eleva de tono (porque la fuente se mueve hacia 
la pared, y la pared “oye” la frecuencia mas alta). La 
superposicion de estos dos trenes de ondas produce pul- 
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saciones. Un efecto similar ocurre si una onda que parte 
de una fuente estacionaria se refleja en un objeto en 
movimiento. La frecuencia de pulsacion puede emplearse 
para deducir la velocidad del objeto. Este es el principio 
basico de los monitores de velocidad por medio de radar, 
y tambien se utiliza para rastrear a los satelites. 

Lo expuesto en esta seccion se aplica al corrimiento 
Doppler de las ondas sonoras y de otras ondas mecanicas 
similares. Las ondas de luz muestran tambien el efecto 
Doppler; sin embargo, puesto que no existe un medio de 
propagacion para la luz, las formulas desarrolladas en esta 
seccion no son aplicables. Veanse los capi'tulos 21 y 42 
para un estudio del efecto Doppler en las ondas de luz. 


Problema muestra 5 La sirena de un auto de la policfa emite 
un tono puro a una frecuencia de 1125 Hz. Halle la frecuencia 
que usted percibirfa en su automovil bajo las siguientes circuns- 
tancias: ( a ) su auto esta en reposo, el de la policfa se mueve 
hacia usted a 29 m/s (65 mi/h); ( b) el auto de la policfa esta en 
reposo, su auto se mueve hacia el a 29 m/s; (c) su auto y el de 
la policfa se mueven uno hacia el otro a 14.5 m/s; (d) su auto 
se mueve a 9 m/s, y el de la policfa le sigue a usted a 38 m/s. 


Solution Las cuatro partes de este problema pueden resolver- 
seusando la ecuacion 40. (a) Aquf u C) = 0 (su auto esta en reposo) 
y v s = 29 m/s. Escogemos el signo de arriba (menos) en el 
denominador de la ecuacion 40, porque el auto de la policfa 
se esta moviendo hacia usted. Entonces obtenemos, usando 
l> = 343 m/s como la velocidad del sonido en aire tranquilo, 


v — v ■ 


V— Vc 


■ = (1125 Hz) 


343 m/s 


343 m/s — 29 m/s 


= 1229 Hz. 


( b ) En este caso v s = 0 (el auto de la policfa esta en reposo) y 
v 0 = 29 m/s. Escogemos el signo de arriba (mas) en el numerador 
de la ecuacion 40, porque usted se mueve hacia el auto de la 
policfa, y hallamos 


v' = v £±J!e = (ii25 Hz ) 343 + m/S = 1220 Hz. 

v 343 m/s 


(c) En este caso v s = 14.5 m/s y v Q = 14.5 m/s. Escogemos 
los signos de arriba tanto en el numerador como en el denomi¬ 
nador de la ecuacion 40, porque su auto y el de la policfa se 
mueven uno hacia el otro. Entonces obtenemos 


v' = v 


v + Vq 

v~v s 


= (1125 Hz) 


343 m/s + 14,5 m/s 
343 m/s — 14.5 m/s 


= 1224 Hz. 


( d) Aquf v D - 9 m/s y v s = 38 m/s. Su auto se mueve alejandose 
del auto de la policfa, asf que elegimos el signo de abajo (menos) 
en el numerador, pero el auto de la policia se esta moviendo 
hacia usted, de modo que elegimos el signo de arriba (menos) 
en el denominador. El resultado es 


v' = v 


V-Vp 

V-V s 


= (1125 Hz) 


343 m/s - 9 m/s 
343 m/s — 38 m/s 


=1232 Hz 


Observese que en los cuatro casos de este problema, la 
velocidad relativa entre usted y el auto de la policfa es la misma, 
es decir, 29 m/s, pero las frecuencias percibidas son diferentes 
en los cuatro casos. La desviacion Doppler del sonido se deter- 
mina no solo por la velocidad relativa entre la fuente y el 




Figura 14 ( a) Frentes de onda de una fuente que se mueve 
a velocidad supersonica. Los frentes de onda son esfericos y 
su envolvente es un cono. Compare esta figura con la figura 
13. ( b) Fotograffa de un proyectil disparado por un arma en 
un Mach 2. Observese el cono Mach. 


observador, sino tambien por sus velocidades relativas al medio 
que transporta al sonido._ 


Efectos a grandes velocidades ( Optional) 

Cuando u Q o o s resultan comparables a v en magnitud, las 
formulas dadas antes para el efecto Doppler deben modificarse. 
Se requiere una modification, porque la relation lineal entre la 
fuerza de restauracion y el desplazamiento que hasta ahora 
hemos supuesto ya no es valida en el medio. La velocidad de 
propagacion de la onda ya no es la velocidad de fase normal, y 
la onda cambia de forma en el tiempo. Las componentes del 
movimiento en angulos rectos a la lfnea que une a la fuente con 
el observador contribuyen tambien al efecto Doppler a estas 
grandes velocidades. Cuando v 0 o v s excede a v, la formula 
Doppler ya no tiene validez; por ejemplo, si v s > u, la fuente se 
adelanta a la onda en una direccion; si v a > v y el observador 
se aleja de la fuente, la onda nunca llega al observador. 


Hay muchos ejemplos en los que la fuente se mueve en el 
medio a una velocidad mayor que la velocidad de fase de la onda 
en ese medio. En tales casos, el frente de onda toma la forma de 
un cono en cuyo vertice se halla el cuerpo en movimiento. Otros 
ejemplos son la onda arqueada de un bote rapido sobre el agua 
y la “onda de choque” de un aeroplano o proyectil que se mueve 
por el aire a una velocidad mayor que la del sonido en ese medio 
(velocidades supersonicas). Otro ejemplo es la radiacion Ceren¬ 
kov, que consiste en ondas de luz emitidas por partfculas 
cargadas que se mueven en un medio con una velocidad mayor 
que la velocidad de fase de la luz en ese medio. El resplandor 
azul del agua que a menudo rodea el nucleo de un reactor nuclear 
es un tipo de radiacion Cerenkov. 

En la figura 14a mostramos las posiciones actuales de las 
ondas esfericas que se originan en diversas posiciones de una 
fuente durante su movimiento. El radio de cada esfera en este 
tiempo es el producto de la velocidad de la onda v y el tiempo 
t que ha transcurrido desde que la fuente estaba en su centro. La 
envolvente de estas ondas es un cono cuya superficie forma un 
angulo 8 con la direccion del movimiento de la fuente. A partir 
de la figura obtenemos el resultado 


sen 0 = — . (41) 

v s 

En las ondas que se forman en la superficie del agua el 
cono se reduce a un par de lfneas que se intersecan. En aerodi- 
namica la razon vju se llama el mme.ro Mach. Un aeroplano 
que viaje a una velocidad supersonica genera un cono Mach 
similar al mostrado en la figura 14. Cuando el borde de ese cono 
intercepta al terreno que esta abajo, ofmos un “estampido soni- 
co”, el cual (contrario a la creencia comun) no tiene nada que 
ver con el aeroplano que “rompe la barrera del sonido”. El 
estampido sonico es simplemente el efecto total de la concen¬ 
tration sobre una superficie de la energia sonica irradiada por 
el aeroplano, la cual se irradiarfa normalmente en todas direc- 
ciones a velocidades subsonicas. Como lo muestra la fotograffa 
de la figura 14 b, podrfa ser posible ofr dos estampidos sonicos 
provenientes del mismo aeroplano, uno que partiese del borde 
anterior y otro que partiese del borde posterior. (Observese 
tambien que el cono Mach nunca intercepta al proyectil en sf 
mismo; asf, los pasajeros del aeroplano no oyen el estampido 
sonico.) ■ 


PREGUNTAS 


1 . ^Por que no viaja el sonido en el vacfo? 

2. Liste algunas fuentes de ondas infrasonicas y de ondas 
ultrasonicas. 

3. Las ondas ultrasonicas pueden emplearse para revelar 
estructuras internas del cuerpo humano. Por ejemplo, pue¬ 
den distinguir entre los tejidos lfquidos y los tejidos blan- 
dos del organismo humano mucho mejor que los rayos X. 
^Como? ^Por que se emplean aun los rayos X? 

4 . ^Que evidencia experimental existe para suponer que la 
velocidad del sonido en el aire es la misma para todas las 
longitudes de onda? 

5. Ofrezca una explication cualitativa de por que la veloci¬ 
dad del sonido en el plomo es menor que en el cobre. 

6 . Las ondas transversales de una cuerda pueden ser po- 
larizadas planas. ^Pueden ser polarizadas las ondas de 
sonido? 

7. Las campanas suelen tener un sonido menos agradable que 
el de un piano o el de un violin. ^Por que? 

8 . En una escuela hacen sonar una campana durante un 
tiempo corto. Despues de un rato su sonido es inaudible. 
Trace las ondas de sonido y la energia que transfieren 
a partir del tiempo de emision hasta que se vuelven inau- 
dibles. 

9. Cuando una orquesta “entra en calor”, el tono de los 
instrumentos de aliento se eleva y el de los instruments 
de cuerda decae. Explique por que. 

10. Explique como se afina un instrument de cuerdas. 

11 . ^Es la resonancia una caracterfstica deseable en todos los 
instrumentos musicales? De ejemplos. 

12. Cuando se golpea una de las ramas del diapason, la otra 
rama vibra tambien, incluso cuando se afianza firmemente 
el mango de la horquilla en un tornillo de banco. <;Por que 


sucede esto? Es decir, ^como “sabe” esa segunda rama de 
la horquilla que alguien ha golpeado a la otra? 

13. ^Como puede viajar una onda de sonido por un tubo de 
organo y reflejarse en su extremo abierto? Parecerfa que 
allf no existe nada que la refleje. 

14. ^Como podemos localizar experimentalmente las posicio¬ 
nes de los nodos y de los antinodos en una cuerda, en una 
columna de aire, y sobre una superficie vibratoria? 

15. Explique como se produce una nota al soplar a traves de 
la parte superior de un tubo de pruebas. ^Cual serfa el 
efecto de soplar mas fuerte? ^Cual serfa el efecto si se 
elevara a la temperatura del aire que esta dentro del tubo 
de pruebas? 

16. ^Que podrfa usted hacer para reducir el nivel de ruido en 
un taller de maquinas herramienta? 

17. Las trompetas para niebla emiten sonidos de tono muy 
bajo. i,Con que objeto? 

18. ^Son siempre audibles como sonido las ondas longitudi- 
nales en el aire, cualquiera que sea la frecuencia o la 
intensidad? ^Que frecuencias producirfan en una persona 
la mayor sensibilidad, la mayor tolerancia, y la gama mas 
amplia? 

19. ^Cual es el objetivo comun de las valvulas de un cornetfn 
y de la barra deslizante de un trombon? Un clarfn no tiene 
valvulas. ^Entonces como podemos hacer sonar notas 
diferentes en el? ^A que notas se limita la persona que toca 
un clarfn? ^Por que? 

20. Explique por que el arco hace vibrar a una cuerda de 
violin. 

21. ^Cual es el sigtiificado de cero decibeles? ^Podrfa estable- 
cerse la intensidad de referencia del sonido audible con el 
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fin de permitir niveles de sonido negativos en decibeles? 
De ser asf, /.como? 

22. Explique los factores que determinan la gama de frecuen- 
cias y el timbre de nuestra voz. 

23. Explique el origen del sonido en un silbido ordinario. 

24. ^Que propiedades fisicas de una onda sonora correspon- 
den a las sensaciones humanas de tono, sonoridad, y 
timbre? 

25. ^Cual es la diferencia entre una nota de violin y la misma 
nota emitida por la voz humana que nos permite distinguir 
entre una y otra? 

26. /,Suena nuestra voz al cantar realmente mejor en la rega- 
dera? De ser asf, /.cuales son las razones fisicas? 

27. Explique el sonido audible producido al rozar el borde de 
una copa de vino con el dedo humedo. 

28. ^Oscilaria una cuerda de violin punteada durante un tiem- 
po mas largo o mas corto si el violin careciera de caja de 
resonancia? Explique. 

29. /,Es una cuerda de violin frotada por el arco un ejemplo de 
oscilaciones amortiguadas forzadas? /,C6mo sonaria la 
cuerda si no fuese amortiguada? 

30. Un tubo puede actuar como filtro acustico, discriminando 
el paso a traves de el de sonidos de frecuencias diferentes 
de las frecuencias naturales del tubo. El silenciador de un 
automovil es un ejemplo. (a) Explique como trabaja esta 
clase de filtro. (b) ^Como podemos determinar la frecuen- 
cia de corte, por debajo de la cual no se transmite el 
sonido? 

31. Exponga los factores que mejoran la acustica en las salas 
de concierto. 

32. /Cual es el efecto de usar un megafono o de ahuecar las 
manos delante de la boca para proyectar la voz a distancia? 

33. Un relampago disipa una cantidad enorme de energia y 
en esencia es instantaneo. /.Como esa energia se transfor¬ 
ma en las ondas sonoras del trueno? (Vease “Thunder”, 
por Arthur A. Few, Scientific American , julio de 1975, 
pag. 80.) 

34. Las ondas sonoras pueden emplearse para medir la velo- 
cidad a la que fluye la sangre por arterias y venas.Explique 
como. 

35. Suponga que Jorge silba y que Gloria lo oye. Ella oiria una 
frecuencia aumentada si estuviese corriendo hacia Jorge 
o si Jorge estuviese corriendo hacia ella. /.Son los aumen- 
tos de frecuencia iguales en cada caso? Suponga las mis- 
mas velocidades al correr. 

36. Suponga que, en el efecto Doppler del sonido, la fuente y 
el receptor estan en reposo en algun rnarco de referenda 
pero el medio de transmision (el aire) se esta moviendo 


PROBLEMAS 

Segun sea necesario en los problemas, tome la velocidad del 
sonido en el aire = 343 m/s y la densidad del aire =1.21 kg/m 3 
a menos que se den otros valores. 


respecto a este marco. /.Existira un cambio en la longitud 
de onda, o en la frecuencia, recibida? 

37. Usted esta parado en el centro de una carretera y hacia 
usted viene un autobus a una velocidad constante, hacien- 
do sonar su claxon. /.Se eleva, decae, o es constante el tono 
del claxon a causa del efecto Doppler? 

38. /.Como podria emplearse el efecto Doppler en un ins- 
trumento para detectar el latido de un corazon fetal? 
(Tales mediciones se practican rutinariamente; vease “Ul¬ 
trasound in Medical Diagnosis”, por Gilbert D. Devey y 
Peter N. T. Wells, Scientific American, mayo de 1978, 
pag. 98.) 

39. Los murcielagos pueden conocer las caracteristicas de los 
objetos (como su tarnano, forma, distancia, direccion, 
y movimiento) percibiendo la manera en que se refle- 
jan hacia ellos los objetos mediante los sonidos de alta 
frecuencia que emiten. Exponga cualitativamente co¬ 
mo afectan cada una de estas caracteristicas a las on¬ 
das de sonido reflejadas. (Vease “Information Content of 
Bat Sonar Echoes”, por J. A. Simmons, D. J. Howell, 
y N. Suga, American Scientific , marzo-abril de 1975, 
pag. 204). 

40. Supongamos que podemos detectar a un objeto por las 
ondas que rebotan de el (como en el caso del sonar o del 
radar, por ejemplo) siempre que el objeto sea mas grande 
que la longitud de onda de las ondas. Consideremos luego 
que los murcielagos y las marsopas pueden emitir ondas 
sonoras de 100 kHz de frecuencia; sin embargo, los mur¬ 
cielagos pueden detectar objetos tan mimisculos como un 
insecto y, en cambio, las marsopas unicamente peces 
pequenos. /.Por que la diferencia? 

41. /.Existe un efecto Doppler para el sonido cuando el obser- 
vador o la fuente se mueven en angulo recto con la linea 
que los une? /.Como podemos entonces determinar el 
efecto Doppler cuando el movimiento tenga una compo- 
nente en angulo recto con esa linea? 

42. Dos buques con sirenas de vapor del mismo tono las hacen 
sonar en el puerto. /.Cabe esperar que ello produzca un 
patron de interferencia con regiones de intensidad alta y 
baja? Si no, /.por que no? 

43. Un satelite emite ondas de radio de frecuencia constante. 
Estas ondas se recogen en tierra y se las hace pulsar contra 
alguna frecuencia estandar. La frecuencia de pulsacion se 
envia luego por un altavoz y uno “oye” las senales del 
satelite. Describa como cambia el sonido a medida que el 
satelite se aproxima, pasa por encima, y retrocede respecto 
al detector en tierra. 

44. /.Como y en que difieren los efectos Doppler de la luz y 
del sonido? /.En que aspecto son iguales? 


Seccion 20-1 La velocidad del sonido 

1. Para diagnosticar y examinar tumores en tejidos blandos 
se emplea un ultrasonido de 4.50 MHz de frecuencia. (a) 
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/.Cual es la longitud de onda en el aire de esa onda de 
sonido? (b) Si la velocidad del sonido en el tejido humano 
es de 1500 m/s, /.cual es la longitud de onda de esta onda 
en el tejido? 

2. Si la longitud de onda del sonido es grande en un factor 
de alrededor de 10 con relacion al recorrido libre medio de 
las moleculas, entonces las ondas de sonido pueden pro- 
pagarse a traves de un gas. En aire a la temperatura 
ambiente, el recorrido libre medio es de alrededor de 
0.1 pm. Calcule la frecuencia por encima de la cual no 
podrian propagarse las ondas de sonido. 

3. La figura 15 muestra una imagen notablemente detallada 
del transistor de un circuito microelectronico, formada 
por un microscopio acustico. Las ondas de sonido tienen 
una frecuencia de 4.2 GHz. La velocidad de tales ondas 
en el helio liquido en el que se encuentra sumergido el 
especimen es de 240 m/s. (a) /.Cual es la longitud de onda 
de estas ondas acusticas de frecuencia ultraelevada? (b) 
Los conductores a modo de liston en la figura tienen un 
ancho de unos 2 /mi, aproximadamente. /A cuantas lon¬ 
gitudes de onda corresponde esta cantidad? 



Figura 15 Problema 3. 


4. (a) Una regia para hallar la distancia a la que se forma un 
relampago consiste en contar los segundos a partir del 
tiempo en que vemos el relampago hasta que oimos el 
trueno y luego dividir esa cantidad entre 5. Si el resultado 
debe dar la distancia en millas. Explique esta regia y 
determine el porcentaje de error en ella a 0° C y 1 atm de 
presion. (b) Elabore una regia similar para calcular la 
distancia en kilometros. 

5. Una columna de soldados que marcha a 120 pasos por 
minuto se mantiene al paso con la mtisica de una banda 
que encabeza la columna. Se observa que los hombres que 
van atras de la columna dan el paso con el pie izquierdo 
cuando los de la banda lo dan con el pie derecho. /.Cual es 
la longitud de la columna, aproximadamente? 

6. Esta usted presente en un gran recinto de concierto al aire 
libre sentado a 300 m del microfono del escenario. El 


concierto esta siendo radiado en vivo, en estereo, alre¬ 
dedor del mundo via satelite. Considere a un oyente a 
5000 km de distancia. /.Quien oye la mtisica primero y con 
que diferencia de tiempo? 

7. La velocidad del sonido en cierto metal es V. El extremo 
de un tubo largo de ese metal, de longitud L, se percute 
con un golpe fuerte. Un oyente en el otro extremo oye dos 
sonidos, uno que parte de la onda que ha viajado por el 
tubo y otro que parte de la onda que ha viajado por el aire. 

(a) Si v es la velocidad del sonido en el aire, /.que intervalo 
de tiempo t transcurre entre la llegada de los dos sonidos? 

( b ) Un martillo golpea una barra larga de aluminio en un 
extremo. Un oyente, cuya oreja esta cerca del otro extremo 
de la barra, oye el sonido del golpe dos veces, con un 
intervalo de 120 ms intermedio. / Cual es la longitud de la 
barra? 

8. Los terremotos generan ondas de sonido en la Tierra. A 
diferencia de un gas, existen en un solido ondas de sonido 
tanto transversales (S) como longitudinales (P). Tipica- 
mente, la velocidad de las ondas S es de alrededor de 4.5 
km/s y la de las ondas P es de 8.2 km/s. Un sismografo 
registra las ondas P y S de un terremoto. Las primeras 
ondas P llegan 3 min antes que las primeras ondas S; vease 
la figura 16. /,A que distancia ocurre el terremoto? 



Figura 16 Problema 8. 

9. Una piedra se deja caer en un pozo. El sonido del chapoteo 
se oye 3.00 s mas tarde. /.Cual es la profundidad del pozo? 

Seccion 20-2 Ondas viajeras longitudinales 

10. Una onda longitudinal sinusoidal continua se envia a lo 
largo de un resorte enrollado desde una fuente vibratoria 
unida a el. La frecuencia de la fuente es de 25 Hz, y la 
distancia entre enrarecimientos sucesivos en el resorte 
es de 24 cm. (a) Halle la velocidad de la onda. (b) Si 
el desplazamiento longitudinal maxirno de una particula 
del resorte es de 0.30 cm y la onda se mueve en direccion 
—x, escriba la ecuacion de la onda. Considere que la fuente 
esta en x = 0 y el desplazamiento es s = 0 en la fuente cuan¬ 
do t = 0. 

11. La presion de una onda sonora viajera esta dada por la 
ecuacion 

A p = (1.48 Pa) sen (1.0771.x — 334 nt), 
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donde x esta en metros y t en segundos. Halle (a) la 
amplitud de la presion, ( b ) la frecuencia, (c) la longitud de 
onda, y ( d ) la velocidad de la onda. 

Section 20-3 Potencia e intensidad de las ondas sonoras 

12. Demuestre que la intensidad / de la onda de sonido puede 
expresarse en terminos de la frecuencia v y de la amplitud 
del desplazamiento s ro en la forma 

I = 2n 2 pvv 1 s] a . 

13. Una fuente emite ondas esfericas isotropicamente (es de¬ 
ck, con igual intensidad en todas las direcciones). La in¬ 
tensidad de la onda a 42.5 m de la fuente es de 197 //W/m 2 . 
Halle la salida de potencia de la fuente. 

14. Una nota de 313 Hz de frecuencia tiene una intensidad de 
1.13 /iW/m 2 . ^Cual es la amplitud de las vibraciones del 
aire causadas por este sonido? 

15. Una onda de sonido de 1.60 p W/cm 2 de intensidad atra- 
viesa una superficie de 4.70 cm 2 de area. ^Cuanta energia 
pasa por la superficie en 1 h? 

16. Halle la razon entre las intensidades de dos sonidos cuyos 
niveles de sonido difieren en 1.00 dB. 

17. Cierto nivel de sonido se aumenta en 30 dB adiciona- 
les. Demuestre que ( a ) su intensidad aumenta en un factor 
de 1000 y ( b ) su amplitud de presion aumenta en un 
factor de 32. 

18. Un vendedor asegura que un sistema de estereo tiene 
110 W de potencia de audio. A1 probar el sistema con 
varias bocinas dispuestas de modo que simulen una fuente 
puntual, la compradora advierte que puede acercarse hasta 
1.3 m, estando el sistema a pleno volumen, antes de que 
el sonido lastime sus oidos. ^Puede ella denunciar a la 
firma ante la Procuraduria del Consumidor? 

19. Cierta bocina produce un sonido con una frecuencia de 
2.09 kHz y una intensidad de 962 /iW/m 2 a una distan- 
cia de 6.11 m. Suponga que no existen reflexiones y que la 
bocina emite igualmente en todas las direcciones. (a) 
Halle la intensidad a 28.5 m. ( b ) Halle la amplitud del des¬ 
plazamiento a 6.11 m. (e) Calcule la amplitud de presion 
a 6.11 m. 

20. (a) Si dos ondas de sonido, una en el aire y la otra en el 
agua, son iguales en intensidad, ^cual es la razon entre la 
amplitud de presion de la onda en el agua a la de la onda 
en el aire? (b) Si, en vez de esto, las amplitudes de presion 
son iguales, ^cual es la razon entre las intensidades de las 
ondas? Suponga que el agua esta a 20° C. 

21. Halle la densidad de energia de una onda de sonido a 
4.82 km de una sirena de emergencia nuclear de 5.20 kW 
(vease la Fig. 17), suponiendo que las ondas son esfericas 
y que la propagacion es isotropica sin que exista absorcion 
atmosferica. 

22. Una fuente lineal (por ejemplo, un tren de carga largo en 
una via recta) emite una onda expansiva cih'ndrica. Supo¬ 
niendo que el aire no absorbe energia, halle como depen- 
den (a) la intensidad y ( b ) la amplitud de la onda de la 
distancia a la fuente. Desprecie las reflexiones y considere 
puntos cerca del centro del tren. 



Figura 17 Problema 21. 


23. En la figura 18 mostramos un interferometro acustico, 
usado para demostrar la interferencia de las ondas de 
sonido. S es una fuente de sonido (por ejemplo, una 
bocina), y D es un detector de sonido, como lo es el oi'do 
o un microfono. La trayectoria SBD puede variarse en 
longitud, pero la trayectoria SAD es fija. El interferometro 
contiene aire, y se halla que la intensidad del sonido tiene 
un valor minimo de 10 /vW/cm 2 en una posicion de B y 
sube continuamente hasta un valor maximo de 90 /iW/cm 2 
en una segunda posicion a 1.65 cm de la primera. Halle 
(a) la frecuencia del sonido emitido por la fuente y ( b ) las 
amplitudes relativas de las ondas que llegan al detector 
para cada una de las dos posiciones de B. (c) ^Por que estas 
ondas tienen amplitudes diferentes, considerando que se 
originan en la misma fuente? 

24. Esta usted de pie a una distancia D de una fuente isotropica 
de ondas sonoras. Camina 51.4m hacia la fuente y observa 
que la intensidad de estas ondas se ha duplicado. Calcule 
la distancia D. 

25. Calcule el nivel de sonido maximo posible en decibeles 
de las ondas sonoras en el aire. ( Sugerencia : Tome la 
amplitud de presion igual a 1 atm.) 

26. Suponga que el nivel de sonido promedio de la conversa- 
cion Humana es de 65 dB. ^Cuantas personas se necesitan 


I 



Figura 18 Problema 23. 


para producir un nivel de sonido de 80 dB en un salon 
donde todos hablan al mismo tiempo a 65 dB? 

27. Supongamos que el rumor de una hoja genera 8.4 dB 
de sonido. Halle el nivel de sonido de un arbol que tenga 
2.71 x lO’hojas. 

28. En una prueba, un aeroplano de propulsion a chorro sub- 
sonico vuela a una altitud de 115 m. El nivel de sonido en 
tierra al pasar el aeroplano sobre el punto de observation 
es de 150 dB. ^A que altitud debe volar el aeroplano para 
que el ruido en tierra no supere los 120 dB, el umbral de 
dolor? Desprecie el tiempo finito necesario para que el 
sonido llegue al suelo. 

29. Cierta bocina (suponiendo que sea una fuente puntual) 
emite 31.6 W de potencia acustica. A 194 m se halla un 
pequeno microfono de 75.2 mm 2 de area efectiva en su 
section transversal. Calcule (a) la intensidad del sonido 
en el microfono, ( b ) la potencia que incide en el microfo¬ 
no, y (c) la cantidad de energia que choca contra el 
microfono en 25.0 min. 

30. Una onda sonora de 42.0 cm de longitud de onda entra 
en el tubo que se muestra en la figura 19. ^Cual debe 
ser el radio r mas pequeno para que se escuche un minimo 
en el detector? 


Fuente 


Detector 


Figura 19 Problema 30. 


31. Dos bocinas de un sistema de estereo estan separadas por 
una distancia de 2.12 m. Suponga que la amplitud del 
sonido que parte de cada bocina es la misma en la posicion 
de un oyente que esta a 3.75 m directamente enfrente de 
una de las bocinas; vease la figura 20. (a) ^Para que 
frecuencias en la gama audible (20 a 20,000 Hz) existira 
una senal minima? ( b ) ^Para que frecuencias es maximo 
el sonido? 

32. Una fuente esferica de sonido esta situada en P, cerca de 
una pared reflejante All, y en el punto P 2 esta colocado un 
microfono, como se muestra en la figura 21. La frecuencia 
de la fuente de sonido es variable. Halle las dos frecuen¬ 
cias mas bajas para las cuales la intensidad del sonido 
observada en P 2 sera un maximo. No existe cambio de fase 
con la reflexion; el angulo de incidencia es igual al angulo 
de reflexion. 



3.75 m 


Figura 20 Problema 31. 



Figura 21 Problema 32. 


33. Dos fuentes de sonido estan separadas por una distancia 
de 5.00 m. Ambas emiten sonido a la misma amplitud y 
frecuencia, 300 Hz, pero estan 180° fuera de fase. ^En que 
puntos a lo largo de la linea que los une sera la intensidad 
del sonido la mas grande? 

34. El tiempo de reverberation de un auditorio o de una sala 
de conciertos es el necesario para que la intensidad del 
sonido (en W/m 2 ) disminuya en un factor de 10 s . El tiempo 
de reverberacion depende de la frecuencia del sonido. 
Suponga que en una sala de conciertos en particular el 
tiempo de reverberacion de una nota de cierta frecuencia 
es de 2.6 s. Si la nota se emite a un nivel de sonido de 
87 dB, ^cuanto tiempo le tomara al nivel de sonido caer a 
0 dB (el umbral de audicion del oido liumano)? 

35. Un gran reflector parabolico que tiene una abertura circu¬ 
lar de 0.50 m de radio se usa para enfocar el sonido. Si la 
energia se emite desde el foco hasta el oido de un detective 
que escucha a traves de un tubo de 1.0 cm de diainetro con 
una eficiencia del 12%, ^a que distancia puede captarse, 
de modo que se entienda, una conversation en tono de 
susurro? (Suponga que el nivel de un susurro es de 20 dB 
a 1.0 m de la fuente, considerada como puntual, y que el 
umbral de audicion del oido humano es de 0 dB.) 

Section 20-4 Ondas longitudinales estacionarias 

36. Las cuerdas de un violonchelo tienen una longitud L. (a) 

^En que longitud AL deben ser acortadas digitando para 
cambiar el tono en una razon de frecuencia r? (b) Halle 
AL, cuando L = 80.0 cm y r = |, | y |. 
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37. Una onda de sonido en un medio fluido se refleja en una 
barrera de modo que se forma una onda estacionaria. La 
distancia entre nodos es de 3.84 cm y la velocidad de 
propagacion es de 1520 m/s. Halle la frecuencia. 

38. Un pozo con costados verticales y agua en el fondo resue- 
na a 7.20 Hz y a ninguna otra frecuencia mas baja. El aire 
en el pozo tiene una densidad de 1.21 kg/m 3 y un modulo 
volumetrico de 1.41 * 10 5 Pa. ^Que tan profundo es el 
pozo? 

39. En la figura 22, S es una pequena bocina movida por un 
oscilador de audio y un amplificador, ajustable en las 
frecuencias de 1000 a 2000 Hz unicamente. D es un trozo 
de tubo cilindrico de metal laminado de 45.7 cm de 
longitud y esta abierto en ambos extremos. (a) que 
frecuencias ocurrira una resonancia cuando la frecuencia 
emitida por la bocina varie entre 1000 y 2000 Hz? ( b ) 
Dibuje los nodos del desplazamiento para cada resonan¬ 
cia. Desprecie los efectos del extremo. 



Figura 22 Problema 39. 


40. El ancho de las terrazas de un anfiteatro en Los Angeles, 
California, figura 23, es de 36 in (= 0.914 m). El aplauso 
producido por una sola persona desde el centro del esce- 
nario se reflejara al escenario como un tono, ^de que 
frecuencia? 



Figura 23 Problema 40. 


41. Un tunel que pasa recto a traves de una montana amplifica 
en gran manera tonos a 135 y a 138 Hz. Halle la longitud 
mas corta que puede tener el tunel. 

42. El periodo de una estrella variable pulsante puede calcu¬ 
late considerando que la estrella este efectuando pulsa- 
ciones longitudinales radiales en el modo fundamental de 
una onda estacionaria; es decir, el radio varia periodi- 
camente con el tiempo, con un antinodo de desplazamien¬ 
to en la superficie. ( a ) ^Cabe suponer que el centro de la 
estrella sea un nodo o un antinodo (de desplazamiento)? 
(b) Por analogia con el tubo de organo abierto, demuestre 
que el periodo T de la pulsacion esta dado por 



donde R es el radio de equilibrio de la estrella y v s es 
la velocidad media del sonido. (c) Las estrellas enanas 
blancas estan compuestas de un material con un mo¬ 
dulo volumetrico de 1.33 * 10 22 Pa y una densidad de 
1.0 x 10 10 kg/m 3 . Tienen radios iguales a 0.009 del radio 
solar. ^Cual es el periodo de pulsacion aproximado de una 
estrella enana blanca? (Vease “Pulsating Stars”, por John 
R. Percy, Scientific American, junio de 1975, pag. 66.) 

43. En la figura 24, una barra esta sujeta en su centro; un disco 
D colocado en su extremo se proyecta dentro de un tubo 
de vidrio que tiene granulillos de corcho esparcidos en su 
interior. El tubo esta provisto de un embolo P en el otro 
extremo. La barra se pone en vibracion longitudinal y el 
embolo se mueve hasta que los granulillos de corcho 
forman un patron de nodos y antinodos (los granulillos 
forman bordes bien definidos en los antinodos de presion). 
Si conocemos la frecuencia v de las vibraciones longitu¬ 
dinales de la barra, una medicion de la distancia promedio 
d entre antinodos sucesivos determina la velocidad del 
sonido v en el gas contenido en el tubo. Demuestre que 

v — 2vd. 

fiste es el metodo de Kundt para determinar la velocidad 
del sonido en diversos gases. 
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Figura 24 Problema 43. 


Seccion 20-5 Sistemas vibratorios y fuentes de sonido 

44. (a) Halle la velocidad de las ondas de una cuerda de violin 
de 820 mg y 22.0 cm de longitud si la frecuencia de la 
fundamental es de 920 Hz. ( b ) Calcule la tension en 
la cuerda. 

45. Si una cuerda de violin esta afinada en cierta nota, ^en que 
factor debera aumentarse la tension en la cuerda si ha de 
emitir una nota del doble de la frecuencia original (es 
decir, una nota a una octava mas alta? 

46. Cierta cuerda de violin tiene 30 cm de longitud entre sus 
extremos fijos y una masa de 2.0 g. La cuerda emite un 
La (440 Hz) cuando se pulsa sin digitar. ^Donde debera 
ponerse el dedo para que suene un Do (528 Hz)? 

47. Un tubo abierto de organo tiene una frecuencia fundamen¬ 
tal de 291 Hz. El primer sobretono (« = 3) de un tubo 
cerrado de organo tiene la misma frecuencia que el segun- 
do armonico del tubo abierto. ^Que longitud tiene cada 
tubo? 

48. Un tubo de 1.18 m de longitud esta cerrado en un extremo. 
Cerca del extremo abierto se coloca un alambre tenso. El 
alambre tiene 33.2 cm de longitud y 9.57 g de masa. Esta 
fijo en ambos extremos y vibra en su modo fundamental. 
Pone en vibracion a la columna de aire del tubo a su 
frecuencia fundamental por resonanacia. Halle (a) la fre¬ 


cuencia de oscilacion de la columna de aire y (£>) la tension 
en el alambre. 

49. Una cuerda de violin de 30.0 cm con una densidad de masa 
lineal de 0.652 g/m esta situada cerca de un bocina alimen- 
tada por un oscilador de audio de frecuencia variable. Se 
halla que la cuerda se pone en oscilacion unicamente a las 
frecuencias de 880 Hz y 1320 Hz cuando la frecuencia del 
oscilador se varia continuamente dentro de la gama de 500 
a 1500 Hz. ^Cual es la tension en la cuerda? 

Seccion 10-6 Pulsaciones 

50. Un diapason de frecuencia desconocida produce tres pul¬ 
saciones por segundo contra un diapason estandar de 
384 Hz de frecuencia. La frecuencia de la pulsacion dis- 
rninuye cuando se pone en una punta del primer diapason 
un pequeno trozo de cera. (,Cual es la frecuencia de este 
diapason? 

51. Una cuerda La de un violin esta un poco mas tensa de la 
cuenta. Se oyen cuatro pulsaciones por segundo cuando 
se hace sonar junto con un diapason que esta vibrando 
precisamente al tono La de concierto (440 Hz). ^Cual es 
el periodo de vibracion de la cuerda de violin? 

52. Se le dan a usted cuatro diapasones. El diapason con la 
frecuencia mas baja vibra a 500 Hz. Usando dos diapaso¬ 
nes al mismo tiempo, se escuchan las siguieiites frecuen¬ 
cias de pulsacion: 1, 2, 3, 5, 7, y 8 Hz. ^Cuales son las 
frecuencias posibles de los otros tres diapasones? 

53. Se le dan a usted cinco diapasones, cada uno de ellos con 
una frecuencia diferente. Ensayando con cada par de dia¬ 
pasones, ( a ) ^cual es el numero maximo de frecuencias de 
pulsacion diferentes que podrian obtenerse? (b) (,Cual es 
el numero minimo de frecuencias de pulsacion diferentes 
que podrian obtenerse? 

Seccion 20-7 El efecto Doppler 

54. Una fuente S genera ondas circulares en la superficie de 
un lago, mostrandose en la figura 25 el patron de las 
crestas de las ondas. La velocidad de las ondas es de 
5.5 m/s y la separacion entre crestas es de 2.3 m. Usted 
esta en un pequeno bote enfilado directamente hacia S a 
una velocidad constante de 3.3 m/s respecto a la orilla. 
^Que frecuencia observa usted en las ondas? 

55. iA que frecuencia se oye el chillido de 15.8 kHz de las 
turbinas de los motores de un aeroplano que vuela a una 
velocidad de 193 m/s por el piloto de un segundo aeropla¬ 
no que trata de adelantar al primero con una velocidad de 
246 m/s? 

56. Una ambulancia que emite un chillido de 1602 Hz se 
empareja y rebasa a un ciclista que pedalea una bicicleta 
a 2.63 m/s. Despues de haberlo rebasado, el ciclista oye 
una frecuencia de 1590 Hz. que velocidad se mueve la 
ambulancia? 

57. Un silbato de 538 Hz de frecuencia se mueve en un 
circulo de 71.2 cm de radio con una velocidad angular de 
14.7 rad/s. ^Cuales son ( a ) la frecuencia mas baja, y (b) la 
frecuencia mas alta captada por un oyente que esta a gran 
distancia en reposo respecto al centro del circulo? 



Figura 25 Problema 54. 

58. En 1845, Buys Ballot probo por primera vez el efecto 
Doppler en el sonido. Coloco a un trompetista en un carro 
de plataforma jalado por una locomotora y a otro trompe¬ 
tista cerca de las vias. Si cada uno de los trompetistas 
tocaba una nota de 440 Hz, y si existian 4.0 pulsaciones 
por segundo cuando se aproximaban entre si, ^cual era la 
velocidad de la plataforma? 

59. Una bala se dispara con una velocidad de 2200 ft/s. Halle 
el angulo formado por el cono de choque con la linea de 
movimiento de la bala. 

60. Calcule la velocidad del proyectil ilustrado en la fotografia 
de la figura 14. Suponga que la velocidad del sonido en el 
medio en que esta viajando el proyectil es de 380 m/s. 

61. La velocidad de la luz en el agua es de 2.25 x 10 8 m/s 
(alrededor de las tres cuartas partes de la velocidad en el 
vacio). Un haz de electrones a alta velocidad que parte de 
un betatron emite radiacion Cerenkov en el agua, forman- 
do el frente de onda un cono de un angulo de 58.0°. Halle 
la velocidad de los electrones en el agua. 

62. Dos diapasones identicos oscilan a 442 Hz. Una persona 
esta situada en alguna parte de la linea que los une. Calcule 
la frecuencia de la pulsacion medida por este individuo si 
(a) esta parado y quieto y los diapasones se mueven ambos 
hacia la derecha a 31.3 m/s, y (b) los diapasones estan 
estacionarios y el oyente se mueve hacia la derecha a 
31.3 m/s. 

63. Un aeroplano vuela a 396 m/s a una altitud constante. El 
choque sonico llega a un observador en tierra 12.0 s 
despues de que el aeroplano ha pasado sobre su cabeza. 
Halle la altitud del aeroplano. Suponga que la velocidad 
del sonido es de 330 m/s. 

64. Un avion de propulsion a chorro pasa sobre un punto 
situado en tierra a una altura de 5140 m y a una velocidad 
de 1.52 Mach (1.52 veces la velocidad del sonido). (a) 
Halle el angulo formado por la onda de choque con la linea 
de movimiento del avion. (£>) ^Cuanto tiempo tardara en 
llegar a tierra la onda de choque despues de que el avion 
ha pasado sobre el punto? Use 331 m/s como velocidad 
del sonido. 

65. La figura 26 muestra a un transmisor y a un receptor de 
ondas contenidos en un solo instrumento. Se emplean para 
medir la velocidad V de un objeto-blanco (idealizado 
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como una placa plana) que se mueve directamente hacia la 
unidad, analizando las ondas reflejadas por el. (a) Aplique 
las ecuaciones de Doppler dos veces, primero con el 
bianco como observador y luego con el bianco como 
fuente, y demuestre que la frecuencia v, de las ondas 
reflejadas en el receptor se relaciona con la frecuencia v s 
de su fuente segun 



donde v es la velocidad de las ondas. (b) En un gran 
numero de situaciones practicas, V « v. En este caso, 
demuestre que la ecuacion anterior se convierte en 
v,-vs . 2V 

V s V 



Figura 26 Problema 65. 


66. Un aparato de sonar envia ondas de sonido de 148 kHz 
desde un auto de la policia a un camion que se aproxima 
con una velocidad de 44.7 m/s. Calcule la frecuencia de 
las ondas reflejadas detectada en el auto de la policia. 

67. Una alarma acustica contra ladrones consta de una fuente 
que emite ondas de 28.3 kHz de frecuencia. ^Cual sera la 
frecuencia de pulsacion de las ondas reflejadas en un 
intruso que camine a razon de 0.95 m/s alejandose direc¬ 
tamente de la alarma? 

68. Una sirena que emite un sonido de 1000 Hz de frecuencia 
se mueve alejandose de usted hacia un penasco con una 
velocidad de 10.0 m/s. (a) ^Cual es la frecuencia del 
sonido que usted oye directamente procedente de la sire¬ 
na? ( b ) ^Cual es la frecuencia del sonido que usted oye 
reflejandose en el penasco? (c) Halle la frecuencia de la 
pulsacion. ^Podria usted ofr las pulsaciones? Considere 
que la velocidad del sonido en el aire es de 330 m/s. 

69. Una persona que viaja en un auto sopla una trompeta que 
suena a 438 Hz. El auto avanza hacia una pared a 19.3 m/s. 
Calcule (a) la frecuencia del sonido como se recibiria en 
la pared y ( b ) la frecuencia del sonido reflejado que regresa 
a la fuente. 

70. Dos submarines se encuentran en ruta de colision frontal 
durante unas maniobras en el Atlantico Norte. El primer 
submarino se mueve a 20.2 km/h y el segundo a 94.6 km/h. 
El primero envia una serial de sonar (onda sonora en el 
agua) de 1030 Hz. Las ondas de sonar viajan a 5470 km/h. 
(a) El segundo submarino capta la serial. i,Que frecuencia 
oye el detector de sonar de este segundo submarino? (b) 
El primer submarino capta la sefial reflejada. ^Que fre¬ 


cuencia oye el detector de sonar de este primer submarino? 
Vease la figura 27. El oceano esta en calma; suponga que 
no hay corrientes. 



Figura 27 Problema 70. 


71. Un auto de la policia hace sonar su sirena cuando se mueve 
a 27 m/s y se aproxima a un peaton estacionario. El policia 
que va en el auto oye la sirena a 12.6 kHz pero el peaton 
la oye a 13.7 kHz. Halle la temperatura del aire. (Suponga 
que la velocidad del sonido aumenta linealmente con la 
temperatura entre 0° C y 20° C; vease la tabla 1.) 

72. En una conferencia sobre las desviaciones Doppler de las 
ondas ultrasonicas (de alta frecuencia) usadas en el diag¬ 
nostic medico, los autores decian: “La frecuencia de la 
onda ultrasonica incidente se desvia en unos 1.3 Hz/MHz 
aproximadamente por cada milimetro por segundo que se 
mueva una estructura en el cuerpo”. ^Que velocidad de las 
ondas ultrasonicas en el tejido humano puede usted dedu- 
cir de tal afirmacion? 

73. Un murcielago revolotea en una cueva, navegando muy 
eficazmente al utilizar emisiones ultrasonicas (emisiones 
cortas de sonido de alta frecuencia que duran un milise- 
gundo o menos y se repiten varias veces por segundo). 
Suponga que la frecuencia de la emision de los sonidos de 
un murcielago es de 39.2 kHz. Durante una zambullida 
rapida en linea recta hacia una pared de superficie plana, 
el murcielago se mueve a 8.58 m/s. Calcule la frecuencia 
del sonido del eco que escucha el murcielago reflejado por 
la pared. 

74. Un submarino que se mueve hacia el norte con una velo¬ 
cidad de 75.2 km/h respecto al fondo del oceano emite una 
serial de sonar (ondas sonoras en el agua empleadas de 
modo similar al radar; vease la tabla 1) de 989 Hz de fre¬ 
cuencia. Si en ese punto el oceano tiene una corriente que 
se mueve hacia el norte a 30.5 km/h con relacion a tierra, 
^que frecuencia capta un buque que es arrastrado por la 
corriente al norte del submarino? ( Sugerencia: Todas las 
velocidades que aparecen en las ecuaciones Doppler de- 
ben considerarse respecto al medio.) 

75. Una sirena 2000 Hz y un oficial de la defensa civil estan 
ambos en reposo con respecto a la Tierra. ^Que frecuencia 
oye el oficial si el viento sopla a 12 m/s (a) de la fuente 
hacia el observador y ( b ) del observador hacia la fuente? 

76. Dos Irenes que corren en vias paralelas viajan uno hacia 
el otro a 34.2 m/s con relacion al suelo. Un tren hace sonar 
el silbato a 525 Hz. (a) ^Que frecuencia se oira en el otro 
tren en aire tranquilo? ( b ) iQue frecuencia se oira en el 
otro tren si el viento sopla a 15.3 m/s paralelo a las vias y 
hacia el silbato? (c) ^Que frecuencia se oira si se invierte 
la direccion del viento? 



CAPITULO 21 


LA TEORf A 
ESPECIAL DE LA 
RELATIVIDAD* 


La teoria especial de la relatividad tiene la reputacion inmerecida de ser un tema dificil. 
Matem&ticamente, no es complicada; la mayor parte de sus detalles pueden comprenderse 
usando tecnicas bien conocidas por los lectores de este texto. El aspecto quizd mas desafiante 
de la relatividad especial consiste en su insistencia en que sustituyamos varias de nuestras 
ideas preconcebidas sobre el espacio y el tiempo, adquiridas a traves de aiios de experiencia 
basadas en el “sentido comun ”, por otras ideas totalmente nuevas. 

Las ideas que en esencia constituyen la teoria de la relatividad especial fueron presentadas 
en publico en un ensayo escrito por Albert Einstein y publicado en 1905: En este capitulo 
presentamos los postulados bdsicos de la teoria de Einstein y sus consecuencias; introducimos 
tambien las tecnicas matematicas que permiten que las mediciones hechas en un marco de 
referenda se transformen a otro marco, y estudiamos algunas de las consecuencias en el campo 
de la cinematica y de la dinamica. 

En este libro hemos presentado con anterioridad algunos aspectos de la relatividad especial 
y los hemos contrastado con los resultados correspondientes de la fisica clasica. Antes de 
iniciar este capitulo el lector debe revisar los siguientes apartados de nuestro libro: Seccion 
4-6, movimiento relativo; Seccion 7-7, Energia cinetica a altos velocidades; Seccion 8.7, Masa 
y energia; y Seccion 9-4, hnpetu lineal de una particula. 


21-1 LAS DIFICULTADES CON 
LA FISICA CLASICA 

La cinematica desarrollada por Galileo y la mecanica 
desarrollada por Newton, que forman la base de lo que 
llamamos la fisica clasica, lograron grandes exitos. Par- 


* Algunos profesores quiza desearan retrasar el estudio de la 
relatividad hasta despues de haber estudiado las ondas electro- 
magneticas en el capitulo 41. En el capitulo 42 se estudian los 
efectos relativistas en el movimiento de ondas. 

f En ese aiio Einstein publico tambien sus trabajos sobre el 
movimiento browniano y sobre el efecto fotoelectrico. Por este 
ultimo trabajo (y no precisamente por su teoria de la relatividad) 
se le otorgo el premio Nobel de Fisica en 1921. Einstein propuso 
tambien una teoria general de la relatividad en 1917. La teoria 
general trata del efecto de la gravedad en el espacio y el tiempo, 
algunas de cuyas consecuencias se estudiaron en la seccion 
16-10. En este capitulo consideraremos unicamente la teoria 
especial, en la que la gravedad no desempena papel alguno. 


ticularmente notables son la comprension del movimiento 
de los planetas y el uso de la teoria cinetica para explicar 
ciertas propiedades observadas en los gases. Sin embargo, 
cierto numero de fenomenos experimentales no pueden 
ser explicados mediante estas teorias clasicas que siguen 
siendo, por otra parte completamente validas en otros 
casos. Consideremos unas cuantas de estas dificultades 
que se nos presentan con la fisica clasica. 

Dificultades con nuestras ideas del tiempo 

El pion ( 7 T" o tr) es una particula que puede ser creada en 
un acelerador de particulas de alta energia. Es una par¬ 
ticula muy inestable; se observa que los piones creados en 
reposo se desintegran (para formar otras particulas) con 
una media de solo 26.0 ns (26.0 x 10 9 s). En un experi- 
mento en particular, se crearon piones en movimiento con 
una velocidad v = 0.913c (en donde c es la velocidad de 
la luz). En este caso se observo que los piones viajaban en 
el laboratorio una distancia promedio de D = 17.4 m antes 
de desintegrarse, de lo cual concluimos que se desintegran 
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en un tiempo dado por D/v = 63.7 ns, mucho mayor que 
la vida media medida para los piones en reposo (26.0 ns). 
Este efecto, llamado dilatacion del tiempo, sugiere que 
algo con respecto al movimiento relativo entre el pion y 
el laboratorio ha estirado el intervalo de tiempo medido 
en un factor de 2.5, aproximadamente. Tal efecto no puede 
ser explicado por la fisica newtoniana, en la que el tiempo 
es una coordenada universal que tiene valores identicos 
para todos los observadores. 

Dificultades con nuestras ideas de la longitud 

Supongamos que un observador en el laboratorio, antes 
mencionado, coloca un marcador en la ubicacion de la 
formacion del pion y otro en la ubicacion de su desinte- 
gracion. La distancia entre los marcadores se mide en 
17.4 m. Consideremos ahora la situacion para un obser¬ 
vador diferente que este viajando junto con el pion a una 
velocidad u = 0.913c. Este observador, a quien le parece 
que el pion esta en reposo, mide su vida media en 26.0 ns, 
caracteristico de los piones en reposo. Para este observa¬ 
dor, la distancia entre los marcadores que indican la 
formacion y la desintegracion del pion es (0.913c)(26.0 x 
10' 9 s) = 7.1 m. Entonces, dos observadores que esten en 
movimiento relativo miden valores diferentes del mismo 
intervalo. Esto es igualmente inconsistente con la fisica 
newtoniana, en la cual las coordenadas espaciales son 
absolutas y ofrecen lecturas identicas a todos los obser¬ 
vadores. 

Dificultades con nuestras ideas de la velocidad 

La figura 1 muestra un juego entre A y B, visto por un 
observador O. Los dos jugadores y el observador estan 
en reposo en este marco de referencia. A lanza una pelota 
con una velocidad superluminosa (mas rapida que la luz) 
hacia B, el cual la atrapa. La serial luminosa que porta la 
vision de A lanzando la pelota viaja hasta el observador O, 
como lo hace tambien la senal luminosa que porta la vision 
de B atrapando la pelota. Ambas senales luminosas viajan a 
la velocidad c, que es menor que la velocidad de la pelota 
lanzada por A. En la posicion del observador O, como se 
muestra en la figura 1, la serial luminosa que parte de B llega 
antes que la senal luminosa que parte de A. Por lo tanto, de 
acuerdo con O, \B atrapa la pelota antes de que A la lance! 
La fisica newtoniana nos permite acelerar proyectiles a 
velocidades ilimitadas y por lo tanto permite tales violacio- 
nes aparentes de la observacion de causas y efectos. 

Dificultades con nuestras ideas de la luz 

La teoria del electromagnetismo de Maxwell (queanaliza- 
remos posteriormente en este texto) fue uno de los grandes 
logros de la fisica del siglo xix. Una de las deducciones 
de esta teoria fue que la luz podia ser descrita como una 



(a) 

Serial luminosa que muestra 



(b) 


Figura I (a) A lanza una pelota a B. La pelota se mueve 
mas rapido que la luz y por lo tanto esta adelante de la serial 
luminosa que muestra a A lanzando la pelota. ( b ) La senal 
luminosa que muestra a B atrapando la pelota llegara al 
observador O antes que la serial luminosa que muestra a A 
lanzando la pelota. Tales inconsistencias logicas son un 
argumento contra la posibilidad de acelerar las particulas a 
velocidades mas rapidas que la luz. 



onda electromagnetica. Al igual que una onda mecanica 
(analizada en el capitulo 19) puede ser analizada en ter- 
minos de particulas que oscilan en un medio, una onda 
electromagnetica puede ser analizada en terminos de cam- 
pos electricos y magneticos en oscilacion. Fue por esto 
que los fisicos experimentales de finales del siglo pasado 
trataron de detectar el medio en que esos campos oscilan 
al propagarse la luz, asi como medir la velocidad con que 
la Tierra se mueve en este medio que llamaron e'ter. 

Desde 1881, A. A. Michelson (primer estadounidense 
a quien se otorgo el premio Nobel en fisica) y E. W. 
Morley efectuaron una serie de delicados experimentos 
opticos (descritos en la Sec. 45-7) para medir la velocidad 
a la que la Tierra se mueve a traves del propuesto eter. 
Para su sorpresa, hallaron que, dentro de su pequeno error 
experimental, jel resultado era cero! Los experimentos 
mas recientes con rayos laser han mejorado la precision 
de este resultado en muchos ordenes de magnitud, y el 
valor permanece consistente con el valor cero.* 

Dado el movimiento complejo de la Tierra (que gira 
alrededor de su eje y alrededor del Sol mientras el pro- 
pio Sol gira alrededor del centra de la galaxia), parece 


inconcebible que el eter pudiera permanecer firmemente 
unido a la Tierra en movimiento. Se llevaron a cabo 
grandes esfuerzos teoricos hacia fines del siglo xix para 
tratar de explicar como podia ocurrir esto. La brillante 
contribucion de Einstein a la comprension del espacio y 
del tiempo consistio en que demostro que los conceptos 
del eter y del medio de propagacion de la luz eran inutiles 
e innecesarios. 

Paradoja de Einstein 

Einstein propuso su teoria especial de la relatividad en 
1905, no como un intento de explicar el resultado del ex- 
perimento de Michelson y Morley sino basado en un 
experimento que el habia disehado en su mente. Siendo 
un estudiante de 16 ahos, Einstein habia aprendido la 
teoria del electromagnetismo de Maxwell y habia pensado 
en una paradoja: si uno estuviese en movimiento a la 
velocidad de la luz paralelamente a un rayo de luz que 
viajase en el espacio vacio, observaria patrones “estati- 
cos” del campo magnetico y electrico. (De modo similar, 
mostramos en la figura 9 del capitulo 19 una pertubacion 
“estatica” en una cuerda, la cual seria vista por un obser¬ 
vador que se moviese junto con la cuerda a la misma 
velocidad que las ondas en la cuerda.) Sin embargo, 
Einstein sabia que tales patrones estaticos del campo 
magnetico y electrico en el espacio vacio violaban la 
teoria de Maxwell. 

Einstein tenia dos caminos para resolver esta paradoja: 
o bien la teoria de Maxwell estaba equivocada, o bien la 
cinematica clasica que permite que un observador viaje 
junto con un rayo de luz estaba equivocada. Con la intui¬ 
tion que fue quiza su mayor atributo, Einstein deposito su 
fe en la teoria de Maxwell y busco una altemativa a la 
cinematica de Galileo y de Newton. Mas adelante en este 
capitulo demostraremos como esta nueva cinematica, que 
forma la base de la relatividad especial, evita que cual- 
quier observador atrape a un rayo de luz. Tambien demos¬ 
traremos como se resuelven los otros problemas acerca del 
tiempo, la longitud, y la velocidad expuestos previamente. 

Por supuesto, la prueba critica de cualquier teoria consiste 
en lo bien que concuerda con los experimentos. La teoria de 
la relatividad especial de Einstein ha sido sometida a prue- 
bas exhaustivas durante los ultimos 85 ahos y las ha pasado 
todas. En donde la fisica clasica y la teoria de la relativi¬ 
dad predicen resultados diferentes, se ha encontrado siempre 
que el experimento concuerda con la teoria de la relatividad. 


* Para mayores detalles con respecto al experimento de Michel¬ 
son y Morley, uno de los experimentos culminantes en la 
historia de la fisica, vease Basic Concepts in Relativity and 
Early Quantum Theory, por Robert Resnick y David Halliday 
(Wiley, 1985). 


21-2 LOS POSTULADOS 

DE LA RELATIVIDAD ESPECIAL 


Una teoria cientifica comienza usualmente con asevera- 
ciones generales llamadas postulados, que intentan pro- 


porcionar una base para la teoria. A partir de estos pos¬ 
tulados podemos obtener un conjunto de leyes mate- 
maticas en forma de ecuaciones que relacionan a las 
variables fisicas. Por ultimo, probamos las predicciones 
de las ecuaciones en el laboratorio. La teoria es valida 
hasta que el experimento la contradiga, despues de lo cual 
los postulados pueden ser modificados o reemplazados, 
y el ciclo se repite. 

Durante casi dos siglos, la mecanica de Galileo y de 
Newton resistio todas las pruebas experimentales. En este 
caso los postulados se refieren a la naturaleza absoluta del 
espacio y del tiempo. Basado en su experimento pensado 
sobre atrapar un rayo de luz, Einstein creyo en la necesi- 
dad de reemplazar las leyes del movimiento relativo de 
Galileo. En su trabajo de 1905, titulado “Sobre la electro- 
dinamica de los cuerpos en movimiento”, Einstein ofrecio 
dos postulados que forman la base de su teoria especial de 
la relatividad. Podemos presentar sus postulados como 
sigue: 

El principio de relatividad: Las leyes de la fisica 
son las mismas en todos los marcos de referencia iner- 
ciales. 

El principio de la constancia de la velocidad de 
la luz: La velocidad de la luz en el espacio libre tiene 
el mismo valor c en todos los marcos de referencia 
inerciales. 

El primer postulado declara que las leyes de la fisica 
son absolutas, universales e iguales para todos los obser¬ 
vadores inerciales. Las leyes que rigen para un observador 
inercial no pueden ser violadas por ningun observa¬ 
dor inercial. 

El segundo postulado es mucho mas dificil de aceptar, 
porque viola nuestro “sentido comun”, el cual esta firme¬ 
mente arraigado en la cinematica de Galileo que hemos 
aprendido de las experiencias cotidianas. Consideremos 
tres observadores A, B,y C, cada uno de ellos en reposo 
en un marco de referencia inercial diferente. El observa¬ 
dor A emite un destello de luz, y observa la luz viajando 
con velocidad c. El marco del observador B se mueve 
alejandose de A con una velocidad de c/4; la cinematica 
de Galileo predice que B mide el valor c - c/4 = 3c/4 para 
la velocidad de la luz emitida por A. El observador C esta 
en un marco que se mueve hacia A con una velocidad c/4; 
segun Galileo, el observador C mide una velocidad de c 
+ c/4 = 5c/4 para la velocidad de la luz emitida por A. En 
cambio, el segundo postulado de Einstein asevera que j los 
tres observadores miden la misma velocidad c en la 
pulsacion luminosal 

Por supuesto, esta no es la manera de comportarse de 
los objetos ordinarios. Un proyectil disparado desde un 
automovil en movimiento tiene una velocidad con respec¬ 
to al suelo determinada por la suma vectorial de la velo- 
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cidad del proyectil respecto al automovil y la velocidad 
del automovil respecto al suelo. Sin embargo, las veloci- 
dades de las ondas y particulas que se mueven a velocida- 
des cercanas a c no se comportan de esta manera. En 
la seccion 21-6 discutiremos la ley relativista de la suma 
de velocidades y demostraremos que se reduce a la ley de 
“sentido comun” de Galileo para bajas velocidades. 

Einstein enuncio estos postulados en un momento en 
que las pruebas experimentales eran dificiles e incluso 
imposibles. Durante las decadas siguientes, el desarrollo 
de los aceleradores de particulas de alta energia hicieron 
posible el estudio de los movimientos de las particulas a 
velocidades cercanas a c. Por ejemplo, en 1964 se llevo a 
cabo un experimento en el CERN, el laboratorio europeo 
de fisica de particulas de alta energia cercano a Ginebra, 
Suiza. El acelerador de protones del CERN se uso para 
producir un haz de particulas llama das piones neutros (jr°), 
que se desintegran rapidamente (con vida media de alre- 
dedor de 10" 16 s) en dos rayos gamma: 

n° —» y + y. 

Los rayos gamma son radiaciones electromagneticas que 
viajan a la velocidad de la luz. Los experimentadores 
midieron directamente la velocidad de los rayos gamma 
emitidos por los piones en desintegracion, que se movian 
a una velocidad de 0.99975 c. Segun Galileo, los rayos 
gamma emitidos en la direccion del movimiento de los 
piones deberian tener una velocidad de c + 0.99975c = 
1.99975c en el marco de referencia del laboratorio. Segun 
Einstein, deberian tener una velocidad de c. La velocidad 
medida fue de 2.9977 x 10 8 m/s, igual a c dentro de 1 parte 
en 10 4 , proporcionando asi una verificacion directa del 
segundo postulado. 

Los dos postulados juntos tiene otra consecuencia: ellos 
implican que es imposible acelerar una particula a una 
velocidad mayor que c sin importar cuanta energia cine- 
tica le impartamos. Esta es tambien una prediction que 
puede probarse en el laboratorio y que muestra otra dife- 
rencia entre los postulados de la relatividad y los de la 
fisica clasica. La fisica clasica no fija un limite superior a 
la velocidad que puede alcanzar un objeto; la relatividad 
impone este limite a la velocidad, a la que segun el primer 
postulado, debe ser la misma en todas las marcos de 
referencias. 

En otro experimento realizado en 1964, fueron acelera- 
dos electrones por medio de una gran diferencia de voltaje 
(alrededor de 15 millones de volts), y se determino direc¬ 
tamente la velocidad de los electrones. La figura 2 muestra 
las velocidades medidas en funcion de la energia cinetica 
adquirida por los electrones. Sin importar en cuanto se au- 
menta el voltaje de aceleracion, la velocidad nunca llega 
a c ni la supera. Una vez mas, los experimentos a altas 
velocidades son inconsistentes con las predicciones basa- 
das en la cinematica de Galileo y de Newton pero, en su 
lugar, confirman los postulados de la relatividad especial. 



Figura 2 Los puntos representan las mediciones de la 
velocidad de los electrones acelerados por una gran 
diferencia de voltaje a una energia cinetica conocida. Las 
mediciones demuestran que, no importa cuan grande sea la 
energia cinetica, la velocidad de los electrones no supera a c. 
(Vease “Speed and Kinetic Energy of Relativistic Electrons”, 
por William Bertozzi, American Journal of Physics, mayo de 
1964, pag. 551). 


21-3 CONSECUENCIAS DE 

LOS POSTULADOS DE EINSTEIN 

En la seccion 21-1 tratamos las dificultades en la interpre¬ 
tation de ciertas mediciones del tiempo, longitud, y velo¬ 
cidad basadas en la fisica clasica. Veamos ahora como 
pueden resolver aquellas dificultades los postulados de 
Einstein. 

La relatividad del tiempo 

Consideremos a dos observadores: S esta en reposo sobre 
el suelo, y S' esta en un tren que se mueve en una via larga 
y recta con velocidad constante u respecto a S. Los obser¬ 
vadores llevan aparatos identicos para medir el tiempo, 
ilustrados en la figura 3, consistentes en un bulbo de 
destellos de luz Eunido a un detector D y separados de un 
espejo M por una distancia L 0 . El bulbo emite un destello 
de luz que viaja hasta el espejo. Cuando la luz reflejada 
regresa a D, el reloj hace tic y se dispara otro destello. El 
intervalo de tiempo A t 0 entre los tics del reloj es precisa- 
mente la distancia 2 L 0 recorrida por la luz dividida entre 
la velocidad de la luz c: 

Af 0 — 2L 0 /c. (1) 

El intervalo A t 0 es observado ya sea por S o por S' cuando 
el reloj esta en reposo con respecto a ese observador. 
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Figura 3 El reloj hace tics a intervalos At 0 determinados 
por el tiempo necesario para que un destello de luz recorra la 
distancia 2L 0 desde el bulbo de destellos F hasta el espejo M 
y regrese al detector D. (Se supone que la distancia lateral 
entre F y D es despreciable en comparacion con L 0 .) 


ABC 



Figura 4 En el marco de referencia de S, el reloj 
transportado por S' en el tren se mueve con velocidad u. La 
linea de puntos, de longitud 2L, muestra la trayectoria del haz 
de luz de acuerdo con S. 


Consideremos ahora la situation cuando un observador 
mira a un reloj transportado por el otro. La figura 4 
muestra una representation de la secuencia de sucesos 
que observa S* en el reloj transportado por S' en el tren 
en movimiento. De acuerdo con S, el destello es emitido 
en A, reflejado en B, y detectado en C. En este intervalo 
At, de acuerdo con S el reloj avanza una distancia horizon¬ 
tal de u At a partir de la position en que fue emitido el 
destello. 

De acuerdo c on S, el haz de l uz viaja una distancia 2 L, 
en donde L = -J L 2 0 + (u At/ 2) 2 , como se muestra en la 
figura 4. El intervalo de tiempo medido por S para que la 
luz viaje esta distancia a una velocidad c (jla misma 
velocidad medida por S'!) es 



2'JL 2 0 + (uAt/2) 2 


( 2 ) 


Sustituyendo a L 0 de la ecuacion 1 y resolviendo la ecua¬ 
cion 2 para At nos da 



El factor en el denominador de la ecuacon 3 es siempre 
menor que o igual a 1, y entonces At > At 0 . Esto es, el 
observador con relacion al cual el reloj esta en movimien¬ 
to (el observador S) mide un intervalo mayor entre tics. 
Este efecto se llama dilatacion del tiempo. El intervalo de 
tiempo A t 0 medido por un observador (S' en este caso) con 
relacion a quien su reloj esta en reposo se llama tiempo 
propio. El intervalo de tiempo propio entre sucesos es el 
intervalo mas pequeno entre ellos que pueda medir cual- 
quier observador; todos los observadores en movimiento 
relativo respecto al reloj miden intervalos mas largos. 


* Suponemos que S tiene un conjunto de relojes sincronizados, 
los cuales S puede usar para llevar a cabo medidas de tiempo 
en los puntos A, B, y C. El establecimiento de un conjunto de 
relojes sincronizados se discute en la seccion 21-5. 


La ecuacion 3 nos permite entender la dificultad en los 
experimentos de desintegracion del pion discutidos en la 
seccion 21-1. Un pion en reposo se desintegra en un 
intervalo de tiempo de 26.0 ns; este intervalo es un inter¬ 
valo de tiempo propio y se le designa como A t 0 . (El pion 
es, en efecto, un reloj, y el intervalo desde la formation 
hasta la desintegracion del pion puede considerarse como 
un tic del reloj.) Un observador en el laboratorio, con 
relacion al cual el pion esta en movimiento con una 
velocidad de u = 0.913c, esperaria medir un intervalo de 
tiempo de 



26.0 ns 
11 — (0.913)' 


= 63.7 ns, 


en conformidad con el valor medido. 

La ecuacion 3, que se deduce de los postulados de Eins¬ 
tein, da la relacion entre intervalos de tiempo de acuerdo 
con la relatividad especial para observadores en mo¬ 
vimiento relativo. Observese que el factor en el deno¬ 
minador difiere apreciablemente de 1 unicamente para 
velocidades que se acerquen a la velocidad de la luz. Aun 
a una velocidad de 0.1c, la ecuacion 3 da At = 1.005Af 0 . 
A velocidades ordinarias podemos tomar At = At 0 con una 
gran precision. Este es el resultado clasico (el cual se 
obtiene directamente de la ecuacion 3 cuando u «c) que 
concuerda con nuestra experiencia basada en el “sentido 
comun”. 

La ecuacion 3 es valida para cualquier direccion del 
movimiento relativo de S y S'. Tambien es valida para 
cualquier tipo de reloj, no solo para el tipo particular que 
se uso en su derivation. Ha sido verificada experimental- 
mente no solo con la desintegracion de particulas elemen- 
tales moviendose a altas velocidades (tales como el pion) 
sino tambien con precisos relojes atomicos en movimien¬ 
to relativo entre si a velocidades ordinarias (transportados 
en aviones comerciales). Aun los relojes biologicos que 
se manifiestan con el envejecimiento humano son afecta- 
dos por la dilatacion del tiempo. Un aspecto interesante 
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Figura 5 El reloj transportado por S' 
en el tren emite su destello luminoso 
en la direccion del movimiento del tren. 
La figura en C ha sido desplazada 
hacia la derecha por claridad. 


de este efecto, la paradoja de los gemelos, se analizara 
despues de este capitulo. 

La relatividad de la longitud 

Consideraremos ahora el efecto de los postulados de 
Einstein en la medicion de los intervalos de longitud. 
Supongamos que S' gira 90° el reloj en el tren de mane- 
ra que la luz viaja ahora en la direccion del movimiento 
del tren. La figura 5 muestra la secuencia de eventos 
observados por S en el reloj movil. Segun S, la longitud 
del reloj es L\ como veremos, esta longitud es diferente a 
la longitud L 0 medida por S', para quien el reloj esta en 
reposo. 

En la posicion A de la figura 5 se emite un destello de 
luz que llega al espejo (posicion B) en un tiempo Af, 
mas tarde. La distancia total recorrida por la luz en este 
intervalo es c At,, que puede tambien escribirse como la 
longitud L del reloj mas la distancia adicional u At, que el 
espejo avanza en este intervalo debido al movimiento del 
tren. Es decir, 

c At, = L + u At,. (4) 

Durante el viaje de retomo desde el espejo hasta el detec¬ 
tor (posicion C en la Fig. 5), lo cual toma un intervalo At 2 
de acuerdo con S, la luz viaja una distancia c At 2 , la cual 
debe ser igual a la longitud L menos la distancia u At 2 que 
el tren avanza en este intervalo, o 

c At 2 — L u A t 2 . (5) 

Despues de resolver las ecuaciones 4 y 5 para At, y At 2 , 
sumamos para obtener el intervalo total de tiempo At, lo 
cual da 

At = At, + At, = —— + — 

c — u c + u 

_ 2 L 1 

c 1 — u 2 /c 2 ' ^ 

Partiendo de la ecuacion 3, 



Haciendo a las ecuaciones 6 y 7 iguales entre si y resol- 
viendo, obtenemos 

L = L 0 V1 — u 2 /c 2 . (8) 


La ecuacion 8 resume el efecto conocido como contrac¬ 
tion de la longitud. La longitud L 0 medida por un obser- 
vador (tal como S') que este en reposo con respecto al 
objeto que se esta midiendo se llama longitud en reposo 
(conocida tambien como longitudpropia, en analogia con 
el tiempo propio). Todos los observadores en movimiento 
con relacion a S' miden una longitud mas corta, pero 
unicamente para las di m ensiones a lo largo de la direccion 
del movimiento; las mediciones de la longitud transversal 
a la direccion del movimiento no se afectan. En la situa¬ 
tion mostrada en la figura 4, la longitud L 0 no es afectada 
por el movimiento relativo. 

La ecuacion 8 puede ayudamos a resolver las dificulta- 
des con el concepto clasico de longitud estudiado en la 
seccion 21-1. Los dos marcadores colocados en el labora- 
torio en las posiciones de la formation y la desintegracion 
del pion estan separados por una distancia de 17.4 m. 
Puesto que los marcadores estan en reposo en el laborato- 
rio, la distancia entre ellos es la longitud en reposo. Para 
un observador que viaje con el pion, todo el laboratorio 
esta en movimiento a razon de u = 0.913c, y se mide que 
la distancia entre los marcadores, de acuerdo a la ecuacion 
8, tiene una longitud contraida 


L = (17.4 m)Vl — (0.913) 2 = 7.1 m, 


lo cual es consistente con lo expuesto en la seccion 21-1. 

En circunstancias ordinarias, u « c y los efectos de la 
contraccion de la longitud son demasiado pequenos para 
ser observados. Por ejemplo, se mediria que un cohete de 
100 m de longitud lanzado desde la Tierra con la velocidad 
de escape (« = 11.2 km/s) se contrae, de acuerdo con un 
observador en la Tierra, en una cantidad aproximadamen- 
te equivalente ja 2 diametros atomicos unicamente! 

La contraccion de la longitud sugiere que la medida de 
los objetos en movimiento tiene una longitud mas corta 
que la que tienen en reposo. No esta implicada ninguna 
contraccion real, sino meramente una diferencia en los 
resultados medidos, justo como dos observadores en mo¬ 
vimiento relativo miden una frecuencia diferente para la 
misma fuente de sonido (el efecto Doppler). 


La suma relativista de las velocidades 

Modifiquemos ahora nuestro aparato de medir el tiempo 
como se muestra en la figura 6. El bulbo de destellos F se 
mueve hacia el extremo del espejo y se le reemplaza con 
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Figura 6 Eli este aparato de medir el tiempo, P emite una 
particula con velocidad v 0 . Cuando la particula llega a F, 
provoca la emision de un destello de luz que viaja hasta el 
detector D. 


un aparato P que emite particulas con una velocidad u 0 , 
tal como las mediria un observador en reposo con respecto 
al aparato. El bulbo lanza un destello al ser golpeado por 
una particula, y un haz de luz efectua el viaje de regreso 
hasta el detector D. Entonces el intervalo de tiempo Af 0 , 
medido por un observador (tal como S') que este en reposo 
con respecto al aparato, consta de dos partes: una debida 
al viaje de la particula en la distancia L 0 con velocidad v 0 
y otra debido al haz de luz que viaja la misma distancia a 
la velocidad c: 

A/ 0 = L 0 /v 0 + L 0 /c. (9) 

La secuencia de sucesos observados por S cuando el apa¬ 
rato de tiempo es transportado por S' en el tren es identica 
a la de la figura 5. La particula emitida, la cual viaja a 
la velocidad v de acuerdo con S, llega a F despues de 
un intervalo At,, durante el cual viaja una distancia u A/,, la 
que es igual a la longitud (contraida) L mas la distancia 
adicional u At, que se movio el tren durante ese intervalo: 

v Af, = L + u A t y . (10) 

En el intervalo Af 2 , el haz de luz viaja una distancia c At, 
igual a la longitud L menos la distancia u A t 2 avanzada por 
el tren en ese intervalo: 


De acuerdo con Galileo y Newton, un proyectil dispa- 
rado hacia adelante con velocidad v 0 en un tren que se este 
moviendo con velocidad u tendria una velocidad u 0 + u 
con relacion a un observador en el suelo. Esto permite 
claramente que se obtengan velocidades mayores que c. 
La diferencia entre el resultado clasico y el resultado 
relativista es el denominador de la ecuacion 12, el cual 
puede ciertamente reemplazarse por 1 en circunstancias 
ordinarias cuando las velocidades son mucho menores 
que c. Este importante factor, como lo veremos en el 
problema muestra 2, impide que la velocidad relativa 
supere alguna vez a c. 

Si el proyectil es un haz de luz (v 0 = c de acuerdo con 
S'), entonces la ecuacion 12 da inmediatamente v = c para 
todos los observadores, sin importar cual sea su velocidad 
con relacion a S' (es decir, independiente de u). Asi, la 
ecuacion 12 es consistente con el segundo postulado de 
Einstein. 


Problema muestra 1 Los muones son particulas elementales 
con una vida media (propia) de 2.2 ps. Se producen con muy 
altas velocidades en la atmosfera superior cuando los rayos 
cosmicos (particulas de alta energia procedentes del espacio) 
chocan con las moleculas de aire. Considere que la altura L 0 de 
la atmosfera (su longitud en reposo) es de 100 km en el marco 
de referencia de la Tierra, y obtenga la velocidad minima que 
haria posible que los muones sobreviviesen el viaje hasta la 
superficie de la Tierra. Resuelva este problema de dos maneras: 
(a) en el marco de referencia de la Tierra y (b) en el marco de 
referencia del muon. 


Solution (a) En el marco de referencia de la Tierra (Fig. la), 
la desintegracion del muon en movimiento se hace mas lenta 
debido al efecto de dilatacion del tiempo. Si el muon se mueve 
con una velocidad que sea muy cercana a c, el tiempo necesario 
para que viaje desde la parte superior de la atmosfera hasta la 
Tierra es 



100 km 

3.00 X 10 8 m/s 


= 333 ps. 


cAt 2 ^L — uAt 2 . (11) 

Resolviendo las ecuaciones 10 y 11 para Af, y A t 2 , pode- 
mos entonces hallar el intervalo total de tiempo A t = Af, 
+ A t 2 entre tics de acuerdo con S, y sustituimos ese 
resultado junto con la ecuacion 9 en la ecuacion 3, lo cual 
nos da (despues de usar la ecuacion 8 para relacionar a L 0 
con L) 


v 0 + u 
1 + v 0 u/c 2 ' 


( 12 ) 


La ecuacion 12 nos da una forma de la ley de la suma de 
las velocidades consistente con los postulados de Eins¬ 
tein; aqui tratamos unicamente la suma de velocidades en 
la direccion del movimiento relativo (la direccion de u). 
Mas adelante en este capitulo derivaremos resultados mas 
generates. 


El muon debe sobrevivir cuando menos 333 ps en el marco 
de referencia de la Tierra. Hallemos ahora la velocidad que 
dilata la vida media a partir de su valor propio Ar 0 (= 2.2 ps) 
hasta este valor, de acuerdo con la formula de dilatacion del 
tiempo (Ec. 3): 


333 ps = 

Al resolver, hallamos que 



u = 0.999978c. 


( b) En el marco de referencia del muon, la atmosfera esta 
desplazandose con una velocidad elevada. En este marco de 
referencia toda la atmosfera debe desplazarse en un tiempo igual 
a la vida media (propia) del muon, y entonces la altura de la 
atmosfera no puede ser mayor de 

L = cAt 0 = (3.00 X 10 8 m/s)(2.2 X 10“ 6 s) = 660 m. 

Por supuesto, esta es la longitud contraida medida en el marco 
de referencia del muon (vease la Fig. lb). La relacion entre la 
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Figura 8 Problema muestra 2. Un vehiculo espacial se aleja 
de la Tierra con una velocidad de 0.80c. Un observador S' 
situado en el vehiculo espacial dispara un proyectil y mide su 
velocidad en 0.60c con relacion al vehiculo. 



_(W_ 

Figura 7 Problema muestra 1. ( a ) En el marco de referenda 
de la Tierra, un muon tarda 333 ps en recorrer una distancia 
de 100 km a traves de la atmosfera. (b) En el marco de 
referencia del muon, la atmosfera tiene una altura de 660 m 
unicamente, y en el viaje tarda 2.2 ps. 


longitud en reposo L 0 (= 100 km), medida en el marco de 
referencia de la Tierra, y la longitud contrai'da, medida en el 
marco de referencia del muon, esta dada por la ecuacion 8, y 
entonces 


660 m = (100 km)> 


Despejando la velocidad «, obtenemos el mismo resultado dado 
en la parte (a). 

Observese que una dilatacidn del tiempo en un marco de 
referencia puede ser observada como una contraccion de la 
longitud en el otro. Esta interrelacion entre el tiempo y el 
espacio es un aspecto fundamental de la relatividad especial. 


Problema muestra 2 Un vehiculo espacial se aleja de la 
Tierra con una velocidad de 0.80c cuando dispara un proyectil 
paralelo a la direccion de movimiento del vehiculo. El proyec¬ 
til se mueve con una velocidad de 0.60c con relacion al vehiculo 
(Fig. 8). ^Cual seria la velocidad del proyectil medida por un 
observador en la Tierra? Comparese con las predicciones de la 
cinematica de Galileo. 


Solucion Este problema es muy similar al del observador y el 
tren. Aqui S' esta en el vehiculo y S esta en la Tierra, y S' se 
mueve con una velocidad de u = 0.80c con relacion a S. El 
proyectil se mueve con una velocidad u 0 = 0.60c con relacion a 
S’, y buscamos su velocidad v con relacion a S. Usando la 
ecuacion 12, obtenemos 


v 0 + u _ 0.60c + 0.80c 

1 + v 0 u/c 2 1 + (0.60c)(0.80c)/c 2 


1.40c 

1.48 


0.95c. 


De acuerdo con la cinematica clasica (el numerador de la 
ecuacion 12), un observador en la Tierra veria al proyectil 
moviendose a 0.60c + 0.80c = 1.40c, superando por lo tanto 
la velocidad relativa maxima de c permitida por la relati¬ 
vidad. Puede verse como la ecuacion 12 impone este limite 
en la velocidad. Aun cuando v 0 fuese 0.9999 ■ • ■ c y u fuese 
0.9999 


0.9999 • • • c, la velocidad relativa v medida por S permaneceria 
siendo menor que c._ 


21-4 LA TRANSFORMACION 
_DELORENTZ_ 

Los postulados de Einstein proporcionan un primer paso 
en la resolucion de las dificultades que presentamos en 
la seccion 21-1, pero se necesita una base matematica 
mas formal para dar a esta teoria todo su poder para 
calcular los resultados esperados de una variedad de pro- 
cesos fisicos mas amplia. Por ejemplo, podriamos de¬ 
sear calcular cuales son las diferencias de los resultados 
de las mediciones de la energia o de la intensidad de un 
campo magnetico para los observadores en movimiento 
relativo. 

Requerimos de un grupo de relaciones llamadas ecua- 
ciones de transformacion que relacionen las observacio- 
nes de un suceso hechas por dos observadores diferentes. 
Las ecuaciones de transformacion tienen tres ingredien- 
tes: (1) un observador S en reposo en un marco inercial, 
(2) otro observador S' en reposo en un marco inercial 
diferente que este en movimiento con velocidad constante 
respecto a S, y (3) un suceso que sea observado tanto por 
S como por S'. Segun cada uno de los observadores, el 
suceso ocurre en un grupo en particular de coordenadas 
en el espacio tridimensional y tambien en un tiempo en 
particular. Conociendo la velocidad relativa de S y de S', 
deseamos calcular las coordenadas x', y', z', t' de un evento 
tal como lo observa S' a partir de las coordenadas x, y, z, 
t del mismo suceso de acuerdo con S. Simplificaremos 
este problema un tanto, sin perder generalidad, eligiendo 
siempre a los ejes x y x' a lo largo de la direccion de u 
(vease la Fig. 9). 

Este problema puede ser resuelto usando la cinematica 
clasica de Galileo, y las ecuaciones de transformacion 
Galileanas resultantes son 

x' — x — ut, 

y' = y, (13) 

z' = z, 
t' = t. 
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Figura 9 Dos observadores, cuyos marcos de referencia 
estan representados por S y S’, observan el mismo suceso. S' 
se mueve con relacion a S con una velocidad u a lo largo de 
la direccion comun xx'. S mide las coordenadas x, y, z, t del 
suceso, mientras que S' mide las coordenadas x', y‘, z‘, t' del 
mismo suceso. 


La primera de estas ecuaciones es consistente con nuestra 
experiencia de “sentido comun”. Por ejemplo, suponga- 
mos que S esta en reposo sobre el suelo y que mide la 
posicion x de un poste de una cerca. S', quien esta en un 
automovil que se mueve con una velocidad u relativa a S, 
halla realmente al poste en la posicion x' =x-ut (Fig. 10). 
La cuarta ecuacion, t' = t, simplemente se dio por supuesta 
en la fisica clasica (como lo ejemplifica la coordenada 
universal del tiempo de Newton). 

Las relaciones relativistas que buscamos se conocen 
como ecuaciones de transformacion de Lorentz. Se las 
nombra asi en honor del fisico holandes H. A. Lorentz, 
quien las propuso (antes que Einstein) por una razon 
bastante diferente y quien no estaba plenamente cons- 
ciente de sus implicaciones respecto a la naturaleza del 
espacio y del tiempo. Las ecuaciones pueden derivarse 
directamente de los postulados de Einstein, si invocamos 
ciertas suposiciones razonables con respecto a la simetria 
y la homogeneidad del espacio y del tiempo. Como ejem¬ 
plo de esta ultima propiedad, consideremos a un observa¬ 
dor S que mide la longitud de una barra sostenida por el 
observador S' en un marco inercial diferente. El resultado 
de la medicion llevada a cabo por S no depende de donde 
esta ubicado S' en el marco de referencia o de la hora del 
dia en que S haga la medicion. 


Las ecuaciones de transformacion de Lorentz, deriva- 
das de estas hipotesis son* 


, x — ut 

X'= = y{x-ut), 

VI — u 2 /c 2 


y' = y. 


t' ~ \ . .. UX ! C - ~ = y(t — ux/c 2 ). 
V1 - u 2 /c 2 


Observese que un objeto situado inicialmente en el origen 
de acuerdo con S (es decir, x = 0 en t = 0) esta tambien 
situado inicialmente en el origen de acuerdo con S’ (es 
decir, x’ = 0 y t = 0). 

En estas ecuaciones hemos empleado el factor y de 
Lorentz, definido como 



En las ecuaciones de relatividad es tambien conveniente 
introducir el parametro (5 de la velocidad, definido como 
la razon entre la velocidad relativa u de los dos sistemas 
de coordenadas y la velocidad de la luz: 

P ~ u/c. (16) 


En la tabla 1 se dan algunos valores de muestra de f y 
de y, y en la figura 11 se muestra la relacion entre (S y y. 
El intervalo de y esta entre 1 (a baja velocidad, en don- 
de u «c o p «1) y el 00 (a alta velocidad, donde u -* c 

o/8-l). 

Observese que las ecuaciones de transformacion de 
Lorentz se reducen a las de la transformacion galilea- 
na (Ecs. 13) cuando u « c. Una manera conveniente 
de demostrar esto es hacer que c —► °°, de modo que 
u/c -* 0. En este caso, como usted deberia demostrarlo, 
las ecuaciones 14 relativistas se reducen directamente 
a las ecuaciones 13 clasicas. Todos los resultados clasi- 
cos derivados en los capitulos anteriores concuerdan con 


* Para una derivation de estas ecuaciones, vease Introduc¬ 
tion to Special Relativity, por Robert Resnick (Wiley, 1968), 
seccion 2.2. 



Figura 10 De acuerdo con S, el poste esta en la coordenada x. De acuerdo con S', 
quien esta en una coordenada ut con relacion a S en el tiempo t, el poste esta en la 
coordenada x‘ = x - ut. Observese que los origenes de S y de S' coinciden en t = 0. 
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Figura 11 El factor y de Lorelitz en funcion del parametro 
p de la velocidad. 


los experimentos cuando u « c. Debemos tener en cuen- 
ta los efectos relativistas unicamente a velocidades altas. 

Las ecuaciones 14 nos permiten hallar las coordenadas 
de espacio y tiempo en S' si las conocemos en S. Sin 
embargo, supongamos que deseamos conocer las coorde¬ 
nadas en S, dadas las coordenadas en S'. Desde el punto de 
vista de S' en la figura 9, S parece moverse en la direccion 
negativa de x (o de x'). Podemos obtener la transforma- 
cion inversa de Lorentz simplemente cambiando las coor¬ 
denadas primadas con las no primadas en las ecuaciones 
14 y sustituyendo a u por -u. Esto da 

x = y(x' + u('), 

y = y', (17) 

z', 

t = y(t' + ux'/c 2 ). 

Podemos emplear un metodo diferente para invertir la 
transformacion de Lorentz (vease el problema 18) resol - 


viendo las ecuaciones 14 algebraicamente para x y t (tra- 
tando a la primera y ultima ecuaciones como un sistema 
de dos ecuaciones con dos incognitas). A1 hacerlo, obte- 
nemos exactamente la transformacion inversa dada por las 
ecuaciones 17, las cuales fueron obtenidas directamente a 
partir de un argumento de simetria. 

La tabla 2 resume las ecuaciones de la transformacion 
de Lorentz cuando la velocidad relativa entre los siste- 
mas de coordenadas esta en la direccion comun xx'. Se 
muestran las ecuaciones en cuatro formas: la transforma¬ 
cion de Lorentz (Ecs. 14), la transformacion inversa de 
Lorentz (Ecs. 17), y las dos transformaciones del intervalo 
correspondientes, las cuales se utilizan cuando deseamos 
transformar no una coordenada sino un intervalo de espa¬ 
cio o de tiempo, tal como Ax' = x 2 ' - x/ (la distancia entre 
dos sucesos, tal como la mediria 5') o At' = t 2 ' - t± (el 
tiempo entre dos sucesos, tal como lo mediria S'). 


Problema muestra 3 En un marco inercial S, una luz roja y 
una luz azul estan separadas por una distancia A x = 2.45 km, 
con la luz roja en el valor mas grande de x. La luz azul produce 
un destello, y 5.35 jus mas tarde lo produce la luz roja. El marco 
S' se mueve en la direccion creciente de x con una velocidad de 
u = 0.855c. ^Cual es la distancia entre los dos destellos y el 
tiempo entre ellos tal como los mediria S'? 

Solucion El parametro de Lorentz es 



Se nos dan los intervalos en S como Ax = 2450 m y Af = 5.35 x 
10' 6 s. Segun la tabla 2, tenemos las transformaciones del 
intervalo 

Ax' = y(Ax — u At) 

= 1.928[2450 m - (0.855)(3.00 X 10 8 m/s)(5.35 X 10" 6 s)] 
= 2078 m - 2.08 km 

y 

At' = y(At — u Ax/c 2 ) 

= 1.928[5.35 X 10- 6 s - (0.855)(2450 m)/(3.00 X 10 8 m/s)] 
= -3.147 X 10- 6 s = —3.15/rs. 

En S', el destello rojo esta ubicado tambien en la coordenada 
mas distante, pero la distancia es 2.08 km en lugar de 2.45 km. 


TABLA 2 LAS ECUACIONES DE TRANSFORMACION DE LORENTZ* 


Transformacion 
de Lorentz 

Transformacion 

inversa 

Transformacion 
del intervalo 

Transformacion inversa 
delintervalo 

x' = y(x — ut) 

x = y(x' + ut') 

Ax' 

= y(Ax — u At) 

Ax= y(Ax' + u At') 

y' = y 

y = y' 

Ay' 

= Ay 

Ay = Ay' 

z' = Z 

z = z' 

A z' 

— A z 

A z - Az' 

t' = y(t — ux/c 2 ) 

t = y(t' + ux'/c 2 ) 

At' 

= y(At — u Ax/c 2 ) 

At = y{At' + u Ax'/c 2 ) 


* Apli car estas e cuaciones unicamente en el caso de movimiento relativo en la direccion xx'. El factor de Lorentz es 

Y = 1/7 1 - u 2 /c 2 . 
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Ademas, en S' el destello rojo llega antes que el destello azul 
(al contrario de lo que se observa en S); el tiempo entre destellos 
es de 3.15 jus de acuerdo con S'._ 


21-5 MEDICION DE LAS 

COORDENADAS ESPACIO-TIEMPO 
EN UN SUCESO _ 

Hasta ahora poco hemos dicho respecto a como hacen S 
y S' para medir las coordenadas x, y, z, t y x', y', z', t' de 
un suceso, como en el caso de los destellos de luz del 
problema muestra 3. El procedimiento que describimos 
ahora forma una base conceptual sobre la cual pueden 
basarse los procedimientos de laboratorio reales. 

Supongamos que S tiene un equipo grande de asistentes 
disponible para ayudamos a establecer un sistema de 
coordenadas. A cada asistente se le da un reloj y una barra 
de medicion de una cierta longitud. Por ejemplo, tres asis¬ 
tentes tienen barras de medicion de 1 m de longitud. Se les 
instruye para que coloquen sus barras, cada una a lo largo 
de uno de los tres ejes de coordenadas, y esperen en la 
posicion determinada por el extremo de la barra hasta que 
vean un destello de luz en el origen, en cuyo momento tie¬ 
nen que hacer marchar a sus relojes en la lectura preesta- 
blecida de 3.33 x 10 -9 s (3.33 ns, el tiempo necesario para 
que la luz viaje la distancia de 1 m desde el origen hasta 
el punto donde se halla el asistente). Otros tres asistentes, 
a quienes se les ha asignado a cada uno en forma similar 
uno de los ejes de coordenadas, reciben barras de 2 m de 
longitud y se les instruye para hacer marchar sus relojes, 
cuando vean el destello de luz, al tiempo preestablecido 
de 6.67 ns (el tiempo para que la luz viaje 2 m). Cada 
asistente es enviado a un puesto con una barra de cierta 
longitud L y un reloj preeestablecido en t - Ljc. 

Cuando todos los asistentes esten en sus puestos, S 
dispara un destello de luz en el origen y simultaneamente 
pone en marcha el reloj que esta en el origen, y previa- 
mente puesto en cero. Cuando la senal luminosa llega a 
los otros relojes, cada uno a su vez se pone en marcha en 
la lectura preestablecida. Asi, el reloj del eje x en x = 1 m 
se pone en marcha a la lectura preestablecida de 3.33 ns 
cuando el reloj del origen senala 3.33 ns; el reloj del eje x 
en x = 2 m se pone en marcha a la lectura preestablecida 
de 6.67 ns cuando el reloj que esta en el origen y el reloj 
que esta en x = 1 marcan ambos 6.67 ns; y asi sucesiva- 
mente para todos los relojes del sistema de coordenadas. 
Todos los relojes de todo el sistema estan entonces per- 
fectamente sincronizados. En la figura 12 se representa al 
sistema de barras y relojes resultante. 

Supongamos que S desea graficar el progreso de una 
particula que se mueve a traves del sistema de coordena¬ 
das. Todo lo que deben hacer S y los asistentes es observar 
a la particula mientras viaja y trazar cuando pase, cada 
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Figura 12 Armazon de barras de medicion y de relojes que 
podria ser usada por un observador situado en un marco de 
referencia en particular para determinar las coordenadas 
espacio-tiempo de un suceso. 

punto de la coordenada y la lectura que da el reloj que esta 
en esa coordenada. 

Por supuesto, esta calibracion sirve unicamente para el 
observador S. El observador S' y todos los demas obser- 
vadores inerciales deben llevar a cabo un procedimiento 
similar para definir un sistema de coordenadas y sincronizar 
sus relojes. Con tal esquema, las barras de medicion y los 
relojes de cada observador (los cuales estan, por supuesto, 
en reposo en el marco de ese observador) son exclusive® de 
ese marco inercial e independientes de las barras y los relojes 
de los observadores que esten en otros marcos inerciales. 

Este procedimiento sugiere que el espacio y el tiempo 
no son coordenadas independientes, sino que la descrip- 
cion de un suceso debe incluir a sus coordenadas tanto de 
espacio como de tiempo. (Es decir, no podemos usar un 
reloj que este en una posicion para registrar el paso de una 
particula a traves de otra posicion.) Por esta razon, la 
relatividad especial se formula usualmente en terminos de 
las coordenadas espacio-tiempo x, y, z, t combinadas. El 
espacio y el tiempo se tratan como coordenadas equiva- 
lentes en la relatividad especial. 


21-6 LA TRANSFORMACION DE 


LAS VELOCIDADES 


En esta seccion usamos las ecuaciones de la transforma¬ 
cion de Lorentz para relacionar la velocidad v de una par- 
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ticula medida por un observador en el marco S con la ve- 
locidad v' de la misma particula medida por un observador 
en el marco S', quien a su vez se mueve con velocidad u 
con relacion a S. En esta discusion, es importante tener en 
mente los significados de estas tres velocidades. 

Supongamos que el observador S encuentra que la 
particula se mueve desde las coordenadas jc,, _y,, z lt f, hasta 
x 2 , y 2 , z 2 , t 2 . Por otra parte, el observador S' registra las 
observaciones de las coordenadas inicial y final de la 
misma particula como x[, y[, z[, t[ y x 2 , y 2 ', z 2 , t 2 . 

Calculemos a vj (= A x'/At'), la componente x' de la 
velocidad medida por S'. Partiendo de la tabla 2, obtene- 
mos las ecuaciones de transformacion para los intervalos 
Ax' y At'. Al dividir estas dos ecuaciones, obtenemos 

t _ Ax' _ y(Ax — u At) _ Ax/A t — u 
vx At' y(At — u Ax/e 2 ) 1 — u(Ax/At)/c 2 ’ 

o, reemplazando a A x/At por v x , 


Vx~U 
1 — uvjc 2 ’ 


(18) 


De modo similar, obtenemos las ecuaciones de transfor¬ 
macion para las componentes y y z de las velocidades: 


_ ZX - y y' =- X -, (19) 

y y(l — uvjc 2 ) y z y(l - uvjc 2 ) 

Observese que v y * v y , aun cuando Ay = Ay', porque At * 
At'. Para v' z se tienen condiciones similares. Este es otro 
ejemplo de la diferencia entre el modo en que las trans- 
formaciones de Galileo y de Lorentz tratan las coordena¬ 
das del tiempo. Conviene asegurarse de haber tornado 
nota de que los denominadores de las tres ecuaciones 
incluyen todas al factor v x . 

Las ecuaciones 18 y 19 dan la transformacion Lorentz 
de la velocidad. Son analogas a las ecuaciones de la 
transformacion de Lorentz de coordenadas: relacionan las 
observaciones en un marco de coordenadas con las obser¬ 
vaciones en otro. La tabla 3 resume estas ecuaciones, 
junto con la transformacion inversa correspondiente de la 
velocidad. Observese que la ecuacion de la transforma¬ 
cion inversa para v x es identica a la ecuacion 12, la cual 
derivamos de una manera bastante diferente. En la ecua¬ 
cion 12, la velocidad v 0 es la misma que la velocidad u x 
medida por S'. 

Examinemos las ecuaciones 18 y 19 en el limite no 
relativista. (,Se reducen a la transformacion galileana cla- 
sica cuando u « c (o, equivalentemente, cuando c -*• «>)? 
En este caso las ecuaciones 18 y 19 se reducen a 

v' x =v x - u, v' y = v y , y v' z = v 2 , (20) 

que son realmente los resultados galileanos, dados por la 
ecuacion 43 del capitulo 4 o diferenciando la ecuacion 13, 
la transformacion galileana de las coordenadas. 

Demostraremos ahora directamente que la transforma¬ 
cion de Lorentz de la velocidad da el resultado exigido por 


TABLA 3 LA TRANSFORMACION DE LORENTZ 


DE LA VELOCIDAD 

Transformacion 

Transformacion 

de la velocidad 

inversa de la velocidad 

v x -u 

v x + u 

x 1 - uvjc 2 

x 1 + uvjc 2 

v’ Vv 

V - Vy 

y y{\-uvjc 2 ) 

y yj+uvjc 2 ) 

V z 

V - v ' z 

z y{\~uvjc 2 ) 

y(l + uvjc 2 ) 


el segundo postulado de Einstein (la constancia de la 
velocidad de la luz): una velocidad c medida por un 
observador debe ser medida tambien como c por cualquier 
otro observador. Supongamos que el suceso comun que 
es observado por S y S' es el paso de un haz de luz a 
lo largo de la direccion x. El observador S mide v x = c y 
v = v z = 0. (,Que velocidad mide el observador S'? Usando 
las ecuaciones 18 y 19, hallamos que las componentes de 
la velocidad medidas por S' son 

, _ v x — u _ c—u _ c — u _ 

Vx - 1 - uvjc 2 1 - uc/c 2 (c - u)/c c ’ 

v y = v' 2 = 0. 

Observese que este resultado se obtiene independien- 
temente de la velocidad relativa u entre S y S'. Una 
velocidad c medida en un marco de referencia inercial 
conduce a una velocidad c medida en todos los marcos. 
Entonces la velocidad de la luz es realmente la misma para 
todos los observadores. La misma conclusion prevalece 
para cualquier direccion en que viaje el haz de luz; vease 
el problema 19. 


t 



Figura 13 Problema muestra 4. S', marco de referencia de 
la particula despues de la primera aceleracion, se mueve con 
velocidad u = 0.60c con relacion al laboratorio (marco S). 
Con relacion a S', la particula se mueve con una velocidad o' 
= 0.60c despues de su segunda aceleracion. 


o' = 0.60c. La velocidad del marco S' con respecto al marco S 
es u = 0.60c. Conocemos a o,.' y a u, y buscamos a u x , la cual 
esta dada por la transformacion inversa de la velocidad a partir 
de la tabla 3: 

v' x + u _ 0.6 0c + 0.60c _ 1.20c __ n 

Vx = l + uvjc 2 ~ 1 + (0.60cX0.60c)/c 2 1.36 

La velocidad es menor que c, en contradiccion con la prediccion 
de la transformacion galileana, la cual da v x - 1.20c. 

Supongamos que ahora hacemos que el marco S' sea el de la 
particula despues de la segunda aceleracion, de modo que u = 
0.88c con relacion al marco original S (el laboratorio). Consi- 
deremos ahora una tercera aceleracion, de modo que, con 
relacion al nuevo marco S', la particula se mueve nuevamente 
con velocidad v x - 0.60c. Repitiendo el procedimiento anterior, 
podemos demostrar que un observador en el marco del labora¬ 
torio (S) medira una velocidad de o' = 0.97c en este caso. 

Sin importar cuantas veces aceleremos a la particula en 
un marco de referencia que se mueva con la particula, su velo¬ 
cidad medida en el marco original del laboratorio (o en cual- 
quier otro marco) nunca superara a c._ 


21-7 CONSECUENCIAS DE LA 

TRANSFORMACION DE LORENTZ 


Ya hemos demostrado que al aplicar los postulados de 
Einstein a situaciones fisicas se desprenden algunas con¬ 
secuencias inesperadas. Emplearemos ahora la base mas 
matematica de la transformacion de Lorentz para demos¬ 
trar que pueden obtenerse estas mismas consecuencias y 
otras. 

La relatividad del tiempo 

En la seccion 21-3 demostramos que el efecto de la 
dilatacion del tiempo se deduce directamente al aplicar los 
postulados de Einstein a las mediciones de los intervalos 
de tiempo por dos observadores en movimiento relativo 
uno con respecto al otro. La figura 14 muestra una vision 
diferente del efecto de dilatacion del tiempo. El reloj C' 
esta en reposo en el marco de S', el cual se mueve con una 
velocidad u relativa a S. S' mide el intervalo de tiempo 
At' = t 2 - t[ en el que la manecilla del reloj pasa entre dos 
marcas, pasando la primera marca en el tiempo t[ y la 
segunda en el tiempo f 2 . 

El paso de la manecilla del reloj C' por las dos marcas 
puede ser visto como dos sucesos los cuales ocurren en la 
misma posicion x 0 ' de acuerdo con S' (porque el reloj C' 
esta en reposo en ese marco). Sin embargo, S (cuyo marco 
de referencia contiene un grupo estacionario de relojes 
sincronizados de la manera descrita en la seccion 21-5) 
observa que la manecilla del reloj C' pasa la primera 
marca en la posicion x, (donde el reloj estacionario local 
senala el tiempo ?,) y la segunda marca en la posicion x 2 
(en donde un reloj estacionario diferente lee el tiempo t 2 ). 
Podemos hallar la relacion entre los intervalos de tiempo 
At y At' directamente a partir de la transformacion inversa 
de Lorentz. Segun la tabla 2, tenemos 


Problema muestra 4 Una particula es acelerada desde el 
reposo en el laboratorio hasta que su velocidad es de 0.60c. 
Visto desde un marco que se mueva con la particula con una 
velocidad de 0.60c con relacion al laboratorio, la particula 
recibe luego un incremento adicional de velocidad de 0.60c. 
Halle la velocidad final de la particula al medirla en el marco 
del laboratorio. 

Solucion Una vez mas, el problema se convierte en una apli- 
cacion directa de la transformacion de Lorentz de la veloci¬ 
dad, una vez que hayamos especificado claramente los marcos 
de referencia 5 y S' y el sistema que esta siendo observado. 
Claramente, la particula es el sistema que esta siendo observa¬ 
do, y si buscamos su velocidad medida en el marco del labora¬ 
torio es natural asociarlo al laboratorio con el marco S. El marco 
S' es entonces el marco de referencia inercial ocupado por 
la particula despues de la primera aceleracion y antes de la 
segunda (vease la Fig. 13). Con relacion a este marco, la velo¬ 
cidad de la particula despues de la segunda aceleracion es 



|- *2 

(b) 


Figura 14 El reloj C' esta fijo en la posicion x 0 ’ 
en el marco de referencia S’. El observador S, 
con relacion al cual el reloj C' esta en 
movimiento con velocidad u, compara la lectura 
de C' con dos relojes estacionarios diferentes del 
arreglo de relojes sincronizados (numerados 1 y 
2) establecido en el marco de S. Como se 
muestra, el intervalo t 2 - r, medido por S es 
mayor que el intervalo t 2 - Por lo tanto, el 
observador S declara que, en comparacion con 
los relojes situados en S, el reloj que se mueve 
avanza mas lentamente. 
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Figura 15 (a) En el marco de referenda de S', un 
destello de luz emitido desde un punto a media 
distancia entre dos relojes llega a los relojes en el 
mismo instante. ( b ) En el marco de referencia de S, el 
destello de luz llega al reloj 1 antes que al reloj 2. 


At — y(At' 4- u Ax'/c 2 ). (21) 

Esta expresion general da el intervalo de tiempo At medi- 
do por 5 correspondiente al intervalo de tiempo At ' me- 
dido por S' para sucesos que estan separados por una 
distancia A x'. De acuerdo con S', con relacion al cual el 
reloj C' esta en reposo, los dos sucesos (la manecilla 
al pasar las dos marcas) tienen lugar en la misma posicion 
x 0 ', de modo que Ax' = 0. Puesto que S' esta en reposo con 
relacion al reloj C', el intervalo de tiempo At' medido por 
S' es un intervalo de tiempo propio, el cual representamos 
como A t 0 . Sustituyendo A x' = 0 y At' = A t 0 en la ecuacion 
21, obtenemos 


la cual es identica a la ecuacion 3, la ecuacion de la 
dilatacion del tiempo. 

El efecto de la dilatacion del tiempo es completamente 
simetrico. Si un reloj C en reposo en S es observado por 
S', entonces S' concluye que el reloj C avanza mas lenta- 
mente. Cada observador cree que el otro reloj esta avan- 
zando mas lentamente que los que estan en reposo en el 
marco de referencia del observador. La dilatacion del 
tiempo suele resumirse en la idea de que en “los relojes 
en movimiento que se atrasan”. Es util recordar esta frase, 
pero hay que hacerlo con precaucion. La frase indica 
que un reloj que se mueve con relacion a un marco que 
contiene un arreglo de relojes sincronizados se atrasa 
cuando el tiempo es medido por aquellos relojes. Es decir, 
podemos afirmar que “los relojes en movimiento se atra¬ 
san” unicamente en el sentido de comparar a un reloj en 
movimiento con dos relojes estacionarios sincronizados 
separados. 

Consideremos otras tres consecuencias de la transfor- 
macion de Lorentz que se relacionan con las mediciones 
de tiempo: 


1. La relatividad de la simultaneidad. Supongamos que 
S' tiene dos relojes en reposo, situados en xj y x 2 ', y 
separados por el intervalo Ax' = x 2 ' - x,'. Un destello de 
luz emitido desde un punto a media distancia entre los 
relojes llega a los dos relojes simultaneamente, de acuerdo 
con S' (vease la Fig. 15a). Es decir, una medicion hecha 
por S' del intervalo entre la llegada de las senales de luz a 
los dos relojes da At' = 0. Consideremos ahora la situacion 
desde el punto de vista de S, con relacion al cual el marco 
de S' (incluyendo a los relojes) se mueve con velocidad u 
(Fig. 156). Claramente, la serial luminosa llega al reloj 1 
antes de llegar al reloj 2, y entonces la llegada de las 
senales luminosas a las ubicaciones de los dos relojes no 
es simultanea para S. Por lo tanto, llegamos a la siguiente 
conclusion: 

Si dos observadores estan en movimiento relativo, en 
general no concuerdan en si los sucesos en ubicaciones 
diferentes son simultdneos. Si un observador halla que 
los dos sucesos son simultdneos, el otro no. 

Esta conclusion se desprende tambien directamente de 
la ecucion 21: si At' = 0 y Ax' * 0, entonces At * 0. 
Observese que esto ocurre unicamente cuando los dos 
sucesos tienen lugar en ubicaciones diferentes de acuer¬ 
do con S'. Si los dos sucesos tienen lugar en la misma 
ubicacion y son simultaneos de acuerdo con S', son igual- 
mente simultaneos para S. 

2. El corrimiento Doppler. En la seccion 20-7 conside- 
ramos el efecto Doppler en las ondas sonoras, en donde el 
movimiento de una fuente o de un observador de las ondas 
con relacion al medio que transporta a las ondas causa un 
cambio en la frecuencia medida por el observador. 

En el caso de las ondas de luz, “el movimiento relativo 
al medio” no es un concepto valido. La relatividad espe¬ 
cial da un corrimiento Doppler para la luz que depende 


unicamente de la velocidad relativa entre la fuente y el 
observador; en contraste con el caso de las ondas sonoras, 
donde usamos formulas diferentes para tener en cuenta los 
movimientos de la fuente y del observador, en el caso de 
las ondas de luz es suficiente una formula que involucre 
unicamente al movimiento relativo. La formula Doppler 
relativista es, por lo tanto, mas sencilla de aplicar que la 
clasica. 

Otro aspecto del efecto Doppler en la relatividad espe¬ 
cial no tiene una contraparte clasica. Se trata del efecto 
Doppler transversal, el cual, en contraste con los casos 
considerados en la seccion 20-7, ocurre cuando la fuente 
o el observador se mueven perpendicularmente a la linea 
que los une. El efecto Doppler transversal es realmente 
otro resultado de la dilatacion del tiempo, y las mediciones 
precisas del efecto Doppler transversal dan algunas de las 
pruebas experimentales mas sensibles de la dilatacion del 
tiempo. Consideraremos el efecto Doppler para la luz con 
mas detalle en el capitulo 42. 

3. La paradoja de los gemelos. La dilatacion del tiempo 
se aplica no solamente a las particulas elementales sino a 
todos los intervalos de tiempo que ocurren de manera 
natural, incluyendo la cantidad de las pulsaciones y la 
duracion de la vida humana. Este hecho ha sido usado para 
proponer un acertijo aparente que ha llegado a ser cono- 
cido como la paradoja de los gemelos.* 

Supongamos a dos gemelos, Federico y Etelvina, que 
estan en una plataforma situada en el espacio. Etelvina se 
embarca para un viaje en un vehiculo espacial de alta 
velocidad hasta una estrella distante mientras que Federi¬ 
co permanece en la plataforma. Durante el viaje de Etel¬ 
vina, Federico es capaz de registrar los latidos del corazon 
y el ritmo de respiracion promedio de Etelvina, y halla que 
son mas lentos debido al efecto de la dilatacion del tiempo; 
entonces, todo el proceso de envejecimiento de Etelvina 
se ha hecho mas lento. Por lo tanto, Federico espera que, 
al regresar Etelvina a la plataforma despues de su viaje a 
la estrella, ella sea mas joven que el. 

La paradoja ocurre de manera similar cuando analiza- 
mos la situacion desde el marco de referencia de Etelvina, 
viendo por lo tanto a Federico y a la plataforma como los 
que hacen el viaje. De acuerdo con este analisis, Federico 
es el gemelo viajero y deberia ser el mas joven al final del 
viaje. He aqui la paradoja: Cuando se encuentren al final 
del viaje, no puede ser cierto que Etelvina sea mas joven 
que Federico como tampoco que Federico sea mas jo¬ 
ven que Etelvina. 

La resolucion de la paradoja llega cuando pensamos 
que Federico y Etelvina no estan realmente en situaciones 


* Para mayores detalles sobre la paradoja de los gemelos, vease 
Basic Concepts in Relativity and Early Quantum Theory, 2a. 
edicion, por Robert Resnick y David Halliday (Wiley, 1985), 
pag 281. 


simetricas. Al reunirse nuevamente los dos gemelos, uno 
de ellos debe decelerar e invertir direcciones, dando por 
resultado una aceleracion, facilmente medible, de uno de 
ellos. Dicho de otra manera, Etelvina debe cambiar de un 
marco de referencia inercial (el que se aleja de Federico) 
a otro (el que se mueve hacia Federico). Por otra parte, 
Federico no experimenta una aceleracion y permanece en 
el mismo marco de referencia inercial durante toda la 
duracion del viaje. Realmente, es Etelvina la viajera y 
quien sera mas joven a su regreso. 

Si bien no hemos sido capaces de llevar a cabo un 
experimento de esta clase con gemelos reales, el experi- 
mento ha podido efectuarse con relojes atomicos.* Dos 
relojes identicos fueron calibrados cuidadosamente; uno 
de ellos fue colocado en un avion comercial en vuelo 
alrededor del mundo y comparado con su gemelo “en 
casa” a su retomo. La velocidad durante tal viaje fue, por 
supuesto, bastante menor que c, pero los relojes atomicos 
son capaces de una precision suficiente como para que la 
pequeiia asimetria resultante en el “envejecimiento” de 
los dos relojes, que llego a unos 10' 7 s, pueda determinarse 
precisa y facilmente. Se encontro que el reloj que se 
coloco en el avion, que fue el sometido a una aceleracion 
y por lo tanto el verdadero viajero, era realmente “mas 
joven” (es decir, se atraso) despues del viaje. 

La lectura que marca el reloj que viajo en el avion debe 
ser tambien corregida respecto al tiempo que pasa en 
potencial gravitatorio diferente, un efecto de la relatividad 
general. Asi pues, las correcciones para la relatividad 
general y especial son de interes practico e importante 
cuando relojes de esa precision son transportados de un 
lugar a otro. 

La relatividad de la longitud 

De las ecuaciones de transformacion de Lorentz se deduce 
directamente la contraccion de la longitud, la cual se 
estudio en la seccion 21-3. Advirtamos primero que para 
medir la longitud de un objeto debemos llevar a cabo una 
determinacion simultanea de las coordenadas de los ex- 
tremos del objeto (vease la Fig. 16). No tiene caso medir 
la coordenada de un extremo de un objeto en movimiento 
en un tiempo determinado y la coordenada del otro extre¬ 
mo en un tiempo diferente. 

Supongamos (vease la Fig. 17) que una barra de medi- 
cion de la longitud en reposo L 0 sea transportada por S'. 
El observador S desea medir su longitud. Segun S', en 
cuyo marco de referencia la barra esta en reposo, los 
extremos de la barra estan en las coordenadas x 2 y x,', de 


* Vease “Around-the-World Atomic Clocks: Observed Relati¬ 
vistic Time Gains”, por J. C. Hafele y Richard E. Keating, 
Science, julio 14, 1972, pag. 166. 
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(a) x A {t Q ) x B (t 0 ) 



Figura 16 (a) Para medir la longitud de un pez en 
movimiento, debemos determinar simultdneamente las 
posiciones de su cabeza y de su cola. ( b ) Si la determinacion 
no es simultanea, la medicion no da la longitud. 


modo que Ax' = jc 2 ' - x{ = L 0 , la longitud en reposo de la 
barra. El observador S, usando las coordenadas calibradas 
y sincronizadas establecidas de acuerdo con el procedi- 
miento descrito en la seccion 21-5, lleva a cabo una 
determinacion simultanea de las coordenadas x 2 y x, de 
los extremos de la barra. El intervalo A x = x 2 - x ( da la 
longitud L de la barra de acuerdo con S. Partiendo de 
la ecuacion del intervalo en la tabla 2, tenemos 

Ax' = y(Ax - u At). (22) 

Haciendo que At = 0 (porque 5 llevo a cabo una determi¬ 
nacion simultanea de x 2 y x,), resolvemos para Ax {= L) 
y obtenemos 



que es identica a la ecuacion 8. 

Hemos deducido la dilatacion del tiempo y la contrac¬ 
cion de la longitud, ambos a partir de los postulados 
(seccion 21-3) y de la transformacion de Lorentz (esta 
seccion). Sin embargo, no se trata de derivaciones inde- 
pendientes porque la transformacion de Lorentz en si 
misma se obtiene a partir de los postulados. A1 fin y al 
cabo, toda la relatividad especial se deriva directamente 
de los postulados de Einstein. 

Al igual que la dilatacion del tiempo, la contraccion 
de la longitud es un efecto que rige para todos los obser- 
vadores en movimiento relativo. Preguntas tales como 
“iRealmente se contrae una barra de medicion en movi¬ 
miento?” tienen significado unicamente en el sentido de 



Figura 17 Los extremos de una barra de medicion se 
determinan en las coordenadas x[ y x’ 2 de acuerdo con S , con 
relacion al cual la barra esta en reposo. Para determinar la 
longitud de la barra, S debe hacer una determinacion 
simultanea de las coordenadas x, y x 2 de los puntos extremos. 


que se refieran a mediciones efectuadas por observadores 
en movimiento relativo. La esencia de la relatividad es que 
los resultados de las mediciones de la longitud y del 
tiempo estan sujetos al estado de movimiento del obser¬ 
vador con relacion al suceso que esta siendo medido y se 
refieren unicamente a las mediciones efectuadas por un 
observador en particular en un marco de referenda en 
particular. Si diferentes observadores llevasen la barra al 
reposo en sus marcos inerciales individuales, cada uno 
mediria el mismo valor de la longitud de la barra. A este 
respecto, la relatividad especial es una teoria de la medi¬ 
cion que dice simplemente que “el movimiento afecta a la 
medicion”. 


Problema muestra 5 Un observador S esta parado sobre una 
plataforma de longitud D 0 = 65 m en una estacion espacial. Un 
cohete pasa con una velocidad relativa de 0.80c moviendose 
paralelamente al borde de la plataforma. El observador S nota 
que las partes anterior y posterior del cohete se alinean simul¬ 
taneamente con los extremos de la plataforma en un instante en 
particular (Fig. 18a). (a) De acuerdo con S, £cual es el tiempo 
necesario para que el cohete pase por un punto en particular de 
la plataforma? (b) ^Cual es la longitud en reposo L 0 del cohete? 

(c) De acuerdo con un observador S' situado en el cohete, /cual 
es la longitud D de la plataforma? (d) De acuerdo con S', 
^cuanto tiempo transcurre para que el observador S pase la 
longitud entera del cohete? (e) De acuerdo con S, los extremos 
del cohete se alinean simultaneamente con los extremos de la 
plataforma. / Son estos eventos simultaneos para S ? 

Solucion (a) De acuerdo con S, la longitud L del cohete es 
igual a la longitud D 0 de la plataforma. S mide que el tiempo 
para que el cohete pase por un punto en particular es 

L 65 m_ 

At ° ~ 0.80c ~~ 2.40 X 10 8 m/s ' ^ 

Este es un intervalo de tiempo propio, porque S esta midiendo 
el intervalo de tiempo entre dos sucesos que acontecen en el 
mismo punto en el marco de referencia de S (la parte anterior 
del cohete pasa por un punto, y luego la parte posterior del 
cohete pasa por el mismo punto). 
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S' 


(c) 

Figura 18 Problema muestra 5. (a) Desde el marco de 
referencia de S en reposo en la plataforma, el cohete esta 
alineado, al pasar, simultaneamente con las partes anterior y 
posterior de la plataforma. ( b,c ) Desde el marco de referencia 
del cohete, al pasar este junto a la plataforma, esta queda 
alineada primero con la parte anterior del cohete y despues 
con la parte posterior. Notense los efectos diferentes de la 
contraccion de la longitud en los dos marcos de referencia. 




(b) S mide la longitud contraida L del cohete. Podemos hallar 
su longitud en reposo L 0 usando la ecuacion 8: 



(c) De acuerdo con S la plataforma esta en reposo, de modo 
que 65 m es la longitud de reposo D a . Por lo tanto, de acuerdo 
con S’, la longitud contraida de la plataforma es 


D = D 0 Vl — u 2 /c 2 = (65 m)Vl — (0.80) 2 = 39 m. 


(d) Para que S pase la longitud entera del cohete. S' concluye 
que S debe moverse una distancia igual a su longitud en reposo,, 
o sea 108 m. El tiempo necesario para hacerlo es 


At'= 


108 m 
0.80c 


= 0.45 ps. 


Observese que este no es un intervalo de tiempo propio para S', 
quien determina este intervalo de tiempo usando un reloj en el 
frente del cohete para medir el tiempo en el cual S pasa por 
el frente del cohete, y otro reloj en la parte trasera del cohete 
para medir el tiempo en el cual S pasa por la parte trasera del 
cohete. Por lo tanto, los dos sucesos ocurren en puntos diferen¬ 
tes de S' y entonces no pueden estar separados por un tiempo 
propio en S'. El intervalo de tiempo correspondiente medido 
por S para los mismos dos sucesos, el cual fue calculado en la 
parte (a), es un intervalo de tiempo propio para S, porque los dos 
sucesos realmente ocurren en el mismo punto de S. Los inter¬ 
vals de tiempo medidos por Sy S' estarian relacionados por la 
formula de la dilatacion del tiempo: 



de acuerdo con el valor calculado arriba de la longitud propia 
del cohete en S'. 

(e) Segun S', el cohete tiene una longitud en reposo de 
L 0 = 108 m y la plataforma tiene una longitud contraida de D = 
39 m. No existe entonces una manera de que S' pueda observar 
los dos extremos de ambos para alinearlos simultaneamente. En 
las figuras \8b y 18c se ilustra la secuencia de sucesos de 
acuerdo con S'. El intervalo de tiempo A t' en S' entre los dos 
eventos que son simultaneos en S puede calcularse a partir de 
la ecuacion del intervalo para A t' en la tabla 2 siendo A t = 0, 
lo cual da 


At' = —yu Axle 1 = 


— (0.80c)(— 65 m) 
c 2 Vl — (0.80) 2 


0.29 ps. 


Podemos verificar este resultado observando que, de acuerdo 
con S', el intervalo de tiempo entre las situaciones mostradas en 
las figuras 18& y 18c debe ser el necesario para que la platafor¬ 
ma se mueva una distancia de 108 m - 39 m = 69 m, lo cual 
toma un tiempo 


At' = 


69 m 
0.80c 


= 0.29 ps, 


de acuerdo con el valor calculado a partir de la transformacion 
del intervalo. Este ultimo resultado ilustra la relatividad de la 
simultaneidad: dos sucesos que sean simultaneos para S (el 
alineamiento de los dos extremos del cohete con los dos extre- 
mos de la plataforma) no pueden ser simultaneos para S'. _ 


21-8 IMPETU RELATIVISTA _ 

Hasta ahora hemos investigado el efecto de los dos pos¬ 
tulados de Einstein sobre las variables cinematicas de 
tiempo, desplazamiento y velocidad vistas desde dos mar¬ 
cos inerciales diferentes. En esta seccion y en la proxima 
ampliaremos nuestros esfuerzos para incluir las variables 
dinamicas de —impetu y energia. Aqui discutiremos la 
vision relativista del impetu lineal. 

Consideremos la colision mostrada en la figura 19a, 
vista desde el marco de referencia S. Dos particulas, cada 
una de masa m, se mueven con velocidades v y - v iguales 
y opuestas a lo largo del eje x. Colisionan en el origen, y 
la distancia entre sus lineas de aproximacion ha sido 
ajustada de modo que despues de la colision las particulas 
se muevan a lo largo del eje y con velocidades finales 
iguales y opuestas (figura 19 b). Suponemos que la coli¬ 
sion es perfectamente elastica, de modo que no se pierda 
ninguna energia cinetica. Las velocidades finales deben 
ser entonces v y - v. 

Usando la formula clasica (p = mv), las componentes 
del impetu del sistema de dos particulas en el marco S son 

Inicial: p xi = mv- 1- m(— v) = 0, 
p yi = 0. 

Final: p x{ = 0, 

p y{ = mv + m{— v) = 0. 
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Figura 19 Se muestra una colision entre dos parti'culas 
de la misma masa (a) antes de la colision en el matco de 
referencia de 5; (6) despues de la colision en el inarco 
de referencia de S\ (c) antes de la colision en el marco de 
referencia de S', y (d) despues de la colision en el marco 
de referencia de S'. 


Entonces p xi = p xt y p yi = p y! ; el impetu (vectorial) inicial 
es igual al impetu final, y el impetu se conserva en el 
marco S. 

Veamos ahora a la misma colision desde el marco S', 
el cual se mueve en relacion al marco S con velocidad 
u — ~ v (Fig. 19c). Observese que en el marco S', la par- 
ticula 2 esta en reposo antes de la colision. Usaremos la 
trasformacion de Lorentz de la velocidad, ecuaciones 18 
y 19, para hallar las componentes x' y y' transformadas de 
las velocidades inicial y final, como serian observadas por 
S'. Estos valores, que usted deberia calcular, se muestran 
en las figuras 19c y 19 d. 

Usaremos ahora aquellas velocidades para hallar las 
componentes del impetu del sistema en el marco S': 


= m (t+^/cV + m(0) “ 


2 mv 


1 + v 2 /c 2 ’ 


Pyi = 0 , 

p' x( — mv + mv = 2 mv, 

p' y{ = mv'J 1 — v 2 /c 2 -I- m(—Wl — v 2 /c 2 ) = 0. 


Vemos que p‘ A no es igual a p xi , y S' concluira que el impetu 
no se conserva. 

Resulta claro del calculo anterior que la ley de la con¬ 
servacion del impetu lineal, la cual hemos hallado util en 


una variedad de aplicaciones, no satisface el primer pos- 
tulado de Einstein (la ley debe ser la misma en todos los 
marcos inerciales) si calculamos al impetu como p = mv. 
Por lo tanto, si hemos de retener a la conservation del 
impetu como una ley general consistente con el primer 
postulado de Einstein, debemos hallar una nueva defini¬ 
tion del impetu. Esta nueva definicion del impetu debe 
tener dos propiedades: (1) Debe hacer que la ley de 
conservacion del impetu satisfaga al principio de relativi¬ 
dad; es decir, si el impetu se conserva de acuerdo con un 
observador en un marco inercial, entonces se conserva de 
acuerdo con los observadores en todos los marcos inercia¬ 
les. (2) A bajas velocidades, la nueva definicion debe 
reducirse a p = mv, la cual sabemos que funciona perfec- 
tamente bien en el caso no relativista. 

La formula relativista para el impetu de una particula 
de masa m que se mueva con velocidad v es 


mv 

V1 - v 2 /c 2 ’ 


(23) 


la cual ya hemos presentado en la ecuacion 22 del capitulo 
9. En terminos de las componentes, podemos escribir a la 
ecuacion 23 asi: 


mv x mv y 

V1 — v 2 /c 2 y Py V1 — v 2 /c 2 " 


(24) 


La velocidad u que aparece en el denominador de estas 
expresiones es siempre la velocidad de la particula medi- 
da en un marco inercial en particular. No es la velo¬ 
cidad de un marco inercial. La velocidad en el numerador 
puede ser cualquiera de las componentes del vector velo¬ 
cidad. 

Veamos ahora como esta nueva definicion restablece la 
conservacion del impetu en la colision que hemos consi- 
derado. En el marco S, las velocidades antes y despues son 
iguales y opuestas, y entonces la ecuacion 23 da de nuevo 
cero para los impetus inicial y final. En el marco S', 
podemos usar las magnitudes de las velocidades como 
aparecen en las figuras 19c y \9d para obtener, como usted 
debe comprobar, 


Pxi == Pxf = 


2 mv 

1 — v 2 /c 2 ’ 


(25) 


Pyi = Pyf =0 - 


Asi, los impetus inicial y final son iguales en el marco S'. 
El impetu se conserva tanto en el marco S como en el 
S'. De hecho la definicion del impetu dada en la ecua¬ 
cion 23 da la conservacion del impetu en todos los marcos 
inerciales, como lo exige el principio de relatividad. 

Observese tambien que, en la region de velocidades 
bajas, el denominador de la ecuacion 23 es casi igual a 1; 
a velocidades bajas la ecuacion 23 se reduce a la fami¬ 
liar formula clasica p = m\. Entonces, la ecuacion 23 
satisface tambien este criterio necesario de las formulas 
relativistas. 



Velocidad ( v/c) 


Figura 20 Se traza la razon p/m v para electrones con varias 
velocidades. De acuerdo con la fisica clasica, p = m v, y 
entonces las ecuaciones clasicas predicen que p/mv = 1. Los 
datos concuerdan claramente con el resultado relativista y no 
con el resultado clasico. A velocidades bajas, las 
predicciones clasica y relativista no pueden distinguirse. 


Por supuesto, la prueba decisiva es la concordancia con 
el experimento. La figura 20 muestra una coleccion de 
datos, basados en determinaciones independientes del 
impetu y la velocidad de los electrones. Los datos se 
trazan segun la relacion p/m v, la cual debe tener el valor 
constante de 1 segun la fisica clasica. Los resulta dos 
concuerdan con la ecuacion relativista y no con la clasica. 
Observese que las predicciones clasica y relativista con¬ 
cuerdan para velocidades bajas, y de hecho la diferencia 
entre las dos no es precisamente aparente hasta que la 
velocidad supera a 0.1c, lo cual explica nuestra incapaci- 
dad para observar las correcciones relativistas en los 
experimentos con objetos ordinarios del laboratorio. 


Problema muestra 6 ^.Cual es el impetu de un proton que se 
mueve con una velocidad de v = 0.86c? 

Solucion Usando la ecuacion 23, obtenemos 
_ mv 
^ V1 — v 2 /c 2 

(1.67 X IQ- 27 kg)(0.86)(3.00 X 10* m/s) 

Vl - (0.86)2 
= 8.44 X 10 -19 kg-m/s. 

Las unidades de kg • m/s no son generalmente convenientes para 
resolver problemas de este tipo. En su lugar, manipulamos la 
ecuacion 23 para obtener 

mcv _ mc 2 (v/c) _ (938 MeV)(0.86) 

P V1 — v 2 /c 2 Vl — v 2 /c 2 V1 — (0.86) 2 
= 1580 MeV. 

Aqui hemos usado la energia en reposo me 2 del proton, un 
concepto que introdujimos en la seccion 8-7. El impetu se 
obtiene a partir de este resultado al dividir entre el simbolo c 
(no entre su valor numerico), lo cual da 


p — 1580 MeV/c. 

Las unidades de MeV/c para el impetu se usan a menudo en 
los calculos relativistas porque, como lo demostraremos en la 
seccion siguiente, la cantidad pc aparece a menudo en estos 
calculos. Usted debe ser capaz de convertir MeV/c a kg • m/s y 
demostrar que los dos resultados obtenidos para p son equiva- 
lentes. 


21-9 ENERGIA RELATIVISTA 


La relacion entre la masa y la energia desde el punto de 
vista relativista se trato previamente en la seccion 8-7. 
Puede usted encontrar util revisar esa discusion antes de 
que continue leyendo esta seccion. 

En analogia con nuestra discusion del momento en la 
seccion anterior, la relatividad especial da un acceso dife- 
rente a la energia cinetica. Indiquemos primero la dificul- 
tad al reconsiderar la colision mostrada en la figura 19. Si 
usamos la expresion clasica hn u 2 , la colision no conserva 
la energia cinetica en el marco S'. (Escogimos las veloci¬ 
dades finales en el marco S de modo que la energia 
cinetica se conservara.) Usando las velocidades mostra- 
das en las figuras 19c y 19 d, podemos demostrar que 
(vease el problema 46), con K = kn v 2 . 


K' = 


2mv 2 


(1 + v 2 /c 2 ) 2 ’ 
K' { = mv 2 ( 2 — v 2 /c 2 ). 


(26) 


Entonces K{ no es igual a Kj, y la colision elastica apa- 
rentemente no conserva la energia cinetica en S'. Esta situa- 
cion viola el postulado de relatividad; el tipo de colision 
(elastica contra inelastica) deberia depender de las pro¬ 
piedades de los objetos que chocan y no del marco de 
referencia particular desde el cual contemplamos la colision. 
Como en el caso del impetu, requerimos de una nueva 
definicion de la energia cinetica si hemos de preservar la ley 
de la conservacion de la energia y el postulado de relatividad. 

La expresion clasica para la energia cinetica viola tam¬ 
bien el segundo postulado de la relatividad al permitir 
velocidades que superan la velocidad de la luz. No existe 
un limite (ni en la dinamica clasica ni en la relativista) 
para la energia que podemos impartir a una particula. Sin 
embargo, si permitimos que la energia cinetica crezca 
sin limite, la expresion clasica K = v 2 implica que 
la velocidad debe aumentar correspondientemente sin 
limite, violando, por lo tanto, el segundo postulado. Por 
lo tanto, debemos encontrar una manera de redefinir la 
energia cinetica, con el fin de que la energia cinetica de 
una particula pueda aumentar sin limite mientras su velo¬ 
cidad permanezea menor que c. 

La expresion relativista para la energia cinetica de una 
particula puede derivarse usando, esencialmente, el mis- 
mo procedimiento que empleamos para derivar la expre- 
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sion clasica, comenzando con el teorema trabajo-energia 
en su forma aplicable a particulas (vease el problema 54). 
El resultado de este calculo es 


K = 


me* 


Vl — v 2 /c 2 


(27) 


La ecuacion 27 se ve muy diferente del resultado clasi- 
co -me 1 , pero, como lo demostramos en la seccion 7-7, 
la ecuacion 27 se reduce a la expresion clasica en el 
limite de bajas velocidades (v«c). Podemos tambien ver 
a partir del primer termino de la ecuacion 27 que K -* °° 
cuando u -* c. Entonces podemos aumentar sin limite la 
energia cinetica de una particula y su velocidad no supe- 
rara a c. 

Podemos tambien expresar la ecuacion 27 como: 


K — E — E 0 , (28) 


donde la energia relativista total E se define como 

„ me 2 

E ,-, 

Vl — v 2 /c 2 

y la energia en reposo E 0 se define como 


(29) 


E 0 = me 2 . 


(30) 


La energia en reposo es en efecto la energia relativista 
total de una particula medida en un marco de referenda 
en el que la particula este en reposo. 

La energia relativista total esta dada por la ecuacion 28 
como 


E = K+E 0 . (31) 

En interacciones de particulas a velocidades relativistas, 
podemos reemplazar nuestro principio de conservacion de 
la energia previo por uno basado en la energia relativista 
total: 

En un sistema de particulas aislado, la energia relati¬ 
vista total permanece constante. 

Este principio es un caso especial del resultado expresado 
previamente en la forma de la ecuacion 36 del capitulo 8 
(A£ 0 + A AT = W ), donde W = 0 (es decir, el sistema esta 
aislado: su entomo no efectua ningun trabajo extemo). 

Usando la forma relativista de la energia cinetica dada 
por la ecuacion 27, podemos demostrar que la energia 
cinetica se conserva en el marco S' de la colision de la 
figura 19 (vease el problema 47). Puesto que las energias 
en reposo de las particulas inicial y final son iguales en 
esta colision, la conservacion de la energia relativista 
total es equivalente a la conservacion de la energia cine¬ 
tica. En general, las colisiones de particulas a altas ener¬ 
gias pueden dar por resultado la production de nuevas 
particulas, y entonces la energia en reposo final puede no 
ser igual a la energia en reposo inicial (vease el problema 



Eo = me 2 


Figura 21 Un recurso mnemotecnico util para recordar las 
relaciones entre E 0 , p, K, y E. Observese que debe emplearse 
la cantidad pc para poner todas las variables en unidades de 
energia. 


muestra 9). Tales colisiones deben analizarse usando la 
conservacion de la energia relativista total E\ la energia 
cinetica no se conserva cuando la energia en reposo cam- 
bia en una colision. 

A menudo, la m de la ecuacion 30 se llama masa en 
reposo m 0 y se di stingue de la “masa relativista”, que se 
define como m 0 f 71 - v 2 /c 2 . Elegimos no emplear la masa 
relativista, porque puede ser un concepto que nos lleve a 
confusion. Cuando nos refiramos a la masa, siempre que- 
rremos significar masa en reposo. 

La manipulacion de las ecuaciones 23 y 29 da una 
relacion util entre la energia total, el impetu, y la energia 
en reposo: 

E = 'J(pc) 2 -I- (me 2 ) 2 . (32) 

La figura 21 muestra un recurso mnemotecnico para re¬ 
cordar esta relacion, la cual tiene la forma del teorema de 
Pitagoras para los lados de un triangulo rectangulo. 

Las relaciones entre la energia cinetica y la veloci¬ 
dad, y entre la energia cinetica y el impetu pueden pro- 
barse en un regimen relativista por medio de particulas 
aceleradas a altas velocidades o usando particulas de 
alta velocidad (es decir, electrones) emitidos en ciertos 
procesos de desintegracion radiactiva. La figura 2 mues¬ 
tra electrones a los que se les da una energia cinetica 
conocida (usando una terminal electrica de alto volta- 
je) cuyas velocidades resultantes fueron medidas. Los 
datos experimentales concuerdan perfectamente con la 
expresion relativista y no concuerdan con la expresion 
clasica. Hoy dia se obtienen resultados similares indirec- 
tamente en cualquier instalacion que posea un acelera- 
dor grande. Las particulas son aceleradas a velocidades 
muy cercanas a c, y los parametros de diseno de los 
aceleradores deben basarse en la dinamica relativista. 
Asi pues, cada acelerador modemo es, en efecto, un labo¬ 
ratory para probar la relatividad especial. No es necesario 
decir que el exito de estos aceleradores es una confirma¬ 
tion contundente de la relatividad especial. 


Problema muestra 7 En el Stanford Linear Collider* se 
aceleran electrones a una energia cinetica de 50 GeV. Halle la 
velocidad de un electron como (a) una fraction de c y (b) una 
diferencia con c. La energia en reposo del electron es de 0.511 
MeV = 0.511 x 10' 3 GeV. 


Solucion (a) Primero, resolvemos la ecuacion 27 para v, 
obteniendo 


v = c yj 1 — 


1 


(1 +K/mc 2 ) 2 ’ 


(33) 


y entonces 


v = Cyj 1“- 


1 


(1 + 50 GeV/0.511 X 10~ 3 GeV) 2 
= 0.999 999 999 948c. 

Las calculadoras no son confiables despues de 12 cifras signi- 
ficativas. He aqui una manera de evitar esta dificultad. Podemos 
escribir la ecuacion 33 como v = c(l + x) 1/2 , en donde x = 
-1/(1 + K/mc 2 ) 2 . Puesto que K » me 2 , tenemos que x « 1, 
y podemos emplear la expansion binomica para escribir v ~ 
c(l + y.x), o sea 

xT+K/mc 2 ?]’ (34) 


lo cual da 


t> = c(l -5.2X 10-"). 


Esto conduce al valor de u dado arriba. 

( b ) Partiendo del resultado anterior, tenemos 

c — v — 5.2 X 10~ n c = 0.016 m/s = 1.6 cm/s. 


Problema muestra 8 Cierto acelerador produce un haz de 
kaones neutros ( in K c 2 = 498 MeV) con una energia cinetica 
de 325 MeV. Consideremos a un kaon que se desintegra en 
vuelo en dos piones (mjc 2 = 140 MeV). Halle la energia cinetica 
de cada pion en el caso especial en que los piones viajen paralela 
o antiparalelamente en direccion del haz de kaones. 

Solucion La energia de las particulas que permanecen des¬ 
pues de la desintegracion puede obtenerse aplicando los prin- 
cipios de conservacion de la energia y del impetu relativistas 
totales. La energia relativista inicial total es, segun la ecua¬ 
cion 31, 

E k = K+ m K c 2 = 325 MeV + 498 MeV = 823 MeV. 

El impetu inicial puede hallarse a partir de la ecuacion 32: 
p K c = V£ 2 k - (m K c 2 ) 2 = A 823 MeV) 2 - (498 MeVy 
= 655 MeV. 

La energia total del sistema final que consiste en los dos 
piones es 

E = Ei+E 2 = J(PiC ) 2 + ( m * c2 Y + APiA 2 + (™*C 2 ) 2 
= 823 MeV, (35) 


* Vease “The Stanford Linear Collider”, por John R. Rees, 
Scientific American, octubre de 1989, pag. 58. 


la que, por conservacion de la energia relativista total, hemos 
igualado con la energia inicial total de 823 MeV. Asi, tenemos 
una ecuacion con las dos incognitas p x y p 2 . 

Para obtener una segunda ecuacion con las dos incognitas 
aplicamos la conservacion del impetu. El impetu final del 
sistema de dos piones a lo largo de la direccion del haz es p, + 
p 2 , y haciendolo igual al impetu inicial p K da 

PiC + p 2 c = p K c = 655 MeV. (36) 

Tenemos ahora dos ecuaciones (ecuaciones 35 y 36) con las dos 
incognitas p, y p 2 . Resolviendo la ecuacion 36 para p 2 c y 
sustituyendo este resultado en la ecuacion 35, obtenemos (des¬ 
pues de cierta manipulacion algebraica) una ecuacion cuadrati- 
ca para p x c, la cual puede resolverse por medio de las tecnicas 
algebraicas normales para dar 

P\C = 668 MeV or-13 MeV. 

Puesto que las designaciones 1 y 2 de los dos piones son 
arbitrarias, la solucion da un pion que viaja paralelo al haz con 
un impetu p x = 668 MeV/c, mientras que el otro pion viaja en 
direccion opuesta con un impetu p 2 = -13 MeV/c. Las energias 
cineticas correspondientes se hallan empleando las ecuaciones 
28 y 32, lo cual da 

K - APC) 2 + ( m n c2 Y ~ m * c2 

Ki = V(668 MeV) 2 + (140 MeV) 2 - 140 MeV = 543 MeV, 

K 2 = A~ 13 MeV) 2 + (140 MeV) 2 - 140 MeV = 0.6 MeV. 

Este problema puede ser resuelto tambien de una manera 
diferente llevando a cabo una transformation de Lorentz a un 
marco de referencia en el que los kaones estan en reposo. Los 
dos piones son emitidos en este marco en direcciones opuestas 
(porque el impetu total debe ser cero), y por lo tanto comparten 
por igual la energia de la desintegracion. Al transformar de 
regreso al marco del laboratorio tenemos entonces la solucion 
para los impetus y las energias (vease el problema 57). En el 
siguiente problema muestra tenemos otra aplicacion de esta 
tecnica. 


Problema muestra 9 El descubrimiento del antiproton p (una 
particula con la misma energia en reposo que un proton, 938 
MeV, pero con la carga electrica opuesta) tuvo lugar en 1956 en 
Berkeley mediante la reaccion siguiente: 

p + p—»p + p + p + p, 

en la que protones acelerados incidian sobre un bianco de 
protones en reposo en el laboratorio. La energia cinetica inci- 
dente minima necesaria para producir la reaccion se llama 
energia cinetica umbral, bajo la cual las particulas finales se 
mueven juntas como si fuesen una sola unidad. Halle el umbral 
de la energia cinetica para producir antiprotones en esta reac¬ 
cion. 

Solucion Este problema es conceptualmente el caso in verso 
del problema muestra anterior. Aqui las particulas se juntan para 
formar una compuesta. Demostramos un metodo altemativo de 
solucion en el marco de referencia del centro de masa, en donde 
los dos protones chocan con impetus iguales y opuestos para 
formar una nueva particula en reposo (Fig. 22). 

La energia relativista final total en el marco S' del centro de 
masa es la energia en reposo de los productos, los cuales se 
producen en reposo en este marco, de modo que 
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Figura 22 Problema muestra 9. Produccion de un 
antiproton, visto desde (a,b) el marco del centro de masa y 
(c,d) el marco del laboratorio. Comparese con la figura 19. 


E' { = 4m p c 2 . 

La energi'a inicial es precisamente la suma de las energias totales 
de los dos protones reactantes: 

E’ = E[ + E' 2 . 

La conservacion de la energi'a requiere que E‘ = El, y puesto 
que las energias y E{ son iguales en el marco S', tenemos 

E\ =E' 2 = 2m p c 2 . 

La magnitud correspondiente de la velocidad de cualquier pro¬ 
ton reactante en el marco S' se halla al resolver la ecuacion 29 
para u/c, lo cual da 

Efectuamos ahora una transformacion de Lorentz de nuevo en 
el laboratorio usando esta velocidad como la de la transforma¬ 
cion, la cual lleva uno de los protones al reposo y da al otro una 
velocidad v que puede ser obtenida a partir de la expresion 
de la transformacion inver sa de la velo cidad para v x a partir de 
la tabla 3. Usando v' = c7 3/4 y « = cV 3/4, y suprimiendo el 
subindice x, tenemos que 

v _ v' + u _ 2 cJS /4 ^4^3 
1 + uv'/c 2 1 + (V3/4)2" 7 c - 

fista es la velocidad del proton incidente en el marco del 
laboratorio. Su energi'a total puede obtenerse de la ecuacion 29: 

F= ___ Ml _= 7m 

V i — (4V3/7) 2 p ' 

y el umbral de la energi'a cinetica es 

K= E — m p c 2 = 6m p c 2 = 6(938 MeV) 

= 5628 MeV = 5.628 GeV. 


El acelerador Bevatron de Berkeley fue disenado pensando 
en este experimento, con el fin de que pudiera producir un haz 
de protones cuya energi'a superara los 5.6 GeV. El descubri- 
miento del antiproton en esta reaccion fue galardonado con el 
premio Nobel de 1959 a los cientificos, Emilio Segre y Owen 
Chamberlain. 


21-10 LA LOGIC A DE LA 

RELATIVIDAD ESPECIAL 


Hemos llegado a un punto en que podemos dirigir una 
mirada retrospectiva a nuestra presentation de la relativi¬ 
dad especial y pensar acerca de su logica natural. En 
primer lugar, debemos advertir que la relatividad afecta a 
cada aspecto de la fisica; nos hemos concentrado en este 
capitulo en la mecanica, y mas adelante en este texto 
consideraremos el efecto de la relatividad en el electro- 
magnetismo. En efecto, debemos reexaminar cuidadosa- 
mente cada subcampo de la fisica desde la perspectiva de 
la relatividad especial, verificando que cada uno de ellos 
sea consistente con los dos postulados. Debemos observar 
tambien que la relatividad ha pasado todas las pruebas 
experimentales sin la menor discrepancia. Es una teoria 
de gran valor estetico, que nos proporciona una vision mas 
satisfactoria que la de la fisica clasica acerca de la validez 
de perspectivas y simetrias diferentes. Es tambien una 
teoria de gran valor practico, que les suministra a los 
ingenieros una guia apropiada para construir grandes ace- 
leradores de particulas, asi como tambien a los implicados 
en el mantenimiento de las normas con los procedimientos 
adecuados para corregir las lecturas de los relojes atomi- 
cos cuando se les transporta de una localidad a otra. 

El primer postulado de la relatividad es realmente una 
extension de la primera ley de Newton, la ley de la inercia, 
la cual definio el concepto de los marcos inerciales y nos 
proporciono la primera nocion de que los observadores 
inerciales obtendrian conclusiones identicas de la obser- 
vacion de un experimento en el cual no actue ninguna 
fuerza neta. No vamos demasiado lejos si extendemos esa 
vision para afirmar que los observadores inerciales debe- 
rian tambien extraer conclusiones identicas de la observa¬ 
tion de un experimento en el que hay una fuerza neta. Por 
ultimo, ^por que deberiamos seleccionar las leyes de la 
mecanica para esta equivalencia? Al extenderla a una 
equivalencia para observadores inerciales de todas las 
leyes de la fisica, llegamos al primer postulado. 

El segundo postulado es tambien razonable. Parece 
increible que seamos capaces de transmitir una serial a una 
velocidad infinita, teniendose asi una comunicacion ins- 
tantanea a todo el universo. Ademas, los experimentos 
sobre la relatividad del tiempo demuestran que tal comu¬ 
nicacion instantanea entre puntos distantes no es consis¬ 
tente con la observation. Si existe una velocidad limite. 


entonces con seguridad (segun el primer postulado) debe 
ser la misma para todos los observadores, sin importar su 
estado de movimiento. 

Para algunos, la primera exposition de la relatividad de 
la simultaneidad, el aparente encogimiento de las barras 
en movimiento, y la dilatation del tiempo puede ser 
inquietante. Sin embargo, un poco de reflexion nos per- 
suadira de que las alternativas clasicas son mas inquietan- 
tes aun. Por ejemplo, una barra rigida clasica de longitud 
definida no es un concepto que resulta consistente con la 
relatividad; una serial (digamos, un movimiento rapido) 
en un extremo no puede transmitirse instantaneamente al 
otro extremo. Debemos renunciar a la idea de que todos 
los observadores sean capaces de usar la misma vara 
de medir. Reemplazamos esta idea con otra que de a 
cada observador una vara de medir y que permita que cada 
observador use esa vara para hacer mediciones dentro de 
un marco de referencia en particular. Ningtin instrumento 
de medicion de un observador, o sus resultados, se prefie- 
re sobre cualquier otro. Por ultimo, la relatividad nos 
proporciona una simetria maravillosa entre estos observa¬ 
dores; no afirma la realidad del atraso de los relojes, sino 
que, a partir de sus dos perspectivas diferentes, dos obser¬ 
vadores en movimiento relativo observan cada uno que el 
reloj del otro se atrasa. No hay necesidad ninguna de ga- 
rantizar un status de preferencia para cualquiera de ellos, 
o para cualquier otro observador inercial. 

De acuerdo con la fisica clasica, el espacio y el tiempo 
son absolutos. Esto implica que las leyes de la fisica deben 


ser diferentes para observadores diferentes. En cambio, la 
relatividad nos dice que las leyes de la fisica deben ser las 
mismas para todos los observadores, y en consecuencia el 
espacio y el tiempd se convierten en conceptos relativos. 
Resulta claro que la relatividad es “mas absoluta” que la 
fisica clasica. El mundo fisico arbitrario y complejo de 
la fisica clasica, en el que cada observador debe usar un 
conjunto diferente de leyes fisicas, se convierte en el 
mundo fisico, mas uniforme y sencillo de la relatividad. 

La relatividad amplia nuestra vision del Universo al 
situamos entre los muchos observadores inerciales de ese 
universo. Trae consigo conceptos que, de acuerdo con la 
fisica clasica, se trataban por separado: por ejemplo, el 
espacio y el tiempo se transformaron en espacio-tiempo, 
o la masa y la energi'a se transformaron en energi'a en 
reposo. Senala el camino hacia una sola teoria unificada 
que incluye todas las interacciones posibles entre las 
particulas: la electricidad y el magnetismo se convierten 
en el electromagnetismo; el electromagnetismo y las 11a- 
madas fuerzas debiles (las responsables de ciertos proce- 
sos de desintegracion radioactiva) se convierten en la 
interaction electrodebil; las interacciones electrodebil y 
nuclear fuerte se convierten en una de las propuestas 
Teorias de la Gran Unification (TGU) (o GUT,de Grand 
Unified Theories); y por ultimo, las TGU y la gravedad 
se convierten en la hipotetica Teoria del Todo. Con segu¬ 
ridad que Einstein, quien solo conocio la primera de estas 
unificaciones, estaria realmente complacido con estos 
desarrollos. 


PREGUNTAS 

1. La velocidad de la luz en el vacio es una verdadera 
constante de la naturaleza, independiente de la longitud 
de onda de la luz o de la election de un marco de referencia 
(inercial). ^Existe entonces alguna manera de que el se¬ 
gundo postulado de Einstein pueda verse como contenido 
dentro del ambito de su primer postulado? 

2. Discuta el problema que intento resolver el joven Eins¬ 
tein; es decir, ^cual serfa la apariencia de una onda elec- 
troinagnetica para una persona que corriese junto a ella 
con una velocidad c? 

3. ,;Es valido en la relatividad el concepto de un fluido 
incompresible? {Y que decir de los cuerpos perfectamente 
rigidos? 

4. Un quasar ( objeto casi estelar) se aleja de la Tierra a la 
mitad de la velocidad de la luz. ^Cual es la velocidad, 
con respecto a la Tierra, de la luz que detectamos vinien- 
do de el? 

5. Los quasares son los objetos mas intrinsecamente lumino- 
sos del universo. Muchos de ellos fluctuan en brillo, a 
menudo en una escala de tiempo de un dia mas o menos. 


^Como puede emplearse la rapidez de estos cambios en el 
brillo para calcular un limite superior del tamano de estos 
objetos? ( Sugerencia: Los puntos separados no pueden 
cambiar de una manera coordinada a no ser que sea 
enviada information de uno al otro.) 

6. La tasa de barrido de la cauda de un cometa puede superar 
a la velocidad de la luz. Explique este fenomeno y demues- 
tre que no existe una contradiction con la relatividad. 

7. Considere un frente de onda de luz esferico que se difunde 
desde una fuente puntual. Visto por un observador en la 
fuente, cual es la diferencia de velocidad de las partes 
del frente de onda que viajan en direcciones opuestas? 
(,Cual es la velocidad relativa de una de estas porciones 
del frente de onda con respecto a la otra? 

8. Tomando prestadas dos frases de Herman Bondi, podemos 
captar la esencia de los dos postulados de Einstein titulan- 
dolos: (1) el principio de “la inaplicabilidad de la veloci¬ 
dad” y (2) el principio de “la unicidad de la luz”. ^En que 
sentido es inaplicable la velocidad y linica la luz en estas 
dos aseveraciones? 
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9. Un rayo de laser incide en angulo recto sobre un espejo 
piano y se refleja en el. /.Cual es la velocidad del rayo 
reflejado si el espejo esta (a) fijo en el laboratorio y ( b ) 
moviendose directamente hacia el laser con velocidad u? 

10. De un ejemplo de la fisica clasica en el que el movimiento 
de un reloj afecta su pulsacion, esto es, la manera en que 
marcha. (La magnitud del efecto puede depender de la 
naturaleza detallada del reloj.) 

11. Si bien en la relatividad (donde el movimiento es relativo 
y no absoluto) encontramos que “los relojes en movimien¬ 
to se atrasan”, este efecto no tiene nada que ver con que 
el movimiento altere la manera en que trabaja un reloj. 
/.Con que tiene que ver? 

12. Hemos visto que si varios observadores registran dos 
sucesos, titulados Ay B, uno de ellos puede decir que el 
suceso A ocurrio primero, pero el otro puede decir que fue 
el suceso B que sucedio primero. /.Que le diria usted a un 
amigo que le preguntase que suceso ocurrio realmente 
primero? 

13. Dos sucesos ocurren en el mismo lugar y al mismo tiempo 
para un observador. /.Serian los sucesos simultaneos para 
todo observador? /.Ocurrinan en el mismo lugar para todo 
observador? 

14. Dos sucesos son simultaneos pero separados en el espacio 
en un marco de referenda inercial. /.Serian simultaneos en 
cualquier otro marco? /.Seria su separacion espacial la 
misma en cualquier otro marco? 

15. Hagamos que el suceso A sea la salida de un aeroplano 
desde San Francisco y que el evento B sea su llegada a 
Nueva York. /.Es posible hallar dos observadores que 
discrepen respecto al orden en el tiempo de estos sucesos? 
Explique. 

16. Dos observadores, uno en reposo en S y el otro en reposo 
en S', llevan cada uno una vara de medir orientada para- 
lelamente a su movimiento relativo. Cada observador 
halla despues de medir que la vara de medir del otro 
observador es la mas corta de las dos. /.Le parece esto una 
paradoja? Explique ( Sugerencia : Compare con la situa- 
cion siguiente. Harry le dice adios a Walter quien esta en 
la parte trasera de una vagoneta que se aleja de Harry. 
Harry dice que Walter se vuelve mas pequeiio. Walter dice 
que Harry se vuelve mas pequeno. /.Estan midiendo la 
misma cosa? 

17. /.Como interviene el concepto de simultaneidad en la 
medicion de la longitud de un objeto? 

18. En la relatividad las coordenadas de tiempo y espacio 
estan entrelazadas y tratadas sobre una base mas o menos 


PROBLEMAS 

Seccion 21-3 Consecuencias de los postulados de Einstein 

1. Independientemente de los efectos debidos a los movi- 
mientos rotatorio y orbital de la Tierra, un marco de 


equivalente. /.Son el tiempo y el espacio fundamentalmen- 
te de la misma naturaleza, o existe alguna diferencia 
esencial entre ellos que sea preservada aun en la relati¬ 
vidad? 

19. En la “paradoja de los gemelos”, explique (en terminos de 
latidos del corazon, actividades fisicas y mentales, y asf 
sucesivamente) por que el gemelo que regresa mas joven 
no ha vivido mas tiempo que su tiempo propio, aun cuando 
el hermano que se quedo en casa pueda decir que si lo hizo. 
/.Explique por tanto la frase: “Envejeces de acuerdo con 
tu tiempo propio”. 

20. /.Podemos sustituir simplemente a ym por m en las ecua- 
ciones clasicas para obtener las ecuaciones relativistas 
correctas? De ejemplos. 

21. Si las particulas con masa cero tienen una velocidad c en 
un marco de referencia, /.pueden encontrarse en reposo en 
cualquier otro marco? /.Pueden tales particulas tener cual¬ 
quier velocidad diferente de c? 

22. Un particula con masa cero (un neutrino, posiblemente) 
pue de transpor tar l'mpetu. Pero, segun la ecuacion 23, p = 
mv//1 - v 2 /c 2 , el l'mpetu es directamente proporcional a 
la masa y, por lo tanto, deberia ser cero cuando la masa es 
cero. Explique. 

23. /.En cuantas expresiones relativistas puede usted pensar 
en los que el factor Lorentz y intervenga como un simple 
multiplicador? 

24. /.Es la masa de una particula estable, compuesta (un nucleo 
de oro, por ejemplo) mas grande que, igual a, o menor que 
la suma de las masas de sus componentes? Explique. 

25. “La masa del electron es de 0.511 MeV”. /.Que significa 
exactamente esta afirmacion? 

26. “La relacion E 0 = me 2 es esencial en la operacion de una 
planta de potencia basada en la fision nuclear, pero tiene 
unicamente una importancia despreciable en una planta de 
combustible fosil”. />Es esta una afirmacion verdadera? 
Explique por que o por que no. 

27. Una planta hidroelectrica genera electricidad porque el 
agua cae bajo la accion de la gravedad a traves de una 
turbina, haciendo girar por tanto a la flecha de un genera- 
dor. De acuerdo con el concepto de masa-energia, /.debe 
ser identificada la generacion de energia (la electricidad) 
con una disminucion de masa en alguna parte? De ser asi, 
/.donde? 

28. Algunos dicen que la relatividad complica las cosas. De 
ejemplos de lo contrario, o sea, donde la relatividad las 
simplifique. 


laboratorio no es estrictamente un marco inercial porque 
una particula situada en reposo alii no permanece, en 
general, en reposo; caeria debido a la gravedad. Sin em¬ 


bargo, a menudo los sucesos acontecen tan rapidamente 
que podemos ignorar la caida libre y tratar al marco 
como inercial. Considerese, por ejemplo, un electron de 
1.0 MeV (para el cual v = 0.941c) lanzado horizon talmen- 
te hacia una camara de pruebas del laboratorio y movien¬ 
dose una distancia de 20 cm. (a) /.Cuanto tiempo tomaria?, 
y ( b ) /.cuanto caeria el electron durante este intervalo? 
^Que podemos concluir respecto a la idoneidad del labo¬ 
ratorio como un marco inercial en este caso? 

2. Un electron de 100 MeV, para el cual v = 0.999987c, se 
mueve a lo largo del eje de un tubo al vacio que tiene una 
longitud de 2.86 m medido por un observador S en el 
laboratorio respecto al cual el tubo esta en reposo. Un 
observador S' que se mueva con el electron, sin embargo, 
veria que este tubo pasa moviendose con una velocidad v. 
/Que longitud del tubo mediria este observador? 

3. Una barra que esta paralela al eje x del marco de referen¬ 
cia S, se mueve a lo largo de este eje con una velocidad de 
0.632c. Su longitud en reposo es 1.68 m. /.Cual sera su 
longitud medida en el marco S ? 

4. La vida media de los muones frenados por un bloque de 
plomo en el laboratorio es de 2.20 ps. La vida media 
de muones de alta velocidad en una rafaga de rayos cos- 
micos observado desde la Tierra es de 16 ps. Halle la 
velocidad de estos muones en los rayos cosmicos. 

5. Una particula inestable de alta energia entra a un detector 
y deja un rastro de 1.05 mm de longitud antes de desinte- 
grarse. Su velocidad con relacion al detector era 0.992c. 
/.Cual es su vida media propia? Es decir, /.cuanto tiempo 
duraria antes de desintegrarse habiendo estado en reposo 
con respecto al detector? 

6. Se mide que la longitud de un vehiculo espacial es exac¬ 
tamente la mitad de su longitud en reposo. (a) /.Cual es la 
velocidad del vehiculo con relacion al marco del observa¬ 
dor? ( b ) /.Por que factor se atrasan los relojes del vehiculo, 
comparados con los relojes en el marco del observador? 

7. Una particula se mueve a lo largo del eje x' del marco S' 
con una velocidad de 0.413c. El marco S' se mueve con 
una velocidad de 0.587c con respecto al marco S. /.Cual 
es la velocidad de la particula medida en el marco S? 

8. El marco S' se mueve con relacion al marco S a 0.620c en 
la direccion de la x creciente. En el marco S' se mide que 
una particula tiene una velocidad de 0.470c en la direccion 
de x' creciente. (a) /.Cual es la velocidad de la particula 
con respecto al marco S? (b) /.Cual seria la velocidad de 
la particula con respecto a S si se movio (a 0.470c) en 
direccion de la x' decreciente en el marco S'? En cada caso, 
comparar las respuestas con las predicciones de la ecua¬ 
cion clasica de la transformacion de velocidades. 

9. Un vehiculo espacial de 130 m de longitud en reposo pasa 
por una estacion cronometradora con una velocidad de 
0.740c. (a) /.Cual es la longitud del vehiculo medida por 
la estacion? ( b ) /.Que intervalo de tiempo registrar^ la 
estacion entre el paso de los extremos frontal y trasero de 
la nave? 

10. En los estratos altos de la atmosfera de la Tierra se crea 
un pion al chocar una particula incidente de rayos cosmi¬ 
cos de alta energia con un nucleo atomico. El pion asi 
formado desciende hacia la Tierra con una velocidad de 


0.99c. En un marco de referencia en el cual esten en 
reposo, los piones tienen una vida media 26 ns. Medido 
en un marco fijo respecto a la Tierra, /.a que distancia se 
movera este pion tipico a traves de la atmosfera antes de 
desintegrarse? 

11 . Un satelite debe tener una velocidad de unos 7.91 km/s 
para rodear a la Tierra en una orbita baja. Supongamos que 
dos de tales satelites giran en tomo a la Tierra en direccio- 
nes opuestas. (a) /.Cual es su velocidad relativa al encon¬ 
trarse? Evalue usando la ecuacion clasica de Galileo para 
la transformacion de velocidades. (6) /.Que error fraccio- 
nario se cometio a causa de no haber usado la ecuacion 
relativista (correcta) de la transformacion? 

Seccion 21-4 La transformacion de Lorentz 

12. /.Cual debe ser el valor del parametro p de la velocidad si 
el factor yde Lorentz es de (a) /.1.01? (b) /.10.0? (c) /.100? 
(d) i 1000? 

13. Halle el parametro de la velocidad de una particula a la 
que le toma dos anos mas que a la luz viajar una distancia 
de 6.0 anos luz. 

14. El observador S asigna a un suceso las coordenadas x = 
100 km, t = 200 ps. Halle las coordenadas de este suceso 
en el marco S', el cual se mueve en la direccion de la x 
creciente con una velocidad de 0.950c. Suponga que x = 
x' en t = t' = 0. 

15. El observador S reporta que ocurrio un evento en el eje x 
en x = 3.20 * 10 8 m al tiempo t = 2.50 s. (a) El observador 
S' se mueve en direccion de x creciente con una velocidad 
de 0.380c. /.Que coordenadas reportaria S' para el suceso? 
( b ) /.Que coordenadas reportaria S" si S" se estuviera 
moviendo en la direccion de x decreciente con la misma 
velocidad? 

16. El marco inercial S' se mueve con una velocidad de 0.60c 
con respecto al marco S en la direccion de x creciente. En 
el marco S, el evento 1 ocurre en el origen en t = 0, y el 
evento 2 ocurre sobre el eje* en x = 3.0 km y en t = 4.0 ps. 
/.Que tiempos de ocurrencia registra el observador S' para 
estos mismos sucesos? Explique la inversion del orden en 
el tiempo. 

17. Un experimentador dispara dos bulbos de destellos simul- 
taneamente, un destello azul situado en el origen de su 
marco de referencia y un destello rojo en * = 30.4 km. Un 
segundo observador, que se mueve con una velocidad de 
0.247c en la direccion de * creciente, ve tambien los 
destellos. (a) /.Que intervalo de tiempo entre ellos encuen- 
tra el segundo observador? (b) /.Cual destello ocurre pri¬ 
mero para este observador? 

18. Derive las ecuaciones 17 para la transformacion inversa 
de Lorentz invirtiendo algebraicamente las ecuaciones de 
la transformacion de Lorentz, ecuaciones 14. 

Seccion 21-6 La transformacion de las velocidades 

19. Supongase que el observador S dispare un haz de luz en 
la direccion y (p, = 0, v y = c ). El observador S' se esta 
moviendo con una velocidad u en la direccion *. (a) Halle 
las componentes v x ‘ y u' de la velocidad del haz de luz de 
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acuerdo con S’, y ( b ) demuestre que S' mide una velocidad 
de c para el haz de luz. 

20. Un proton de rayos cosmicos se acerca a la Tierra a lo largo 
de su eje con una velocidad de 0.787c hacia el Polo Norte 
y otro, con velocidad 0.612c, hacia el Polo Sur. Vease la 
figura 23. Halle la velocidad de acercamiento relativa de 
una particula respecto a la otra. ( Sugerencia: Es de utilidad 
considerar a la Tierra y a una de las particulas como los 
dos marcos inerciales de referencia.) 



Figura 23 Problema 20. 


21. Se reporta que la galaxia A esta retrocediendo con respec¬ 
to a nosotros con una velocidad de 0.347c. La galaxia B, 
situada precisamente en la direccion opuesta, esta tam- 
bien retrocediendo con respecto a nosotros con la misma 
velocidad. /.Que velocidad de retroceso hallaria un obser- 
vador en la galaxia A (a) para nuestra galaxia y (b) para 
la galaxia B? 

22. Por las mediciones del corrimiento al rojo de la luz emiti- 
da se concluye que el quasar Q l se aleja de nosotros 
con una velocidad de 0.788c. El quasar Q 2 , que esta en 
la misma direccion en el espacio pero mas cerca de noso¬ 
tros, se aleja de nosotros con una velocidad de 0.413c. 
/.Que velocidad de Q 2 mediria un observador situado 
en <?,? 

23. A un vehiculo espacial, en reposo en cierto marco de re¬ 
ferencia S, se le da un incremento de velocidad de 0.500c. 
Luego recibe un incremento adicional de 0.500c en este 
nuevo marco, y este proceso continua hasta que su velo¬ 
cidad respecto a su marco original S sea de 0.999c. /.Cuan- 
tos incrementos se requieren? 

24. Un nucleo radiactivo se mueve con una velocidad cons- 
tante de 0.240c a lo largo del eje x de un marco de 
referencia S fijo respecto al laboratorio. Se desintegra 
emitiendo un electron cuya velocidad, medida en un mar¬ 
co de referencia S' que se mueve con el nucleo, es de 
0.780c. Considerense primero los casos en que el electron 
emitido viaje (a) a lo largo del eje xx' comun y (b) a lo 
largo del eje y' y halle, para cada caso, su velocidad 
(magnitud y direccion) medida en el marco S. (c) Sin 
embargo, supongase que el electron emitido, visto ahora 


desde el marco 5, viaje a lo largo del eje y de ese marco 
con una velocidad de 0.780c. /.Cual es su velocidad (mag¬ 
nitud y direccion) medida en el marco S'? 

25. En la figura 24, A y B son trenes sobre vias perpendicula- 
res, que parten de la estacion S. Las velocidades se refieren 
al marco de la estacion (marco S). (a) Halle \ AB , la veloci¬ 
dad del tren B con respecto al tren A. ( b ) Halle v^,, la 
velocidad del tren A con respecto al tren vB.Comente el 
hecho de que estas dos velocidades relativas no apuntan 
en direcciones opuestas. 


N 



Figura 24 Problema 25. 


Seccion 21-7 Consecuencias de la transformacion 
de Lorentz 

26. Un electron se mueve con una velocidad tal que podria 
rodear a la Tierra por el ecuador en 1 s. (a) /.Cual es su 
velocidad, en terminos de la velocidad de la luz? (b) /.Sin 
energia cinetica Id (c) /.Que porcentaje de error comete- 
mos al usar la formula clasica para calcular Kd 

27. El radio en reposo de la Tierra es de 6370 km y su 
velocidad orbital respecto al Sol es de 29.8 km/s. /.En 
cuanto pareceria acortarse el diametro de la Tierra para un 
observador estacionarios de modo que pueda ver pasar a 
la Tierra con esta velocidad? 

28. Un aeroplano cuya longitud en reposo es de 42.4 m se 
mueve respecto a la Tierra con una velocidad constante 
de 522 m/s. (a) /,En que fraccion de su longitud en reposo 
le pareceria haberse acortado a un observador situado 
en la Tierra? (b) /.Cuanto tiempo tomaria segun los relo- 
jes de la Tierra para que el reloj del aeroplano se atrase 
1 /vs? (Suponga que se aplica unicamente la relatividad 
especial). 

29. Un vehiculo espacial cuya longitud en reposo es de 358 m 
tiene una velocidad de 0.728 c respecto a un cierto marco 
de referencia. Un micrometeorito, con una velocidad de 
0.817c en este marco, encuentra al vehiculo espacial en 
una trayectoria antiparalela. /.Cuanto tiempo le toma a este 
micrometeorito pasar al vehiculo espacial? 

30. Un reloj se mueve a lo largo del eje x con una velocidad 
de 0.622c e indica cero al pasar por el origen. (a) Calcule 
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el factor de Lorentz. (b) /.Que tiempo indica el reloj 
cuando pase por x - 183 m? 

31. Un observador S ve un destello de luz roja a 1210 m y un 
destello de luz azul a 730 m sobre la misma linea recta. S 
mide que el intervalo de tiempo entre el disparo de los 
destellos es de 4.96 /vs, ocurriendo primero el destello 
rojo. (a) Halle la velocidad relativa (magnitud y direccion) 
de un segundo observador S' que registre que estos deste¬ 
llos ocurren en el mismo lugar. (b) Segun el punto de vista 
de S', /.cual destello ocurre primero y cual es el interva¬ 
lo de tiempo medido entre destellos? 

32. Considere el problema anterior. Suponga ahora que el 
observador S vea los dos destellos en las mismas po- 
siciones que en ese problema pero ocurriendo mas cer¬ 
ca entre si en cuanto a tiempo. /.A que distancia en 
tiempo pueden estar entre si y todavia tener la posibili- 
dad de hallar un marco S' en el que ocurran en el mismo 
lugar? 

33. Un viajero del espacio despega de la Tierra y se mueve 
con una velocidad de 0.988c hacia la estrella Vega, que 
esta a una distancia de 26.0 afios luz. /.Cuanto tiempo 
habra pasado en los relojes de la Tierra (a) cuando el 
viajero llegue a Vega y (b) cuando los observadores en la 
Tierra reciban su aviso de haber llegado? (c) /.Que tanto 
mas viejo calcularan los observadores en la Tierra que sea 
el viajero al llegar a Vega de lo que era cuando inicio el 
viaje? 

34. Usted desea hacer un viaje redondo desde la Tierra en 
un vehiculo espacial, viajando con una velocidad constan¬ 
te en linea recta durante 6 meses y regresando luego con 
la misma velocidad constante. Ademas, usted desea, a 
su retomo, hallar a la Tierra como si estuviese a 1000 aiios 
en el futuro. (a) /.Que tan rapidamente tendria que viajar? 
(b) /.Importa o no que el viaje haya sido en linea recta? Si, 
por ejemplo, usted viajase en un circulo durante 1 ano, 
/.hallaria aun al retomar que habian transcurrido 1000 aiios 
en los relojes de la Tierra? 

35. Los observadores S y S' estan en el origen de sus mar- 
cos respectivos, los cuales se mueven uno con relacion 
al otro con una velocidad de 0.600c. Cada uno tiene un 
reloj ordinario, el cual, como es lo usual, ponen a cero 
cuando coincidan los dos origenes. El observador S man- 
tiene visualmente al reloj S' a la vista, (a) /.Que tiempo 
registrant el reloj S' cuando el reloj S registre 5.00 us? (b) 
('Que tiempo leer a realmente el observador S en el reloj 
S' cuando el reloj S indique 5.00 /vs? 

36. (a) Puede una persona, en principio, viajar desde la Tierra 
hasta el centro galactico (que esta a alrededor de 23,000 
aiios luz de distancia) en un ciclo de vida normal? Expli- 
que, usando los argumentos ya sea de dilatacion del tiem¬ 
po o de contraccion de la longitud. (b) /.Que velocidad 
constante necesitaria esa persona para efectuar el viaje en 
30 aiios (tiempo propio)? 

Seccion 21-8 Impetu relativista 

37. Demuestre que 1 kg • m/s = 1.875 x 10 21 MeV/c 

38. Una particula tiene un l'mpetu igual a me. Calcule su 
velocidad. 


39. Calcule el parametro de velocidad de una particula con un 
l'mpetu de 12.5 MeV/c si la particula es (a) un electron y 
( b ) un proton. 

Seccion 21-9 Energia relativista 

40. Halle el parametro /3 de la velocidad y el factor y de 
Lorentz para un electron cuya energia cinetica es (a) 
1.0 keV, (b) 1.0 MeV, y (c) 1.0 GeV. 

41. Halle el parametro / 3 de la velocidad y el factor de Lorentz 
para una particula cuya energia cinetica es 10 MeV si la 
particula es ( a ) un electron, (b) un proton, y (c) una par¬ 
ticula alfa. 

42. Una particula tiene una velocidad de 0.990c en el marco 
de referencia de un laboratorio. /.Cuales son su energia 
cinetica, su energia total, y su impetu si la particula es (a) 
un proton o ( b ) un electron? 

43. Se cree que los quasares son los nucleos de galaxias 
activas en las etapas iniciales de su formacion. Un quasar 
tipico irradia energia a razon de 1.20 * 10 41 W. /.En que 
razon se esta reduciendo la masa de este quasar para 
suministrar esta energia? Exprese su respuesta en unida- 
des de masa solar por ano, en donde una unidad de masa 
solar (urns) es la masa de nuestro Sol. 

44. Calcule la velocidad de una particula (a) cuya energia 
cinetica sea igual al doble de su energia en reposo y (b) 
cuya energia total sea igual al doble de su energia en 
reposo. 

45. Halle el impetu de una particula de masa m para que su 
energia total sea tres veces su energia en reposo. 

46. Use las velocidades dadas en la figura 19 en el marco S’ y 
demuestre que, de acuerdo con S', las energias cineticas 
antes y despues de la colision, calculadas clasicamente, 
estan dadas por las ecuaciones 26. 

47. Reconsidere la colision mostrada en la figura 19. Usando 
la ecuacion 27 de la energia cinetica relativista, calcule las 
energias cineticas inicial y final en el marco S' y a partir 
de alii demuestre que la energia cinetica se conserva en 
este marco asi como en el marco S. 

48. Considere lo siguiente, moviendose todo en el espacio 
libre: un foton de 2.0 eV, un electron de 0.40 MeV, y 
un proton de 10 MeV. (a) /.Cual se esta moviendo mas 
rapidamente? ( b ) /.Cual mas lentamente? (c) /.Cual tiene 
el impetu mas grande? (d) /.Cual el momento mas peque- 
no? ( Nota: Un foton es una particula de luz de masa cero.) 

49. (a) Si la energia cinetica K y el impetu p de una particula 
pueden medirse, seria posible hallar su masa m y por lo 
tanto identificar a la particula. Demuestre que 


(b) /.A que se reduce esta expresion cuando vjc -* 0, en 
donde v es la velocidad de la particula? (c) Halle la masa 
de una particula cuya energia cinetica es de 55.0 MeV y 
cuyo impetu es de 121 MeV/c; expresar su respuesta en 
terminos de la masa m c del electron. 

50. En una colision de alta energia de una particula primaria 
de rayos cosmicos cerca de la parte superior de la atmos- 
fera de la Tierra, a 120 km sobre el nivel del mar, se crea 
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un pion con una energi'a total de 135 GeV, que viaja 
verticalmente hacia abajo. En su marco propio este pion 
se desintegra 35.0 ns despues de su creacion. /,A que 
altitud sobre el nivel del mar ocurre la desintegracion? La 
energi'a en reposo de un pion es de 139.6 MeV. 

51. /.Cuanto trabajo es necesario efectuar para aumentar la 
velocidad de un electron desde (a) 0.18c hasta 0.19c y (b) 
0.98c hasta 0.99c? Notese que el aumento de velocidad 
(= 0.01c) es el mismo en cada caso. 

52. Dos particulas identicas, de 1.30 mg de masa cada una, 
que se mueven con velocidades de 0.580c, iguales pero 
opuestas, en el marco de referencia del laboratorio, chocan 
y se quedan pegadas. Halle la masa de la particula resul- 
tante. 

53. Una particula de masa in que viaja con una velocidad 
relativista choca en una colision completamente inelastica 
con una particula identica que inicialmente esta en reposo. 
Halle (a) la velocidad de la particula unica resultante y (b) 
su masa. Exprese sus respuestas en terminos del factor de 
Lorentz y de la particula incidente. 

54. (a) Suponga que tenemos a una particula acelerada desde 
el reposo por la accion de una fuerza F. Suponiendo que 
la segunda ley de Newton para una particula, F = dp/dt, 
sea valida en la relatividad, demuestre que la energi'a 
cinetica final K puede escribirse, usando el teorema traba- 
jo-energia, como K = J" v dp. (ti) Usando la ecuacion 23 
del impetu relativista, demuestre que llevando a cabo la 
integracion en (a) obtenemos la ecuacion 27 de la energi'a 
cinetica relativista. 

55. (a) En la fisica modema experimental de alta energi'a, se 
hace que parti'culas energeticas circulen en direcciones 
opuestas en anillos llamados de almacenamiento y se 
permite que choquen de frente. En esta situacion cada 
particula tiene la misma energi'a cinetica K en el laborato¬ 
rio. Las colisiones pueden considerarse totalmente inelas- 
ticas, en que la energi'a en reposo de las dos parti'culas que 
chocan, mas toda la energi'a cinetica disponible, puede ser 
usada para generar nuevas parti'culas y dotarlas de energi'a 
cinetica. Demuestre que la energi'a disponible en esta 
situacion puede escribirse en la forma 



donde m es la masa de las parti'culas que chocan. (b) /.De 
cuanta energi'a se puede disponer cuando se emplean 


de esta manera protones de 100 GeV? (c) /.Que energi'a se 
requerira de los protones para disponer de 100 GeV? 
( Nota: Compare sus respuestas con las del problema 56, 
que describe otra situacion de bombardeo, aunque menos 
eficaz en cuanto a la energi'a.) 

56. (a) Un proton, de masa in, acelerado en un sincrotron de 
protones a una energi'a cinetica K choca con un segundo 
proton (el bianco) en reposo en el laboratorio. La colision 
es enteramente inelastica y en ella esta disponible la 
energi'a de reposo de los dos protones, mas toda la energi'a 
cinetica consistente con la ley de la conservacion del 
impetu, para generar nuevas parti'culas y dotarlas de ener¬ 
gi'a cinetica. Demuestre que la energi'a disponible para este 
proposito esta dada por 



(b) /.De cuanta energi'a se dispone cuando se usan de este 
modo protones de 100 GeV? (c) /.Que energia se requerira 
de los protones para disponer de 100 GeV? (Nota: Com- 
parese con el problema 55). 

57. (a) Considere la desintegracion del kaon descrito en el 
problema muestra 8, pero use un marco de referencia 
(el marco del centro de masa) en el que los kaones es- 
ten inicialmente en reposo. Demuestre que los dos pio- 
nes emitidos en la desintegracion viajan en direcciones 
opuestas con velocidades iguales de 0.827c. ( b ) /.Cual es 
la velocidad de los kaones originales observados en el 
marco del laboratorio? (c) Suponga que los dos piones son 
emitidos en el marco del centro de masa con velocidades 
de u' x = +0.827C yu' = -0.827c. Calculando las velocida¬ 
des correspondientes en el marco del laboratorio, demues¬ 
tre que las energias cineticas en el marco del laboratorio 
son identicas a las halladas en la solucion del problema 
muestra 8. 

58. Una particula alfa con una energia cinetica de 7.70 MeV 
choca con un nucleo de 14 N en reposo. Se producen un 
nucleo de 17 0 y un proton, el proton emitido a 90° con la 
direccion de la particula alfa incidente y transportando una 
energia cinetica de 4.44 MeV. Las energias en reposo 
de las diversas parti'culas son: particula alfa, 3730.4 MeV; 
14 N, 13,051 MeV; proton, 939.29 MeV; n O, 15,843 MeV. 
(a) Halle la energia cinetica del nucleo de 17 0. (b) /Con 
que angulo respecto a la direccion de la particula alfa 
incidente se mueve el nucleo de 17 0? 


CAPITULO 22 


TEMPERATURA 


Hasta aqui hemos tratado, en su momento, la mecanica de las particulas aisladas, los sistemas 
de particulas, los cuerpos rigidos, y losfluidos. En cada caso, hemos utilizado de una forma u 
otra las leyes de Newton para analizar la dinamica del sistema y estudiar a la vez los 
movimientos de la particula por separado o los movimientos de los elementos del sistema. 

A partirde este capitulo, ampliamos ahora nuestra perspectiva para tratar con sistemas que 
resultan demasiado complejos como para tratarlos en terminos del movimiento de la particula 
por separado. Estos sistemas aparecen por lo general desordenados debido al gran numero de 
particulas implicadas y a las muy diferentes maneras en que pueden compartir la energia del 
sistema. Para analizar estos sistemas hacemos uso de los principios de la termodinamica. En 
nuestro estudio de la termodinamica definiremos un nuevo conjunto de variables fisicas para 
describir el estado de un sistema, y deduciremos un nuevo conjunto de leyes que rigen el 
comportamiento de los sistemas. Tambien demostraremos cdmo pueden entenderse estas 
nuevas leyes sobre la base de nuestras leyes previas de la mecdnica. 

Un concepto central de la termodinamica es la temperatura. En este capitulo damos la 
definicidn de la temperatura y exponemos la forma de medirla. 


22-1 DESCRIPCION MACROSCOPICA 
Y DESCRIPCION MICROSCbPIC A 


Un litro de gas contiene unas 3 * 10 22 moleculas. Tome- 
mos el caso mas sencillo posible y tratemos a las mo¬ 
leculas del gas como particulas puntuales que chocan 
elasticamente entre si y con las paredes del recipiente que 
las contiene. Si especificamos la posicion y la velocidad 
iniciales de cada particula, podemos entonces aplicar las 
leyes de Newton y deducir la posicion y la velocidad de 
cada particula en cualquier momento futuro. Dada esa 
informacion, podemos calcular ciertas propiedades men- 
surables del sistema, tales como la fuerza impulsiva neta 
ejercida sobre un elemento de area del recipiente. Llama- 
mos a esto la descripcion microscopica del sistema. Pues- 
to que el numero de particulas es tan grande, nos resulta 
ventajoso tratar al sistema usando valores promedio de las 
cantidades microscopicas. Este enfoque se llama mecdni¬ 
ca estadistica y se discute en el capitulo 24. 

Un enfoque distinto se basa en la pregunta siguiente: 
/.Podemos describir al sistema, incluyendo sus interaccio- 
nes mutuas con su entomo, en terminos de un numero 


pequeno de propiedades del conjunto que sean mensura- 
bles por medio de operaciones relativamente sencillas 
llevadas a cabo en el laboratorio? En el caso de un gas 
confinado en un recipiente, podemos realmente obte- 
ner tal descripcion en terminos de las cantidades macros¬ 
copicas, como presion, volumen, temperatura, cantidad 
de materia, y energia interna, entre otras. En sistemas 
diferentes a un gas, podemos definir y medir diferentes 
variables macroscopicas. Por ejemplo, en un material 
ferromagnetico como el hierro, las particulas no interac¬ 
tion por fuerzas impulsoras en las colisiones sino por 
fuerzas magneticas; en la descripcion macroscopica de un 
material ferromagnetico, la magnetizacion debe ser in- 
cluida entre las cantidades macroscopicas. 

Usualmente las propiedades macroscopicas pueden 
medirse directamente en el laboratorio, por ejemplo, la 
presion de un gas confinado o la magnetizacion de un 
trozo de hierro. Podemos tambien medir facilmente la 
variacion de cualquiera de tales propiedades con la tem¬ 
peratura y derivar una ecuacion de estado que describa la 
dependencia de las variables macroscopicas entre si. 

En cualquier sistema, las cantidades macroscopica y las 
microscopicas deben relacionarse porque son modos sim- 
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plemente diferentes de describir la misma situacion. En 
particular, deberiamos ser capaces de expresarla una 
en terminos de la otra. La presion de un gas, una cantidad 
macroscopica, se mide operativamente usando un mano- 
metro. Microscopicamente, la presion se relaciona con la 
cantidad promedio por unidad de area en que las molecu- 
las del gas liberan l'mpetu al fluido del manometro al 
chocar con su superficie. En la seccion 23-3 cuantificamos 
esta definicion microscopica de la presion. De igual forma 
(vease la seccion 23-4), la temperatura de un gas (cantidad 
macroscopica tambien) se relaciona con la energi'a cineti- 
ca promedio de traslacion de las moleculas. 

Si las cantidades macroscopicas pueden expresarse en 
terminos de las cantidades microscopicas, entonces las 
leyes de la termodinamica pueden expresarse cuantitati- 
vamente en terminos de la mecanica estadistica. Esta 
posibilidad es uno de los logros en cl desarrollo de la 
fisica. Este tema de la relation entre las variables macros¬ 
copicas y microscopicas surgira con frecuencia segun 
avancemos en el estudio de la termodinamica. 




Figura 1 (a) Los sistemas Ay B estan separados por una 

pared adiabatica. Los sistemas tienen temperaturas diferentes 
T A y T B . (b) Los sistemas Ay B estan separados por una pared 
diatermica. Los sistemas, por liaber llegado al equilibrio 
termico, tienen la misma temperatura T. 


i 
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22-2 TEMPERATURA Y EQUILIBRIO 
TERMICO 


Consideremos los dos sistemas A y B ilustrados en la 
figura la. Estan “aislados” uno del otro y del entomo. Por 
“aislados” queremos decir que ni la energia ni la materia 
pueden entrar o salir de cualquiera de los sistemas. Por 
ejemplo, los sistemas podrian estar rodeados por pare- 
des hechas de placas gruesas de espuma de poliestireno 
(styrofoam), las que supuestamente son tanto rigidas co- 
mo impermeables. En este caso se dice que las paredes 
son adiabaticas. (El termino “adiabatico” proviene del 
griego y quiere decir “que no puede ser atravesado”. 
Asi, “adiabatico” puede entenderse como “aislante”.) Los 
cambios en las propiedades de un sistema no tienen efecto 
sobre el otro sistema. 

Podemos sustituir la pared adiabatica que separa a A y 
a B por otra que permita el flujo de la energia (Fig. lb) en 
una forma que conoceremos como calor. Un ejemplo 
podria ser una lamina de cobre delgada pero rigida. Esta 
pared se llama diatermica (Este termino, que tambien 
proviene del griego, significa que “el calor pasa a traves 
de el”, por lo que podemos tomarlo con la connotation de 
“conductor de calor”.) 

Cuando dos sistemas estan en mutuo contacto a traves 
de una pared diatermica, el intercambio de energia causa 
que las propiedades macroscopicas de los dos sistemas 
cambien. Por ejemplo, si los sistemas son gases confina- 
dos, la presion deberia ser una de las cantidades macros¬ 
copicas que cambian. Los cambios son relativamente 
rapidos al principio, pero se vuelven cada vez mas lentos 
en el transcurso del tiempo, hasta que finalmente las 


propiedades macroscopicas se aproximan a valores cons- 
tantes. Cuando ocurre esto, decimos que los dos sistemas 
estan en equilibrio termico entre si. 

Una manera de probar si los cuerpos estan en equilibrio 
termico es ponerlos en contacto a traves de una pared 
diatermica y observar si las propiedades macroscopicas 
de los sistemas cambian con el tiempo despues de haber 
sido puestos en contacto. Si con el tiempo no se observan 
cambios en las propiedades macroscopicas, los sistemas 
estaban originalmente en equilibrio termico. Sin embargo, 
pudiera ser inconveniente y hasta imposible mover a los 
dos sistemas con el fin de ponerlos en contacto entre si. 
(Los sistemas podrian ser demasiado voluminosos para 
moverlos facilmente, o podrian estar separados por una 
distancia muy grande.) Por lo tanto, generalizamos el 
concepto de equilibrio termico de modo que los sistemas 
no necesariamente tienen que estar en contacto entre si. 
Se dice que los cuerpos separados estan en equilibrio 
termico cuando estan en estados tales que, si estuviesen 
conectados, estarian en equilibrio termico. 

La manera de probar si tales sistemas separados estan 
en equilibrio termico es usar un tercer sistema C. Al poner 
a C en contacto con A y luego con B, podriamos saber si A 
y B estan en equilibrio termico sin poner en contacto di- 
recto a A y a B. Esto se resume en un postulado llamado la 
ley cero de la termodinamica que se enuncia como sigue: 

Si los sistemas A y B estan cada uno en equilibrio 
termico con un tercer sistema C, entonces Ay B estan 
en equilibrio termico entre si. 

Esta ley puede parecer simple, pero no es del todo 
obvia. Si A, B, y C fueran personas, podria ser cierto que 


Ay C conocieran a B y que no se conocieran entre si. Si A 
y C son trozos de hierro no imantados y B es un iman, 
entonces Ay C son ambos atraidos por B sin ser atraidos 
entre si. 

A la ley cero se le ha llamado idea logica tardia. Salio 
a la luz la decada de 1930, mucho tiempo despues de que 
la primera y segunda leyes de la termodinamica hubieran 
sido propuestas y aceptadas. Como veremos mas adelante, 
la ley cero define en efecto el concepto de temperatura, 
fundamental en las leyes primera y segunda de la termo¬ 
dinamica. La ley que establece la temperatura deberia 
tener un numero mas bajo; de aqui que se le llame ley cero. 

La temperatura 

Cuando dos sistemas estan en equilibrio termico, decimos 
que tienen la misma temperatura. A la inversa, la tempe¬ 
ratura es aquella propiedad de un sistema que iguala a la 
de otro sistema cuando los dos sistemas estan en equilibrio 
termico. Por ejemplo, supongamos que los sistemas son 
dos gases que inicialmente tienen temperatura, presion, y 
volumen diferentes. Despues de haber sido puestos en 
contacto y esperado un tiempo lo suficientemente largo 
para que lleguen al equilibrio termico, sus presiones no 
seran en general iguales, como tampoco sus volumenes; 
sin embargo, sus temperaturas siempre seran iguales en el 
equilibrio termico. Solo mediante este argumento basado 
en el equilibrio termico puede introducirse en la termodi¬ 
namica la nocion de temperatura. 

Aunque la temperatura, en su uso cotidiano, es algo que 
resulta familiar para todos nosotros, es necesario darle un 
significado preciso para que tenga valor como unidad de 
medida cientifica. Nuestra nocion subjetiva de la tempe¬ 
ratura no es totalmente confiable. Por ejemplo, suponga 
que esta usted sentado en su casa en una silla hecha 
parciaimente de tela, madera y metal. Toque las diversas 
partes de la silla para decidir cual es “la mas fria”, al decir, 
cual tiene la temperatura mas baja. Es probable que llegue 
usted a la conclusion de que las partes de metal son 
las mas frias. Sin embargo, cabria suponer que todas las 
partes de la silla han estado en la sala el tiempo suficiente 
como para estar en equilibrio termico con el aire y, por lo 
tanto, deberian tener la misma temperatura que el aire. Lo 
que usted examina, al tocar el metal, es no solo la tempe¬ 
ratura de la silla sino tambien la capacidad de esta para 
conducir el calor proveniente de su mano (presumible- 
mente mas caliente). En este caso, su mano realiza una 
medicion subjetiva e incorrecta de la temperatura. Ade- 
mas, ese juicio subjetivo cambiara con el tiempo, si man- 
tiene su mano sobre el metal, cuando la mano y el metal 
alcancen el equilibrio termico entre si. 

Puede usted tambien examinar esa subjetividad que 
mencionamos mojando una mano en agua fria y la otra en 
agua caliente. Comprobara que, al tomar un objeto de 


temperatura intermedia, la primera mano siente una tem¬ 
peratura mas alta que la segunda. Puede tratar de ser un 
poco mas objetivo y comparar dos muestras diferentes del 
mismo material a temperaturas diferentes tocando cada 
muestra con la misma mano, la cual puede distinguir “lo 
mas caliente” de “lo mas frio”. Este procedimiento debe¬ 
ria revelar cual de los dos objetos esta a una temperatura 
mas alta, pero dificilmente es lo bastante cuantitativo 
como para que nos pueda dar la diferencia. Por lo tanto, 
es necesario especificar cuidadosamente una manera ob- 
jetiva de medir la temperatura, !o cual cdnstituye nuestro 
objetivo en este capitulo. 

En el uso practico de la ley cero, deseamos identificar 
al sistema C como un termometro. Si el termometro entra 
por separado en equilibrio termico con los sistemas Ay B 
e indica la misma temperatura, entonces podemos con- 
cluir que A y B estan en equilibrio termico y, por lo tanto, 
que tienen realmente la misma temperatura. 

Otro postulado de la ley cero, mas riguroso y mas 
fundamental, es el siguiente: 

Existe una cantidad escalar, llamada temperatura, que 
es una propiedad de todos los sistemas termodinami- 
cos en equilibrio. Dos sistemas estan en equilibrio 
termico si y solo si sus temperaturas son iguales. 

La ley cero define entonces el concepto de temperatura 
y lo especifica como aquella propiedad macroscopica de 
un sistema que sera igual a la de otro sistema cuando esten 
en equilibrio termico. La ley cero nos permite construir y 
usar los termometros para medir la temperatura de un 
sistema, ya que ahora sabemos que un termometro en 
contacto termico con un sistema alcanzara una tempera¬ 
tura comun con el sistema. 


22-3 MEDICION DE LA TEMPERATURA 


En el capitulo 1 describiamos un procedimiento de dos 
etapas para establecer un patron de medicion o estandar 
de una cantidad fisica: definiamos una unidad basica, y 
luego especificabamos un procedimiento para hacer com- 
paraciones con tal unidad basica. Por ejemplo, en el caso 
del tiempo, definiamos a la unidad basica en terminos de 
la frecuencia de la luz de cierta longitud de onda emi- 
tida por los atomos de cesio. Para que pase 1 segundo se 
necesitan 9,192,631.770 de esas vibraciones. Contando el 
numero de vibraciones correspondiente podemos usar (al 
menos en principio) esta escala para medir la vida media 
humana o incluso la edad del universo. 

La temperatura es una de las siete unidades basicas 
(vease la tabla 1 del capitulo 1), por lo que podemos tratar 
la temperatura como hemos tratado a otras unidades basi¬ 
cas en el sistema SI: estableciendo un estandar y relacio- 
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nando a las demas escalas con el estandar. Sin embargo, 
la temperatura tiene una naturaleza diferente de la de otras 
unidades basicas en el SI, y, por lo tanto, este esquema no 
actuara realmente en esa forma simple. Por ejemplo, si 
definimos a un periodo de vibracion de la luz emitida por 
un atomo de cesio como un patron de tiempo, entonces 
dos de tales vibraciones duran el doble de tiempo, y 
cualquier intervalo de tiempo arbitrario puede ser, en 
efecto, medido en terminos del numero de vibraciones. 
Pero, incluso si definimos un estandar de temperatura, 
como la del agua hirviendo en ciertas condiciones, no 
tenemos un procedimiento para determinar una tempera¬ 
tura el doble de grande. Despues de todo, dos marmitas 
de agua hirviendo tienen la misma temperatura que una 
marmita. No existe forma aparente de usar solo este patron 
para poder relacionar la temperatura del agua hirviendo 
con la del aceite hirviendo, por ejemplo; ninguna cantidad 
de agua en ebullicion estara jamas en equilibrio termico 
con el aceite en ebullicion. 

Para establecer una escala de medicion de la tempera¬ 
tura adoptamos el procedimiento siguiente, que difiere del 
procedimiento usual para las unidades basicas del SI: 
buscamos una sustancia que tenga una propiedad que 
varie con la temperatura, y medimos esa propiedad. La 
sustancia que elegimos se llama sustancia termometrica, 
y la propiedad que depende de la temperatura se llama 
propiedad termometrica. Ejemplos de ello podrian ser el 
volumen de un liquido (como en el termometro de mercu- 
rio con bulbo de vidrio comun), la presion de un gas 
mantenido a volumen constante, la resistencia electrica de 
un alambre, la longitud de una tira de metal, o el color del 
filamento de una lampara, todos los cuales varian con la 
temperatura. La eleccion de una de estas sustancias lleva 
a una escala individual de temperatura definida solo para 
esa sustancia y que no necesariamente concuerda con 
otras escalas de temperatura defmidas de tnanera inde- 
pendiente. Para eliminar esta discrepancia es necesario 
adoptar estandares para la eleccion de determinada sus¬ 
tancia termometrica, determinada propiedad termometri¬ 
ca, y determinada relacion entre esa propiedad y una 
escala de temperatura universalmente aceptada. Cada es¬ 
cala de temperatura por separado puede entonces ser 
calibrada contra la escala universal. En las secciones 22-4 
y 26-5 describimos la escala universal aceptada. 

Supongamos que nuestro termometro esta basado en un 
sistema en el cual medimos el valor de la propiedad 
termometrica X. La temperatura T es alguna funcion de X, 
T(X). Elegimos la relacion mas sencilla posible entre Ty 
X, la funcion lineal dada por 

T(X) = aX+b, (1) 

donde deben ser determinadas las constantes ay b. Esta 
escala lineal significa que cada intervalo de temperatura 
AT corresponde al mismo cambio A X en el valor de la 
propiedad termometrica. Para determinar una temperatura 


en esta escala, elegimos dos puntos de calibracion, defi¬ 
nimos arbitrariamente las temperaturas 7, y 7 2 en esos 
puntos, y medimos los valores correpondientes X , y X 2 de 
la propiedad termometrica. 

Los ejemplos mas conocidos de este tipo de escala son 
las escalas Celsius y Fahrenheit usadas en los termome- 
tros comunes, en los que la sustancia termometrica suele 
ser el mercurio y la propiedad termometrica puede ser su 
volumen, observado en la longitud de la columna de 
mercurio en un tubo delgado de vidrio. El comportamien- 
to lineal significa en este caso que los intervalos entre las 
marcas de los grados en el tubo de vidrio de un termometro 
son de tamano uniforme. 

Las escalas Celsius y Fahrenheit* 

En casi todos los paises del mundo se emplea la escala 
Celsius (tambien Ilamada escala de grados centigrados) 
para todas las mediciones populares y comerciales y la 
mayoria de las cientificas. La escala Celsius se baso 
originalmente en dos puntos de calibracion: el punto 
normal de congelacion del agua, que se definio como 0°C, 
y el punto normal de ebullicion del agua, que se definio 
como 100°C. Estos dos puntos se emplearon para calibrar 
termometros, y luego se dedujeron las demas temperatu¬ 
ras por interpolacion y extrapolation. Para expresar la 
temperatura en la escala Celsius, la cifra dada debe ir 
siempre acompahada del simbolo de grados (°). 

La escala Fahrenheit emplea un grado mas pequeho 
que la escala Celsius, y su cero se establece a una tempe¬ 
ratura diferente. Originalmente se baso tambien en dos 
puntos fijos, cuyo intervalo se dividio en 100 grados: el 
punto de congelacion de una mezcla de hielo y sal, y la 
temperatura normal del cuerpo humano. En esta escala, 
los puntos normales de congelacion y de ebullicion del 
agua vienen a ser, respectivamente, 32°F y 212°F. La 
relacion entre las escalas Celsius y Fahrenheit es 

T f = f 7 C + 32. (2) 

Tambien en la escala Fahrenheit, debe utilizarse el simbo¬ 
lo de grados para expresar la temperatura como, por ejem¬ 
plo, 98.6°F (la temperatura normal del cuerpo humano). 

La conversion entre las escalas Fahrenheit y Celsius se 
lleva a cabo facilmente recordando unos cuantos puntos 


* Anders Celsius (1701-1744) fue un astionomo sueco que, 
ademas de desarrollar la escala de temperatura que lleva su 
nombre, hizo mediciones de la longitud del arco de un meridia- 
no, lo cual sirvio para corroborar la teoria de Newton sobre el 
achatamiento de la Tierra en los polos. Daniel Fahrenheit (1686- 
1736), contemporaneo de Celsius, fue un fisico aleman que 
invento los termometros con lfquidos de alcohol y de mercurio 
y los empleo para estudiar los puntos de ebullicion y de conge¬ 
lacion de los liquidos. 


respectivos, tales como el punto normal de congelacion 
(0°C = 32°F) y el punto normal de ebullicion (100°C = 
212°F) del agua, y haciendo uso de la igualdad entre un 
intervalo de 5 grados en la escali Celsius y un intervalo 
de 9 grados en la escala Fahrenheit, lo cual expresamos 
asi: 

9F° = 5C°. (3) 

Observese que estos intervalos se expresan como F° y C°, 
y no como °F y °C. Las lecturas de la escala de temperatura 
se dan en °F o en °C (grados Fahrenheit o grados Celsius); 
las diferencias de lectura se dan en F° o en C° (grados 
Fahrenheit o grados Celsius). 


La escala Kelvin* 

En la escala Kelvin, uno de los puntos de calibracion se 
define en una temperatura de cero, donde la propiedad 
termometrica tiene tambien un valor de cero; en efecto, la 
constante b de la ecuacion 1 se establece como cero, en 
cuyo caso 

T(X) = aX. (4) 

Para determinar una temperatura en esta escala necesita- 
mos unicamente un punto P de calibracion. En ese punto, 
se define que la temperatura es T p y la propiedad termo¬ 
metrica tiene el valor medido X P . En este caso 



y por lo tanto 

nX)=T P f / ( 6 ) 

Siguiendo la norma general, escogemos para nuestra 
calibracion la temperatura a la cual coexisten en equilibrio 
el hielo, el agua liquida, y el vapor de agua. Este punto, 
que esta muy cercano al punto normal de congelacion del 
agua, se llama punto triple del agua (Fig. 2). Por acuerdo 
intemacional se ha establecido que la temperatura en el 
punto triple sea 

T lr = 273.16 K, 

donde K (= kelvin) es la unidad basica en el SI para la 
temperatura en la escala absoluta, identica a la escala de 


* Lord Kelvin (William Thomson, 1824-1907) fue un fisico e 
ingeniero escoces que contribuyo fundamentalmente a una am- 
plia variedad de temas, incluyendo no solo la termodinamica 
sino tambien la ley de conservation de la energia, la electricidad 
y el magnetismo, la acustica, y la hidrodinamica. Sus contribu- 
ciones cientificas fueron conceptuadas como de enorme impor- 
tancia en su epoca, por lo que, a su muerte, recibio sepultura en 
la Abadia de Westminster, en Londres. 



Vapor de agua 

Agua 

Hielo 

Celda sellada 

Deposito para el termometro 

Mezcla de agua y hielo 
Matraz al vacio 


Figura 2 La celda del punto triple del National Institute of 
Standards and Technology (anteriormente la National Bureau 
of Standards) de Estados Unidos. La celda interior en forma 
de U contiene agua pura y esta sellada, despues de haberse 
extrai'do de ella todo el aire. Esta sumergida en un bano de 
agua y hielo. El sistema esta en el punto triple cuando el 
hielo, el agua, y el vapor de agua estan todos ellos presentes, 
y en equilibrio, dentro de la celda. El termometro que va a ser 
calibrado se inserta en el pozo central. 


temperatura del gas ideal que se estudia en la seccion 
siguiente. Asi pues, se define que el kelvin es 1/273.16 de 
la temperatura del punto triple del agua. Con esta eleccion 
del punto de calibracion, la ecuacion 6 resulta 

7(20 = (273.16 K)^, (?) 

^tr 

donde X u es el valor de la propiedad termometrica en el 
punto triple. 

Una temperatura determinada a partir de la ecuacion 7 
es valida unicamente para esa propiedad termometrica 
en particular; otras propiedades termometricas y sustan¬ 
cias termometricas pueden dar lecturas de temperatura 
diferentes (vease al problema muestra 1). Para eliminar 
esta confusion entre las lecturas de termometros diferen¬ 
tes, elegimos como norma aceptada un tipo de termometro 
en el que la temperatura pueda determinarse indepen- 
dientemente de la naturaleza de la sustancia termometrica. 
Esta eleccion se trata en la seccion siguiente. 

El tamano del grado es el mismo en las escalas Cel¬ 
sius y Kelvin, pero el cero de la escala Celsius se desplaza a 
un valor mas conveniente. Hoy dia ya no empleamos dos 
puntos fijos para definir la escala Celsius; en cambio, la 
escala Kelvin se define, y la relacion entre la temperatura 
Celsius 7 C y la temperatura Kelvin 7ahora se establece asi: 

7 C = 7-273.15. (8) 

Los puntos de congelacion y de ebullicion del agua se 
miden ahora en la escala Kelvin y se convierten luego a 
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Figura 3 Comparacion de las escalas Kelvin, Celsius, y 
Fahrenheit. 


Celsius usando la ecuacion 8. Los valores experimentales 
son, respectivamente, 0.00°C y 99.975°C. La figura 3 
compara las escalas Fahrenheit, Celsius, y Kelvin. 


Problema muestra 1 La resistencia de cierto alambre de 
platino aumenta en un factor de 1.392 entre el punto triple del 
agua y el punto de ebullicion normal de esta. Halle la tempera¬ 
tura por resistencia del platino del agua en ebullicion. 

Solucion Usamos la ecuacion 7, con la resistencia R como la 
propiedad termometrica X. No se nos da el valor de R^, pero 
sabemos que en el punto de ebullicion del agua, R = 1.392/?, t . 
Entonces 


T(R) = T tt ~ = (273.16 K)( 1.392) = 380.2 K. 

-*Mr 

Este valor da la “temperatura por resistencia del platino” del 
agua en ebullicion. Otros termometros daran valores diferentes; 
por ejemplo, la temperatura del agua hirviendo segun un termo- 
par de cobre-constantano es de 440 K. Cada una de estas lecturas 
es una temperatura determinada en una escala “propia”, valida 
unicamente para ese aparato. La temperatura aceptada del punto 
de ebullicion normal del agua es de 373.125 K la cual se 
determina usando el termometro de gas a volumen constante 
que se describe en la seccion siguiente._ 


22-4 LA ESCALA DE TEMPERATURA 
DE UN GAS IDEAL 


La temperatura de un sistema debe tener un valor bien 
definido, independiente del medio empleado para medir- 
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la. Segun la ecuacion 7, sustancias termometricas diferen¬ 
tes dan todas la misma temperatura en el punto triple, 
pero (como lo hemos visto en el problema muestra 1) 
sus lecturas en otros puntos pueden diferir. Podriamos 
imaginar efectuar una serie de mediciones en que simul- 
taneamente empleasemos propiedades termometricas dis- 
tintas para determinar la temperatura de un sistema. Los 
resultados de tal prueba demostrarian que todos los ter¬ 
mometros dan lecturas diferentes. Podriamos continuar 
eligiendo una propiedad termometrica en particular, tal 
como la resistencia de un alambre, y medir la temperatura 
del sistema usando diferentes clases de alambre, hechos 
con materiales diferentes: de nuevo hallariamos una am- 
plia variacion en las mediciones. 

Para obtener una escala de temperatura definida, de- 
bemos elegir determinada clase de termometro como 
estandar. La eleccion se haria, no sobre la base de la 
conveniencia experimental, sino averiguando si la escala 
de termperatura definida por un termometro en particular 
es util para formular las leyes de la fisica. La variacion 
de lecturas mas pequeha se encuentra que es entre los 
termometros de gas a volumen constante que utilizan 
gases diferentes, lo cual sugiere elegir un gas como 
sustancia termometrica estandar. Sucede que cuando se 
reduce la cantidad de gas y por lo tanto su presion, la 
variacion de las lecturas entre termometros de gas que 
usan diferentes clases de gas se reduce tambien. De aqui 
que parezca haber algo fundamental respecto al compor- 
tamiento de un termometro a volumen constante que 
contenga un gas a baja presion. Consideremos por lo 
tanto las propiedades del termometro de gas a volumen 
constante. 

Si el volumen de un gas se mantiene constante, su 
presion depende de la temperatura y aumenta linealmente 
con la elevacion de la temperatura. El termometro de gas 
a volumen constante emplea la presion de un gas a volu¬ 
men constante como la propiedad termometrica. 

La figura 4 muestra un diagrama del termometro. Cons- 
ta de un bulbo de vidrio, porcelana, cuarzo, platino, o una 
aleacion de platino e iridio (dependiendo de la gama de 
temperaturas dentro de la cual se use), conectado por 
medio de un tubo capilar a un manometro de mercurio. El 
bulbo B que contiene algtin gas es puesto dentro del bano 
o entomo cuya temperatura Tv a a ser medida; al elevar o 
bajar el recipiente de mercurio R, el mercurio en la rama 
izquierda del tubo en U puede hacerse coincidir con una 
marca de referencia fija, manteniendo asi a volumen cons¬ 
tante al gas confinado. La diferencia entre la presion p 
del gas confinado en la rama izquierda del tubo y la 
presion p 0 de la atmosfera en la rama derecha del tubo esta 
indicada por la altura h de la columna de mercurio, y 
entonces 

P = Po- Pgh, (9) 

donde p es la densidad del mercurio en el manometro. 



Figura 4 Termometro de gas a volumen constante. El bulbo 
B esta sumergido en un bano cuya temperatura Tv a a ser 
medida. La diferencia entre la presion del gas en el bulbo y la 
presion atmosferica se determina por la altura h de la 
columna de mercurio. 


En la practica el aparato es muy elaborado, y debemos 
llevar a cabo muchas correcciones, por ejemplo, (1) para 
compensar el pequeno cambio de volumen debido a la 
ligera contraccion o expansion del bulbo y (2) para com¬ 
pensar el hecho de que no se ha sumergido en el bano todo 
el gas confinado (como el que se halla en el capilar). 
Supongamos que se han efectuado todas las correcciones, 
y que p es el valor corregido de la presion absoluta a la 
temperatura del bano. Entonces la temperatura se da pro- 
visionalmente por la formula 

T(p) = (273.16 K) — (a Kconstante). (10) 
Ptr 

Pongamos cierta cantidad de gas, por ejemplo nitroge- 
no, dentro del bulbo de modo que cuando el bulbo este 
rodeado de agua en el punto triple la presion p tI sea igual 
a un valor definido, digamos 80 cm de Hg. Ahora sumer- 
gimos el bulbo en el sistema cuya temperatura T deseamos 
medir y, con el volumen mantenido constante en su valor 
previo, medimos la presion p del gas, segun la ecuacion 9, 
y calculamos la temperatura provisional T del sistema 
usando la ecuacion 10. El resultado de esta medicion se 
indica con un punto en la figura 5. Regresemos ahora el 
termometro a la celda de punto triple y retiremos algo de 
gas, de modo que p lr tenga un valor mas pequeno, digamos 
40 cm de Hg. Regresamos luego el termometro al sistema 
desconocido, medimos el nuevo valor de p, y calculamos 
otra temperatura provisional T, indicada tambien en la 
figura 5. Continuamos con este mismo procedimiento, 



0 20 40 60 80 100 

P tr (cm Hg) 


Figura 5 Cuando se reduce la presion del gas nitrogeno en 
un termometro de gas a volumen constante de 80 cm de Hg a 
40 y luego a 20, la temperatura calculada para el sistema 
tiende a un limite que corresponde a una presion de 0. Otros 
gases tienden al mismo limite, el cual es la temperatura T de 
gas ideal del sistema. La gama completa de la escala vertical 
es alrededor de 1 K para condiciones tipicas. 


reduciendo la cantidad de gas en el bulbo y calculando la 
temperatura T para cada nuevo valor mas bajo de p lr . Si 
graficamos los valores de T contra p tI , podemos extrapolar 
la curva resultante hasta la interseccion con el eje donde 
p tr = 0. En la figura 5 se muestran los puntos-dato para el 
N 2 y la extrapolation en linea recta resultante. 

Repetimos este procedimiento con otros gases en el 
termometro diferentes al nitrogeno, y obtenemos los re¬ 
sultados mostrados en la figura 5. Las lineas muestran que 
las lecturas de la temperatura de un termometro de gas a 
volumen constante depende del gas empleado a valores 
ordinarios de la presion de referencia. Sin embargo, al 
disminuir la presion de referencia, las lecturas de tempe¬ 
ratura de los termometros de gas a volumen constante que 
empleen gases diferentes tienden al mismo valor T, el cual 
podemos considerar como la temperatura del sistema. El 
valor extrapolado de la temperatura depende solo de las 
propiedades generates de los gases y no de un gas en 
particular. Por lo tanto, definimos la escala de tempera¬ 
tura de gas ideal: 

T= (273.16 K) lim — (a V constante). (11) 

Rr —0 PtI 

Elegimos como termometro estandar un termometro de 
gas a volumen constante que use una escala de tempera¬ 
tura definida por la ecuacion 11. 

Si la temperatura ha de ser en verdad una cantidad fisica 
fundamental, una en la que las leyes de la termodinamica 
puedan expresarse, es absolutamente necesario que su 
definition sea independiente de las propiedades de mate¬ 
riales especificos. Por ejemplo, no serviria que una canti- 
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TABLA 1 TEMPERATURAS DE ALGUNOS 
SISTEMAS 


Sistema 

Temperatura (K) 

Plasma en un reactor de pruebas de fusion 

10* 

Centro del Sol 

10 7 

Superficie del Sol 

6 X 10 3 

Punto de fusion del tungsteno 

3.6 X 10 3 

Punto de congelacion del agua 

2.7 X 10 2 

Punto de ebullicion normal del N 2 

77 

Punto de ebullicion normal del 4 He 

4.2 

Temperatura media del universo 

2.7 

Refrigerador por dilucion 3 He - “He 

5 X 10“ 3 

Desimantacion adiabatica de la sal 

10 -3 

paramagnetica 


Enfriamiento por espin nuclear 

2 X 10 -8 


dad basica como la temperatura dependiese de la dilata¬ 
cion del mercurio, de la resistividad electrica del platino, 
o de cualquier otra propiedad listada en algun manual. 
Elegimos al termometro de gas como nuestro instrumento 
estandar precisamente porque en su operacion no se hallan 
implicadas tales propiedades especfficas de los materia- 
les. Podemos usar cualquier gas y siempre obtendremos 
la misma respuesta. 

Si bien nuestra escala de temperatura es independiente 
de las propiedades de cualquier gas determinado, si de- 
pende, en cambio, de las propiedades de los gases en 
general (es decir, de las propiedades del asi llamado gas 
ideal). La temperatura mas baja que puede ser medida con 
un termometro de gas es de alrededor de 1K. Para obtener 
esta temperatura debemos emplear helio a baja presion, 
el cual permanece como gas a temperaturas mas bajas que 
cualquier otro gas. No podemos dar un significado expe¬ 
rimental a temperaturas por debajo de 1 K por medio de 
un termometro de gas. 

Nos gustaria definir una escala de temperatura de modo 
tal que sea independiente de las propiedades de cualquier 
sustancia en particular. En la seccion 26-5 mostramos que 
la escala de temperatura termodinamica absoluta, llama- 
da la escala Kelvin, es esa escala. Mostraremos tambien 
que la escala del gas ideal y la escala Kelvin son identicas 
en la gama de temperaturas en que puede ser empleado un 
termometro de gas. Por esta razon usamos unidades kel- 
vin para la temperatura del gas ideal, como ya lo hicimos 
en la ecuacion 11. La tabla 1 lista las temperaturas en 
kelvin de varios cuerpos y procesos. 

En la seccion 26-5 mostraremos tambien que la escala 
Kelvin tiene un cero absoluto de 0 K y que es imposible 
enfriar un sistema por debajo de 0 K. El cero absoluto de 
temperatura ha desafiado todos los intentos de alcanzarlo 
experimentalmente, pero se han conseguido temperaturas 
de cero absoluto dentro de un intervalo pequeno (10‘ 8 K). 

Si bien existe una conexion directa, eomo lo veremos 
en el capitulo 23, entre el movimiento microscopico de las 


moleculas y la temperatura macroscopica, no cesa todo 
movimiento molecular en el cero absoluto de temperatura. 
La conexion entre la temperatura y la energia cinetica 
molecular se basa en conceptos clasicos, mientras que la 
teoria cuantica nos dice que existe un limite mas bajo 
diferente de cero para la energia cinetica molecular, aun 
en el cero absoluto. Esta energia del punto cero no puede 
ser deducida a partir de los calculos clasicos. 

La escala internacional de temperatura 

La medicion precisa de una temperatura con un termome¬ 
tro de gas es una tarea dificil que requiere muchos meses 
de trabajo arduo en el laboratorio. En la practica, el 
termometro de gas se usa unicamente para establecer 
ciertos puntos fijos que puedan ser empleados mas tarde 
para calibrar otros termometros secundarios mas conve- 
nientes. 

En el uso practico, como en la calibracion de termome¬ 
tros industriales o cientificos, ha sido adoptada la Escala 
Internacional de Temperatura. Esta escala consta de un 
grupo de procedimientos que proporcionan en la practica 
las mejores aproximaciones posibles a la escala Kelvin. 
La escala adoptada consta de un conjunto de puntos fijos, 
junto con los instrumentos que deben utilizarse para inter- 
polar entre estos puntos fijos y extrapolarlos mas alia del 
punto fijo mas alto. Aproximadamente, cada 20 anos el 
Comite Internacional de Pesas y Medidas ha adoptado una 
escala nueva; en la tabla 2 se muestran los puntos fijos de 
la mas reciente (1990). 


22-5 DILATACION TERMICA 


Sucede a menudo que podemos aflojar una tapa de metal 
apretada de un frasco sometiendola a la accion de un 
chorro de agua caliente. Al elevarse la temperatura, la tapa 
de metal se dilata ligeramente con relacion al frasco de 
vidrio. No siempre es deseable la dilatacion termica, como 
lo sugiere la figura 6. Todos hemos visto las juntas de 
dilatacion situadas en las calzadas de los puentes. Las 
tuberias de las refinerias suelen tener un bucle de expan¬ 
sion, con el fin de que la tuberia no se deforme al elevarse 
la temperatura. Los materiales usados para obturaciones 
dentales tienen propiedades de dilatacion similares a las 
del esmalte de los dientes. En la fabricacion de aeroplanos 
se disehan a menudo remaches y otros afianzadores de 
modo que deban ser enfriados en hielo seco antes de su 
insercion, dejando luego que se dilaten para lograr el 
ajuste perfecto. Los termometros y los termostatos pueden 
estar basados en las diferencias de dilatacion entre los 
componentes de una laminilla bimetalica; vease la figu¬ 
ra 7. En un termometro de tipo bastante comun, la lami- 


TABLA 2 PUNTOS FIJOS PRIMARIOS EN LA 
ESCALA INTERNACIONAL DE 
TEMPERATURAS DE 1990* 


Substantia 

Estado 

Temperatura (K) 

Helio 

Punto de ebullicion 

3-5 s 

Hidrogeno 

Punto triple 

13.8033 

Hidrogeno 

Punto de ebullicion* 

17.025-17.045^ 

Hidrogeno 

Punto de ebullicion 

20.26-20.28" 

Neon 

Punto triple 

24.5561 

Oxigeno 

Punto triple 

54.3584 

Argon 

Punto triple 

83.8058 

Mercurio 

Punto triple 

234.3156 

Agua 

Punto triple 

273.16 

Galio 

Punto de fusion 

302.9146 

Indio 

Punto de congelacion 

429.7485 

Estano 

Punto de congelacion 

505.078 

Cine 

Punto de congelacion 

692.677 

Aluminio 

Punto de congelacion 

933.473 

Plata 

Punto de congelacion 

1234.93 

Oro 

Punto de congelacion 

1337.33 

Cobre 

Punto de congelacion 

1357.77 


* Vease “The International Temperature Scale of 1990 (ITS-90),” por 
H. Preston-Thomas, Metrologia, 27 (1990), pag. 3. 

* Este punto de ebullicion es a una presion de j de atmosfera. Todos los 
demas puntos de ebullicion, de fusion, o de congelacion, son a una 
presion de 1 atm. 

5 La temperatura del punto de ebullicion varia un poco con la presion 
del gas encima del liquido. La escala de temperaturas da la relacion 
entre T y p que puede emplearse para calcular T para una p dada. 


nilla bimetalica tiene forma helicoidal, de modo que se 
enrolla y desenrolla con los cambios de temperatura; 
vease la figura 8. Los conocidisimos termometros de 
liquido dentro de vidrio se basan en el hecho de que 
liquidos tales como el mercurio o el alcohol se dilatan en 
un grado diferente (mayor) de lo que lo hacen sus reci- 
pientes de vidrio. 

Podemos entender esta dilatacion considerando un mo- 
delo sencillo de la estructura de un solido cristalino. Los 
atomos se mantienen juntos entre si en un arreglo regular 
por medio de fuerzas electricas, que son como las que 
serian ejercidas por un conjunto de resortes que uniesen a 
los atomos. Podemos entonces formamos una imagen del 
cuerpo solido como si fuera un colchon de resortes mi- 
croscopicos (Fig. 9). Estos “resortes” son bastante rigidos 
y no son ideales en absoluto (vease el problema 3 del 
capitulo 15), existiendo alrededor de 10 23 de ellos por 
centimetro cubico. Los atomos de los solidos estan vi- 
brando a cualquier temperatura. La amplitud de la vibra- 
cion es de alrededor de 1C) -9 cm, mas o menos un decimo 
de un diametro atomico, y la frecuencia es de alrededor de 
10 13 Hz. 

Cuando aumenta la temperatura, los atomos vibran con 
una amplitud mayor, y la distancia promedio entre los 
atomos aumenta. (Vease el estudio de la base microsco- 
pica de la dilatacion termica al final de esta seccion.) Esto 



Figura 6 Deformacion de las vias de ferrocarril debida a la 
dilatacion termica en un dia muy caluroso. Las juntas de 
expansion entre los rieles de la via pueden evitar esta 
deformacion. 



Figura 7 Laminilla bimetalica, que consta de una laminilla 
de laton y una laminilla de acero soldadas entre si, a 
temperatura T 0 . A temperaturas mas altas de T 0 , la laminilla 
se dobla como se muestra; a temperaturas mas bajas se dobla 
en sentido opuesto. Muchos termostatos funcionan segun este 
principio, usando el movimiento del extremo de la laminilla 
para formar o romper un contacto electrico. 


conduce a una dilatacion de todo el cuerpo solido. El 
cambio en cualquier dimension lineal del solido, tal como 
su longitud, su ancho, o su espesor, se llama dilatacidn 
lineal. Si la longitud de esta dimension lineal es L, el 
cambio de temperatura AT causa un cambio de longitud 
A L. Por medio de la experimentacion hallamos que, si AT 
es lo suficientemente pequeha, este cambio de longitud 
A L es proporcional al cambio de temperatura AT y a la 
longitud original L. Por lo tanto, podemos escribir 
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Figura 8 termometro basado en una laminilla bimetalica. 
La laminilla tiene forma helicoidal, que se enrolla y 
desenrolla al cambiar la temperatura. 


AL = aLAT, (12) 

donde a, llamada el coeficiente de dilatation lineal, tiene 
valores diferentes para materiales diferentes. Reescribien- 
do esta formula obtenemos 


a = 


A L/L 
AT ’ 


(13) 


de modo que a tiene el significado de un cambio fraccio- 
nario en longitud por grado de cambio de temperatura. 

En rigor, el valor de a depende de la temperatura real 
y de la temperatura de referencia elegida para determinar 
a L (vease el problema 23). Sin embargo, su variacion es 
usualmente despreciable comparada con la precision con 
la que necesitan ser llevadas a cabo las mediciones. A 
menudo es suficiente elegir un valor promedio que pueda 
ser tratado como una constante dentro de cierta gama de 
temperaturas. En la tabla 3 se listan los valores experimen- 
tales del coeficiente de dilatacion lineal promedio de 
varios solidos comunes. Para todas las sustancias listadas, 
el cambio de tamano consiste en una dilatacion al elevarse 
la temperatura, ya que a es positivo. El orden de magnitud 
de la dilatacion es de alrededor de 1 milimetro por metro 
de longitud por 100 grados Celsius. (Observese el uso de 
C°, y no de °C, para expresar aqui los cambios de tempe¬ 
ratura.) 


Problema muestra 2 Una escala metrica de acero va a ser 
marcada de modo que los intervalos de un milimetro sean 
precisos dentro de unos 5 x 10~ 5 mm a cierta temperatura. ^Cual 
es la variacion maxima de la temperatura permisible durante el 
marcado? 



Figura 9 Un solido se comporta en muchos sentidos como 
si fuese una coleccion de atomos unidos por fuerzas elasticas 
(representadas aqui por resortes). 


Solucion Partiendo de la ecuacion 12, tenemos 


A r = 


A L _ 5 X 10 5 mm 

aL (11 X 10- 6 /C°)(1.0 mm) 


= 4.5 C°, 


donde hemos usado el valor de a para el acero segun la tabla 3. 
La temperatura durante el marcado debe mantenerse constante 
dentro de unos 5°C, y la escala debe ser usada dentro del mismo 
intervalo de la temperatura a la cual fue hecha. 

Observese que si se hubiera usado la aleacion invar en lugar 
de acero, podriamos obtener la misma precision dentro de un 
intervalo de temperatura de unos 75 C°; o, lo que es equivalente, 
si pudieramos mantener la misma variacion de la temperatura 
(5 C°), podriamos obtener una precision de unos 3 x 10 6 mm 
debido a los cambios de temperatura._ 


En muchos solidos, llamados isotropicos, el porcen- 
taje del cambio en longitud para un cambio de tempera¬ 
tura dado es el mismo para todas las lineas del solido. 


TABLA 3 ALGUNOS COEFICIENTES DE 

DILATACION LINEAL PROMEDIO' 


Sustancia 

a(10' 6 por C°) 

Hielo 

51 

Plomo 

29 

Aluminio 

23 

Laton 

19 

Cobre 

17 

Acero 

11 

Vidno (ordinario) 

9 

Vidrio (Pyrex) 

3.2 

Aleacion invar 

0.7 

Cuarzo (fundido) 

0.5 


' Se consignan valores promedios tipicos en el intervalo de temperatura 
de 0°C a 100°C, salvo para el hielo cuyo intervalo es de -10°C a 0°C. 
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Figura 10 Una regia de acero a dos temperaturas 
diferentes. La dilatacion aumenta en proporcion en todas las 
dimensiones: la regia, los numeros, el orificio, y el espesor 
crecen todos en el mismo factor. (La dilatacion mostrada esta 
muy exagerada; para obtener tal expansion se requeriria un 
aumento de temperatura de unos j20,000 C°!) 


La expansion es bastante analoga a una amplificacion 
fotografica, excepto que un solido es tridimensional. En- 
tonces, si tenemos una lamina plana con un orificio tro- 
quelado en ella, A L/L (= a AT) para una AT dada es la 
misma para la longitud, el espesor, la diagonal de una cara, 
la diagonal del cuerpo, y el diametro del orificio. Cada 
linea, ya sea recta o curva, se alarga en la razon <x por 
grado de elevacion de la temperatura. Si usted graba 
su nombre sobre la lamina, la linea que representa a su 
nombre tiene el mismo cambio fraccionario de longitud 
que cualquier otra linea. En la figura 10 se muestra la 
analogia con una amplificacion fotografica. 

Teniendo en cuenta estas ideas, deberia serle a usted 
posible demostrar (veanse los problemas 30 y 31) que, con 
un alto grado de precision, <■! cambio fraccionario en el 
area A por cambio de temperatura en grados de un solido 
isotropico es 2 a, es decir, 

AA — 2aA AT, (14) 

y el cambio fraccionario en el volumen V por cambio de 
temperatura en grados de un solido isotropico es 3 a, es 
decir, 

AV = 3aV AT. (15) 


Puesto que la forma de un fluidp no es precisa, unica- 
mente el cambio de volumen con la temperatura es signi¬ 
ficative. Los gases responden fuertemente a los cambios 
de temperatura o de presion, mientras que el cambio de 
volumen de los liquidos con los cambios de temperatura 
o de presion es mucho mas pequeno. Si hacemos que (3 
represente al coeficiente de dilatacion volumetrica de un 
liquido, de modo que 




AV/V 
AT ’ 


(16) 


hallamos que ft es relativamente independiente de la tem¬ 
peratura. Los liquidos se dilatan tipicamente con un au¬ 
mento de la temperatura, siendo su dilatacion volumetrica 



Figura 11 ( a ) Volumen especifico (volumen ocupado por 

una masa en particular) del agua en funcion de su 
temperatura. El volumen especifico es el inverso de la 
densidad (masa por unidad de volumen). ( b ) Ampliacion de 
la region cercana a 4°C, mostrando un minirno en el volumen 
especifico (o una densidad maxima). 


generalmente alrededor de 10 veces mas grande que la de 
los solidos. 

Sin embargo, el liquido mas comun, el agua, no se 
comporta como muchos otros liquidos. En la figura 11 
mostramos la curva de dilatacion volumetrica del agua. 
Observese que a mas de 4°C el agua se dilata al aumentar 
la temperatura, aunque no linealmente. (Esto es, ft no es 
constante durante estos intervalos grandes de temperatu¬ 
ra.) Empero, al bajar la temperatura de 4°C a 0°C, el agua 
se dilata en lugar de contraerse, lo cual es la razon de que 
los lagos se congelen primero en su superficie. Tal dilata¬ 
cion con el descenso de la temperatura no se observa en 
ningun otro liquido comun; se observa en sustancias pa- 
recidas al hule y en ciertos solidos cristalinos dentro de 
intervalos de temperatura limitados. La densidad del agua 
tiene un maximo en 3.98°C, donde su valor es de 999.973 
kg/m 3 . (En un principio se suponia que el kilogramo 
patron y el metro patron correspondian a una densidad 
maxima del agua de 1000 kg/m 3 , o sea 1 g/cm 3 . Sin 
embargo, mediciones mas precisas demuestran que los 
patrones intemacionales no corresponden exactamente a 
este valor.) 
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Figura 12 Curva de la energia potencial de dos atomos 
adyacentes de un solido en funcion de su distancia de 
separacion intemuclear. La separacion en equilibrio es r 0 . 
Puesto que la curva es asimetrica, la separacion promedio, 
(r„ r 2 ) aumenta al aumentar la temperatura (T t , T 2 ) y la 
energia vibratoria (£,, E 2 ). 


Base microscopica de la dilatacion termica (Opcional) 

A nivel microscopico, la dilatacion termica de un solido sugiere 
un aumento en la separacion promedio entre los atomos del 
solido. La curva de la energia potencial de dos atomos adyacen¬ 
tes en un solido cristalino en funcion de su separacion intemu¬ 
clear es una curva asimetrica como la de la figura 12. Cuando 
los atomos se acercan entre si, disminuyendo su separacion a 
partir del valor de equilibrio r 0 , entran en juego fuerzas de 
repulsion fuertes, y la energia potencial se eleva rapidamente 
(F = -dU/dr); cuando los atomos se alejan entre si, aumentando 
su separacion a partir del valor de equilibrio, intervienen fuerzas 
de atraccion un poco mas debiles y la energia potencial se eleva 
mas lentamente. Para una energia vibratoria dada la separacion 


PREGUNTAS 

1. /Es la temperatura un concepto microscopico o macros- 
copico? 

2. /Podemos definir la temperatura como una cantidad deri- 
vada, en terminos de longitud, masa, y tiempo? Piense en 
un pendulo, por ejemplo. 

3. El cero absoluto es una temperatura minima. /Existe una 
temperatura maxima? 

4. /Puede un objeto estar mas caliente que otro si ambos 
estan a la misma temperatura? Explique. 

5. /Existen cantidades fisicas, distintas a la temperatura, 
que tiendan a igualarse cuando se juntan dos sistemas 
diferentes? 

6. Un trozo de hielo y un termometro mas caliente estan 
suspendidos en un recipiente al vacio y aislado, de modo 
que no entran en contacto. / Por que disminuye la lectura 
del termometro durante cierto tiempo? 

7. /Que cualidades hacen a una propiedad termometrica en 
particular apta para usarse en un termometro practico? 

8. /Que dificultades surgirian si se definiese la temperatura 
en terminos de la densidad del agua? 


de los atomos cambia periodicamente de un valor minimo a un 
valor maximo, siendo la separacion promedio mayor que la 
separacion de equilibrio a causa de la naturaleza asimetrica de 
la curva de la energia potencial. Para una energia vibratoria aun 
mas alta la separacion promedio es aun mayor. El efecto se 
acentua porque, como lo sugiere la figura 12, la energia cinetica 
es mas pequena para separaciones mas grandes; entonces las 
particulas se mueven mas lentamente e invierten mas tiempo en 
separaciones mas grandes, contribuyendo entonces con una 
parte mayor al tiempo promedio. Puesto que la energia vibrato¬ 
ria aumenta al elevarse la temperatura, la separacion promedio 
entre los atomos aumenta con la temperatura, y todo el solido 
se dilata. 

Observese que si la curva de la energia potencial fuese 
simetrica con respecto a la separacion de equilibrio, entonces la 
separacion promedio seria igual a la separacion de equilibrio, 
sin importar cuan grande fuese la amplitud de la vibracion. De 
aqui que la dilatacion termica sea una consecuencia directa de 
la desviacion de la simetria de la curva caracteristica de la 
energia potencial de los solidos. 

Algunos solidos cristalinos, en ciertas regiones de tempera¬ 
tura, pueden contraerse al elevarse la temperatura. El analisis 
anterior es valido si suponemos que existen unicamente modos 
de vibracion compresivos (longitudinales) o que predominan 
estos modos. Sin embargo, los solidos pueden vibrar igualmente 
en modos similares al modo de corte (transversales), y estos 
modos de vibracion permiten que el solido se contraiga al 
elevarse la temperatura, disminuyendo la separacion promedio 
de los pianos de los atomos. En ciertos tipos de estructura 
cristalina y en ciertas regiones de temperatura, estos modos de 
vibracion transversales pueden predominar sobre los longitudi¬ 
nales, produciendo un coeficiente neto de dilatacion termica 
negativo. 

Debe hacerse hincapie en que los modelos microscopicos que 
se presentan aqui, constituyen una gran simplificacion de un 
fenomeno complejo que puede ser tratado con mayor detalle 
mediante la mepanica estadistica y la teoria cuantica. ■ 


9. Sea p 3 la presion en el bulbo de un termometro de gas a 
volumen constante cuando el bulbo esta a la temperatura 
del punto triple de 273.16 K y p la presion cuando el bulbo 
esta a la temperatura ambiente. Se tienen tres termometros 
de gas a volumen constante: para A el gas es oxigeno y p 3 
= 20 cm Hg; para B el gas es tambien oxigeno pero p } = 
40 cm Hg; para C el gas es hidrogeno y p 3 - 30 cm Hg. 
Los valores de p medidos en los tres termometros son p A , 
p B , y p r . (a) Puede obtenerse un valor aproximado de la 
temperatura ambiente T con cada uno de los termometros 
usando 

T a = (273.16 K)(p^/20 cm Hg), 

T b = (273.16 K)(p B /40 cm Hg), 

T c = (273.16 K)(p c /30 cm Hg). 

Marque si es cierta o falsa para cada una de las asevera- 
ciones siguientes: (1) Con el metodo descrito, los tres 
termometros daran el mismo valor de T. (2) Los dos ter- 
mometros de oxigeno concordaran entre sf pero no con el 
termometro de hidrogeno. (3) Cada uno de los tres termo¬ 


metros dara un valor de T diferente. (b) En caso de que 
exista un desacuerdo entre los tres termometros, expli¬ 
que como cambiaria usted el metodo de usarlos para ha- 
cer que los tres den el mismo valor de T. 

10. El editor en jefe de una revista de negocios bien conocida, 
al discutir los posibles efectos de calentamiento asociados 
con el aumento en la concentracion de bioxido de carbono 
en la atinosfera terrestre (efecto de invemadero), escribio: 
“Las regiones polares podrian llegan a ser tres veces mas 
calidas que ahora, ...” /Que se supone usted que queria 
decir, y que dijo literalmente? (Vease “Warmth and Tem¬ 
perature: A Comedy of Errors”, por Albert A. Bartlett, The 
Physics Teacher, noviembre de 1984, pag. 517). 

11. Aunque parece que el cero absoluto de temperatura es 
imposible de obtener experimentalmente, en el laboratorio 
se han logrado temperaturas tan bajas como 0.00000002 
K. /Por que se esfuerzan los fisicos, como realmente lo 
hacen, para obtener temperaturas aiin mas bajas? /No es 
esta lo suficientemente baja para todos los propositos 
practicos? 

12. Usted pone dos ollas de agua sin tapar, una conteniendo 
agua caliente y la otra conteniendo agua fria, a la intem- 
perie en un clima por debajo del punto de congelacion. La 
olla con el agua caliente comenzara por lo general a 
congelarse primero. /Por que? /Que sucederia si usted 
tapase las ollas? 

13. /Puede asignarse una temperatura a un vacio? 

14. /Tiene implicito nuestro “sentido de la temperatura” un 
sentido de direccion; es decir, mas caliente significa ne- 
cesariamente una temperatura mayor, o es esto simple- 
mente una convencion arbitraria? Por cierto que, Celsius 
eligio originalmente al punto de vaporizacion como 0°C 
y al punto de congelacion como 100°C. 

15. En Estados Unidos muchas etiquetas de productos medicos 
informan al usuario que debe almacenarlos a menos de 86°F. 
/Porque 86? ( Sugerencia: Haga el cambio a Celsius) (Vease 
The Science Almanac, 1985-1986, pag. 430.) 

16. /Como sugeriria usted medir la temperatura de ( a ) el Sol, 
(b) la atmosfera superior de la Tierra, (c) un insecto, (d) 
la Luna, (e) el fondo del oceano, y (f) el helio liquido? 

17. Considerando las escalas Celsius, Fahrenheit, y Kelvin, 
/corresponde alguna a la “escala de la naturaleza”? Ex¬ 
plique. 

18. /Es un gas mejor que otro pAra construir un termometro 
estandar de gas a volumen constante? /Que propiedades 
son deseables en un gas para tales objetivos? 

19. De algunas objeciones al uso de un termometro de agua 
dentro de vidrio. /Es una mejora el mercurio en vidrio? 
De ser asi, explique por que. 


20. Explique por que la columna de mercurio desciende pri¬ 
mero y luego se eleva al calentar con una llama el ter¬ 
mometro de este metal. 

21. /Cuales son las dimensiones de a, el coeficiente de dila¬ 
tacion lineal? /Depende el valor de a de la unidad de 
longitud empleada? Cuando se emplean grados Fahren¬ 
heit en lugar de grados Celsius como la unidad de cambio 
de la temperatura, /cambia el valor numerico de al De ser 
asi, /como? Si no es asi, pruebelo. 

22. Una bola de metal puede pasar a traves de un anillo de metal. 
Sin embargo, al calentar la bola esta se pega en el anillo. 
/Que pasaria si calentasemos el anillo en lugar de la bola? 

23. Como un elemento de control en el termostato comun se 
emplea una laminilla bimetalica, que consta de dos lami- 
nillas de diferente metal remachadas entre si. Explique 
como trabaja. 

24. Dos laminillas, una de hierro y otra de cine, se remachan 
entre si lado con lado para formar una barra recta que se 
curva al ser calentada. /Por que esta el hierro en el interior 
de la curva? 

25. Explique como puede mantenerse constante con la tempe¬ 
ratura el periodo de un reloj de pendulo adosando tubos 
verticales de mercurio a la base del pendulo. 

26. /Por que se hace que una chimenea este aislada, es decir, 
que no sea parte del soporte estructural de la casa? 

27. El agua se dilata al congelarse. /Podemos definir un 
coeficiente de dilatacion volumetrica para el proceso de 
congelacion? 

28. Explique por que la dilatacion aparente de un liquido en 
un bulbo de vidrio no da la dilatacion verdadera del 
liquido. 

29. /Depende el cambio de volumen de un objeto al aumentar 
su temperatura de si el objeto tiene cavidades en su interior, 
quedando en este todas las demas caracteristicas igual? 

30. /Por que es mucho mas dificil hacer una determinacion 
precisa del coeficiente de dilatacion de un liquido que de 
un solido? 

31. El modelo comun de un solido supone que los atomos son 
puntos que ejecutan un movimiento armonico simple en 
torno a posiciones medias de la red. /Cual seria el coefi¬ 
ciente de dilatacion lineal de esta red? 

32. Explique el hecho de que la temperatura del oceano a 
grandes profundidades sea casi constante durante todo el 
ano, a una temperatura de unos 4°C. 

33. Explique por que los lagos se congelan primero en la 
superficie. 

34. /Que causa que las tuberias de agua exploten en el inviemo? 

35. /Que puede usted concluir respecto a como depende el 
punto de fusion del hielo de la presion partiendo del hecho 
de que el hielo flota en el agua? 


PROBLEMAS 

Seccion 22-3 Medicion de la temperatura 

1. Un termometro de resistencia es un termometro en el que mos en libertad de definir temperaturas medidas por uno 

la resistencia electrica cambia con la temperatura. Esta- de estos termometros en kelvin (K) que sean directamente 
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proporcionales a la resistencia R, medida en ohms (£2). Se 
halla que cierto termometro de resistencia tiene una resis¬ 
tencia R de 90.35 Q. cuando su bulbo se sumerge en agua 
a la temperatura del punto triple (273.16 K). ^Que tempe¬ 
ratura indica el termometro si el bulbo esta situado ei un 
entomo tal que su resistencia es de 96.28 Q? 

2. Se forma un termopar a partir de dos metales diferentes 
unidos en dos puntos de modo tal que se produzca un 
pequeno voltaje cuando las dos uniones estan a tempe- 
raturas diferentes. En un termopar de hierro-constanta- 
no, con una union mantenida a 0°C, el voltaje de salida 
varta linealmente desde 0 hasta 28.0 mV al elevar la 
temperatura de la otra union desde 0 hasta 510°C. Halle 
la temperatura de la union variable cuando la salida del 
termopar sea de 10.2 mV. 

3. La amplificacion o ganancia de un amplificador de tran- 
sistores puede depender de la temperatura. La ganan¬ 
cia para cierto amplificador a la temperatura ambiente 
(20.0°C) es de 30.0, mientras que a 55.0°C es de 35.2. 
^Cual seria la ganancia a 28.0°C si la ganancia depende 
linealmente de la temperatura dentro de este limitado 
intervalo? 

4. El cero absoluto es -273.15°C. Halle el cero absoluto en 
la escala Fahrenheit. 

5. Si su medico le dice que su temperatura es de 310 kelvin 
sobre el cero absoluto, ^se preocuparia? Explique su res- 
puesta. 

6. (a) La temperatura de la superficie del Sol es de unos 
6000 K. Exprese esta en la escala Fahrenheit. ( b ) Exprese 
la temperatura normal del cuerpo humano, 98.6°F, en la 
escala Celsius, (c) En la region continental de Estados 
Unidos, la temperatura mas baja registrada oficialmente 
es de -70°F en Rogers Pass, Montana. Exprese esta en la 
escala Celsius. ( d ) Exprese el punto de ebullicion normal 
del oxi'geno, -183°C, en la escala Fahrenheit, (e) ^Que 
temperatura Celsius cree usted que tiene una habitacion si 
el calor en ella resulta insoportable? 

7. iA que temperatura darian los siguientes pares de escalas 
la misma lectura: (a) Fahrenheit y Celsius, (b) Fahrenheit 
y Kelvin, y (c) Celsius y Kelvin? 

8. i ,A que temperatura es la lectura en la escala Fahrenheit 
iguai (a) al doble de la Celsius y (b) a la mitad de la 
Celsius? 

9. A diario podemos comprobar que los objetos calientes y 

frios se enfn'an o se calientan respecto a la temperatura de 
su entomo. Si la diferencia de temperatura AT entre un 
objeto y su entomo (AT = ~ TJ no es demasiado 

grande, la razon de enfriamiento o de calentamiento del 
objeto es proporcional, aproximadamente, a esta diferen¬ 
cia de temperatura; es decir, 


donde A es una constante El signo menos se debe a que 
AT disminuye con el tiempo si AT es positiva, y aumenta 
si AT es negativa. Esto se conoce como la ley de Newton 
para el enfriamiento. (a) /,De que factores depende Al 
iCuales son sus dimensiones? (b) Si en algun instante t = 0 


la diferencia de temperatura es AT 0 , demuestre que esa 
diferencia es 

AT — AT 0 e~ At 
en un tiempo t mas tarde. 

10. Por la manana temprano se descompone el calentador de 
una casa. La temperatura exterior es de -7.0°C. Como 
resultado, la temperatura en el interior desciende de 22 a 
18°C en 45 min. ^Cuanto tiempo mas tomara para que la 
temperatura interior descienda otros 4.0°C ? Suponga que 
la temperatura exterior no cambia y que se aplica la ley de 
enfriamiento de Newton; vea el problema anterior. 

Seccion 22-4 La escala de temperatura de un gas ideal 

11. Si la temperatura del gas en el punto de vapor es de 
373.15 K, ^cual sera el valor limitante de la relacion de 
las presiones de un gas en el punto de vaporizacion y del 
agua en el punto triple cuando el ga§ se mantiene a 
volumen constante? 

12. Un termometro de gas se construye de dos bulbos que 
contienen gas, cada uno de los cuales se pone en un bano 
de agua, como se muestra en la figura 13. La diferencia de 
presion entre los dos bulbos se mide por medio de un 
manometro de mercurio ilustrado en la figura. Depositos 
apropiados, no mostrados en el diagrama, mantienen cons¬ 
tante el volumen de gas en ambos bulbos. No hay diferen¬ 
cia en la presion cuando ambos banos se encuentran en el 
punto triple del agua. La diferencia de presion es de 
120 mm Hg cuando un bano esta en el punto triple y el 
otro en el punto de ebullicion del agua. Por ultimo, la 
diferencia de presion es de 90.0 mm Hg cuando un bano 
se encuentra en el punto triple y el otro tiene una tempe¬ 
ratura desconocida. Halle la temperatura desconocida. 



13. Se ensamblan dos termometros de gas a volumen constan¬ 
te; uno utiliza nitrogeno como gas de trabajo y el otro 
utiliza helio. Ambos contienen el gas suficiente para que 
p u = 100 cm Hg. ^Cual es la diferencia entre las presiones 
de los dos termometros si ambos estan sumergidos en un 
bano de agua al punto de ebullicion? ^Cual de las dos 
presiones es mas alta? Vease la figura 5. 

Seccion 22-5 Dilatacion termica 

14. El asta de aluminio de una bandera tiene 33 m de altura. 
^En cuanto aumenta su longitud cuando la temperatura 
aumenta en 15 C°? 



Figura 14 Problema 22. 


15. El espejo de vidrio Pyrex del telescopio del observatorio 
de Monte Palomar (el telescopio Hale) tiene un diametro 
de 200 in. Las temperaturas mas extremas registradas en 
el Monte Palomar son de -10°C y 50°C. Determine el 
cambio maximo del diametro del espejo. 

16. Un orificio circular practicado en una placa de aluminio 
tiene 2.725 cm de diametro a 12°C. ^Cual es el diametro 
cuando la temperatura de la placa se eleva a 140°C? 

17. Se colocan unas vias de acero para el ferrocarril cuando la 
temperatura es de -5.0°C. Una seccion estandar de riel 
tiene entonces 12.0 m de longitud. ^Que claro debera 
dejarse entre secciones de riel de modo que no exista una 
compresion cuando la temperatura suba hasta los 42°C? 

18. Una ventana de vidrio tiene 200 cm por 300 cm a 10°C. 
^En cuanto ha aumentado su area cuando su temperatura 
es de 40°C? Suponga que el vidrio puede dilatarse libre- 
mente. 

19. Un cubo de laton tiene una longitud de 33.2 cm de lado a 
20.0°C. Halle (a) el aumento en el area superficial y (b) el 
aumento en el volumen cuando se calienta a 75.0°C. 

20. ^Cual es el volumen de una bola de plomo a -12°C si su 
volumen a 160°C es de 530 cm 3 ? 

21. Demuestre que cuando la temperatura de un liquido en un 
barometro cambia en AT, y la presion es constante, la 
altura h cambia en Ah = ph AT, donde P es el coeficiente 
de dilatacion volumetrica del liquido. Desprecie la dilata¬ 
cion del tubo de vidrio. 

22. En cierto experimento fue necesario estar en posibilidad 
de mover una fuente radiactiva pequena a velocidades 
selectas extremadamente bajas. Esto se realizo aseguran- 
do la fuente a un extremo de una barra de aluminio y 
calentando la seccion central de la barra de una manera 
controlada. Si la seccion calentada efectiva de la barra de 
la figura 14 es de 1.8 cm, i a que razon constante debe 
hacerse cambiar la temperatura de la barra si la fuente ha 
de moverse a una velocidad constante de 96 nm/s? 

23. Demuestre que si a depende de la temperatura T, entonces 

LSL °[ 1+ l Ta(T)dT \’ 

donde L 0 es la longitud a la temperatura de referencia T 0 . 

24. Poco despues de que se formara la Tierra, el calor liberado 
por la desintegracion de elementos radiactivos elevo la 
temperatura interna promedio de 300 a 3000 K, a cuyo 
valor permanece hoy dfa aproximadamente. Suponiendo 
un coeficiente de dilatacion volumetrica promedio de 
3.2 * 10' 5 K' 1 , ^en cuanto ha aumentado el radio de la 
Tierra desde su formacion? 


25. Se mide una barra en 20.05 cm de longitud usando una 
regia de acero a la temperatura ambiente de 20°C. Tanto 
la barra como la regia se introd'ucen en un horno a 270°C, 
en donde la barra mide ahora 20.11 cm usando la misma 
regia. Calcule el coeficiente de dilatacion termica del 
material del cual esta hecha la barra. 

26. Considerese un termometro de mercurio en vidrio. Su- 
pongase que la seccion transversal A del capilar es cons¬ 
tante, y que V es el volumen del bulbo de mercurio 
a 0.00°C. Suponga que el mercurio llena apenas el bulbo a 
0.00°C. Demuestre que la longitud L de la columna del 
mercurio en el capilar a una temperatura T, en °C, es 

L = ^(fi-3a)T, 

es decir, proporcional a la temperatura, siendo p el coefi¬ 
ciente de dilatacion volumetrica del mercurio y a el coe¬ 
ficiente de dilatacion lineal del vidrio. 

27. (a) Demuestre que si las longitudes de dos barras de 
solidos diferentes son inversamente proporcionales a sus 
respectivos coeficientes de dilatacion lineal a la misma 
temperatura inicial, la diferencia de longitud entre ellas 
sera constante a todas las temperaturas. ( b) ^Cual seria la 
longitud de una barra de acero y de una barra de laton a 
0°C, de modo que a todas las temperaturas su diferencia 
de longitud sea 0.30 m? 

28. Como resultado de un aumento de temperatura de 32°C, 
una barra con una grieta en su centro se pandea hacia 
arriba, como se muestra en la figura 15. Si la distancia fija 
L 0 = 3.77 m y el coeficiente de dilatacion lineal es de 25 
x 10' 6 /C°, halle x, la distancia a la cual se eleva el centro. 



Figura 15 Problema 28. 


29. Una barra de acero tiene 3.000 cm de diametro a 25°C. Un 
anillo de laton tiene un diametro interior de 2.992 cm a 
25°C. iA que temperatura comun se deslizara justamente 
el anillo en la barra? 

30. El area A de una placa rectangular es ab. Su coeficiente de 
dilatacion lineal es a. Despues de un aumento de tempe¬ 
ratura AT, el lado a es mas largo en A a y el lado b es mas 
largo en Ab. Demuestre que si despreciamos la pequena 
cantidad A a Abjab (vease la Fig. 16), entonces A A = 
2a A AT, lo que coincide con la ecuacion 14. 

31. Demuestre que, si despreciamos cantidades extremada¬ 
mente pequenas, el cambio de volumen de un solido en 
dilatacion a traves de un aumento de temperatura AT esta 
dado por AV = 3 aV AT, donde a es el coeficiente de 
dilatacion lineal. Vease la ecuacion 15. 
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Figura 16 Problema 30. 


32. Cuando la temperatura de una moneda de cobre (que no 
es cobre puro) de un centavo se eleva en 100°C, su diame- 
tro aumenta en 0.18%. Halle el porcentaje de aumento en 
(a) el area de una cara, ( b) el espesor, (c) el volumen, y 
(d ) la masa del centavo, (e) Calcule su coeficiente de 
dilatacion lineal. 

33. La densidad es la masa dividida por el volumen. Si el 
volumen V depende de la temperatura, entonces tambien 
su densidad p. Demuestre que el cambio de densidad Ap 
con el cambio de temperatura AT esta dado por 

Ap = -fipAT, 

donde (5 es el coeficiente de dilatacion volumetrica. Ex- 
plique el signo menos. 

34. Cuando la temperatura de un cilindro de metal se eleva de 
60 a 100°C, su longitud aumenta en 0.092%. (a) Halle el 
cambio porcentual en la densidad. ( b) Identifique el metal. 

35. A 100°C un frasco de vidrio esta completamente lleno de 
891 g de mercurio. iQue masa de mercurio se necesita 
para llenar el frasco a -35°C? (El coeficiente de dilatacion 
lineal del vidrio es de 9.0 x 10" 6 /C°; el coeficiente de 
dilatacion volumetrica del mercurio es de 1.8 x 10' 4 /C°). 

36. La figura 17 muestra la variacion del coeficiente de dila¬ 
tacion volumetrica del agua entre 4°C y 20°C. La densidad 
del agua a 4°C es de 1000 kg/m 3 . Calcule la densidad del 
agua a 20°C. 
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Figura 17 Problema 36. 

37. Una barra compuesta de longitud L = L, + Lj esta hecha 
de una barra de material 1 y longitud L, unida a una 
barra de material 2 y longitud I 2 , como se muestra en la 
figura 18. (a) Demuestre que el coeficiente efectivo de 
dilatacion lineal a de esta barra esta dado por a = (a l L l + 
cqL^/L. ( b ) Si se utilizara acero y laton, disene dicha barra 
compuesta cuya longitud sea de 52.4 cm y cuyo coeficien¬ 
te efectivo de dilatacion lineal sea de 13 x 10' 6 /C°. 
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Figura 18 Problema 37. 


38. (a) Demuestre que el cambio en inercia rotatoria I con 
la temperatura de un objeto solido esta dado por AI = 
2al AT. (b) Una barra uniforme de laton, que gira libre- 
mente a 230 rev/s en torno a un eje perpendicular a ella en 
su centro, se calienta sin contacto mecanico hasta que su 
temperatura aumenta en 170°C. Calcule el cambio en la 
velocidad angular. 

39. Un cilindro situado en chumaceras sin friccion se hace 
girar en torno a su eje y luego se calienta, sin contacto 
mecanico, hasta quesu radio aumenta en 0.18%. /.Cual es 
el cambio porcentual en (a) el impetu angular, (b) la 
velocidad angular, y (c) la energia rotatoria del cilindro? 

40. (a) Demuestre que el cambio con la temperatura en el 
periodo P de un pendulo fisico esta dado por A P = \a P 
AT. ( b ) Un pendulo de reloj hecho de invar tiene un 
periodo de 0.500 s y es exacto a 20°C. Si el reloj se emplea 
en un clima en que la temperatura promedie 30°C, ^que 
correccion aproximada al tiempo indicado por el reloj es 
necesaria al cabo de 30 dias? 

41. Un reloj de pendulo con un pendulo hecho de laton esta 
disenado para mantener un tiempo preciso a 20°C. ^De 
cuanto sera el error, en segundos por hora, si el reloj opera 
a 0°C? 

42. Un vaso de aluminio de 1 10 cm 3 de capacidad se llena de 
glicerina a 22°C. ^Cuanta glicerina, se derramara del vaso 
si la temperatura del vaso y de la glicerina se eleva a 28°C? 
(El coeficiente de dilatacion volumetrica de la glicerina es 
de 5.1 x 10- 4 /C°). 

43. Un tubo vertical de vidrio de 1.28 m de longitud esta 
medio lleno de un liquido a 20.0°C. ^Cual sera el cambio 
de altura del liquido cuando el tubo se caliente a 33.0°C? 
Suponga que a vid = 1.1 x 10' 5 /C° y /3 Uq = 4.2 x 10~ 5 /C°. 

44. Una barra de acero a 24°C se atomilla fuertemente en 
ambos extremos y luego se enfria. 4 A que temperatura 
empezara a ceder? Vease la tabla 1, capitulo 14. 

45. Tres barras rectas de igual longitud, de aluminio, invar y 
acero, todas a 20°C, forman un triangulo equilatero con 
pivotes en los vertices. ^A que temperatura tendra 59.95° 
el angulo opuesto a la barra de invar? Vease el apendice 
H para las formulas trigonometricas necesarias. 

46. Dos barras de materiales diferentes, pero de las mismas 
longitudes L y las mismas areas A en sus secciones trans- 
versales estan dispuestas extremo con extremo entre so- 
portes rtgidos y fijos como se muestra en la figura 19a. La 
temperatura es Ty no existe un esfuerzo inicial. Las barras 
se calientan, de modo que su temperatura aumenta en AT. 
(a) Demuestre que la superficie de contacto de las barras 
se desplaza al calentarlas en una cantidad dada por 

AL -(^trir) LiT ’ 




Figura 19 Problema 46. 


donde cq, a, son los coeficientes de dilatacion lineal y E„ 
E 2 son los modulos de Young de los materiales. Despre- 
cie los cambios en las areas de la seccion transversal; 
vease la figura 19 b. ( 6 ) Halle el esfuerzo en la superficie 
de contacto despues del calentamiento. 

47. Un cubo de aluminio de 20 cm de lado flota en mercurio. 
i,Que tanto mas se hundira el bloque cuando la tempera¬ 
tura se eleve de 270 a 320 K? (El coeficiente de dilatacion 
volumetrica del mercurio es de 1.8 x 10‘ 4 /C°). 

48. Un tubo de vidrio casi lleno de mercurio esta unido en 
serie a la base de un pendulo de hierro de 100 cm de 
longitud en forma de barra. 4 A que altura estara el mercu¬ 
rio en el tubo de vidrio de modo que el centro de masa 
de este pendulo no se eleve ni baje con los cambios de 
temperatura? (El area de la seccion transversal del tubo es 
igual a la de la barra de hierro. Desprecie la masa del 
vidrio. El hierro tiene una densidad de 7.87 x 10 3 kg/m 3 y 
un coeficiente de dilatacion lineal igual a 12 * 10 6 /C°. El 
coeficiente de dilatacion volumetrica del mercurio es de 
18 x 10- 5 /C°). 

49. La distancia entre las torres del claro principal del puen- 
te Golden Gate cerca de San Francisco es de 4200 ft 



Figura 20 Problema 49. 


(Fig. 20). La flecha del cable a la mitad entre las torres a 
50°F es de 470 ft. Considere a = 6.5 x 10- 6 /F°para el cable 
y calcule ( a ) el cambio de longitud del cable y ( b) el 
cambio en la flecha para un cambio de temperatura desde 
10 hasta 90°F. Suponga que no hay flexion ni separacion 
de las tones y una forma parabolica para el cable. 







CAPITULO 23 



LA TEORIA CINETICA 
Y EL GAS IDEAL 


Las leyes basicas de la termodinamica tratan de las relaciones entre las propiedades macros- 
copicas, tales como la presioa, la temperatura, el volumen, y la energia interna de un gas ideal. 
Las leyes no dicen nada acerca del hecho de que la materia esteformada de parti'culas (dtowos 
o moleculas). Debido al gran numero de particulas implicadas, no espractico aplicar las leyes 
de la mecanica para hallar el movimiento de cada particula en un gas. En cambio, usamos 
tecnicas de promedios para expresar las propiedades termodinamicas como promedios de las 
propiedades moleculares. Si el numero de particulas es muy grande, tales promedios dan 
cantidades rigurosamente definidas. 

En este capitulo consideramos un enfoque de promedios llamado teoria cinetica, en el que 
seguimos el movimiento de las particulas representativas de un gas y luego promediamos este 
comportamiento para todas las particulas. La teoria cinetica fue desarrollada entre los siglos 
xvny xix por Boyle, D. Bernoulli, Joule, Kronig, Clausius, y Maxwell, entre otros. Otro enfoque 
tambien de los promedios es la mecanica estadistica, en la cual se aplican las leyes de la 
probabilidad a distribuciones estadisticas de las propiedades moleculares. Este enfoque se 
estudiara en el capitulo 24. 


23-1 PROPIEDADES 

MACROSCOPICAS DE UN GAS 
Y LA LEY DEL GAS IDEAL 


La figura 1 muestra un gas confinado en un cilindro 
equipado con un embolo movil. Deseamos llevar a cabo 
una serie de mediciones de las propiedades macroscopi- 
cas de un gas: el tipo y cantidad de gas y su presion, 
volumen, y temperatura absolutas (Kelvin). Suponemos 
que tenemos conectados al cilindro dispositivos apropia- 
dos para medir estas propiedades. Suponemos tambien 
que tenemos a nuestra disposicion los medios para cam- 
biar cualquiera de estas propiedades. Por ejemplo, supo¬ 
nemos que el gas esta en contacto con un dispositivo 
idealizado llamado deposito termico, el cual podemos 
considerar como un cuerpo mantenido a una temperatura 
T, de modo que la temperatura del deposito no cambia 
cuando nuestro cilindro de gas entra en equilibrio termico 
con el. Suponemos que podemos cambiar facilmente la 
temperatura del deposito, cambiando por lo tanto la tem¬ 
peratura del gas. Si deseamos cambiar la presion p, ana- 
dimos o quitamos peso sobre el embolo. (Se supone que 


en el espacio sobre el embolo se ha practicado un vaci'o, 
de modo que no existe la presion del aire que empuje hacia 
abajo sobre el embolo). El volumen V puede ser alterado 
simplemente cambiando la posicion del embolo, y la 
cantidad de gas puede cambiarse al permitir que entre gas 
a la camara, cambiando por lo tanto el numero de mo¬ 
leculas N. Despues de cada cambio, esperamos el tiempo 
suficiente para que el gas alcance el equilibrio termico y 
adquiera un nuevo conjunto de variables termodinamicas 
macroscopicas. 

Llevemos a cabo los siguientes experimentos con el gas. 

1. Vdepende de N. Manteniendo constantes la tempera¬ 
tura y la presion (esto es, el gas esta en contacto con el 
deposito termico a determinada temperatura T, y el peso 
sobre el embolo es constante), permitimos que entre o 
saiga gas de la camara, y medimos el volumen resultante 
V observando la altura del embolo. (Suponemos que co- 
nocemos la masa de cada molecula y la masa total de gas 
que esta presente en el cilindro. Entonces podemos deter- 
minar N, el numero total de moleculas.) La figura 2 
muestra los resultados tipicos de tales experimentos. Los 
puntos de los datos parecen seguir una linea recta, y 
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Alimentation de gas 

de control 


Espacio 
al vacio 


T ermometro 


Figura 1 El gas esta confinado en un cilindro que tiene 
contacto con un deposito termico a la temperatura (ajustable) 
T. El embolo ejerce una fuerza total hacia abajo Mg sobre el 
gas, la cual, en el equilibrio, esta balanceada por la fuerza 
hacia arriba debida a la presion del gas. El volumen del gas 
puede ser determinado midiendo la altura h del embolo desde 
el fondo del cilindro, y la temperatura del gas se mide con un 
termometro apropiado. Una alimentacion de gas permite 
anadir gas adicional al cilindro; suponemos que esta tambien 
provisto de un mecanismo para remover gas y para cambiar 
la alimentacion con el fin de admitir diferentes clases de gas. 


concluimos, con una aproximacion suficientemente bue- 
na, que existe una proporcion directa entre V y N; es 
decir, el volumen aumenta linealmente con el numero de 
particulas. Ademas, al reemplazar el gas en el cilindro 
con un numero igual de moleculas de un gas diferente a 
la misma presion y temperatura, hallamos que el nuevo 
gas ocupa el mismo volumen. Asi, deberiamos concluir 
que el volumen ocupado po r un gas a determinadas pre¬ 
sion y temperatura es independiente del tipo de gas o del 
tarnano o masa de sus moleculas; el volumen depende 
unicamente del numero de moleculas. Matematicamente, 
VN, o sea 

V=CN (p,T constantes). (1) 

Aqui C es una constante, igual a la pendiente de la li- 
nea en la figura 2 y determinada por los valores de p y de 
T. Si repetimos este experimento con diferentes valores 
constantes de p y de T, hallariamos siempre que la ecua¬ 
cion 1 se cumple, pero con un valor diferente de la 
constante C. 

La ecuacion 1 se conoce a veces como la ley de Avo- 
gadro. Es valida con una muy buena aproximacion para 
todos los gases, especialmente a baja densidad, donde las 
moleculas estan muy separadas entre si y el volumen 
ocupado por las moleculas mismas es realmente una frac- 
cion despreciablemente pequeha del volumen del reci- 
piente en que esta confinado el gas. Podemos generalizar, 
a partir del comportamiento de estos gases reales a un gas 
ideal que sigue la ecuacion 1 exactamente. En la seccion 



Figura 2 El volumen V ocupado por el gas en la figura 1 
depende del numero de moleculas N. A una temperatura y 
presion dadas, gases diferentes siguen la misma relacion 
lineal. 



P 



Figura 3 (a) El volumen V ocupado por el gas parece 
depender inversamente de la presion p, mantenidas 
constantes la temperatura y el numero de particulas. ( b ) Al 
trazar V ' contra p se ve que la relacion es realmente una 
relacion lineal inversa. 


siguiente consideraremos las propiedades microscopicas 
de un gas ideal. 

2. V depende de p. Manteniendo constantes el numero 
de particulas N y la temperatura T, cambiamos la presion 
(cambiando el peso sobre el embolo) y medimos el volu¬ 
men resultante. En la figura 3 a se muestra el resultado, el 
cual sugiere una relacion inversa: al aumentar la presion 
p, el volumen V disminuye. Para comprobar esto, traza- 
mos a p contra V~', como en la figura 3b, lo cual confirma 
una relacion lineal. Por lo tanto, concluimos que p x V *, 
o sea 

p = C- ( N,T constantes). (2) 

Aqui C' representa a otra constante, la cual tendria un 
valor diferente si hubieramos elegido valores diferentes 



Figura 4 El volumen V ocupado por el gas varia 
linealmente con la temperatura T, cuando se mantienen 
constantes la presion y el numero de moleculas. 


de N y de T. La ecuacion 2 se llama ley de Boyle y, al igual 
que la ecuacion 1, es una generalization ideal. Como 
veremos en la seccion 23-8, los gases reales se desvian un 
poco de este comportamiento ideal. 

3. V depende de T. Manteniendo constantes a p y a N, 
variamos la temperatura T (cambiando la temperatura del 
deposito termico), y medimos el volumen resultante V. 
Hallamos (Fig. 4) una relacion directa: el volumen aumen¬ 
ta al aumentar la temperatura; entonces T, o sea 

V — C"T ( p,N constantes), (3) 

donde C" es tambien otra constante. La ecuacion 3 se 
llama ley de Charles o ley de Gay-Lussac. Al igual que 
las ecuaciones 1 y 2, es una idealization del comporta¬ 
miento de los gases reales. 


Ecuacion de estado 

Las ecuaciones 1, 2 y 3 resumen resultados experimenta- 
les estrictamente validos unicamente para nuestro gas 
ideal hipotetico, pero aproximadamente validas en un alto 
grado para la mayoria de los gases reales. Podemos com- 
binar las tres ecuaciones en una sola que incluya a las tres 
relaciones observadas, como sigue: 


pV 

NT 


k. 


( 4 ) 


en donde k es una constante. Reescribiendo la ecuacion 4 
podemos demostrar que es consistente con las ecuaciones 
1 a 3: 


V = 

\t) n=cn 

( p,T constantes), 

(5 a) 

p- 

(kNT) _ C 

V V 

(N, T constantes). 

m 

V = 

(—)t=C"T 
\ p / 

(p,N constantes), 

(5c) 


La constante k de la ecuacion 4 se llama constante de 
Boltzmann. Es una constante universal con un valor de¬ 
terminado experimentalmente, el cual es 

k= 1.38066 X 10- 23 J/K. 

Es mas comun escribir la ecuacion 4 en una forma algo 
diferente. Expresemos la cantidad de gas no en terminos 
del numero de moleculas N sino en terminos del numero 
de moles n. El mol fue definido en la seccion 1-5. En 
terminos de la constante de Avogadro N A , el numero de 
moles es 


N 



y podemos reescribir la ecuacion 4 como: 


(6) 


o bien 


= kN A , 
nT A 


pV=nRT, 


donde 

R = N x k 

= 8.3145 J/mol-K. 


( 7 ) 


( 8 ) 


La ecuacion 7 se llama ley de los gases ideales o ecuacion 
de estado del gas ideal. Una ecuacion de estado de un 
sistema da una relacion matematica fundamental entre las 
cantidades termodinamicas macroscopicas. Los experi- 
mentos revelan que, a densidades suficientemente bajas, 
todos los gases reales tienden al comportamiento del gas 
ideal descrita en la ecuacion 7. Este es el mismo limite 
que discutimos en conexion con la escala de temperatura 
del gas ideal en la seccion 22-4. La constante R tiene el 
mismo valor para todos los gases y se le llama constante 
universal de los gases. 


Problema muestra 1 Un cilindro aislado equipado con un 
embolo (Fig. 1) contiene oxfgeno a una temperatura de 20°C y 
una presion de 15 atm en un volumen de 22 litros. Al descender 
el embolo, disminuye el volumen del gas a 16 litros, y simulta- 
neamente la temperatura se eleva a 25°C. Suponiendo que el 
oxfgeno se comporte como uri gas ideal bajo estas condiciones, 
^cual es la presion final del gas? 


Solution Partimos de la ecuacion 7, puesto que la cantidad de 
gas permanece sin cambio, y tenemos que 


o bien 


PiXi^PtYi 

T T { ’ 


Pt = P, 



Puesto que esto esta en la forma de una razon, no necesita- 
mos convertir a p y a V en unidades del SI, pero debemos 
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expresar a T en unidades de temperatura absoluta (Kelvin). 
Entonces, 

. /273 + 25 K\ /22 L\ 

A " < 15 alm > \ 273 + 20 K / li6l j " 2 ' atm ' 


23-2 EL GAS IDEAL: UN MODELO 


Cuando los fisicos desean entender un sistema complejo, 
a menudo inventan un modelo. Un modelo es una version 
simplificada del sistema que permite hacer calculos pero 
sin perder su realidad fisica. Un modelo puede empezar 
con un grupo de hipotesis que simplifican y permiten que 
el sistema sea analizado usando un conjunto de leyes 
existente, por ejemplo, las de la mecanica de Newton. El 
analisis puede conducir entonces a una ecuacion o con- 
junto de ecuaciones que describen al sistema fisico origi¬ 
nal. Puesto que el modelo es una simplificacion de la 
naturaleza, el resultado final no es, por lo general, una 
descripcion verdadera o completa de la naturaleza, pero 
si hemos sido lo suficientemente cautos en la formulacion 
del modelo, el resultado final puede ser una aproximacion 
muy buena del comportamiento del sistema. Lo que es 
mas importante, el resultado final puede proporcionamos 
un camino para estudiar al sistema en el laboratorio y 
obtener una vision aun mas penetrante. Previamente en 
este texto, hemos usado un modelo (sin llamarlo asi) para 
describir el movimiento de un objeto complejo como si 
fuera una particula puntual sometida a ciertas circunstan- 
cias. A veces hemos modelado tambien la fuerza entre los 
atomos de una molecula, o entre los atomos de un solido, 
en terminos de la fuerza de un resorte, F = -kr, la cual se 
basa en si misma en un tipo de modelo que simplifica (en 
ciertas condiciones elasticas) los complicados procesos 
intemos en un solido sujeto a un esfuerzo. 

Un gas confinado en un recipiente es un ejemplo de un 
sistema complejo dificil de analizar usando las leyes de 
Newton. Las moleculas pueden chocar inelasticamente, y 
la energia de la colision puede ser absorbida por las 
moleculas como energia interna en una variedad de mo- 
dos. Seguir la pista de estos procesos para todas las 
moleculas seria un proyecto de una complejidad imposi- 
ble de veneer. Simplificamos este problema inventando 
un modelo que describa las propiedades microscopicas 
del gas real. Este modelo, al cual llamamos modelo del 
gas ideal, resulta ser enteramente consistente con el con- 
cepto de gas ideal que hemos desarrollado experimental- 
mente en la seccion 23-1. En esa seccidn vimos que, 
especialmente a baja densidad, las propiedades macrosco- 
picas de los gases reales siguen de manera aproximada un 
resultado general, la ley del gas ideal de la ecuacion 7. 

Desde el punto de vista microscopico nuestro modelo 
de gas ideal incluye las hipotesis siguientes. Basados en 


ellas, empleamos las leyes de Newton para analizar la 
mecanica del gas ideal; este procedimiento constituye 
la base de la teori'a cinetica. Mas adelante relacionaremos 
esta descripcion microscopica con la macroscopica. 

1. Un gas consta de ciertas perticulas, llamadas mo¬ 
leculas. Dependiendo del gas, cada molecula puede con¬ 
sists en un atomo o en un grupo de atomos. Si el gas es 
un elemento o un compuesto y esta en estado estable, 
consideramos que todas sus moleculas son identicas. 

2. Las moleculas tienen movimientos al azar y obedecen 
a las leyes del movimiento de Newton. Las moleculas se 
mueven en todas direcciones y con una gama de veloci- 
dades. Al describir el movimiento suponemos que la 
mecanica de Newton es valida al nivel microscopico. 

3. El numero total de moleculas es grande. La velocidad 
(en magnitud y direccion) de cualquier molecula puede 
cambiar en forma repentina por medio de una colision con 
la pared o con otra molecula. Cualquier molecula en 
particular sigue una trayectoria en zigzag debido a estas 
colisiones. Sin embargo, ya que existen tantas moleculas 
suponemos que el gran numero de colisiones resultantes 
mantiene la distribucion del conjunto de las velocidades 
moleculares y el caracter fortuito o aleatorio del movi¬ 
miento. 

4. El volumen de las moleculas es una fraccion despre- 
ciablemente pequeiia del volumen ocupado por el gas. Si 
bien existen muchas moleculas, estas son extremadamen- 
te pequehas. Sabemos que el volumen ocupado por un gas 
puede cambiarse a traves de una gama amplia de valores 
con poca dificultad, y que cuando un gas se condensa el 
volumen ocupado por el liquido puede ser miles de veces 
mas pequeno que el del gas. De aqui que nuestra hipotesis 
sea plausible. Mas adelante investigaremos el tamano real 
de las moleculas y veremos si necesitamos modificar esta 
hipotesis. 

5. Ninguna fuerza apreciable actiia sobre las moleculas 
excepto durante una colision. Es decir, suponemos que el 
alcance de las fuerzas moleculares es comparable al tama¬ 
no molecular y mucho mas pequeiia que la distancia tipica 
entre moleculas. En la medida en que esto sea asi, una 
molecula se mueve con velocidad constante entre colisio¬ 
nes. Por lo tanto, el movimiento de una molecula en 
particular es una trayectoria en zigzag que consiste, en su 
mayor parte, en segmentos con velocidad constante cam- 
biada por fuerzas impulsivas. 

6. Las colisiones son elasticas y de una duracion des- 
preciable. Las colisiones de una molecula con otra o con 
las paredes del recipiente conservan el impetu y (supone¬ 
mos) la energia cinetica. Las moleculas no son particulas 
puntuales verdaderas y poseen una estructura interna; asi, 
cierta energia cinetica puede convertirse en energia inter¬ 
na durante la colision. Suponemos que la molecula no 
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Figura 5 Caja cubica de lado L que contiene un gas ideal. 
Se muestra una molecula del gas moviendose con velocidad 
v hacia el lado A,. 


por esta molecula sobre A, es el impetu transferido divi- 
dido entre el intervalo de tiempo entre transferencias, 
o sea 


2mv x _ mif 
2 L/v x L 


( 10 ) 


Para obtener la fuerza total sobre A,, es decir, la razon a 
la cual se imparte impetu a A, por todas las moleculas del 
gas, debemos sumar la cantidad m v 2 fL para todas las 
particulas. Entonces, para hallar la presion dividimos esta 
fuerza entre el area de A„ es decir L 2 . La presion es, por 
lo tanto, 


1 mvh + mv 2 x 2 + • • • 

p ~ T 2 L 


retiene esta energia interna, la cual esta entonces nueva- 
mente disponible como energia cinetica despues de un 
tiempo tan breve (el tiempo entre colisiones) que podemos 
despreciar este cambio por entero. 


23-3 CALCULO CINETICO 
DE LA PRESION 


Calculemos ahora la presion de un gas ideal a partir de la 
teoria cinetica. Por simplificacion, consideremos un gas 
en un recipiente cubico de lado L cuyas paredes sean 
perfectamente elasticas. Llamemos a las caras norma- 
les al eje x (Fig. 5) A, y A 2 , cada una de area L 2 . Conside¬ 
remos a una molecula de masa m con velocidad v, la cual 
resolvemos en sus componentes v x , v y , y v z . Cuando esta 
particula choca con A„ rebota con su componente x de 
la velocidad invertida; es decir, v x -> -v x . No existe un 
efecto sobre v y o sobre v z , de modo que el cambio en el 
impetu de la particula tiene unicamente una componente 
x, dada por 

impetu final - impetu inicial = 

—mv x — (mv x ) = —2mv x . (9) 

Ya que el impetu total se conserva en la colision, el impetu 
impartido a A, es +2 mv x . 

Supongamos que esta particula llegue a A 2 sin golpear 
a ninguna otra particula en su camino. El tiempo requerido 
para cruzar el cubo es L/ v x . (Si la molecula golpea una de 
las otras caras de la caja en su camino hacia A 2 , la compo¬ 
nente x de su velocidad no cambia, como tampoco el 
tiempo de transito). En A 2 nuevamente tiene su compo¬ 
nente x de la velocidad invertida y regresa a A,. Suponien- 
do que no existan colisiones con otras moleculas, el viaje 
redondo toma un tiempo 2L/v x , que es el tiempo entre las 
colisiones con A,. La fuerza impulsiva promedio ejercida 


m 


= + 0*2 + ‘ * ’)’ 


(ID 


donde v xl es la componente x de la velocidad de la parti¬ 
cula 1, va es la de la particula 2, y asi sucesivamente. Si 
N es el numero total de particulas en el recipiente, enton¬ 
ces Nm es la masa total y Nm/L 3 es la densidad p. Enton¬ 
ces, m/L 3 = p/N, y 


( + v 2 x2 + ' ' ' \ 

= - )■ 


( 12 ) 


La cantidad dentro del parentesis en la ecuacion 12 es el 
valor promedio de if para todas las particulas en el 
recipiente, el cual representamos por if. . Entonces 

p = pv\. (13) 


Para cualquier particula, v 2 = u 2 + if + if Puesto que 
tenemos muchas particulas y porque se estan moviendo 
enteramente al azar, los valores promedio de v 2 , if , y 
v 2 son iguales, y el valor de cada una es exactamente un 
tercio del valor promedio de v 2 . No existe una preferencia 
entre las moleculas para moverse a lo largo de alguno de 
los tres ejes. Por esto v 2 x = jo 2 , de modo que la ecuacion 
13 resulta 

p = \pv 2 . (14) 


Si bien hemos derivado este resultado despreciando las 
colisiones entre las particulas, el resultado es verdadero 
incluso si consideramos las colisiones. Debido al inter- 
cambio de velocidades en una colision elastica entre par¬ 
ticulas identicas, siempre habra una molecula que choque 
con A 2 con un impetu m v x correspondiente a la molecula 
que salio de A, con este mismo impetu. La ecuacion 14 se 
cumple aun cuando la caja contenga una mezcla de mole¬ 
culas de masas diferentes, porque el impetu se conserva 
en las colisiones, y la pared debe recibir el mismo impulso 
sin importar que moleculas lo golpeen. Tambien, el tiem¬ 
po que dura la colision es despreciable comparado con el 
tiempo invertido entre colisiones. De aqui que despreciar 
las colisiones es meramente un recurso conveniente para 
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el calculo. De manera similar, podriamos haber escogido 
un recipiente de cualqu'er forma: el cubo meramente 
simplifica el calculo. Si bien hemos calculado la presion 
ejercida unicamente sobre el lado A lt se deduce de la ley 
de Pascal que la presion es la misma sobre todas las caras 
y en cualquier parte del interior. (Esto es asi unicamente 
si la densidad del gas es uniforme. En una muestra grande 
de gas, los efectos gravitatorios pudieran ser significati- 
vos, y deberiamos tener en cuenta la variacion de la 
densidad. Vease la seccion 17-3 y el problema 6 de este 
capitulo.) _ 

La raiz cuadrada de v 2 se llama velocidad media cua- 
dratica de las moleculas (rms, de root-mean-square ) y es 
una clase de velocidad molecular promedio. (Estudiare- 
mos este promedio con mas detalle en la seccion 24-3.) 
Usando la ecuacion 14, podemos calcular la velocidad 
media cuadratica partiendo de los valores medidos de la 
presion y de la densidad del gas. Entonces 



En la ecuacion 14 relacionamos una cantidad macros- 
copica (la presion p) con un valor promedio de una can¬ 
tidad microscopica (esto es, con u 2 o con u 2 ns ). Sin 
embargo, los promedios pueden ser considerados durante 
tiempos cortos o durante tiempos largos, en regiones 
pequenas del espacio o en regiones grandes del espacio. 
El promedio calculado en una region pequeiia durante un 
tiempo corto deberia depender del tiempo o region ele- 
gidos, de modo que los valores obtenidos de esta manera 
deben de fluctuar. Esto podria suceder en un gas de den¬ 
sidad muy baja, por ejemplo. Sm embargo, podemos 
despreciar las fluctuaciones cuando el numero de particu- 
las en el sistema es suficientemente grande. 


TABLA 1 ALGUNAS VELOCIDADES 

MOLECULARES A LA TEMPERATURA 
AMBIENTE (300 K) 

Energia cinetica 
de traslacidn 


Gas 

Masa molar AT i) m 
(g/mol) (m/s) 

por mol 
(J/mol) 

Hidrogeno 

2.0 

1920 

3720 

Helio 

4.0 

1370 

3750 

Vapor de agua 

18.0 

645 

3740 

Nitrogeno 

28.0 

517 

3740 

Oxigeno 

32.0 

483 

3730 

Bioxido de carbono 

44.0 

412 

3730 

Bioxido de azufre 

64.1 

342 

3750 


1 La masa molar, a veces conocida tambien corao el peso molecular, se 
da aqui en g/mol por conveniencia; su unidad SI es kg/mol. 


rarse en terminos de nuestro modelo de un gas; vease el 
problema 38. La energia de la onda sonora es transportada 
como energia cinetica de una molecula a la siguiente con 
la cual choca. Por lo tanto, deberiamos de esperar que las 
ondas sonoras se propaguen con una velocidad que es 
aproximadamente la misma que la velocidad caracte- 
ristica del movimiento molecular, que es, de hecho, lo 
que observamos. Las moleculas en si mismas, a pesar de 
sus velocidades elevadas, no se mueven muy lejos durante 
un periodo de la vibracion del sonido; estan confinadas 
en un espacio mas bien pequeno por los efectos del gran 
numero de colisiones. Esto explica por que existe una 
demora entre la apertura de una botella de amoniaco en 
un extremo de un salon y su olor en el otro extremo. Si 
bien las velocidades moleculares son elevadas, el gran 
numero de colisiones limita el avance de las moleculas de 
amoniaco. Se difunden por el aire a velocidades que son 
muchos menores que las velocidades moleculares. 


Problema muestra 2 Calcule la velocidad media cuadratica 
de las moleculas de hidrogeno a 0.00°C y 1.00 atm de presion, 
suponiendo que el hidrogeno sea un gas ideal. En estas condi- 
ciones el hidrogeno tiene una densidad p de 8.99 * 10‘ 2 kg/m 3 . 


Solucion Puesto que p = 1.00 atm = 1.01 * 10 5 Pa, 


v 


rms 



I 3(1.01 X 10 5 Pa) 
V 8.99 X 10- 2 kg/m 3 


1840 m/s. 


Esto es del orden de una milla por segundo, o sea 3600 mi/h. 


La tabla 1 da los resultados de calculos similares para 
algunos gases a la temperatura ambiente. Estas velocida¬ 
des moleculares son aproximadamente del mismo orden 
que la velocidad del sonido a la misma temperatura. Por 
ejemplo, en aire a 0°C, v mis - 485 m/s y la velocidad del 
sonido es 331 m/s; en el hidrogeno u nns = 1838 m/s y 
el sonido viaja a 1286 m/s. Estos resultados son de espe- 


Problema muestra 3 Suponiendo que la velocidad del sonido 
en un gas sea la misma que la velocidad media cuadratica de las 
moleculas, muestre como dependeria de la temperatura la velo- 
cidad del sonido en un gas ideal. 


Solucion La densidad de un gas es 


P = 


nM 
V ’ 


donde M es la masa molar (la masa de 1 mol) y n es el numero 
de moles. A1 combinar esto con la ley del gas ideal pV - nRT 
nos da 


p _RT 
~p~ M ' 

Obtenemos de la ecuacion 15 

1RT 
M ’ 



(16) 


de modo que la velocidad del sonido i>, a una temperatura T, se 
relaciona con la velocidad del sonido v 2 en el mismo gas a una 
temperatura T 2 por 



Por ejemplo, si la velocidad del sonido a 273 K es de 331 m/s 
en el aire, su velocidad en el aire a 300 K es 

V TOOK 

?73 K = 347 m/s. 

Observese que aqui se emplea la temperatura absoluta (Kelvin). 
£Por que? 

Nuestra hipotesis inicial, de que la velocidad del sonido en 
un gas es la misma que la velocidad media cuadratica de las 
moleculas, es solo crudamente correcta. En realidad, la veloci¬ 
dad del sonido es proporcional a u nm . ^Cambia esto las conclu- 
siones de este problema muestra con respecto a la dependencia 
de la velocidad del sonido con la temperatura? Vease el proble¬ 
ma muestra 6 para una derivation de la velocidad del sonido en 
un gas._ 


23-4 INTERPRETACION CINETICA 
DE LA TEMPERATURA 


Si multiplicamos cada lado de la ecuacion 14 por el 
volumen V, obtenemos 

pV={pVv\ 

donde pV es la masa total del gas, siendo p la densidad. 
Podemos tambien escribir la masa del gas como nM, 
donde n es el numero de moles y M es la masa molar. A1 
hacer esta sustitucion tenemos que 

pV={nMv 2 . (17) 

La energia cinetica de traslacion total del gas es 

{m(v 2 + v\ + • • • + v 2 N ) = {m(Nv 2 ), 
donde N es el numero total de moleculas. La masa total 
del gas puede escribirse como mN = nM. El lado derecho 
de la ecuacion 17 es, por lo tanto, dos tercios de la energia 
cinetica total de traslacion. Podemos escribir la ecuacion 
17 como: 

pV={({nMv 2 ). 

Combinando esta con la ecuacion de estado de un gas ideal 
(pV= nRT), obtenemos 

{Mv 2 =\RT. (18) 

Esto es, la energia cine'tica de traslacidn promedio por 
mol de un gas ideal es proporcional a la temperatura. 
Este resultado relaciona la teoria cinetica con la ecuacion 
de estado de un gas ideal. De manera equivalente, pode¬ 
mos considerar a la ecuacion 18 como una conexion entre 
una propiedad macroscopica, la temperatura, y una pro- 
pjedad microscopica, la energia cinetica de una molecula. 


De cualquier modo, ganamos cierta vision sobre el signi- 
ficado de la temperatura en los gases. 

La temperatura de un gas se relaciona con la energia 
cinetica de traslacion promedio medida con respecto al 
centro de masa del gas. La energia cinetica asociada con 
el movimiento del centro de masa del gas no tiene relation 
con la temperatura del gas. En la seccion 23-2 supusimos 
el movimiento al azar como parte de nuestra definition 
estadistica de un gas ideal y en la seccion 23-3 calculamos 
a v 2 sobre esta base. Para una distribution de las veloci¬ 
dades moleculares que tengan direcciones al azar, el cen¬ 
tro de masa estaria en reposo. Entonces, para calcular v 2 , 
debemos usar un marco de referencia en el que el centro 
de masa del gas este en reposo. En todos los demas marcos 
las moleculas tienen cada una velocidades mas grandes en 
una cantidad u (la velocidad del centro de masa en ese 
marco) que en el marco del centro de masa; de aqui que 
los movimientos ya no_ seran al azar, y obtendremos 
valores diferentes para v 2 . La temperatura de un gas en un 
recipiente no aumenta j cuando ponemos al recipiente en 
un auto en movimiento! 

Dividamos ahora cada lado de la ecuacion 18 por la 
constante de Avogadro N A , que es el numero de moleculas 
por mol de un gas. Entonces M/N A = m, la masa de una 
sola molecula, y tenemos 

W/N A )v 2 =±mv 2 =WN A )T. (19) 

Ahora, -mv 2 es la energia cinetica de traslacion promedio 
por molecula. La razon R/N A es, segun la ecuacion 8 , la 
constante k de Boltzmann, que juega el papel de la cons¬ 
tante de gas por molecula. Tenemos entonces 

{mv 2 = \kT. (20) 

La ecuacion 20 es el analogo molecular de la ecuacion 18, 
que trata de las cantidades molares. Aqui vemos que la 
energia cinetica de traslacion promedio de una molecula 
esta determinada por la temperatura. 

En la ultima columna de la tabla 1 listamos valores 
calculados de \Mv ms . Como la ecuacion 18 predice para 
un gas ideal, esta cantidad (la energia cinetica de trasla¬ 
cion por mol) tiene casi el mismo valor para los gases 
reales a una temperatura dada (300 K en este caso). 
Partiendo de la ecuacion 20 concluimos que a una tempe¬ 
ratura T determinada la razon de las velocidades medias 
cuadraticas de las moleculas de dos gases diferentes es 
igual a la cuadrada de la razon inversa de sus masas. 
Es decir, a partir de 

2 m x v\ _ 2 m 2 v{ 

3k 2 3k 2 

obtenemos 



Podemos aplicar la ecuacion 21 a la difusion de dos 
gases diferentes en un recipiente con paredes porosas 
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situado en un espacio al vacio. El gas mas ligero, cuyas 
moleculas se mueven mas rapidamente en promedio, es- 
capara mas rapidamente que el mas pesado. La razon del 
numero de moleculas de los dos gases que pasan a traves 
de las paredes porosas en un intervalo de tiempo corto, la 
cual se llama el factor de separacion a, es igual a la razon 
de sus velocidades medias cuadraticas, y por lo tanto, de 
acuerdo con la ecuacion 21 , a la raiz cuadrada de la 
relacion inversa de sus masas moleculares o, equivalente- 
mente, de sus masas molares: 

a - Vm 2 /m, = >lM 2 /M x . (22) 

El proceso de difusion a traves de paredes porosas es 
un metodo empleado para separar los atomos de un ele- 
mento por masa en sus diferentes isotopos. 


Problema muestra 4 El uranio natural consiste primordial- 
mente en dos isotopos, 235 U (0.7% de abundancia) y 238 U (99.3% 
de abundancia). Unicamente el 235 U es facilmente fisionable. En 
una muestra del gas UF 6 (hexafluoruro de uranio), se desea 
aumentar la abundancia del 235 U de 0.7% a 3% forzando al gas 
n veces a traves de una barrera porosa. Halle n. 


Solucion La masa molar M del 235 UF 6 es de 0.349 kg/mol y la 
del 238 UF 6 es de 0.352 kg/mol. Entonces, despues de pasar a 
traves de una barrera porosa, el gas se habra enriquecido en 235 U 
segun el factor de separacion a, dado por la ecuacion 22 : 


a ■■ 



J 


0.352 kg/mol 


0.349 kg/mol 


7 = 1.0043. 


Cada paso sucesivo a traves de una pared porosa aumenta 
la fraccion relativa del 235 U segun un factor de a. Despues 
de tales pasos n, la concentracion relativa del 235 U habra aumen- 
tado segun a". Para aumentar la concentracion del 23S U desde 
0.7%, caracteristica del uranio natural, hasta 3%, un enriqueci- 
miento usado comunmente en los reactores de potencia, el 
numero n de barreras porosas que deben ser atravesadas se 
determina a partir de 


/aooz^/oodX 

V0.993/ \0.97/ ' 

Resolviendo, obtenemos n = 350. En la practica, esto se lleva a 
cabo por medio de etapas sucesivas, en las que una porcion del 
gas que pasa mas facilmente a traves de una barrera (y por lo 
tanto es enriquecido ligeramente en 235 U) avanza a la siguiente 
etapa, donde el resto (ahora ligeramente empobrecido de 235 U) 
es regresado para alimentar la etapa mas baja anterior. Para 
obtener 235 U casi puro, tal como se requiere para las armas 
nucleares, se requeriria varios miles de etapas. 


23-5 TRABAJO EFECTUADO 
SOBRE UN GAS IDEAL 


Si elevamos la temperatura del gas en el cilindro de la 
figura 1 , el gas se dilata y eleva el peso contra la gravedad; 


el gas efectua un trabajo (positivo) sobre el peso. La fuerza 
hacia arriba ejercida por el gas debido a su presion p esta 
dada por pA, donde A es el area del embolo. Segun la 
tercera ley de Newton, la fuerza ejercida por el embolo 
sobre el gas es igual y opuesta a la fuerza ejercida por el 
gas sobre el embolo. Usando la ecuacion 7 del capitulo 7, 
podemos por lo tanto escribir el trabajo W efectuado sobre 
el gas como: 

PF = J Fdx = J (-pA)dx. (23) 

Aqui dx representa el desplazamiento del embolo, y el 
signo menos entra porque la fuerza ejercida por el embolo 
sobre el gas esta en una direccion opuesta al desplaza¬ 
miento del embolo. Si reducimos la temperatura del gas, 
este se contrae en lugar de dilatarse; el trabajo efectuado 
sobre el gas en este caso es positivo. Suponemos que el 
proceso descrito por la ecuacion 23 se lleva a cabo lenta- 
mente, de modo que pueda considerarse que el gas esta en 
equilibrio en todas las etapas intermedias. De otro modo, 
la presion no estaria claramente definida durante el pro¬ 
ceso, y la integral de la ecuacion 23 no podria ser evaluada 
facilmente. 

Podemos escribir la ecuacion 23 en una forma mas 
general que viene a ser muy util. Si el embolo se mueve 
una distancia dx, entonces el volumen del gas cambia en 
una cantidad dV = A dx. Entonces el trabajo efectuado 
sobre el gas puede escribirse: 



La integration se lleva a cabo entre el volumen inicial V, 
y el volumen final V f . 

La ecuacion 24 es el resultado mas general del trabajo 
efectuado sobre un gas. No hace referencia al agente 
extemo que efectua el trabajo; simplemente establece que 
el trabajo efectuado sobre el gas puede ser calculado a 
partir de la presion y el volumen del gas. Observese que 
el signo algebraico del trabajo esta contenido implicita- 
mente en la ecuacion 24: si el gas se dilata, dVes positivo 
y PFes negativo, siendo p una cantidad escalar que asume 
valores positivos unicamente. A la inversa, si el gas se 
contrae, dVe s negativo y el trabajo efectuado sobre el gas 
es positivo. 

La ecuacion 24 es analoga al resultado general para el 
trabajo efectuado sobre un sistema por una fuerza variable 
F. Recordara usted de la figura 7 del capitulo 7 que si 
trazamos a F contra x, el trabajo efectuado por F es 
precisamente el area bajo la curva entre x, y x f . La figura 6 
muestra la situation similar para el trabajo efectuado 
sobre el gas. Una grafica en la forma de la figura 6 se llama 
diagrama p V, estando p trazada sobre el eje vertical (como F) 
y V trazada sobre el eje horizontal (como x). La magni- 
tud del trabajo efectuado sobre el gas es igual al area 
bajo la curva de presion en un diagrama pV. El signo 



Figura 6 La magnitud del trabajo PFefectuado sobre un gas 
por una presion que varia arbitrariamente es igual al area bajo 
la curva de presion en un diagrama pV entre el volumen 
inicial V i y el volumen final F f . 


de PF se determina de acuerdo a si V f > V i (en cuyo caso 
PF es negativo, como en la Fig. 6 ), o si V { < V. (en cuyo 
caso PF es positivo). Una vez mas, el trabajo efectuado 
sobre el gas es negativo si el proceso aumenta el volumen 
del gas y positivo si el proceso reduce el volumen del gas. 

La fuerza de la presion es claramente no conservativa, 
como lo ilustra la figura 7. Supongamos que deseamos 
llevar a nuestro gas ideal de las condiciones iniciales V t y 
p { (punto A) a las condiciones finales V f y p { (punto D). 
Existen muchas trayectorias diferentes que podemos se- 
guir entre A y D, de las cuales se muestran dos en la 
figura 7. A lo largo de la trayectoria 1 ( ABD ), primero 
aumentamos la presion desde p x hasta p f a volumen cons- 
tante. (Lo llevariamos a cabo girando la perilla de control 
del deposito termico, aumentando la temperatura del gas, 
mientras que anadimos simultaneamente la cantidad pre- 
cisa de peso adicional sobre el embolo para evitar que se 
mueva.) Luego seguimos la trayectoria BD aumentando 
la temperatura, pero sin anadir ningun peso adicional 
sobre el embolo, de modo que la presion permanezca 
constante en el valor p { mientras que el volumen aumenta 
desde V. hasta V f . El trabajo efectuado durante todo este 
procedimiento es el area del rectangulo BDFE (el area 
bajo la linea BD). 

Podemos hallar PF,, el trabajo efectuado sobre el gas a 
lo largo de la trayectoria 1 , al considerar el trabajo efec¬ 
tuado a lo largo de los dos segmentos AB y BD: 

fVi = W AB + W BD . 

Debido a que el volumen es constante a lo largo de AB, se 
deduce de la ecuacion 24 que W AB = 0. A lo largo de BD, 
la presion es constante (en el valor p t ) y sale de la integral. 
El resultado es 

W, = W AB + W BD 

= 0 -J p dV= ~p { J* dV = -p f ( V { - Vf 

Para seguir la trayectoria 2 ( ACD ), primero aumenta¬ 
mos la temperatura mientras mantenemos a la presion 
constante en p, (es decir, sin anadir ningun peso adicional 
al embolo), de modo que el volumen crece desde V i hasta 
V f . Luego aumentamos la presion desde p, hasta p f al 
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Figura 7 Se lleva un gas de la presion y volumen en el 
punto A a la presion y volumen en el punto D a lo largo de 
dos trayectorias diferentes, ABD y ACD. A lo largo de la 
trayectoria 1 {ABD) el trabajo es igual al area del rectangulo 
BDFE, mientras que a lo largo de la trayectoria 2 {ACD) el 
trabajo es igual al area del rectangulo ACFE. 


volumen constante V { aumentando la temperatura y ana- 
diendo peso al embolo para evitar que se mueva. El trabajo 
efectuado en este caso es el area bajo la linea AC, o sea el 
rectangulo ACFE. Podemos calcular esto como: 

W 2 =W AC + W CD 

pdV+0= — Pi dV — -pXVf ~ K). 

Claramente PF, * W 2 , y el trabajo depende de la trayec¬ 
toria. 

Podemos llevar a cabo diversas operaciones sobre el 
gas y evaluar el trabajo efectuado en cada caso. 



Trabajo efectuado a volumen constante 

El trabajo es cero en cualquier proceso en que el volumen 
permanezca constante (como en los segmentos AB y CD 
de la figura 7); 

PF=0 (V constante). (25) 

Deducimos directamente de la ecuacion 24 que PF = 0 si 
V es constante. Observese que no es suficiente que el 
proceso comience y termine con el mismo volumen; el vo¬ 
lumen debe ser constante durante todo el proceso para 
que el trabajo sea cero. Por ejemplo, consideremos el 
proceso ACDB en la figura 7. El volumen comienza y 
termina en F„ pero el trabajo ciertamente no es cero. 
El trabajo es cero unicamente en trayectorias verticales 
tales como la AB, que representa un proceso a volumen 
constante. 


Trabajo efectuado a presion constante 

Aqui podemos aplicar facilmente la ecuacion 24, porque 
la constante p sale de la integral: 
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Figura 8 Se represents un proceso efectuado a temperatura 
constante (proceso isotermico) por medio de una hiperbola en 
un diagrams pV. El trabajo efectuado al cambiar el volumen 
es igual al area bajo la curva entre V i y V f . 

W= —p j dv 

= —p(V { —V i ) ( p constante). (26) 

Los segmentos AC y BD de la figura 7 son ejemplos. 
Observese que el trabajo efectuado sobre el gas es nega- 
tivo para ambos segmentos, porque el volumen aumenta 
en ambos procesos. 


Trabajo efectuado a temperatura constante 


Si el gas se dilata o se contrae a temperatura constante, la 
relation entre p y V, dada por la ley del gas ideal, es 

pV= constante. 


En un diagrama pV, la grafica de la ecuacion pV = cons- 
tante es exactamente igual a la grafica de la ecuacion xy = 
constante en un sistema de coordenadas xy: es una hiper¬ 
bola, como se muestra en la figura 8. 

Un proceso efectuado a temperatura constante se llama 
proceso isotermico, y la curva hiperbolica correspondien- 
te del diagrams/? Fse llama isoterma. Para hallar el trabajo 
efectuado sobre un gas durante un proceso isotermico, 
usamos la ecuacion 24, pero debemos hallar una manera 
de llevar a cabo la integral cuando p varia. Para hacerlo 
usamos la ecuacion de estado del gas ideal para escribir 
p = nRT/V, y entonces 


f v r f v <nRT f> 

W=- I p dV= — I dV= —nRT 

J V i J V i J V :i 


y 'dV 
, V ’ 


donde la ultima etapa puede hacerse porque estamos con- 
siderando que T es una constante. Efectuando la integra¬ 
tion, hallamos 



Figura 9 Se represents un proceso adiabatico en un 
diagrama pV por medio de la curva tipo hiperbola pV r = 
constante. El trabajo efectuado al cambiar de volumen es 
igual al area bajo la curva entre V- y V,.Ya que y > 1, la 
curva adiabatica tiene una pendiente negativa m3s empinada 
que la curva isotermica pV = constante. 


Observese que este es tambien negativo si V f > V l (In x es 
positivo para jc > 1) y positivo si V f < V r 

Trabajo efectuado en aislamiento termico 

Alejemos al cilindro de la figura 1 del deposito termico y 
pongamoslo sobre una placa de material aislante. El gas 
estara entonces en completo aislamiento termico con res- 
pecto a su entomo; si efectuamos un trabajo sobre el, su 
temperatura cambiara, en contraste con su comportamien- 
to cuando estaba en contacto con el deposito termico. Un 
proceso llevado a cabo en aislamiento termico se llama 
proceso adiabatico. 

Si permitimos que el gas se dilate sin que haya otras 
restricciones, la trayectoria que seguira esta representada 
por la curva tipo hiperbola 

pV y = constante, (28) 

como se muestra en la figura 9. El parametro y, llamado 
la razon de calores especificos, debe determinate empi- 
ricamente para un gas dado. Sus valores estan tipicamente 
en el intervalo de 1.1a 1.8. (En la seccion 25-4 estudiare- 
mos los calores especificos de los gases, y en la seccion 
25-6 derivaremos la ecuacion 28.) Debido a que yes mas 
grande que 1, la curva pV r = constante esta mas empinada 
que la curva pV= constante, por lo que el trabajo efectuado 
en este proceso sera de magnitud un poco mas pequena 
que el trabajo efectuado al dilatarse desde V x hasta F f a T 
constante, como puede verse en la figura 9. 

La constante de la ecuacion 28 se determina a partir de 
la presion y el volumen en un punto determinado de la 
curva. Escojamos el punto inicial p„ V, en la figura 9, y 
entonces 
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pV y = p i V i y 


o bien 


Ahora podemos hallar el trabajo adiabatico: 

rVf Cv< n.vy C v, dV 

w ~L pdv ~~L - j vt- dv =~ p ' v> ’ L, ^ 

_ -Jhlj’-.ty!-}’ — V}~ y ). 

y -1 

Introduciendo, en primer lugar, un factor de V\~ 1 y se- 
gundo usando p,V\ = p f V], podemos escribir el trabajo 
adiabatico como: 


-Mr-'] 


= -- (pfV { - piV x ) (adiabatico). (30) 

y- i 

Si el gas se expande, entonces VJV.\ < 1, y puesto que 
un niimero menor de 1 elevado a cualquier potencia 
positiva permanece menor que 1, el trabajo es otra vez 
negativo. 


Problema muestra 5 Una muestra de gas que consta de 0.11 
mol se comprime de un volumen de 4.0 m 3 a 1.0 m 3 mientras su 
presion aumenta de 10 a 40 Pa. Compare el trabajo efectuado a 
lo largo de las tres trayectorias diferentes que se muestran en la 
figura 10. 

Solucion La trayectoria 1 consta de dos procesos, uno a pre¬ 
sion constante seguido por otro a volumen constante. El trabajo 
efectuado a presion constante se halla de la ecuacion 26, 

W= -p(V f ~ Vd = -(10 Pa)(1.0 m 3 - 4.0 m 3 ) = 30 J. 

El trabajo efectuado a volumen constante es cero (vease la 
Ec. 25), asi que el trabajo total para la trayectoria 1 es 

tV, = 30 J + 0 = 30 J. 

La trayectoria 2 representa un proceso isotermico, a lo largo del 
cual T = constante. Entonces p,V, = p,V f - nRT. El trabajo 
efectuado durante el proceso isotermico puede ser hallado usan¬ 
do la ecuacion 27, sustituyendo a nRT por p.V,, lo cual da 

= ~PiV■ In y f = -(10 PaX4.0 m 3 ) In = 55 J. 

La trayectoria 3 consta de un proceso a volumen constante, para 
el cual el trabajo es nuevamente cero, seguido por un proceso a 
presion constante, y asi el trabajo total para la trayectoria 3 es 

W 3 = 0 - Pf(V f - V ,) = -(40 PaXl.O m 3 - 4.0 m 3 ) = 120 J. 

Observese que el trabajo es positivo en los tres procesos, y que 
las magnitudes aumentan de acuerdo con el area bajo cada 
trayectoria en el diagrama pV. 


Problema muestra 6 (a) Halle el modulo volumetrico B para 
un proceso adiabatico para un gas ideal. ( b ) Tome el modulo 



12 3 4 

_ V (m 3 ) _ 

Figura 10 Problema muestra 5. Se lleva a un gas desde el 
punto inicial i hasta el punto final f a lo largo de tres 
trayectorias diferentes. La trayectoria 2 es una isoterma. 


volumetrico adiabatico para hallar la velocidad del sonido en el 
gas en funcion de la temperatura. Halle el valor para el aire a 
temperatura ambiente (20°C). 

Solucion (a) En el limite diferencial, el modulo volumetrico 
(vease la Ec. 5 del capitulo 17) puede escribirse como: 

dV 

En un proceso adiabatico, la ecuacion 28 ( pV r = constante) da, 
considerando la derivada con respecto a V, 


d(pV y ) 

dV 




V y + p(yV y ~')=* 0, 


o bien 


Entonces 


d P 

V df = -™- 


B — yp 


en un proceso adiabatico para un gas ideal. 

( b) En la seccion 20-1, determinamos que la velocidad del 
sonido en un gas puede ser escrita 

v = 4B/p, 

donde B es el modulo volumetrico y p es la densidad del gas. 
Usando el resultado de la parte (a) y la ecuacion de estado del 
gas ideal (Ec. 7), obtenemos 

[yp_ I y(nRT/V) _ l ynRT 

v V p V p V pv 

La cantidad pV es la masa total del gas, la cual tambien puede 
escribirse nM, donde n es el niimero de moles y M es la masa 
molar. Haciendo esta sustitucion, obtenemos 


Asi, la velocidad del sonido en un gas depende de la raiz 
cuadrada de la temperatura, como lo inferimos en el problema 
muestra 3. 
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En el aire, la masa molar promedio es de alrededor de 0.0290 
kg/mol, y el parametro y es de alrededor de 1.4. Entonces para 
T = 20°C = 293 K, 




31 J/mol-K)(293 K) 


0290 kg/mol 


= 343 m/s. 


23-6 LA ENERGlA INTERNA 
DEUNGAS IDEAL 


Nuestro modelo del gas ideal se basa en que las moleculas 
son consideradas como particulas puntuales. La tempera- 
tura, como lo hemos visto, depende de la energia cinetica 
de traslacion de las moleculas. Para particulas puntuales, 
no existe otra forma de considerar la energia interna E in{ . 
No existe una energia potencial molecular, como tampoco 
ninguna energia interna asociada con la rotacion o con la 
vibracion de la molecula. En un gas ideal, la energia 
interna puede ser energia cinetica de traslacion unica- 
mente. Si tenemos n moles de un gas ideal a la temperatura 
T, entonces 

E iM = n(Wv 2 ) = \nRT (31) 

usando la ecuacion 18 .La energia interna de un gas ideal 
depende unicamente de la temperatura. No depende, por 
ejemplo, de la presion o del volumen del gas. 

Una manera de cambiar la energia interna de un gas 
ideal es efectuar un trabajo sobre el (o permitir que el 
gas efectue un trabajo sobre su entomo). Supongamos que 
el gas en el cilindro mostrado en la figura 1 esta aislado 
del deposito termico. Hagamos que el entomo efectue un 
trabajo W sobre el gas. La ley generalizada de la conser- 
vacion de la energia (vease la Ec. 28 del capitulo 8) da 
entonces 


&E mX =W (32) 

porque el gas puede almacenar energia solo por la energia 
interna, y el trabajo es la unica contribucion al cambio en 
la energia interna del gas. 

Supongamos que el entomo efectue un trabajo sobre el 
gas, de modo que W sea positivo en la ecuacion 32. Se 
deduce entonces que A£ int debe ser positivo, y usando la 
ecuacion 31 podemos escribir 

A E iat = m AT, (33) 

asi que el cambio de temperatura es tambien positivo. 

Si el embolo se mueve hacia arriba, el entomo efectua 
un trabajo negativo sobre el gas, y segun la ecuacion 32 
el cambio en la energia interna es negativo. De acuerdo 
con la ecuacion 33 el cambio en la temperatura es tambien 
negativo. 

Modifiquemos ahora una de las hipotesis basicas de 
nuestro modelo del gas ideal. En lugar de considerar que 


una molecula este representada como una particula pun- 
tual, consideremosla como dos particulas puntuales sepa- 
radas por una distancia dada. Este modelo ofrece una 
descripcion mejor de los gases diatomicos, los que tienen 
dos atomos en cada molecula y que incluyen a gases 
comunes tales como 0 2 , N 2 , o CO (monoxido de carbono). 
Tal molecula puede adquirir energia cinetica girando con 
respecto a su centro de masa, y por lo tanto es necesario 
considerar en la energia interna las contribuciones de 
energia cinetica rotatoria asi como de energia cinetica 
de traslacion. 

La energia cinetica rotatoria de una molecula diatomi- 
ca, ilustrada en la figura 11, puede ser escrita 

Kot = i+ ¥y'0) 2 y 

donde / es la inercia rotatoria de la molecula para rotacio- 
nes con respecto a un eje en particular. El sistema de 
coordenadas x'y'z' esta fijo en el centro de masa de la 
molecula. En las masas puntuales, no existe energia cine¬ 
tica asociada con la rotacion con respecto al eje z', porque 
I z . = 0. La energia cinetica total de la molecula es la suma 
de las partes rotatoria y de traslacion: 

K = \mv 2 + {mv 2 + %mv\ + {I^w 2 , 4- \I y ,(o 2 .. (34) 

Debido a que la energia cinetica es el unico tipo de energia 
que puede tener la molecula, la ecuacion 34 representa 
tambien la contribucion de una molecula a la energia 
interna del gas. Para hallar la energia interna total del gas, 
debemos hallar la suma de expresiones tales como la 
ecuacion 34 para todas las N moleculas. Una manera mas 
sencilla es evaluar la energia promedio por molecula y 
multiplicarla por el numero de moleculas, N. 

Supongamos que efectuamos un trabajo W sobre el gas, 
aumentando su energia interna. ^Cuanto de este aumento 
apareceria como energia cinetica de traslacion y cuanto 
como energia cinetica rotatoria? Esta determinacion es 
muy importante para entender las propiedades macrosco- 
picas del gas, porque unicamente la energia cinetica de 
traslacion promedio de un gas contribuye a su tempera¬ 
tura. Esto es, dos gases con la misma energia cinetica de 
traslacion promedio tienen la misma temperatura, aun 
cuando uno de ellos tenga una energia rotatoria mas 
grande y, por lo tanto, una energia interna mas grande. 

Para determinar las contribuciones relativas de la ener¬ 
gia cinetica de rotacion y de traslacion (y posiblemente 
otras formas tambien) a la energia interna, es necesario 
considerar el valor promedio de cada termino diferente en 
la expresion de la energia interna de un gas, tal como los 
cinco terminos de la ecuacion 34, la cual se basa en la 
hipotesis de una molecula diatomica rigida. Para otros 
gases, podriamos tener que incluir un tercer termino rota- 
torio, y para moleculas no rigidas es necesario incluir 
terminos en la energia correspondientes al movimiento 
vibratorio (vease la seccion 15-10). A partir de la meca- 
nica estadistica clasica, la cual estudiaremos en el capitu- 


y' 



Figura 11 Se muestra una molecula diatomica, que consta 
de dos atomos considerados como particulas puntuales, con 
su eje a lo largo del eje z' de un sistema de coordenadas. En 
esta orientacion, la inercia rotatoria para rotaciones con 
respecto al eje z' es cero, y entonces no existe un termino de 
la energia cinetica correspondiente a tales rotaciones. Las 
inercias rotatorias para rotaciones con respecto a los ejes x' y 
y' no son cero, y entonces existen terminos de energia 
cinetica para tales rotaciones. 


lo 24, podemos demostrar que, cuando el numero de 
particulas es grande y se aplica la mecanica newtoniana, 
cada uno de estos terminos independientes tiene la misma 
energia promedio de '-kT. En otras palabras, la energia 
disponible depende unicamente de la temperatura y esta 
distribuida en partes iguales en cada una de las maneras 
independientes en que una molecula puede almacenar 
energia. Este teorema, deducido por Maxwell, se llama 
equiparticion de la energia. 

Cada forma independiente que pueda tomar la energia 
de un sistema como, por ejemplo, los cinco terminos de 
la ecuacion 34, se llama un grado de libertad. Un gas 
monoatomico tiene unicamente tres grados de libertad por 
molecula, puesto que unicamente tiene energia cinetica de 
traslacion (E ml = v 2 + bn v 2 y + bn v \). Un gas diatomico 
tiene cinco grados de libertad por molecula, si la molecula 
es rigida. 

Usemos el teorema de la equiparticion de la energia 
para escribir una expresion para la energia interna de un 
gas ideal monoatomico. La energia interna promedio por 
molecula es |kT (3 grados de libertad por '-kT por grado de 
libertad), y la energia interna total de las N moleculas es 

Ei nl = N{\kT) = \nRT (gas monoatomico), (35) 

donde hemos usado las ecuaciones 6 y 8. La ecuacion 35 
es identica a la ecuacion 31. 

Para un gas diatomico, con 5 grados de libertad, el 
resultado es 

E im = N(%kT) = %nRT (gas diatomico). (36) 

Un gas poliatomico (mas de dos atomos por molecula) 
tiene generalmente tres ejes de rotacion posibles (a no ser 


que tres atomos esten en una linea recta, como en e! C0 2 ). 
La energia cinetica interna por molecula podria entonces 
tener un sexto termino, \I T co 2 , . Para 6 grados de libertad, 
la energia interna es 

£j m = N(\kT) = 3 nRT (gas poliatomico). (37) 

Hasta el momento hemos considerado unicamente las 
contribuciones de la energia cinetica de rotacion o de 
traslacion a la energia interna de un gas. Pueden contribuir 
tambien otras clases de energia. Por ejemplo, una mo¬ 
lecula diatomica que pueda vibrar libremente (imagine- 
mos que los dos atomos esten conectados por un resorte) 
tiene dos contribuciones adicionales a la energia: la ener¬ 
gia potencial del resorte y la energia cinetica vibratoria de 
los atomos. Entonces, una molecula diatomica con liber¬ 
tad para trasladarse, girar, y vibrar tendria 7 (= 3 + 2 + 2) 
grados de libertad. Para moleculas poliatomicas, el nume¬ 
ro de terminos vibratorios en la energia puede ser mayor 
que dos. Los modos vibratorios de la energia interna son 
usualmente aparentes unicamente a alta temperatura, don¬ 
de las colisiones mas violentas pueden hacer que la mo¬ 
lecula vibre. 

En la seccion 25-4, demostramos que los resultados 
derivados en esta seccion dan una descripcion muy buena 
de la relacion entre la energia interna y la temperatura de 
gases reales. Vemos tambien que, cuando la temperatura 
de un gas desciende, los movimientos vibratorio y rotato- 
rio pueden ser “congelados”, de modo que a temperaturas 
suficientemente bajas unicamente estan presentes los 3 
grados de libertad de traslacion. La deficiencia mas seria 
de este modelo de un gas ideal es su incapacidad para 
explicar los efectos cuanticos inherentes en la estructura 
atomica y molecular. Los experimentos con colisiones en 
los gases proporcionaron pronta evidencia de que la ener¬ 
gia interna de un atomo esta cuantizada. Podemos decir 
entonces que el germen de la teoria cuantica se encuentra 
en la teoria cinetica de los gases.* 


Problema muestra 7 Consideremos una vez mas la situacion 
del problema muestra 5, donde el gas comienza en el punto 
inicial con un volumen V { = 4.0 m 3 y una presion p , = 10 Pa. 
Quitemos al cilindro del deposito termico, y comprimamos al 
gas adiabaticamente hasta que su volumen sea V f - 1.0 m 3 . Halle 
el cambio en la energia interna del gas, suponiendo que sea helio 
(un gas monoatomico con y = 1.66). 

Solucion Para hallar el cambio en la energia interna, podemos 
usar la ecuacion 33 si conocemos el cambio en la temperatura. 
Podemos hallar la temperatura inicial usando la ley del gas ideal 
(puesto que p, y V. son conocidas), y podemos hallar la tempe¬ 
ratura final si conocemos la presion y el volumen en el punto 


* Vease “On Teaching Quantum Phenomena’’, por Sir N. F. 
Mott, Contemporary Physics, agosto de 1964, pag. 401. 



578 Capitulo 23 La teoria cinetica y el gas ideal 


Seccion 23-8 La ecuacion de estado de van der Waals (Opcional) 


579 


final. La presion final puede ser hallada usando la relacion 
adiabatica de la ecuacion 29: 


Pi yy (10 Pa)(4.0 m 3 ) 166 
Pi ~ V{ ~ (1.0 m 3 ) 166 


100 Pa. 


En el diagrama pV de la figura 10, el punto final del proceso 
adiabatico se encuentra verticalmente muy por encima del punto 
final del proceso isotermico (40 Pa). Esto es consistente con el 
hecho de que las curvas adiabaticas son mas empinadas que las 
curvas isotermicas, como se muestra en la figura 9. 

Podemos ahora proceder a hallar las temperaturas inicial y 
final y luego el cambio en la energia interna: 

p,V, (10 Pa)(4.0 m 3 ) 

' nR (0.11 mol)(8.31 J/mol-K) 

p { Vf (100 Pa)( 1.0 m 3 ) , 

f nR (0.11 mol)(8.31 J/mol-K) 

A£ int — %nRAT 

= ^<0.11 mol)(8.31 J/mol • K)( 109 K - 44 K) = 89 J. 

El cambio en la energia interna es positivo, consistente con la 
ecuacion 32 para este proceso adiabatico, porque el trabajo 
efectuado al comprimir el gas es tambien positivo._ 


23-7 FUERZAS INTERMOLECULARES 
(Opcional) 

Las fuerzas entre las moleculas son de origen electromagnetico. 
Todas las moleculas contienen cargas electricas en movimiento. 
Estas moleculas son electricamente neutras en el sentido de que 
la carga negativa de los electrones es igual y opuesta a la carga 
positiva de los nucleos. Esto no significa, sin embargo, que las 
moleculas no interactuen electricamente. Por ejemplo, cuando 
dos moleculas se aproximan entre si, las cargas de cada una se 
alteran y se desvian ligeramente de sus posiciones usuales de 
manera tal que la distancia promedio entre cargas opuestas en 
las dos moleculas es un poco mas pequeiia que aquella entre 
cargas iguales. De aqui que resulte una fuerza intermolecular 
de atraccion. Este reordenamiento interno tiene lugar unicamen- 
te cuando las moleculas estan relativamente cercanas entre si, 
de manera que estas fuerzas actuan solo a distancias cortas; son 
fuerzas de corto alcance. Si las moleculas se acercan mucho 
entre si, de modo que sus cargas exteriores comiencen a trasla- 
parse, la fuerza intermolecular se convierte en repulsiva. Las 
moleculas se repelen entre si porque no hay modo de que 
una molecula se reordene a si misma internamente para impedir 
la repulsion de los electrones extemos adyacentes. Es esta 
repulsion al contacto la responsable de las colisiones molecula- 
res en los gases imitando a las colisiones de las bolas de billar. 
Si no fuese por esta repulsion, las moleculas se atravesarian unas 
a otras en lugar de rebotar en la colision. 

Supongamos que las moleculas son casi simetricamente es- 
fericas. Entonces podemos describir las fuerzas intermolecula¬ 
res graficamente trazando la energia potencial mutua de dos 
moleculas, U, en funcion de la distancia r entre sus centros. La 
fuerza F que actua sobre cada molecula se relaciona con la ener¬ 
gia potencial U por F = -dU/dr. En la figura 12a trazamos una 
U(r) tipica. Aqui podemos pensar que una molecula esta fija en 
O. Entonces, la otra molecula es repelida de O cuando la 
pendiente de U es negativa y es atraida hacia O cuando la pen- 
diente es positiva. En r 0 ninguna fuerza actua entre las molecu- 


U 



Figura 12 ( a) La energia potencial mutua U de dos 
moleculas en funcion de su distancia de separacion r. La 
energia mecanica E esta indicada por la linea horizontal. 

(6) La fuerza radial entre las moleculas, dada por -dU/dr, 
correspondiente a esta energia potencial. La energia potencial 
es minima en la separacion de equilibrio r 0 . en cuyo punto la 
fuerza es cero. 


las; la pendiente es cero alii. En la figura 12 b trazamos la fuerza 
mutua F(r) correspondiente a esta funcion de la energia poten¬ 
cial. La linea E de la figura 12a representa la energia mecani¬ 
ca de las moleculas al chocar. La interseccion de U(r) con esta 
linea es un “punto de retomo” del movimiento (vease la seccion 
8-4). La separacion de los centros de las dos moleculas en el 
punto de retorno es la distancia de mayor acercamiento. La 
distancia de separacion para la cual la energia potencial mutua 
es cero puede ser considerada como la distancia aproximada de 
mayor acercamiento en una colision de baja energia y por lo 
tanto, tambien como el diametro de la molecula. Para moleculas 
sencillas el diametro es de alrededor de 2.5 x 10' 10 m. Para mo¬ 
leculas sencillas, la distancia r 0 a la cual el potencial es minimo 
(el punto de equilibrio) es de alrededor de 3.5 * 10~'° m y la 
fuerza y la energia potencial tienden a cero al aumentar r hasta 
unos 10' 9 m, o alrededor de 4 diametros. La fuerza molecular 
tiene entonces un alcance muy corto. Por supuesto, moleculas 
diferentes tienen tamanos diferentes y diferentes ordenamientos 
internos de las cargas, de modo que las fuerzas intermoleculares 
varian de una molecula a otra. Sin embargo, siempre muestran 
el comportamiento cualitativo indicado en la figura 12. 

En un solido, las moleculas vibran respecto a la posicion de 
equilibrio r 0 . Su energia total E es negativa, esto es, esta abajo 
del eje horizontal en la figura 12a. Las moleculas no tienen la 
energia suficiente para escapar de su valle de potencial (esto es, 
de su fuerza de enlace). En un solido los centros de vibracion O 
estan mas o menos fijos. En un liquido las moleculas tienen una 
energia vibratoria mayor con respecto a los centros que son 


fibres de moverse pero que permanecen aproximadamente a la 
misma distancia entre si. Las moleculas tienen su energia cine¬ 
tica mas grande en el estado gaseoso. En un gas, la distancia 
promedio entre las moleculas es considerablemente mas grande 
que el alcance efectivo de las fuerzas intermoleculares, y las 
moleculas se mueven en linea recta entre colisiones. Maxwell 
explica la relacion entre el modelo de la teoria cinetica de un 
gas y las fuerzas intermoleculares como sigue: “En lugar de 
decir que las particulas son duras, esfericas, y elasticas, pode¬ 
mos, si nos place, decir que las particulas son centros de fuerza, 
cuya accion es insensible excepto a una cierta distancia peque- 
na, cuando siibitamente aparece como una fuerza repulsiva de 
enorme intensidad. Es evidente que cualquiera de las concep- 
ciones conduciria a los mismos resultados.” 

Es interesante comparar las fuerzas intermoleculares medi- 
das con la fuerza gravitatoria de atraccion entre moleculas. 
Si elegimos una distancia de separacion de 4 * 10" lu m, por 
ejemplo, la fuerza entre dos atomos de helio es de unos 6 x 
10' 13 N. La fuerza gravitatoria para esa separacion es de unos 
7 x 10' 42 N, mas pequeiia que la fuerza intermolecular jpor un 
factor de 10 29 ! Este es un resultado tipico y demuestra que la 
gravitacion es despreciable en el caso de las fuerzas intermo¬ 
leculares. 

Si bien las fuerzas intermoleculares parecen ser pequeiias 
segun normas ordinarias, debemos recordar que la masa de una 
molecula es tan pequeiia (alrededor de 10 26 kg) que estas 
fuerzas pueden impartir aceleraciones instantaneas del orden de 
10 15 m/s 2 (10' 4 g). Estas aceleraciones pueden durar unicamente 
un tiempo muy pequeiio, por supuesto, porque una molecula 
puede moverse muy rapidamente fuera del alcance de la influen- 
cia de la otra. ■ 


23-8 LA ECUACION DE ESTADO 
DE VAN DER WAALS (Opcional) 

La teoria cinetica describe microscopicamente el comporta¬ 
miento de un gas ideal, aunque ciertas hipotesis de nuestro 
modelo del gas ideal no son validas cuando se trata de gases 
reales. Para corregir estas deficiencias se han sugerido muchas 
modificaciones a la ecuacion de estado del gas ideal. En la 
seccion anterior, demostramos que una manera realista de con- 
siderar a la fuerza intermolecular nos conduce a concluir que 
las moleculas tienen un diametro pequeiio pero ciertamente no 
cero (que puede contradecir la hipotesis 4 del modelo del gas 
ideal), y que el alcance de la fuerza puede ir mas alia del 
“diametro de colision” (lo cual contradice la hipotesis 5). En 
esta seccion desarrollamos una ecuacion de estado modificada 
que tiene en cuenta estos factores. 

Para considerar el efecto del tamaiio finito de las moleculas, 
consideremos cada molecula como una esfera solida de diame¬ 
tro d. No se permite que dos moleculas se acerquen entre si a una 
distancia entre sus centros menor que d (Fig. 13). El “volumen 
fibre” disponible para una molecula disminuye al volumen de 
un hemisferio de radio d centrado en la otra molecula. Sea b la 
disminucion en el volumen disponible debido a las moleculas 
en 1 mol de un gas. El volumen total disponible para todo el 
conjunto de moleculas en n moles es entonces el volumen V del 
recipiente menos una cantidad nb que representa al volumen 
ocupado por las moleculas. Si tomamos el calculo de la seccion 
anterior, d = 2.5 x 10‘ 10 m, y entonces calculamos a b como 

b = $N^nd 3 ) — 2 X 10 -5 m 3 /mol 
= 2 X 10 -3 L/mol. 


Figura 13 Si se considera que las moleculas de un gas se 
comportan como esferas solidas, entonces el centro de la 
molecula B no puede moverse dentro del hemisferio de radio 
d centrado en la molecula A. Aqui d es el diametro de la 
molecula. El volumen fibre disponible para la molecula B se 
reduce en el volumen de tal hemisferio centrado en cada 
molecula del gas. 


(Interviene el factor de i porque, cuando dos moleculas se 
aproximan entre si, el volumen dentro del que interactuan 
no es una esfera completa sino el hemisferio que mira hacia 
la direccion de acercamiento.) En condiciones normales, 1 mol 
de un gas tiene un volumen de 22.4 L, y entonces la correccion 
b es normalmente pequeiia (0.01 - 0.1%), pero puede llegar 
a ser mucho mas significativa si estudiamos un gas a aha 
densidad. 

El volumen “fibre” disponible para el gas es entonces V- nb, 
y podemos modificar la ecuacion de estado de acuerdo con ello: 


p(V— nb) = nRT. 
Despejando a p, obtenemos 

nRT 

P ~ V-nb‘ 


(38) 

(39) 


La ecuacion 39 indica que la presion de un gas real aumenta en 
relacion a la de un gas ideal en las mismas condiciones. En 
efecto, el volumen reducido disponible para las moleculas 
significa que efectuan mas colisiones con las paredes y por lo 
tanto aumentan la presion. 

Para tomar en cuenta el efecto del alcance de la fuerza entre 
moleculas, consideremos una region del gas dentro de una 
distancia d desde una de las paredes del recipiente (Fig. 14). 
Elegimos d de manera que corresponda al alcance de la fuerza 
entre moleculas, y centramos nuestra atencion en determinada 
molecula C que este a punto de chocar con la pared. Cuando 
choca con la pared, puede emplearse el teorema impulso-impe- 
tu, Ap = JF dr, para relacionat el cambio de l'mpetu de la 
molecula con el impulso de la fuerza neta F que actua sobre ella 
durante la colision. En el modelo del gas ideal, las moleculas 
ejercen fuerzas una sobre otra unicamente durante las colisio¬ 
nes; entonces, la unica fuerza que actua sobre una molecula al 
chocar con la pared es ejercida por la pared. Esta fuerza, segun 
la tercera ley de Newton, es igual a la fuerza ejercida sobre la 
pared por la molecula y entonces es responsable de la presion 
que el gas ejerce sobre las paredes del recipiente, como ya vimos 
en la seccion 23-3. 

Supongamos ahora que la molecula C experimente tambien 
fuerzas a causa de la atraccion de otras moleculas cercanas 
(aquellas que se encuentran dentro de un hemisferio de radio d, 
el alcance de la fuerza). Para una molecula cerca de la pared, la 
suma de todas las fuerzas intermoleculares da una resultante que 
actua alejandose de la pared. (Las moleculas cerca de la super- 
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Figura 14 Una molecula de gas C (considerada aqui como 
un punto) cerca de la pared del recipiente experimenta una 
fuerza neta que se aleja de la pared debido a la atraccion de 


las moleculas circundantes dentro del alcance d de la fuerza 
entre las moleculas. La presion neta sobre las paredes del 
recipiente es reducida por todas estas moleculas dentro de 
una distancia d medida desde las paredes. 


ficie de un h'quido experimentan una fuerza similar hacia aden- 
tro, la cual es responsable de la tension superficial; vease la 
seccion 17-6.) Entonces, durante la colision la componente de 
la fuerza que actua alejandose de la pared tiene dos contribucio- 
nes: una proveniente de la pared y la otra de las moleculas 
circundantes. Para un cambio dado en el l'mpetu debido a una 
colision con la pared, la fuerza ejercida por la pared durante 
la colision es por lo tanto mas pequeiia, la fuerza de reaccion 
ejercida por la molecula es mas pequeiia, y la presion ejercida 
por el gas es, de igual manera, mas pequeiia. 

Esta reduction de la presion debida a la colision de la mo¬ 
lecula C con la pared, es proporcional al niimero de moleculas 
en el hemisferio de radio d que rodea a la molecula C y por lo 
tanto al niimero de moleculas por unidad de volumen del gas, 
N/V. El efecto neto debido a todas las moleculas iguales a C en 
la capa superficial de espesor d es proporcional al niimero de 
moleculas en esa capa, el cual es tambien proporcional al 
niimero de moleculas por unidad de volumen del gas. La reduc¬ 
cion total en presion resultante de la fuerza entre las moleculas 
es entonces proporcional a (N/V) 2 . 

Esto es, si triplicamos el niimero de moleculas pero mante- 
nemos constante el volumen del recipiente, nuestro hemisferio 
imaginario tendra tres veces tantas moleculas y de aqui que la 
molecula C sufrira tres veces la fuerza que la aleja de la pared. 
En todo el gas habra tres veces el niimero de moleculas, cada 
una de las cuales sufrira el mismo efecto. El efecto total aumenta 
por lo tanto nueve veces. 

El efecto neto de la fuerza intermolecular introduce una 
correccion a la presion, proporcional a (N/V) 2 . En lugar de 
escribir esta correccion en terminos del niimero de moleculas 
N, la escribimos en terminos del niimero de moles n, de modo 
que la presion corregida resulta ser 



donde a es una constante de proporcionalidad. La ecuacion de 
estado modificada puede expresarse como: 

(p + a^(V-nb) = nRT. (41) 

Esta expresion, deducida por vez primera por J. D. van der 
Waals (1837-1923) se llama ecuacion de estado de van der 
Waals. Observese que la ecuacion 41 se reduce a la ecuacion de 
estado del gas ideal (Ec. 7) cuando el gas ocupa un volumen 
grande (esto es, las moleculas estan muy separadas entre si y la 
densidad del gas es pequeha). 

Los valores de las constantes a y b deben determinarse 
experimentalmente, lo cual hace empirica a la ecuacion en este 
respecto. Al igual que la ecuacion de estado del gas ideal, se 
basa tambien en un modelo con hipotesis de gran simplifica¬ 
tion. No existe ninguna formula simple que pueda aplicarse a 
todos los gases bajo todas las condiciones, y linicamente a traves 
de la experimentation podemos saber si una ecuacion es supe¬ 
rior a otra en su description de la realidad en determinado 
conjunto de condiciones. 

La figura 15 compara las isotermas de un gas ideal con 
las calculadas para el C0 2 con la ecuacion de estado de van 
der Waals. Observese que la desviacion del comportamiento 
ideal se presenta principalmente a presion alta y temperatura 
baja. Para el C0 2 a temperaturas por debajo de 304 K, las 
isotermas comienzan a curvarse hacia abajo, indicando que 
cuando disminuimos el volumen, la presion disminuye igual- 
mente. Puesto que este comportamiento es contrario a lo que se 
esperaba para un gas, ello nos sugiere que parte del C0 2 se esta 
condensando en un liquido, dejando menos de el en el estado 
gaseoso. El modelo de van der Waals sugiere entonces la 
existencia de mezclas de fases diferentes, lo cual no puede 
lograr el modelo del gas ideal. Si fuesemos a comprimir una 
muestra de C0 2 , hallariamos que la isoterma T = 264 K real no 
se inclinaria hacia abajo como lo predice la ecuacion de van 
der Waals, sino que seguiria el segmento horizontal AB en la 
figura 15, conforme el gas se condensa en un h'quido a presion 
constante. El modelo de van der Waals proporciona una mejora 
sobre el modelo del gas ideal, pero ningiin modelo sencitlo sirve 
para explicar el comportamiento del gas bajo todas las circuns- 
tancias posibles. 

Hallamos tambien que los otros resultados para el gas ideal 
son solo aproximadamente correctos a! aplicarlos a los gases 
reales. Por ejemplo, la energia interna de un gas real depen- 
de del volumen asi como tambien de la temperatura. Si existen 
fuerzas de atraccion entre las moleculas, entonces la energia 
potencial interna aumenta al aumentar la distancia promedio 
entre las moleculas. Por lo tanto, esperamos que la energia 
interna de un gas aumente ligeramente con el volumen, y 
esta expectativa es consistente con los experimentos en la ma- 
yoria de los gases. Si el estado del gas es tal que las fuerzas 
repulsivas son mas importantes que las fuerzas atractivas, en¬ 
tonces al aumentar la distancia entre las moleculas disminu¬ 
ye la energia potencial. Para ciertos gases (por ejemplo, el 
hidrogeno y el helio a temperaturas ordinarias) se observa 
que la energia interna disminuye cuando el volumen aumen¬ 
ta. En cualquier caso, la energia interna no es simplemente 
una funcion de la temperatura sino que depende tambien del 
volumen. 


Problema muestra 8 La isoterma graficada en la figura 15 b 
para el C0 2 a la temperatura T= 304 K se llama isoterma critica. 
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Seccion 23-8 La ecuacion de estado de van der Waals ( Opcional) 
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Figura 15 (a) Isotermas para I mol de un gas ideal, (b) Isotermas para un mol de C0 2 determinadas 
por la ecuacion de van der Waals. Observese que a gran volumen, las isotermas ideal y de van der 
Waals se comportan similarmente. Cuando se elevan las temperaturas, las isotermas de van der Waals 
se comportan mas como las del gas ideal. Observese tambien que, si la presion es muy grande, el 
volumen tiende al valor de b, como lo requiere la ecuacion 40, en lugar de al valor cero, como lo 
predice la ecuacion de estado del gas ideal. La linea interrumpida AB muestra una representation mas 
realista de la isoterma T — 264 K. Cuando el gas se comprime a lo largo de esta isoterma, parte del gas 
se condensa en un liquido, y la presion permanece constante. 


Se distingue por tener un minimo y un punto de inflexion (el 
punto donde la curva cambia el sentido de su concavidad) que 
coinciden en el mismo punto. Usando esta information junto 
con el valor de la presion critica p„, calcule los valores de las 
constantes a y b de van der Waals para el C0 2 . 

Solution El minimo de una curva en un diagrama pV se 
deterinina por el punto en que la pendiente dp/dV es cero, y en 
calculo aprendimos que en un punto de inflexion la segunda 
derivada es cero. Podemos hallar las derivadas cuando la ecua¬ 
cion de estado de van der Waals se escribe en la forma de la 
ecuacion 40: 

dp —nRT 2 an 2 

dV~(V-nb) 2 V 3 ’ 

d 2 p 2 nRT ban 2 

dV 2 ( V-nb ) 3 V 4 

Al considerar ambas derivadas suponemos a T constante, como 
es lo apropiado para una isoterma. 

Haciendo a ambas derivadas iguales a cero y resolviendo 
estas ecuaciones simultaneamente para ay b, hallamos 


21R 2 T 2 


Puesto que p ct = 0.75 * 10 7 Pa por la figura 15b, podemos 
entonces calcular que 

a = 0.364 J ■ m 3 /mol 2 y b = 4.27 X 10 ~ 5 m 3 /mol. 

Si bien el modelo de van der Waals da una descripcion mucho 
mas realista que el modelo del gas ideal para el comportamiento 
de un gas real como el C0 2 , ello sigue representando linicamente 
una aproximacion del comportamiento real. En el caso del C0 2 , 
por ejemplo, el calculo anterior da V CI = 3 nb - 1.28 x 10 4 m 
para el volumen de 1 mol en el punto critico. Sin embargo, el 
valor medido es de 0.96 x 10~ 4 m 3 . De cualquier modo, es un 
primer paso exitoso para mejorar el modelo del gas ideal en los 
casos en que las moleculas estan tan cercanas entre si, que las 
hipotesis basicas del modelo del gas ideal no tienen validez e 
incluso nos sugiere que existe condensation debida a la fuerza 
entre las moleculas, cosa que el modelo del gas ideal no puede 
lograr en absoluto. M ____ 


PREGUNTAS 


1. Al discutir el hecho de que es imposible aplicar las leyes 
de la mecanica individualmente a los atomos en un sistema 
macroscopico, Mayer y Mayer afirman: “La complejidad 


real del problema (es dedir, el hecho de que el niimero de 
atomos sea grande) es el secreto de su solucion”. Explique 
esta frase. 
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2. En la teon'a cinetica supusimos que en un gas existe un 
niimero grande de moleculas. Los gases reales se compor- 
tan como un gas ideal a densidades bajas. ^Son contradic- 
torias estas afirmaciones? Si no lo son, ^que conclusion 
puede usted sacar de ellas? 

3. Hemos supuesto que las paredes del recipiente son elasti- 
cas en las colisiones moleculares. En realidad, las pare¬ 
des pueden ser inelasticas. ^Por que no importa esto, 
siempre y cuando las paredes esten a la misma temperatura 
que el gas? 

4. En un dia hiimedo, algunos dicen que el aire esta “pesado”. 
iComo se compara la densidad del aire liumedo con la del 
aire seco a la misma temperatura y presion? 

5. ^En que parte de la siguiente secuencia encaja la velocidad 
media cuadratica de moleculas en aire quieto y tempera¬ 
tura ambiente; 0 ; 2 m/s (velocidad al caminar); 30 m/s 
(auto rapido); 500 m/s (avion supersonico); 1.1 x 10“ m/s 
(velocidad de escape de la Tierra); 3 * 10 s m/s (velocidad 
de la luz)? 

6 . Dos salones de igual tarnano se comunican a traves de una 
puerta abierta. Sin embargo, las temperaturas medias en 
los dos salones se mantienen en valores diferentes. ^En 
cual de los dos salones hay mas aire? 

7. Los movimientos moleculares se mantienen sin ninguna 
fuerza externa, y continiian indefinidamente sin ninguna 
sehal de que disminuya su velocidad. ^Cual es la razon de 
que la friccion no lleve a estas ditninutas particulas al 
reposo, como lo hace en otras particulas en movimiento? 

8 . ^Que justificacion existe para despreciar los cambios de 
la energia potencial gravitatoria de las moleculas en un 
gas? 

9. Hemos supuesto que la fuerza ejercida por las moleculas 
sobre la pared de un recipiente es estacionaria en el tiem- 
po. ^Como se justifica esto? 

10. Se halla que el peso de una bolsa plana y vacia de plastico 
delgado no cambia cuando se llena de aire. ^Por que no? 

11. Sabemos que una piedra caera al suelo si la soltamos. No 
anteponemos ningun obstaculo a las moleculas del aire, y 
sin embargo no caen todas al suelo. ^Por que no? 

12. Justifique el hecho de que la presion de un gas depende 
del cuadrado de la velocidad de sus particulas explicando 
la dependencia de la presion de la frecuencia de colision 
y de la transferencia de l'mpetu de las particulas. 

13. ^Como se relaciona la velocidad del sonido con las varia¬ 
bles del gas en el modelo de la teoria cinetica? 

14. Considere una pelota de golf estacionaria y caliente puesta 
sobre el punto de partida (el tee) y una pelota de golf fria 
justo cuando sale del tee despues de liaber sido golpeada. 
La energia cinetica total del movimiento de las moleculas 
con relacion al tee puede ser la misma en los dos casos. 
Explique como. ^Cual es la diferencia entre los dos casos? 

15. Se reporta que muy lejos de la superficie de la Tierra la 
temperatura cinetica del gas es del orden de 1000 K. Sin 
embargo, una persona situada en ese entorno se congelaria 
hasta morir en lugar de evaporarse. Explique. 

16. ^Por que no se “fuga” la atmosfera de la Tierra? En la parte 
superior de la atmosfera los atomos se enfilaran ocasio- 
nalmente hacia afuera con una velocidad superior a la 


velocidad de escape. i,No es esto solo una cuestion de 
tiempo? 

17. Titan, una de las muchas lunas de Saturno, tiene una 
atmosfera, pero nuestra Luna no la tiene. ^Cual es la 
explicacion? 

18. ^Como, de ser asi, esperaria usted que cambie la compo- 
sicion del aire con la altura? 

19. Explique por que la temperatura disminuye con la altura 
en la atmosfera inferior. 

20. En colisiones inelasticas a gran escala se pierde energia 
mecanica a causa de la friccion interna, lo que conduce a 
una elevacion de temperatura debido al aumento en la 
agitacion molecular interna. ^Existe una perdida de ener¬ 
gia mecanica que pasa a ser calor en una colision inelastica 
entre moleculas? 

21. Al considerar cantidades que deben ser conservadas en 
una colision elastica, demuestre que en general las mo¬ 
leculas de un gas no pueden tener las mismas velocidades 
despues de una colision que las que tern'an antes. ^Es 
entonces posible que un gas conste de moleculas que 
tengan todas la misma velocidad? 

22. A menudo decimos que vemos salir el vapor del pico de 
una tetera en la que el agua esta hirviendo. Sin embargo, 
el vapor es, en si mismo, un gas incoloro. ^Que es lo que 
vemos realmente? 

23. ^Por que se eleva el humo de una vela encendida, en lugar 
de caer? 

24. ^Obedeceria a la ley del gas ideal un gas cuyas moleculas 
fuesen verdaderos puntos geometricos? 

25. ^Por que las moleculas no viajan en li'neas perfectamente 
rectas entre colisiones y que efecto, facilmente observable 
en el laboratorio, tiene por resultado? 

26. ^Por que debe ser relativamente corto el tiempo permitido 
para una separacion por difusion? 

27. Supongamos que queremos obtener 238 U en lugar de 235 U 
como producto final de un proceso de difusion. ^Usaria- 
mos el mismo proceso? Si no, explique como tendria que 
modificarse el proceso de separacion. 

28. Considerando la mutua difusion de los gases, ^puede usted 
trazar una analogia con una multitud empujandose a co- 
dazos en medio de muchas “colisiones” en un gran piano 
inclinado con una pendiente de unos cuantos grados? 

29. ^Puede usted describir un aparato centrifugo para separa¬ 
cion de gases? ^Es una centrifuga mejor que una camara 
de difusion para la separacion de gases? 

30. ^Cambian la presion y el volumen del aire en una casa 
cuando la estufa aumenta la temperatura significativa- 
mente? De no ser asi, viola la ley del gas ideal? 

31. ^Esperaria usted que las moleculas reales sean simetrica- 
mente esfericas? De no ser asi, ^como cambiaria la fun- 
cion de la energia potencial de la figura 12 a? 

32. Explique por que la temperatura de un gas decrece en una 
expansion adiabatica. 

33. Si el aire caliente se eleva, ^por que es mas frio en la cima 
de una montana que cerca del nivel del mar? 

34. Comente esta aseveracion: “Existen dos maneras de llevar 
a cabo un proceso adiabatico. Una es efectuarlo rapida- 
mente y la otra es efectuarlo dentro de una caja aislada”. 
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35. Un globo de hule sellado contiene un gas muy ligero. El 
globo se deja ir y se eleva a gran altura en la atmosfera. 
Describa y explique el comportamiento termico y meca 
nico del globo. 

36. Si bien los gases reales pueden ser licuados, un gas ideal 
no puede. Explique. 

37. Demuestre que cuando el volumen por mol de un gas 
aumenta, la ecuacion de van der Waals tiende a la ecuacton 
de estado de un gas ideal. 


PROBLEMAS 

Seccion 23-1 Propiedades macroscopicas de un gas 
y la ley del gas ideal 

1. (a) Calcule el volumen ocupado por 1.00 mol de un gas 

’ ideal en condicioiies estandar, es decir ’ a l f P r _ e ^‘ l de 

1.00 atm (= 1.01 x 10 5 Pa) y temperatura de 0 C( 273 K). 

(b) Demuestre que el numero de moleculas por centimetro 
cubico (el numero Loschmidt) en las condiciones estandar 
es de 2.68 x 10 w . 

2. El mejor vacio que puede obtenerse en el laboratorio 
corresponde a una presion de unas 10 atm, o sea .0 

10 13 Pa. iCuantas moleculas hay por centimetro cubico 

en ese vacio a 22°C? 

3. Una cantidad de gas ideal a 12.0°C y una presion de 
108 kPa ocupa un volumen de 2.47 m 3 . (a) ^Cuantos moles 
contiene el gas? ( b ) Si la presion se eleva ahora a 316 kPa 
y la temperatura se eleva a 31.0°C, i,que volumen ocupara 
ahora el gas? Suponga que no existan fugas. 

4. Oxigeno gaseoso, con un volumen de 1130 cm 3 a 42.0°C 
y una presion de 101 kPa, se dilata hasta que su volumen 
es de 1530 cm 3 y su presion de 106 kPa. Halle (a) e 
numero de moles de oxigeno en el sistema y (b) su tem¬ 
peratura final. 

5 Un globo meteorologico se infla libremente con lielio a 
una presion de 1.00 atm (= 76.0 cm Hg) y una temperatura 
de 22.0°C. El volumen del gas es de 3.47 in . A una 
elevacion de 6.50 km, la presion atmosferica desciende a 
36.0 cm Hg y el helio se ha dilatado, sin restriccion por 
parte de la bolsa que lo confina. A esta elevacion la 
temperatura del gas es de -48.0°C. <Cual es ahora el 
volumen del gas? 

6. La variacion de la presion en la atmosfera de la Tierra, 
supuesta a una temperatura uniforme, esta dada por p 
D e -Mgy/RT en donde M es la masa molar del aire. (Vease la 
seccion 17-3.) Demuestre que n v - n m e' Msy/R \ donde n v es 
el numero de moleculas por unidad de volumen. 

7 Considere una masa dada de gas ideal. Compare las curvas 
que representan procesos a presion constante, volumen 
constante, e isotermico (a temperatura constante) en (a) 
un diagrama pV, (b) un diagrama pT, y (c) un diagrama 
VT. (d) ^Como dependen estas curvas de la masa del gas. 


38. Las cantidades extensivas tienen valores que dependen 
de cual sea la frontera del sistema, mientras que las canti¬ 
dades intensivas son independientes de la eleccion de 
la frontera. Es decir, las cantidades extensivas estan ne- 
cesariamente definidas para la totalidad de un sistema, 
mientras que las cantidades intensivas se aplican unilor- 
memente a cualquier parte pequeha del sistema. De las 
cantidades siguientes, determine cuales son extensivas 
y cuales son intensivas: presion, volumen, temperatura, 
densidad, masa, energia interna. 


8. Calcule la masa de la atmosfera de la Tierra Exprese su 
respuesta como una fraccion de la masa de 'a Tierra. 
Recuerde que la presion atmosferica es igual a 101 kPa. 

9. Una llanta de automovil tiene un volumen de 988 in 3 y 
contiene aire a una presion manometnca de 24.2 lb/in 
cuando la temperatura es de -2.60°C. Halle la presion 
manometrica del aire en la llanta cuando su temperatum 
se eleve a 25.6°C y su volumen aumente a 102U in . 
(Sugerencia: No es necesario convertir de umdades mg e- 
sas a unidades SI. ^Por que? LJsese p, lm - 14.7 lb/in ). 

10. (a) Considere 1.00 mol de un gas ideal a 285 K y 1.00 atm 
de presion. Suponga que las moleculas en su mayor parte 
estan igualmente espaciadas en los centros de cubos lden- 
ticos. Usando la constante de Avogadro y tomando el 
diametro de una molecula como de 3.00 * 10 cm, halle 
la longitud de una arista de ese cubo y calcule la razon 
entre esta longitud y el diametro de una molecula. La 
longitud de la arista es una estimacion de la distancia entre 
las moleculas del gas. ( b ) Considere ahora un mol de agua 
que tenga un volumen de 18 cm 3 . Suponga de nuevo que 
las moleculas estan espaciadas igualmente en los centros 
de cubos identicos y repita el calculo de (a). 

11. Una burbuja de aire de 19.4 cm 3 de volumen esta en el 
fondo de un lago a una profundidad de 41.5 m, donde la 
temperatura es de 3.80°C. La burbuja se eleva a la super¬ 
ficie, que esta a una temperatura de 22.6°C. Considere que 
la temperatura de la burbuja es la misma que la del agua 
circundante y halle su volumen justo antes de que alcance 
la superficie. 

12. Un tubo abierto en un extremo y cerrado en el otro de 
longitud L - 25.0 m contiene aire a la presion atmosferica. 
Se introduce verticalmente en un lago de agua dulce hasta 
que el agua se eleva a la mitad en el tubo, como se muestra 
en la figura 16. <Cual es la profundidad h del extremo 
inferior del tubo? Suponga que la temperatura es la misma 
en cualquier parte y que no cambia. 

13. El recipiente A contiene un gas ideal a una presion de 
5.0 x 10 5 Pa y a una temperatura de 300 K. Esta conectado 
por un tubo delgado al recipiente B con cuatro veces el 
volumen de A; vease la figura 17. B contiene el mismo 
gas ideal a una presidn de 1.0 x 10 5 Pa y a una temperatura 
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Figura 16 Problema 12. 



de 400 K. Se abre la valvula de conexion, y se llega al 
equilibrio a una presion comun mientras que la tempera- 
tura de cada recipiente se mantiene constante en su valor 
inicial. ^Cual es la presion final en el sistema? 

14. Dos vasijas de volumenes 1.22 L y 3.18 L contienen gas 
cripton y estan conectadas por un tubo delgado. Inicial- 
mente, las vasijas estan a la misma temperatura, 16.0°C, 
y a la misma presion, 1.44 atm. Luego, se caliente la vasija 
mas grande a 108°C mientras que la mas pequena perma- 
nece a 16.0°C. Calcule la presion final. ( Sugerencia: No 
existen fugas.) 

15. Considere una muestra de gas argon a 35.0°C y 1.22 atm 
de presion. Suponga que el radio de un atomo (esferico) 
de argon sea de 0.710 * 10' 10 m. Calcule la fraccion del 
volumen del recipiente ocupado realmente por atomos. 

16. Un manometro lleno de mercurio con dos brazos de lon- 
gitud desigual de igual area en la seccion transversal 
esta sellado con la misma presion p„ en los dos brazos, 
como en la figura 18. A temperatura constante, se admiten 
10.0 cm 3 adicionales de mercurio por medio de una Have 
de paso situada en el fondo. El nivel en la izquierda 
aumenta 6.00 cm y en la derecha aumenta 4.00 cm. Halle 
la presion p 0 . 

Seccion 23-3 Cdlculo cinetico de la presion 

17. La temperatura en el espacio interestelar es de 2.7 K. 
Halle la velocidad media cuadratica de moleculas de hi¬ 
drogeno a esta temperatura. (Vease la tabla 1.) 

18. Calcule la velocidad media cuadratica de moleculas de 
amoniaco (NH 3 ) a 56.0°C. Un atomo de nitrogeno tiene 



Figura 18 Problema 16. 


una masa de 2.33 * 10" 26 kg y un atomo de hidrogeno 
tiene una masa de 1.67 * 10' 27 kg. 

19. A 0°C y 1.000 atm de presion las densidades del aire, 
del oxigeno, y del nitrogeno son, 1.293 kg/m 3 , 1.429 kg/m 3 , 
y 1.250 kg/m 3 respectivamente,. Calcule la fraccion por 
masa de nitrogeno en el aire a partir de estos datos, 
suponiendo que unicamente estos dos gases estan pre- 
sentes. 

20. La masa de la molecula de H 2 es de 3.3 * 10' 24 g. Si 
1.6 x 10 23 moleculas de hidrogeno por segundo golpean a 
2.0 cm 2 de pared a un angulo de 55° con la normal cuando 
se mueven con una velocidad de 1.0 * 10 5 cm/s, ^que 
presion ejercen sobre la pared? 

21. A 44.0°C y 1.23 x 10' 2 atm la densidad de un gas es de 
1.32 x 10" 5 g/cm 3 . (a) Halle D nm para las moleculas del gas. 
( b ) Halle la masa molar del gas e identifiquelo. 

22. La ley de Dalton establece que cuando las mezclas de 
gases que no tienen una interaccion quimica estan juntos 
en un recipiente, la presion ejercida por cada constituyente 
a una temperatura dada es la misma que la que ejerceria si 
uno solo de ellos llenase todo el deposito, y que la presion 
total es igual a la suma de las presiones parciales de cada 
gas. Derive esta ley a partir de la teoria cinetica, usando 
la ecuacion 14. 

23. Un recipiente encierra dos gases ideales. Hay presentes 
dos moles del primer gas, con una masa molar de M v Las 
moleculas del segundo gas tienen una masa molar de M 2 
- 3M„ y esta presente 0.5 mol de este gas. ^Que fraccion 
de la presion total sobre la pared del recipiente es atribui- 
ble al segundo gas? ( Sugerencia : Vease el problema 22). 

Seccion 23-4 Interpretacion cinetica de la temperatura 

24. El Sol es una enorme bola de gas ideal caliente. El resplan- 
dor que rodea al Sol en la fotografia de rayos-X mostrada 
en la figura 19 es la corona: la atmosfera del Sol. Su 
temperatura y presion son de 2.0 x 10 s K y 0.030 Pa. 
Calcule la velocidad rms de los electrones fibres en la 
corona. 

25. (a) Calcule el valor promedio en electrovolt de la energia 
cinetica de traslacion de las particulas de un gas ideal a 



Figura 19 Problema 24. 


0°C y a 100°C. (b) Halle la energia cinetica de traslacion 
por mol de un gas ideal a estas temperaturas, en joules. 

26. i A que temperatura es igual a 1.00 eV el promedio de la 
energia cinetica de traslacion de una molecula de un gas 
ideal? 

27. En una caja cubica de 25 cm de lado esta confinado 
oxigeno gaseoso (0 2 ) a 15°C y 1.0 atm de presion. Calcule 
la razon de cambio entre la energia potencial gravitatoria 
de un mol de moleculas de oxigeno que descienden la 
altura de la caja, y la energia cinetica total de traslacion 
de las moleculas. 

28. El oro tiene una masa molar (atomica) de 197 g/mol. 
Considere una muestra de 2.56 g de vapor de oro puro. (a) 
Calcule el numero de moles de oro presentes. (b) ^Cuan- 
tos atomos de oro estan presentes? 

29. Halle la energia cinetica media de traslacion de cada 
molecula de nitrogeno a 1600 K (a) en joules y (b) en 
electrovolt. 

30. (a) Halle el numero de moleculas en 1.00 m 3 de aire a 
20.0°C y una presion de 1.00 atm. (b) ^.Cual es la masa de 
este volumen de aire? Suponga que 75% de las moleculas 
son nitrogeno (N 2 ) y 25% son de oxigeno (0 2 ). 

31. Considere que un gas a una temperatura T que ocupa un 
volumen V consta de una mezcla de atomos, es decir, N , 
atomos de masa cada uno de ellos con una velocidad 
rms u„ y N b atomos de masa m b cada uno de ellos con una 
velocidad rms v b . (a) De una expresion para la presion total 
ejercida por el gas. (b) Suponga ahora que N a = N b , y que 
los atomos diferentes se combinan a un volumen constante 
para format moleculas de masa wt a + m h . Una vez que la 
temperatura regresa a su valor inicial, ^cual seria la razon 
entre la presion despues de la combinacion y la presion 
antes de la combinacion? 

32. Un tanque de acero contiene 315 g de amoniaco gaseoso 
(NH 3 ) a una presion absoluta de 1.35 x 10 6 Pa y a una 


temperatura de 77.0°C. (a) ^Cual es el volumen del tan¬ 
que? (6) El tanque se verifica mas tarde cuando la tempe¬ 
ratura ha caido a 22.0°C y la presion absoluta ha caido a 
8.68 x 10 5 Pa. ^Cuantos gramos de gas se fugaron del 
tanque? 

33. (a) Calcule las temperaturas a las cuales la velocidad rms 
es igual a la velocidad de escape desde la superficie de la 
Tierra para hidrogeno molecular y para oxigeno molecu¬ 
lar. ( b ) Haga lo mismo para la Luna, suponiendo que la 
aceleracion gravitatoria en su superficie sea de 0.16g. (c) 
La temperatura de las capas superiores de la atmosfera 
de la Tierra es de unos 1000 K. /Cabria que hubiera mucho 
hidrogeno alii? i Y mucho oxigeno? 

34. que temperatura tienen los atomos del gas helio la 
misma velocidad rmc que las moleculas del gas hidrogeno 
a 26.0°C? 

35. La envoltura y la canastilla de un globo de aire caliente 
tienen una masa total de 249 kg, y la envoltura tiene 
una capacidad de 2180 m 3 . Cuando esta totalmente infla- 
do, ^cual seria la temperatura del aire confinado para darle 
al globo una capacidad de ascenso de 272 kg (adelnas de 
su propia masa)? Supongase que el aire circundante, a 
18.0°C, tiene una densidad de 1.22 kg/m 3 . 

Seccion 23-5 Trabajo efectuado sobre un gas ideal 

36. Una muestra de gas se dilata de 1.0 a 5.0 m 3 mientras que 
su presion desciende de 15 a 5.0 Pa. ^Cuanto trabajo es 
efectuado sobre el gas si su presion cambia con el volumen 
segun cada uno de los tres procesos mostrados en el 
diagrama pV de la figura 20? 



Figura 20 Problema 36. 

37. Suponga que una muestra de gas se dilata de 2.0 a 8.0 m 3 
a lo largo de la trayectoria diagonal del diagama pV que 
se muestra en la figura 21. Luego se comprime nuevamen- 
te a 2.0 m 3 a lo largo de cualquiera de las trayectorias 1 6 
2. Calcule el trabajo neto efectuado sobre el gas para el 
ciclo completo en cada caso. 

38. La velocidad del sonido en gases diferentes a la mis¬ 
ma temperatura dep ende de la masa molar del gas. De- 
muestre que vju 2 = •/ M-JM X (T constante), en donde u, es 
la velocidad del sonido en el gas de masa molar M, y v 2 
es la velocidad del sonido en el gas de masa molar M 2 . 

39. El aire a 0.00°C y 1.00 atm de presion tiene una densi¬ 
dad de 1.291 x 10 3 g/cm 3 , y la velocidad del sonido es de 
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Figura 21 Problema 37. 


331 m/s a esa temperatura. Calcule (a) el valor de 7 para 
el aire y ( b ) la masa molar efectiva del aire. 

40. Una cantidad de aire que ocupa 0.142 m 3 a 103 kPa de 
presion manometrica se dilata isotermicamente a una pre¬ 
sion manometrica cero y luego se enfria a presion cons- 
tante hasta que alcanza su volumen inicial. Calcule el 
trabajo efectuado sobre el gas. 

41. Calcule el trabajo efectuado por un agente externo al 
comprimir 1.12 mol de oxigeno de un volumen de 22.4 L 
y 1.32 atm de presion a 15.3 L a la misma temperatura. 

42. Use el resultado del problema muestra 6 para demostrar 
que la velocidad del sonido en el aire aumenta alrededor 
de 0.59 m/s por cada grado Celsius de elevacion de la 
temperatura cerca de 20°C. 

43. Un gas ocupa un volumen de 4.33 L a una presion de 
1.17 atm y una temperatura de 310 K. Se le comprime 
adiabaticamente a un volumen de 1.06 L. Determine (a) 
la presion final y ( b ) la temperatura final, suponiendo que 
el gas sea un gas ideal para el cual 7 = 1.40. (c) ^Cuanto 
trabajo fue efectuado sobre el gas? 

44. («) Un litro de gas con 7 = 1.32 esta a 273 K y 1.00 atm 
de presion. Se le comprime subitamente (adiabaticamen¬ 
te) hasta la mitad de su volumen original. Halle su presion 
y temperatura finales. ( b ) El gas es ahora enfriado de 
nuevo a 273 K a presion constante. Halle el volumen final, 
(c) Halle el trabajo total efectuado sobre el gas. 

45. El gas en una camara Wilson a una temperatura de 292 K 
experimenta una expansion rapida. Suponiendo que el 
proceso sea adiabatico, calcule la temperatura final si 7 = 
1.40 y la razon de dilatacion del volumen es de 1.28. 

46. Un compresor de aire aspira aire a 18.0°C y 1.00 atm 
de presion y libera aire comprimido a una presion de 
2.30 atm. El compresor opera a 230 W de potencia util. 
Suponga que el compresor opera adiabaticamente. (a) 


Halle la temperatura del aire comprimido. (b) ^Cuanto aire 
comprimido, en litros, se libera en cada segundo? 

47. Un tubo delgado, sellado en ambos extremos, tiene 1.00 m 
de largo. Cuando esta horizontal, en el centro contiene 
10.0 cm de mercurio y los dos extremos iguales contienen 
aire a la presion atmosferica normal. Si el tubo es volteado 
a una posicion vertical, ^en que cantidad se desplazara el 
mercurio? Suponga que el proceso es (a) isotermico y (b) 
adiabatico. (Para el aire, y = 1.40). ^Cual de las dos 
suposiciones es la mas razonable? 

Seccion 23-6 La energia interna de un gas ideal 

48. Calcule la energia interna de un mol de un gas ideal a 
25.0°C. 

49. Calcule la energia cinetica rotatoria total de todas las 
moleculas contenidas en un mol de aire a 25.0°C. 

50. Una particula de rayos cosmicos con una energia de 1.34 
TeV es detenida en un tubo de deteccion que contiene 
0.120 mol de gas neon. Una vez que esta energia este 
distribuida entre todos los atomos, ^en cuanto liabra au- 
mentado la temperatura del neon? 

51. Un gas ideal experimenta una compresion adiabatica de 
p = 122 kPa, V = 10.7 m\ T = -23.0°C a p - 1450 kPa, 
V = 1.36 nr 3 . (a) Calcule el valor de 7 . ( b ) Halle la tempera¬ 
tura final, (c) ^Cuantos moles de gas estan presentes? (d) 
^Cual es la energia cinetica de traslacion total por mol an¬ 
tes y despues de la compresion? ( e ) Calcule la razon entre 
las velocidades rms antes y despues de la compresion. 

Seccion 23-8 La ecuacion de estado de van der Waals 

52. La b de van der Waals para el oxigeno es de 32 cm 3 /mol. 
Calcule el diametro de una molecula de 0 2 . 

53. Usando los valores de, a y b para el C0 2 hallados en 
el problema muestra 8 , calcule la presion a 16.0°C de 
2.55 mol de gas C0 2 que ocupa un volumen de 14.2 L. 
Suponga (a) que la ecuacion de van der Waals sea correcta 
y luego ( b ) que el C0 2 se comporte como un gas ideal. 

54. Calcule el trabajo efectuado sobre n moles de un gas van 
der Waals en una expansion isotermica de un volumen V, 
a un volumen V f . 

55. Demuestre que V a = 3 nb. 

56. Las constantes a y b en la ecuacion van der Waals son 
diferentes para cada sustancia. Sin embargo, demuestre 
que si consideramos a V CI , p cn y T cr como las unidades de 
volumen, presion, y temperatura, la ecuacion van der 
Waals resulta identica para todas las sustancias. 


CAPITULO 24 



En la seccion 23-4, en que tratdbamos de la teoria cinetica, hemos determinado el promedio 
de energia cinetica de traslacion de las moleculas de un gas. Sin embargo, el promedio no nos 
dice nada sobre como se distribuyen las velocidades de cada molecula en el promedio. En 
ciertos casos, el promedio puede proporcionar suficiente informacion respecto a las propie- 
dades del gas, como la temperatura. En otros casos, sera necesario tener mas informacion 
acerca de la distribucion de velocidades. 

Si va usted a disenar un avion comercial de pasajeros, debc conocer el peso promedio de 
los pasajeros y de su equipaje para calcular la fuerza ascencional, requerida para que el 
aeroplano vuele con seguridad. El numero de pasajeros de mayor o menor peso es de poco 
interes. Por otra parte, si su trabajo consiste en ordenar trajes en una tienda de ropa, necesitara 
informacion sobre la distribucion de las tallas; conocer la talla promedio de los clientes no le 
servira de mucho. 

En este capitulo estudiamos la distribucion de las velocidades y de las energias moleculares, 
ysu uso para calcular las propiedades macroscopicas de conjuntos de moleculas. Este enfoque 
de la termodindmica se llama mecanica estadistica. Sus formulaciones clasicas fueron elabo- 
radas por primera vez en el siglo xix por Maxwell, Gibbs, y Boltzmann. E 11 el siglo XX, muchas 
de estas tecnicas fueron aplicadas por Einstein, Planck, Fermi y otros a sistemas gobernados 
por las leyes de la mecanica cuantica. 


24-1 DISTRIBUCIONES ESTADISTICAS 
Y VALORES MEDIOS _ 


Un ingeniero de caminos desearia sin duda tener cierta in¬ 
formacion sobre la distribucion de las velocidades de los 
automoviles que circulan en determinado tramo de carre- 
tera. Colocando sensores separados por una distancia co- 
nocida, el ingeniero puede determinar el tiempo necesario 
para que un automovil recorra esa distancia y determinar 
asi su velocidad. Despues de acumular y seleccionar ta¬ 
les datos durante varias semanas, el ingeniero analiza los 
datos para estudiar la necesidad de mejoras en la carretera. 
^Como puede exhibirse tal informacion de manera que 
permita este analisis? 

Una simple lista de las velocidades proporciona dema- 
siada informacion y no resulta conveniente. En cambio, 
el ingeniero clasifica las velocidades en grupos. ^Cuantos 
automoviles tienen velocidades entre 0 y 5 mph? ^Entre 
5 y 10 mph? El resultado de tal clasificacion vendria a ser 


similar al mostrado en la figura 1, la cual da la distribucion 
estadistica de las velocidades en una forma que conoce- 
mos como histograma. Cada area rectangular tiene un 
ancho igual al tamano del intervalo elegido (los cuales no 
necesitan ser todos iguales) y una altura igual al numero 
de observaciones o frecuencia relativa de valores en ese 
intervalo. 

La distribucion da al ingeniero toda la informacion 
esencial con respecto al trafico en esta carretera, para la 
cual el limite de velocidad es de 45 mph. El numero total 
de automoviles en el estudio es precisamente la suma de 
las alturas de todos los rectangulos (1205). La fraccion 
que supera al limite de velocidad de 45 mph es el total de 
las alturas de los liltimos cuatro intervalos (194) dividida 
entre el numero total en el estudio (1205), lo cual da 0.16, 
o sea 16%. El promedio o velocidad media es de 32.4 mph, 
pero la velocidad mas probable (el intervalo con el nume¬ 
ro mas grande) esta en el intervalo de 35 a 40 mph. 
El ingeniero puede ahora decidir si se necesitarian mejo¬ 
ras en la carretera para aumentar la velocidad media o si 
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Figura 1 Distribucion estadlstica de las velocidades de los 
automoviles que viajan en un tramo dado de la carretera. Los 
datos se disponen en casillas de 5 mph de ancho. La altura de 
cada casilla muestra el niimero de automoviles con velocidad 
en esa zona de 5 mph. Los datos pueden caracterizarse por la 
velocidad media y la velocidad mas probable. 


se necesitaria una vigilancia mas estricta para disminuir 
el niimero de transgresores. 

La figura 1 es una distribucion estadlstica basada pura- 
mente en datos empiricos. No existe una “teoria de las 
velocidades de los automoviles” que pueda utilizarse para 
derivar una formula matematica que prediga la forma de 
la distribucion. Sin embargo, proporciona la informacion 
esencial con respecto al comportamiento estadistico de los 
automoviles en esta situacion. No es de interes para el 
ingeniero si un automovil en particular tiene una veloci¬ 
dad de, digamos, 32.46 mph o de 33.14 mph. Aun cuando 
la velocidad sea una variable continua, elegimos las velo¬ 
cidades posibles dentro de casillas discretas, y los nume- 
ros relativos en las casillas nos ayudan a entender una 
situacion fisica. 

El promedio o valor medio de la velocidad, u, puede 
calcularse a partir de la distribucion estadlstica de la figu¬ 
ra 1. Supongamos que tenemos un total de B casillas o 
intervalos en que han sido clasificados los datos; en la 
figura 1 , B = 13. Los intervalos estan marcados con el 
indice t, donde i = 1, 2, ... , B. Elegimos un valor v, tipico 
o representative de la velocidad en cada intervalo; este valor 
podria ser, por ejemplo, la velocidad en el centro de cada 
intervalo. Cada intervalo tiene un ancho 5v (el cual por 
simplificacion suponemos que es el mismo para todos los 
intervalos, aunque, en general, no necesita serlo) y una altura 
n(u.), el mimero de observaciones para ese intervalo corres- 
pondientes a la velocidad representativa u,. El. niimero total 
de observaciones N esta dado entonces por el total de los nti- 
meros de observaciones en cada casilla, o sea 


Para hallar ~u, encontramos la suma de todas las obser¬ 
vaciones (que es equivalente a la suma de los productos 
de la velocidad representativa en cada intervalo por el 
mimero de observaciones en ese intervalo), y luego divi- 
dimos esa suma por el niimero total de observaciones: 


2 »/»(*>.■) 

2 n(v ^ 

i 


( 2 ) 


La ecuacion 2 se asemeja a la formula para calcular el centro 
de masa de un sistema de particulas (Ec. 11 del Cap. 9). 
Podemos considerar al centro de masa como una especie 
de posicion “promedio” de las particulas en el sistema. 

Podemos tambien definir la frecuencia relativa o pro- 
babilidad de cualquier valor v, como: 


/(»,-) = 


n(v t ) 

X n(v.) 

i 


n(v,) 
N ' 


( 3 ) 


Por ejemplo, en la figura 1, n( u,), el niimero en el intervalo 
de 0 a 5 mph, es de 23; entonces, la probabilidad relativa 
de automoviles que tengan velocidades en ese intervalo 
esf(v) = 23/1205 = 0.019, o sea 1.9%. En terminos de la 
probabilidad/( v), podemos escribir el valor promedio de 
la ecuacion 2 como: 


v = 2 ( 4 ) 


Problema muestra 1 La figura 1 se basa en la observacion de 
un total de 1205 automoviles, cuya distribucion de las veloci¬ 
dades es como sigue: 


i 

Intervalo de velocidades (mph) 

n(v.) 

i 

0-5 

23 

2 

5-10 

41 

3 

10-15 

54 

4 

15-20 

95 

5 

20-25 

123 

6 

25-30 

142 

7 

30-35 

177 

8 

35-40 

186 

9 

40-45 

170 

10 

45-50 

122 

11 

50-55 

50 

12 

55-60 

15 

13 

60-65 

7 


Halle el valor medio de la velocidad para esta distribucion, 
considerando a la velocidad en el centro de cada intervalo como 
representativa de todo el intervalo. 

Solucion Usando la ecuacion 2 tenemos que 


2 n(v t ). 


(1) 


(2.5 mph)(23) + (7.5 mph)(41) + • • • + (62,5 mph)(7) 
V 23 + 41 + ••• +7 


= 32.4 mph. 


La figura 2 muestra otra clase de distribucion estadisti- 
ca, los resultados de un grupo de 1000 observaciones del 
niimero de veces n(h), en una mano de 13 cartas de una 
baraja de 52 cartas, que usted recibiria una mano de h 
cartas de un palo especifico (digamos, de corazones). Esta 
distribucion se asemeja un tanto a la de la figura 1 : tiene 
un valor medio h (que seria aproximadamente de 3.25, 
igual a una cuarta parte del niimero total de corazones, 
como es de esperarse puesto que seleccionamos una cuar¬ 
ta parte del niimero total de cartas en la baraja). Por 
encima de la media, la probabilidad disminuye rapida- 
mente, llegando a ser excesivamente pequeha al volverse 
h mas grande. Este caso difiere del de la figura 1 en dos 
aspectos: ( 1 ) la variable h es discreta (esto es, precisamen- 
te los niimeros 1,2, 3,..., 13), en lugar de continua, y (2) 
podemos calcular a n(h) a partir de principios basicos. 
Hacemos una suposicion importante: es tan probable que 
ocurra cualquier seleccion particular de 13 cartas como 
cualquier otra seleccion. A partir de esta suposicion puede 
demostrarse que la probabilidad relativa f(h) de manos 
que dan h corazones es de 


_ m _ (39!) 2 (13!) 2 

nn) N 52![( 13 — /z)!] 2 (26 + h)\h\ ’ 


( 5 ) 


donde k\ (factorial de k) significa 1 x 2 x 3 x 4 * ... * k, 
el producto de todos los enteros desde 1 hasta k. (Vea- 
se el problema 1 para una derivacion de la ecuacion 5 y el 
problema 35 para un ejercicio en la computadora que 
verifica a la ecuacion 5.) 

Para un conjunto determinado de N intentos (tal co¬ 
mo N = 1000 usado en la Fig. 2) podemos comparar la 
distribucion observada con la predicha. Si repetimos el 
experimento con otros 1000 intentos, no esperariamos 
observar exactamente la misma distribucion (es decir, 
en lugar de 12 manos con cero corazones podriamos 
hallar 116 13), pero tendria la misma forma. La ecuacion 
5 da las probabilidades cuando el niimero de observacio¬ 
nes es infinito; las distribuciones basadas en un niimero 
finito de observaciones difieren algo de las predicciones 
basadas en la ecuacion 5, pero cuanto mas grande sea 
el niimero de observaciones, mas pequeha sera la des- 


viacion. 

Distribuciones estadisticas como las de las figuras 1 y 
2 dan la frecuencia o probabilidad de observar valores 
de una variable dentro de un intervalo determinado. El 
calculo de valores medios, o promedio, es un uso de estas 
distribuciones. En algunos casos, como en la figura 1, 
la distribucion puede ser puramente empirica, sin ningu- 
na teoria que la soporte. En otros casos, como en la 
figura 2 , la distribucion observada puede compararse con 
los calculos basados en una teoria dada. 

El conocimiento de la distribucion estadlstica puede 
ayudar a formular una teoria en los casos en que no se 
conozca la teoria subyacente. Por ejemplo, datos precisos 
sobre la distribucion de la longitud de onda de la radiacion 



Figura 2 La distribucion estadlstica del niimero de 
corazones en una mano de 13 cartas de una baraja de 52 
cartas. Esta muestra representa un grupo posible de 
resultados a partir de 1000 manos diferentes. 


termica (como la emitida por objetos incandescentes) 
condujeron al desarrollo de la teoria cuantica en los pri- 
meros anos del siglo xx por Planck y Einstein. En el 
capitulo 49 de la version ampliada del texto se considera 
la distribucion de la radiacion termica. 


Problema muestra 2 En una mano de 13 cartas, ^cual es la 
probabilidad de tener 10 corazones? 

Solucion Usando la ecuacion 5 con h = 10, hallamos 


(39!) 2 (13!) 2 
}K) 52!(3!) 2 36! 10! 


= 4.1 X 10" 6 , 


o alrededor de cuatro oportunidades en un millon. 

Muchas calculadoras cientificas tienen una tecla factorial, lo 
cual simplifica la evaluacion de expresiones como esta. Aun asi, 
debe tenerse cierto cuidado; puede no ser posible evaluar todo 
el numerador, el cual supera a 10 ”, el niimero mas grande que 
pueden almacenar muchas calculadoras. En tal caso, pode¬ 
mos evaluar la expresion altemando factores del numerador y 
del denominador, manteniendo la cantidad resultante dentro del 
alcance de la calculadora. Por ejemplo, podriamos comenzar 
con 39!, dividir entre 52!, multiplicar por 39!, dividir entre 36!, 
y asi sucesivamente. 

Si su calculadora no tiene una tecla de factorial, usted no 
necesita calcular cada producto factorial para evaluar esta ex¬ 
presion. Podemos simplificar la expresion escribiendo 39!/36! 
= 39 x 38 x 37 y 391/52! = 1/40 x 41 x 42 * ... * 52, reduciendo 
el mimero de factores por multiplicar._ 


24-2 RECORRIDO LIBRE MEDIO 


Supongamos que pudieramos seguir el movimiento de 
una molecula en un gas mientras zigzaguea debido a las 


donde la suma se extiende a todas las casillas. 
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Figura 3 Una molecula viaja a traves de un gas, chocando 
con otras moleculas en su recorrido. Por supuesto, las otras 
moleculas estan moviendose y experimentando colisiones. 


colisiones con las moleculas vecinas (Fig. 3). En particu¬ 
lar, medimos la distancia que recorre entre colisiones, y 
repetimos el experimento muchas veces. Deseamos deter- 
minar la distancia promedio que viaja la molecula entre 
colisiones, y esperamos explicar ese valor sobre la base 
de una vision microscopica del gas. Entonces estaremos 
continuando nuestros esfuerzos para relacionar las propie- 
dades macroscopica y microscopica del gas. 

Supongamos primero que no tenemos una teoria sub- 
yacente de colisiones moleculares. Formamos una distri¬ 
bution basados unicamente en los resultados de nuestras 
muchas mediciones de la distancia recorrida por una mo¬ 
lecula entre colisiones. Este enfoque es similar al experi¬ 
mento para estudiar la velocidad media de los automoviles 
descrito en la section anterior. Despues de llevar a cabo 
un niimero grande N de mediciones de la distancia reco¬ 
rrida por la molecula, distribuimos las distancias en B 
casillas de anchuras iguales 8r. Elegimos un valor repre¬ 
sentative de la distancia r t para cada casilla, y trazamos el 
rnimero n(r) de moleculas que recorren distancias dentro 
del ancho 5r de esa casilla. Es decir, tenemos n(r,) obser- 
vaciones en que la distancia entre colisiones esta entre 0 
y 5r, n(r 2 ) en que la distancia esta entre 5r y 2 5r, y 
asi sucesivamente. La figura 4 muestra una grafica de 
la distribucion resultante. Como hicimos en el caso de la 
velocidad de los automoviles, definimos una distancia r 
promedio en analogia con la ecuacion 4: 

r = 2 rj(r,), ( 6 ) 

/ 

donde f(r) = n(ri)/N, la frecuencia relativa o probabilidad 
de observaciones de la casilla correspondiente a la distan¬ 
cia r,. A la distancia r se le conoce como el recorrido libre 
medio y se representa por el simbolo A. El recorrido libre 



Figura 4 Distribucion estadistica de la distancia recorrida 
por una molecula entre colisiones. El valor medio r da el 
recorrido libre medio de las moleculas. 


medio representa una distancia promedio en la que se 
mueve una molecula (a velocidad constante) entre coli¬ 
siones. Algunas moleculas pueden chocar despues de 
recorrer distancias mucho mas pequehas, mientras que 
algunas otras pueden recorrer distancias mucho mas gran- 
des entre colisiones. Como veremos, el recorrido libre 
medio depende inversamente del tamafio de las molecu¬ 
las (cuanto mas grandes sean las moleculas, mas proba- 
blemente colisionaran) y del rnimero de moleculas por 
unidad de volumen (cuanto mas grande sea el rnimero de 
moleculas, con mas probabilidad chocaran). 

Veamos ahora si podemos entender la forma de la 
distribucion estadistica de distancias en la figura 4. Es 
decir, ^podemos hallar una funcion continua /(r) que de 
la probabilidad de que una molecula recorra una distancia 
r antes de tener una colision? Para intentar responder a 
esta pregunta, llevemos a cabo un experimento diferente. 
Hagamos que un haz de moleculas de intensidad 7 0 incida 
en una capa delgada de gas, y midamos la intensidad I a 
la cual emergen las moleculas despues de pasar a traves 
de un espesor r del gas (Fig. 5). Las moleculas del haz que 



Figura 5 Un haz de moleculas incide sobre una capa 
delgada de gas de espesor r. La intensidad 7 del haz que pasa 
a traves de la capa es una medida del niimero de moleculas 
del haz que no experimentan colisiones en la distancia r. 


chocan se dispersan en direcciones diferentes, y entonces 
la intensidad I del haz emergente esta determinada por el 
niimero de moleculas que pasen a traves de la distancia r 
sin chocar. Suponemos que ninguna molecula del haz es 
dispersada mas de una vez por una molecula bianco; esta 
hipotesis se justifica si la densidad de las moleculas bian¬ 
co no es demasiado grande. Aumentemos ahora el espesor 
de la capa en una cantidad dr y hallemos el cambio 
resultante dl de la intensidad I. Esperamos que la dimi¬ 
nution de intensidad sea proporcional a I (cuantas mas 
moleculas haya en el haz, mas se dispersan) y al espesor 
adicional dr de la capa de gas. Entonces 

dl = ~cldr, (7) 


donde c es una constante (positiva) de proporcionalidad 
por determinarse. Notese que dl es negativa (la intensidad 
del haz disminuye con la adicion del espesor dr). Reescri- 
biendo la ecuacion 7 se obtiene una forma que puede ser 
integrada: 

y = -cdr, (8) 


e integrando entre los limites 7 0 , correspondientes a r = 0 
(no hay capa de gas), e 7, correspondiente a un espesor r, 
obtenemos 



{-edr) 



I(r) = I 0 e~ cr . 


( 9 ) 


Es decir, la intensidad del haz disminuye exponencial- 
mente con el espesor r de la capa de gas. 

Este calculo sugiere una forma exponencial para f(r), y 
elegimos 


f( r ) = Ae~ cr , (10) 


donde A es otra constante por determinarse. Esta funcion 
es en efecto la curva de puntos de la figura 4, puesto que 
da la altura n(r t ) de cualquier casilla cuando se la evalua 
a una distancia r = r t , de acuerdo con n(r) = Nf(r). El 
rnimero total de mediciones N es el total de las alturas de 
todas las casillas, N = E n(r ,). Podemos por lo tanto 
reescribir la ecuacion 6 , sustituyendo a r por A, como 


^ = 2 r i/( r <) = 

i 

2 r ,f(r,)Sr 


2 r <"M 2 L«(L) 

N £ n (r ,) 


i 


( 31 ) 


en donde en la ultima etapa hemos multiplicado al nume- 
rador y al denominador por 5r de modo que podamos 


convertir facilmente las sumas a integrales. Hagamos 
ahora a los anchos 8r muy pequehos, de modo que poda¬ 
mos escribir la ecuacion 11 en terminos de integrales: 

[ rf(r) dr 

A = ^ -. (12) 

I f(r) dr 

Sustituyendo f(r) = Ae~ CT , podemos llevar a cabo las inte¬ 
grales (vease el problema 2 ) y obtener 

A-I. (13) 

Entonces la distribucion exponencial de la probabilidad 
se escribiria 

fir) = Ae~ r/X . (14) 

La ecuacion 14 muestra como entra el recorrido libre 
medio en el calculo de la probabilidad de que las molecu¬ 
las recorran una distancia r antes de una colision. Obser- 
vese que la constante A se cancela a partir de la relation 
de la ecuacion 12 y entonces no afecta el calculo del 
recorrido libre medio. Podemos determinar a A exigiendo 
que el total de todas las n(r,) sea igual a N (vease el 
problema 3). 


Calculo microscopico del recorrido 
libre medio 

Regresemos ahora a nuestra agenda de termodinamica y 
veamos como podemos entender el recorrido libre medio 
(una cantidad macroscopica) a partir de las propiedades 
microscopicas de las moleculas. 

Si las moleculas fuesen puntos, no chocarian en abso- 
luto y el recorrido libre medio seria infinito. Sin embargo, 
las moleculas no son puntos y de aqui que ocurran las 
colisiones. Si las moleculas fuesen tan numerosas que 
llenasen completamente el espacio disponible, no dejando 
lugar para un movimiento de traslacion, el recorrido libre 
medio seria cero. Entonces el recorrido libre medio se 
relaciona con el tamano de las moleculas y con su rnimero 
por unidad de volumen. 

Consideremos que las moleculas de un gas son esferas 
de diametro d. Tendra lugar una colision cuando los 
centros de dos moleculas se aproximen a una distancia d 
entre si. Puede hacerse una descripcion equivalente de las 
colisiones de cualquier molecula si consideramos que esa 
molecula tiene un diametro 2d y todas las demas son 
particulas puntuales (vease la Fig. 6 ). 

Imaginemos una molecula tipica de diametro equiva¬ 
lente 2d que se mueve con velocidad v a traves de un gas 
de particulas puntuales equivalentes, y supongamos tem- 
poralmente que la molecula y las particulas puntuales no 
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Figura 6 (a) Sucede una colision cuando los centres de dos 
moleculas llegan a una distancia d entre si, donde d es el 
diametro molecular, (b) Una representacion equivalente, pero 
mas conveniente, es pensar que la molecula en movimiento 
tiene un diametro 2d, siendo puntos todas las demas 
moleculas. 


ejercen fuerzas entre si. En el tiempo t nuestra molecula 
barre un cilindro de area de seccion transversal nd 1 y 
longitud vt. Si p n (= N/V) es el numero de moleculas por 
unidad de volumen, el cilindro contiene ( nd 2 vt)p n parti- 
culas (vease la Fig. 7). Puesto que nuestra molecula y las 
particulas puntuales si ejercen fuerzas entre si, este es 
tambien el numero de colisiones experimentadas por la 
molecula en el tiempo t. El cilindro de la figura 7 es, de 
hecho, un cilindro doblado, que cambia de direccion con 
cada colision. 

El recorrido libre medio X es la distancia promedio entre 
colisiones sucesivas. De aqui que X sea la distancia total 
vt cubierta en el tiempo t dividida entre el numero de 
colisiones que tienen lugar en este tiempo, o sea 

A = = -4“. (15) 

ncrp n vt na 2 p n 

Esta ecuacion se basa en la imagen de una molecula que 
golpea blancos estacionarios. En realidad, la molecu¬ 
la golpea blancos moviles. Cuando las moleculas bianco 
se estan moviendo, las dos v de la ecuacion 15 no son las 
mismas. La del numerador (= ~v) es la velocidad molecular 
media medida con respecto al recipiente. La del denomi- 
nador (= F rcl ) es la velocidad relativa media con respecto 
a otras moleculas; es esta velocidad relativa la que deter- 
mina la cantidad de colision. 

Podemos ver cualitativamente que T> rel > T> como sigue. 
Dos moleculas de velocidad v que se muevan una hacia 
la otra tienen una velocidad relativa de 2v (> v); dos 
moleculas con velocidad v que se muevan en angulo recto 
en el transcurso de una colision tienen una velocidad 



Figura 7 Una molecula con un diametro equivalente 2d 
(como en la Fig. 6b), viajando con velocidad u, barre un 
cilindro de area en su base de Ttd 2 y longitud vt en un tiempo 
t. El numero de colisiones sufridas por la molecula en este 
tiempo es igual al numero de moleculas (consideradas como 
puntos) que estan dentro del cilindro. En realidad, este 
cilindro se doblarfa muchas veces al cambiar la direccion de 
la trayectoria de la molecula debido a las colisiones; la 
trayectoria ha sido enderezada por conveniencia. 


relativa de 'flu (tambien > v); dos moleculas que se 
muevan con velocidad v en la misma direccion tienen una 
velocidad relativa de cero (< v). Entonces las moleculas 
que llegan de todo el hemisferio delantero y de parte del 
hemisferio trasero tienen una u rel > 7>. Las moleculas que 
llegan desde el resto del hemisferio trasero tienen 7> rc) < ~v 
pero, puesto que son menos, el promedio general da 7> rd > 
~v. Un calculo cuantitativo que tenga en cuenta la distribu¬ 
tion real de la velocidad de las moleculas da u rel = /2 ~v. 
Como resultado, la ecuacion 15 se convierte en 


yf2nd 2 p n ' V ' 

Al tomar en cuenta el movimiento de las moleculas bianco 


vemos que la frecuencia de la colision ha aumentado y que 
el recorrido libre medio se ha reducido respecto a sus 
valores para moleculas bianco estacionarias. 

El recorrido libre medio de las moleculas de aire al 


nivel del mar es de alrededor de 0.1 pm. A una altitud 
de 100 km, la densidad del aire ha caido hasta el punto de 
que el recorrido libre medio se eleva a unos 16 cm. A 
300 km, el recorrido libre medio es de unos 20 km. Un 
problema con el que se encuentran quienes estudian la 
fisica y la quimica de la atmosfera superior en el labora¬ 
tory, es el hecho de que no se dispone de recipientes 
suficientemente grandes como para permitir que las mues- 
tras de gas contenido simulen las condiciones de la atmos¬ 
fera superior. Los estudios de las concentraciones de 
freon, bioxido de carbono, y ozono en la atmosfera supe¬ 
rior son de preocupacion publica vital. 

A una presion de 10 ~ 7 mm Hg (alrededor de 10 ‘ 10 atm), 
un vacio de laboratorio razonablemente bueno, la densi¬ 
dad de las moleculas (que puede ser hallada a partir de la 
forma molecular de la ley del gas ideal, pV = NkT ) es 
p„ = N/V - p/kT = 3 x 10 15 m 3 a la temperatura ambiente 
(300 K). La ecuacion 16 da entonces alrededor de 1 km 
para el recorrido libre medio. Es decir, en una camara de 
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vacio ordinaria del laboratorio de dimension tipicamente 
de 1 m o menos, las moleculas dificilmente chocan alguna 
vez una con otra; es probable que ocurran unicamente las 
colisiones con las paredes. 

Tales consideraciones pueden ser importantes en el 
diseho de los aceleradores de particulas, donde un haz de 
particulas debe recorrer muchas veces el acelerador y 
debe haber una probabilidad despreciablemente pequena 
de que se efectuen colisiones con cualesquier moleculas 
de aire que pudieran estar presentes en el tubo al vacio del 
acelerador. Aun cuando un recorrido libre medio de 1 km 
parezea grande, segun las normas de laboratorio ordina- 
rias, una particula que lleve a cabo cientos o miles de 
revoluciones a traves de un acelerador circular puede 
viajar distancias mucho mas largas. En el caso de los 
aceleradores de protones, el diametro de un proton es del 
orden de 10~ 15 m, mucho mas pequeho que el diametro de 
una molecula (10 ~ 10 m), y el aumento resultante en X es 
suficiente para reducir la probabilidad de las colisiones 
hasta un valor aceptablemente pequeho. 



Figura 8 Las moleculas de un gas confinado en una camara 
tienen una distribucion de velocidades. 


En promedio, cada molecula de nitrogeno produce ;mas de 
5000 millones de colisiones por segundo! El nitrogeno es el 
principal constituyente del aire, y por lo tanto puede conside- 
rarse que los resultados de este problema muestra son repre¬ 
sentatives del aire en condiciones normales de temperatura y de 
presion.___ 


Problema muestra 3 Los diametros moleculares de diferen- 
tes clases de moleculas de gas pueden ser hallados experimen- 
talmente midiendo las razones a que se difunden los diferentes 
gases uno en el otro. Para el nitrogeno, ha sido reportado d “ 
3.15 x l0' lo m. ^Cuales son el recorrido libre medio y la cantidad 
de colision promedio para el nitrogeno a la temperatura ambien¬ 
te (T = 300 K) y a la presion atmosferica? 

Solution Hallemos primero p„ (= N/V), el numero de molecu¬ 
las por unidad de volumen bajo estas condiciones. Partiendo de 
la ley del gas ideal (pV= NkT) obtenemos 

N p (1 atm)( 1.01 X 10 5 Pa/atm) 
Pn ~V~kT~ (1.38 X 10 -23 J/K)(300 K) 

= 2.44 X 10 25 moleculas/m 3 . 


La ecuacion 16 da entonces el recorrido libre medio 

X— 1 -_ 1 _ 

'Jlnp n d 2 V2ti(2.44 X 10 25 m- J )(3.15 X KT 10 m) 2 
= 9.3 X10 -8 m. 


Esto es de alrededor de 300 diametros moleculares. En prome¬ 
dio, las moleculas de tal gas estan separados a unos p/ n = 3.45 
x 10 ' 9 m, u 11 diametros moleculares. Entonces una molecula 
pasara tipicamente a otras 30 moleculas antes de experimentar 
una colision. 

Para hallar la razon promedio de colision, primero hallamos 
la velocidad promedio, para lo cual usamos v^ dada por la 
ecuacion 16 del capitulo 23: 


1 3(8.31 J/mol • K)(300 K) 
0.028 kg/mol 


= 517 m/s. 


Hallamos la razon de colision promedio dividiendo esta 
velocidad promedio entre el recorrido libre medio, o sea 



24-3 LA DISTRIBUCION DE LAS 

VELOCIDADES MOLECULARES 

La figura 8 muestra un pequeho numero de moleculas de 
gas confinadas en una caja. Suponemos que el gas esta en 
equilibrio termico a la temperatura T. Las moleculas se 
mueven al azar y efectuan colisiones con las paredes y 
entre si. Como vimos en la seccion 23-4, la temperatura 
determina la energia cinetica media por molecula, pero 
deseamos aprender acerca de toda la distribucion de las 
velocidades moleculares, no solo el valor medio. Es poco 
probable que todas las moleculas tengan la misma veloci¬ 
dad, porque las colisiones entre moleculas pronto desor- 
denarian esta situation. Sin embargo, es igualmente poco 
probable que demasiadas moleculas tengan velocidades 
que sean muy diferentes del valor medio; las velocida¬ 
des cercanas a cero o las velocidades mucho mas grandes 
que v mis requeririan una secuencia de colisiones preferen- 
ciales que serian muy improbables en una condition de 
equilibrio. 

Supongamos que tenemos una pequena muestra que 
podriamos colocar en la caja para determinar el nume¬ 
ro de moleculas que la atraviesan con velocidades entre v 
y v + 8v. Luego distribuimos las velocidades medidas 
en casillas de anchura 5v y trazamos la distribucion esta¬ 
distica resultante. La figura 9 muestra un conjunto de 
resultados que podrian obtenerse a partir de este experi- 
mento. 

La distribucion tiene una media claramente definida y 
cae a cero tanto a baja velocidad como a alta velocidad. 
Incluso si introdujesemos todas las moleculas en la caja 
con la misma velocidad, el efecto del azar en las colisiones 
produciria finalmente una distribucion de la forma de la 
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Velocidad 


Figura 9 Distribution de las velocidades moleculares. 
Como en la figura 1, las velocidades medidas ban sido 
clasificadas en casillas de anchura 5v. La altura de cada 
casilla da el numero de moleculas con velocidades entre 
vy v + 8v. 



Velocidad (m/s) 


Figura 10 Distribucion de la velocidad de Maxwell para las 
moleculas de un gas. La curva trazada es caracteristica de las 
moleculas de oxigeno a T = 300 K. El numero de moleculas 
con velocidades en cualquier intervalo dv es n(v)dv, 
indicado por la faja angosta sombreada. El numero con 
velocidades dentro de cualquier limite v, y v 2 esta dado 
por el area bajo la curva entre aquellos limites. 


figura 9. Observese la semejanza entre la figura 9 y la 
figura 1. 

Maxwell fue el primero que resolvio el problema de la 
distribucion de las velocidades en un gas que contiene un 
numero grande de moleculas. La distribucion de Maxwell 
de la velocidad, para una muestra de gas a la temperatura 
T que contenga N moleculas cada una de masa m, es 

n(v) ~ 4nN ( 1 v 2 e mv/1 i 2kT . ( 17 ) 

En esta ecuacion n( v), que tiene las dimensiones de it 1 , 
es el numero de moleculas por intervalo de velocidad 
unidad que tiene velocidades entre vy v + dv; de manera 
equivalente, n(v)dv es el numero sin dimensiones de 
moleculas de la muestra de gas con velocidades entre v y 
v + dv. Observese que para un gas dado la distribucion de 
la velocidad depende unicamente de la temperatura. 

Hallamos N, el numero total de moleculas en la muestra, 
al sumar (esto es, integrando) el numero en cada intervalo 
de velocidad diferencial desde cero hasta el infinito, o sea 

A r =J' n(v) dv. (18) 

La figura 10 muestra la distribucion de Maxwell de 
velocidades para moleculas de oxigeno a la temperatura 
ambiente. Una comparacion entre las figuras 9 y 10 mues¬ 
tra que la distribucion de Maxwell de la velocidad tiene 
realmente la misma forma que la distribucion medida. 

Si bien n(v) es una funcion matematica bien definida, 
la cantidad fisicamente significativa es n( v)dv, el numero 
de moleculas con velocidades entre v y v + dv. No 
podemos hablar del “numero de particulas con velocidad 
v", porque existe un numero finito de moleculas pero un 
numero infinito de velocidades posibles. La probabilidad 
de que una particula tenga una velocidad precisamente 
expresada, tal como 279.343267...m/s, es exactamente 


cero. Sin embargo, podemos dividir la gama de las velo¬ 
cidades en intervalos, y la probabilidad de que una par¬ 
ticula tenga una velocidad dentro de un intervalo dv dado 
(como 279 m/s a 280 m/s) tiene un valor definido distinto 
de cero. El numero de moleculas con velocidades entre 
dos limites cualesquiera, como v { y v 2 , es igual al area 
bajo la curva n( v) entre esos limites. El area total bajo la 
curva es igual al numero total de moleculas N, como lo 
muestra la ecuacion 18. 

La distribucion n(v) puede estar caracterizada por la 
velocidad mas probable u p [la velocidad donde n( v) tiene 
su maximo], la velocidad media u, y la velocidad media 
cuadratica v nm . La figura 10 ilustra la relacion entre estas 
velocidades, y el problema muestra 6 indica como calcu- 
larla. La curva de distribucion no es simetrica con respec- 
to a la velocidad mas probable porque la velocidad mas 
baja debe ser cero mientras que no existe un limite clasico 
para la velocidad mas alta que una molecula pueda tener. 
Por lo tanto, la velocidad media es mas grande que la 
velocidad mas probable. La velocidad media cuadratica, 
que involucra a la media de los cuadrados, es aun mas 
grande. 

Al aumentar la temperatura, aumenta la velocidad me¬ 
dia cuadratica u mis (y tambien u y u p ), conforme a nuestra 
interpretacion microscopica de la temperatura. A tempe- 
raturas mas elevadas, el intervalo de velocidades tipicas 
es mas grande, y la distribucion es mas ancha. Puesto que 
el area bajo la curva de distribucion (que es el numero total 
de moleculas en la muestra) permanece la misma, la 
distribucion debe tambien aplanarse cuando la temperatu¬ 
ra se eleva. De aqui que el numero de moleculas que 
tengan velocidades mas grandes que cierta velocidad dada 
aumenta al aumentar la temperatura (vease la Fig. 11). 
Esto explica muchos fenomenos, tales como el aumento 
en la cantidad de reacciones qufmicas o de ciertas reac- 
ciones nucleares con el aumento de la temperatura. 


Seccion 24-3 La distribucion de las velocidades moleculares 595 



Figura 11 Una comparacion de la distribucion de Maxwell 
de velocidades para moleculas de oxigeno a dos temperturas 
diferentes. En general, las moleculas tienen velocidades 
promedio mas bajas a temperaturas mas bajas, si bien ambas 
distribuciones cubren la gama entera de velocidades. Las 
areas de las dos distribuciones son iguales, porque el numero 
total de moleculas es el mismo en ambos casos. 


La distribucion de las velocidades de las moleculas en 
un liquido se parece tambien a las curvas de la figura 11. 
La velocidad necesaria para que una molecula escape 
de la superficie del liquido estaria lejos en la cola de la 
distribucion de la figura 11; unicamente un numero muy 
pequeno de moleculas tienen velocidades arriba de este 
umbral. Aun cuando la temperatura del liquido este por 
debajo de su punto de ebullicion normal, estas pocas 
moleculas pueden veneer la atraccion de otras moleculas 
en la superficie y escapar por evaporacion. El escape de 
estas moleculas energeticas reduce la energia cinetica 
promedio de las moleculas restantes, dejando el liquido a 
una temperatura mas baja. Esto explica por que la evapo¬ 
racion es un proceso de enfriamiento. Si el liquido esta 
aislado de su entomo, realmente se enfriara, y la cantidad 
de evaporacion disminuira. Si el liquido no esta aislado, 
entonces la energia del entomo fluira hacia el liquido, 
manteniendo constante la fraccion de moleculas con ve¬ 
locidades arriba del umbral de evaporacion, y finalmente 
todas las moleculas adquiriran la energia suficiente para 
escapar en forma de vapor. 

Partiendo de la ecuacion 17 vemos que la distribucion 
de las velocidades moleculares depende de la masa de las 
moleculas asi como de su temperatura. Cuanto mas pe- 
queiia sea la masa, mayor sera la proporcion de moleculas 
de alta velocidad a cualquier temperatura dada. De aqui 
que el hidrogeno pueda escapar con mas probabilidad de 
la atmosfera a grandes altitudes que el oxigeno o el 
nitrogeno. La Luna tiene una atmosfera tenue. Para que 
las moleculas en esta atmosfera tengan una probabilidad 


pequena de escapar de la debil accion gravitatoria de la 
Luna, esperariamos que fuesen moleculas o atomos de 
los elementos mas pesados, tales como los gases inertes 
pesados cripton y xenon, los cuales fueron producidos 
principalmente por la desintegracionradiactiva de las pri- 
meras epocas de la Luna. La presion atmosferica en la 
Luna es de alrededor de 10' 13 la presion atmosferica de 
la Tierra. 


Problema muestra 4 Las velocidades de diez particulas en 
m/s son 0,1.0,2.0, 3.0, 3.0, 3.0,4.0,4.0, 5.0, y 6.0. Halle (a) la 
velocidad promedio, ( b ) la velocidad media cuadratica, y (c) 
la velocidad mas probable de estas particulas. 

Solucion (a) La velocidad promedio es 

_ 0 + 1.0 + 2.0 + 3.0 + 3.0 + 3.0 + 4.0 + 4.0 + 5.0 + 6.0 

v ~ 10 
= 3.1 m/s. 

( b ) La velocidad media cuadratica es 

i4= ^ [0 + (1.0) 2 + (2.0) 2 + (3.0) 2 + (3.0) 2 

+ (3.0) 2 + (4.0) 2 + (4.0) 2 + (5.0) 2 + (6.0) 2 ] 

= 12.5 m 2 /s 2 , 

y la velocidad media cuadratica es 

= V12.5 m 2 /s 2 = 3.5 m/s. 

(c) De las diez particulas, tres tienen velocidades de 3.0 m/s, 
dos tienen velocidades de 4.0 m/s, y cada una de las otras cinco 
tiene una velocidad diferente. De aqui que la velocidad v p mas 
probable de una particula sea 

v p = 3.0 m/s. 


Problema muestra 5 Un recipiente con N moleculas de oxi¬ 
geno gaseoso se mantiene a 300 K. iQue fraccion de las mole¬ 
culas tiene velocidades en la gama de 599 a 601 m/s? La masa 
molar M del oxigeno es de 0.032 kg/mol. 

Solucion Este intervalo de velocidad 8v (= 2 m/s) es tan 
pequeno que podemos tratarlo como una diferencial dv. El 
numero de moleculas en este intervalo es n( v)d v, y la fraccion 
en ese intervalo es/- n(v)dv/N, donde n(v) va a ser evaluada 
a v = 600 m/s, el punto medio de la gama; vease la faja angosta 
sombreada en la figura 10. Usando la ecuacion 17 con la 
sustitucion m/k = M/R, hallamos la fraccion 



Sustituyendo los valores numericos dados se obtiene 
/= 2.6 X 10 -3 o 0.26%. 

A la temperatura ambiente, 0.26% de las moleculas de oxigeno 
tienen velocidades que estan en el intervalo angosto entre 599 
y 601 m/s. Si la faja sombreada de la figura 10 estuviese trazada 
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a la escala de este problema, seria realmente una faja muy 
angosta. 


Problema muestra 6 ^Cual es la velocidad promedio i>, la 
velocidad media cuadratica u mis , y la velocidad mas probable v p 
de las moleculas de oxigeno a T = 300 K? La masa molar M del 
oxigeno es de 0.032 kg/mol. 


Solucion Para hallar la velocidad promedio, sumamos todas 
las velocidades medidas, lo cual se hace mas sencillamente 
sumando los productos de la velocidad v en cada intervalo y el 
niimero en ese intervalo, n( u)dv. Esta suma se divide despues 
entre el numero total de mediciones N, lo cual da, en el limite 
de intervalos infinitesimales, en los que la suma resulta una 
integral, 

vn(v) dv. (19) 



E! siguiente paso es sustituir a n(u) de la ecuacion 17 y evaluar 
la integral. El resultado es 


v = 




(velocidad promedio). 


( 20 ) 


Sustituyendo por los valores numericos tenemos que 


v= 1.60 


[{ 8.31 J/mol • K)(300 K) 

V 0.032 kg/mol- = 445 m/s - 


Para hallar la velocidad media cuadratica u mls de las moleculas 
de oxigeno, procedemos como antes excepto que hallamos el 
valor promedio de v 2 al multiplicar u 2 (en lugar de simplemente 
l>) por el factor numerico n( v)d v. Esto conduce, despues de otra 
integracion (vease el apendice H), a 


- 1 f* - 

v = — v 

N Jo 


n(v) dv = 


3 kT 
m 


( 21 ) 


La velocidad rms es la raiz cuadrada de esta cantidad, o sea 


v 


rms 


= V7 2 = 





(velocidad rms) 


( 22 ) 


La ecuacion 22 es identica a la ecuacion 16 del capitulo 23. El 
calculo numerico da 


= 1.73 




.31 J/mol-K)(300 K) 
0.032 kg/mol 


= 483 m/s. 


La velocidad mas probable es la velocidad para la cual n(v) 
de la ecuacion 17 tiene su valor maximo. Lo hallamos haciendo 
que dn/dv = 0 y resolviendo para v. Al hacerlo, nos da (como 
usted debe poder demostrar) 




= 1.41 



(velocidad mas probable). 


(23) 


Numericamente, esto da 



Figura 12 Aparato empleado para verificar la distribucion 
de Maxwell de la velocidad. Un haz de moleculas de talio 
deja el horno O a traves de la ranura S, viaja a traves de la 
ranura helicoidal del cilindro giratorio R, y golpea al detector 
D. La velocidad angular a> del cilindro puede ser variada de 
modo que moleculas de velocidades diferentes pasen a traves 
del cilindro. 


v p = 1.41 


/ (8.31 J, 

V 0j 


J/mol -K)(300K) 


032 kg/mol 


= 395 m/s. 


Confirmation experimental de la distribucion 
de Maxwell 


Maxwell derivo su ley de la distribucion para las veloci¬ 
dades moleculares (Ec. 17) en 1859. En aquel entonces no 
era posible comprobar esta ley por medicion directa y, en 
efecto, no fue hasta 1920 que Stem hizo el primer intento 
serio para llevarlo a cabo. Las tecnicas mejoraron rapida- 
mente en manos de varios experimentadores hasta que en 
1955 Miller y Kusch, de la Universidad de Columbia, 
proporcionaron una verificacion experimental de alta pre¬ 
cision de la ley (para moleculas gaseosas). 

Su aparato se ilustra en la figura 12. Las paredes del 
horno O, que contienen cierta cantidad de metal de talio, 
fueron calentadas, en una serie de experimentos, a una 
temperatura unifonne de 870 ± 4 K. A esta temperatura el 
vapor de talio, a una presion de 3.2 x 10" 3 mm Hg, Ilena 
el homo. Algunas moleculas de vapor de talio escapan por 
la ranura S hacia el espacio al alto vacio afuera del horno, 
cayendo sobre el cilindro giratorio R. Este cilindro, de 
longitud L, tiene un numero de ranuras helicoidales cor- 
tadas dentro de el, una de las cuales se muestra en la 
figura 12. Para una velocidad angular co del cilindro, solo 
pueden pasar a lo largo de las ranuras y sin golpear las 
paredes moleculas de una velocidad v muy definida. La 
velocidad v puede ser hallada a partir de 


tiempo de vuelo a lo largo de la ranura = — 


o bien 



Figura 13 Resultados del experimento para verificar la 
distribucion de Maxwell de la velocidad. Los ci'rculos 
muestran log datos tornados con la temperatura del horno a 
T = 870 K, y los puntos gruesos muestran los datos a T- 944 
K. Al trazar las distribuciones contra v/ v p , las dos 
distribuciones deben ser identicas. La curva de li'nea continua 
es la distribucion de Maxwell. Los datos concuerdan 
notabfemente bien con la curva. 


La> 



donde cp (vease la Fig. 12) es el desplazamiento angular 
entre la entrada y la salida de una ranura helicoidal. 
Entonces, el cilindro giratorio es un selector de veloci¬ 
dad, en el cual se selecciona la velocidad por medio de 
la velocidad angular (controlable) co. La intensidad del 
haz es registrada por el detector D en funcion de la 
velocidad v seleccionada. La figura 13 muestra la notable 
concordancia entre la teoria (la linea continua) y el expe¬ 
rimento (los circulos y los puntos gruesos) para el vapor 
de talio. 

La distribucion de velocidades en el haz (distinguien- 
dola de la distribucion de velocidades en el horno) no es 
proporcional a u 2 e‘ rau2/2 * r , como en la ecuacion 17, sino a 
u 3 e" mu2/2W '. Consideremos un grupo de moleculas en la 
estufa cuyas velocidades caigan en un cierto intervalo 
pequeiio entre v l y v x + 8v, donde u, es menor que la 
velocidad mas probable v p . Siempre podemos hallar otro 
intervalo de velocidad igual 5v, que se extiende de u 2 a u 2 
+ 8 u, donde v 2 , que sera mas grande que v p , se elige de 
modo que los dos intervalos de velocidad contengan el 
mismo numero de moleculas. Sin embargo, escaparan 
de la ranura S mas moleculas en el intervalo mas alto que 
en el mas bajo para formar el haz, porque las moleculas 
del intervalo mas alto “bombardean” a la ranura con una 
frecuencia mas grande, precisamente en un factor vjv r 
Asi, quedando igual todo lo demas, las moleculas rapidas 


tienen la oportunidad de escapar del homo, justamente en 
proporcion a sus velocidades, y las moleculas del haz 
tienen una distribucion v 3 en lugar de una v 2 . Este efecto 
se incluye en la curva teorica de la figura 13. 

Si bien la distribucion de Maxwell de la velocidad para 
los gases concuerda notablemente bien con el experimen¬ 
to en circunstancias ordinarias, no sirve, en cambio, a 
densidades elevadas, donde las hipotesis basicas de la 
teoria cinetica clasica no son validas. En estas circunstan¬ 
cias, debemos emplear distribuciones que se basen en los 
principios de la mecanica cuantica, los cuales estudiare- 
mos en la seccion 24-6. Las distribuciones cuanticas, 
correctas en cualquier circunstancia, se reducen a la dis¬ 
tribucion de Maxwell en la region clasica (a baja densi- 
dad). Entonces, es perfectamente aceptable para nosotros 
emplear la distribucion de Maxwell para gases a densidad 
baja, mientras recordemos que la teoria, como tantas otras 
teorias, es de aplicacion limitada. 


24-4 LA DISTRIBUCION DE 
LAS ENERGIAS 


Puede obtenerse una descripcion altemativa del movi- 
miento de las moleculas si expresamos la distribucion de 
la energia en lugar de la velocidad. Es decir, si busca- 
mos la distribucion n(E), de modo que n(E)dE sea el 
numero de moleculas con energias entre Ey E + dE. 

Este problema fue resuelto por vez primera por Max¬ 
well. Derivamos el resultado, llamado distribucion de 
Maxwell-Boltzmann de la energia, en el caso especial en 
que la energia cinetica de traslacion sea la unica forma de 
energia que puede tener la molecula. 

Consideremos nuevamente la situacion del problema 
muestra 5, en el que obtuvimos la fraccion de moleculas 
de oxigeno con velocidades entre 599 y 601 m/s. Halla¬ 
mos que 0.26% de las moleculas en el recipiente a la 
tempertura de 300 K tienen velocidades en este intervalo. 
Una moleculas de oxigeno con una velocidad de 599 m/s 
tiene una energia cinetica de 9.54 * 10‘ 21 J, y otra con 
una velocidad de 601 m/s tiene una energia cinetica de 
9.60 x 10~ 21 J. ^Que fraccion de las moleculas de oxigeno 
tiene energias cineticas en el intervalo de 9.54 x 10 21 J a 
9.60 x 10- 21 J? 

Un poco de reflexion nos convencera de que esta frac¬ 
cion debe ser tambien de 0.26%. No hay diferencia si 
contamos las moleculas por sus velocidades o por sus 
energias cineticas; mientras situemos a los limites inferior 
y superior del intervalo con sus velocidades y energias 
cineticas correspondientes, contaremos el mismo numero 
de moleculas entre los limites. Es decir, el numero con 
energias cineticas entre E y E + dE es el mismo que el 
numero con velocidades entre uy v + dv. Matematica- 
mente, expresamos esta conclusion como: 
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n(E) dE = n{v) dv, ( 24 ) 

o bien 

n(E) = n(v) ~ . ( 25 ) 

Puesto que la energia es uni cament e cinetica, debemos 
tener que E = fin v 2 o sea v = 7 2 E/m , y entonces 

± = J1(^' 2 ). ( 26 ) 

i/E V m 

Sustituyendo las ecuaciones 17 y 26 en la ecuacion 25, 
obtenemos 

n(E) = ^ —-— E'' 2 e~ E ' kT . (27) 

(kT) 3 ' 2 

La ecuacion 27 es la distribution Maxwell-Boltzmann de 
la energia. A1 derivar este resultado hemos supuesto que 
las moleculas de gas tienen unicamente energia cinetica 
de traslacion. Por lo tanto, esta distribucion se aplica 
unicamente a un gas monoatomico. En el caso de gases 
con moleculas mas complejas apareceran otros factores 
en la ecuacion 27. El factor e' B/kT , sin embargo, es una 
caracteristica general de la distribucion Maxwell-Boltz- 
mann de la energia que esta presente sin importar cual 
sea la forma de la energia E. Este factor se toma a menu- 
do como una estimacion aproximada de la probabilidad 
relativa de que una particula tenga una energia E en 
un conjunto de particulas caracterizadas por una tempera- 
tura T. 

Usando la ecuacion 27, podemos calcular la fraccion 
de las moleculas de gas que tengan energias entre E y 
E + dE, la cual esta dada por n(E)dE/N. Como antes, N 
es el numero total de moleculas, el cual se determina a 
partir de 

^=J o n(E)dE. ( 28 ) 

Un aspecto interesante de la distribucion Maxwell-Boltz- 
mann de la energia es que es precisamente la misma para 
cualquier gas a una temperatura dada, independientemente 
de cual sea la masa de las moleculas (al contrario de lo que 
sucede con la distribucion de Maxwell de la velocidad, 
ecuacion 17, donde la masa aparece explicitamente). In- 
cluso un “gas” de electrones, hasta el punto en que puedan 
ser tratados como particulas clasicas, tiene la misma dis¬ 
tribucion de energia que un gas de atomos pesados. El 
efecto de aumentar la masa m en cierto factor es reducir a 
v 2 en el mismo factor, de modo que el producto mv 2 , y por 
lo tanto la energia cinetica, permanece la misma. 


La energia interna de un gas ideal 

Adquirimos un grado de confianza en este enfoque esta- 
distico a la termodinamica demostrando que reproduce 


resultados identicos con calculos basados en la teoria 
cinetica. Obtengamos por lo tanto el resultado estadistico 
para la energia interna de un gas ideal y comparemoslo 
con nuestro resultado previo. 

Puesto que exist en n(E)dE moleculas con energia entre 
E y E + dE, su contribucion a la energia interna de este 
gas es de En(E)dE. El total de todas esas contribuciones 
da la energia interna del gas: 


E 


int 



En(E) dE, 


y al sustituir a n(E) de la ecuacion 27, obtenemos 


2 N 1 

yfn (kT) 3/2 



E V2 e -m T dE 


En la mecanica estadistica suelen presentarse integrates 
de formas similares a esta. Pongamosla en la forma nor¬ 
mal sustituyendo u = E/kT, lo cual da 


in r°° 

E im = — kT u 3/2 e' u du. 

Jn Jo 

La integral puede ser evaluada (sustituya a u = x 1 y use 
una integral definida del apendice H) para que sea fifn y 
entonces 


E im = ~kTQ^) = lNkT, 


en concordancia con la ecuacion 31 del capitulo 23. Asi, 
la distribucion Maxwell-Boltzmann de la energia es ente- 
ramente consistente con nuestros resultados previos deri- 
vados de la teoria cinetica. 


Problema muestra 7 Halle (a) la energia media y (b) la 
energia mas probable de un gas en equilibrio termico a la tem¬ 
peratura T. 

Solucion ( a ) La energia media E puede expresarse, en analo- 
gia con la ecuacion 19 del problema muestra 6, 

E = -l r [ En(E) dE. (29) 

N Jo 

Sustituyendo a n(E) de la ecuacion 27 y efectuando la integra- 
cion, hallamos 

E = \kT. (30) 

^Es este un resultado esperado? 

(b) Para liallar la energia mas probable, diferenciamos la 
ecuacion 27, igualamos el resultado a cero, y resolvemos para 
la energia. El resultado, cuya derivacion dejamos a usted, es 

E v = hkT. (31) 

Observese que esta no es igual a fin vj , la cual da una energia 

de kT. ^Puede usted explicar por que la energia correspondiente 
a la velocidad mas probable no es la energia mas probable? 


24-5 MOVIMIENTO BROWNIANO* 

La aceptacion de la teoria atomica y molecular durante el 
ultimo cuarto del siglo xix no fue compartida por todos 
los cientificos. A pesar de las muchas concordancias 
cuantitativas entre la teoria cinetica y el comportamiento 
de los gases, no se obtuvo una prueba de la existencia de 
atomos y moleculas por separado, ni se hizo ninguna 
observacion que pudiera demostrar realmente los movi- 
mientos de las moleculas. Ernst Mach (1838-1916) no 
encontraba que tuviera sentido “pensar en el mundo como 
un mosaico, puesto que no podemos examinar por sepa¬ 
rado cada uno de los trozos de piedra”. En los primeros 
dias del desarrollo de la teoria cinetica se habia estable- 
cido que un atomo tendria un diametro de unos 10 7 6 
10’ 8 cm, de modo que nadie esperaba ver realmente a un 
atomo o detectar el efecto de un atomo aislado. 

El lider de la oposicion a la teoria atomica fue Wilhelm 
Ostwald, generalmente considerado “el padre de la qui- 
mica fisica.” El era un acerrimo creyente del principio de 
la conservacion de la energia y consideraba a esta como 
una realidad ultima. Ostwald argumentaba que con el tra- 
tamiento termodinamico de un proceso conocemos todo 
lo esencial respecto al proceso y que hipotesis mecanicas 
mas avanzadas sobre el mecanismo de las reacciones eran 
hipotesis no demostradas. El abandono las teorias atomica 
y molecular, y lucho por liberar a la ciencia “de conceptos 
hipoteticos que no conducen a conclusiones inmediatas 
verificables experimentalmente”. Otros cientificos desta- 
cados se resistian a aceptar la existencia de atomos como 
un hecho cientifico establecido. 

Ludwig Boltzmann combatio esta actitud en un articulo 
en 1897, reforzando la indispensabilidad del atomismo en 
la ciencia natural. El progreso de la ciencia se guia a 
menudo por las analogias de los procesos de la naturaleza 
que ocurren en las mentes de los investigadores. La teoria 
cinetica fue una de estas analogias mecanicas. Como 
sucede con casi todas las analogias, sugiere experimentos 
para probar la validez de nuestras imagenes mentales y 
conduce a investigaciones posteriores y a un conocimien- 
to mas claro. 

Como sucede siempre en tales controversias de la cien- 
cia, la decision depende del experimento. La evidencia 
experimental primera y mas directa de la realidad de los 
atomos fue la prueba de la teoria cinetica atomica dada 
por los estudios cuantitativos del movimiento browniano. 
Estas observaciones convencieron tanto a Mach como a 
Ostwald de la validez de la teoria cinetica y de la descrip- 
cion atomica de la materia en que descansa. La teoria 
atomica gano una aceptacion cuestionable en los ultimos 


* Vease “Brownian Motion”, por Bernard H. Lavenda, Scienti¬ 
fic American, febrero de 1985, pag. 70. 


anos cuando una gran variedad de experimentos conduje- 
ron a los mismos valores de las constantes atomicas 
fundamentales. 

El movimiento browniano se llamo asi en honor del 
botanico ingles Robert Brown, quien descubrio en 1827 
que un grano de polen suspendido en agua muestra un 
movimiento continuo al azar cuando es visto bajo un 
microscopio. Al principio estos movimientos fueron con- 
siderados una forma de vida, pero pronto se encontro que 
particulas inorganicas pequehas se comportaban similar- 
mente. No hubo una explication cuantitativa de este fe- 
nomeno hasta el desarrollo de la teoria cinetica. Entonces, 
en 1905, Albert Einstein desarrollo una teoria del movi¬ 
miento browniano. (La teoria de Einstein aparecio como 
un articulo en el mismo volumen de los Annalen der 
Physik que contenia su famoso trabajo sobre la teoria de 
la relatividad y tambien su trabajo sobre la teoria del 
efecto fotoelectrico.) En sus Not as autobiograficas, Eins¬ 
tein escribe: “Mi objetivo principal en esto fue hallar 
hechos que garantizasen hasta donde fuera posible la 
existencia de atomos de tamano definido. A la mitad de 
ello descrubri que, de acuerdo con la teoria atomistica, 
tendria que haber un movimiento de las particulas micros- 
copicas suspendidas abierto a la observacion, sin saber 
que las observaciones concemientes al movimiento brow¬ 
niano ya hacia tiempo que resultaban familiares.” 

La hipotesis basica de Einstein fue que las particulas 
suspendidas en un liquido o en un gas compartian los 
movimientos termicos del medio y que, en promedio, la 
energia cinetica de traslacion de cada particula es ficT, de 
acuerdo con el principio de la equiparticion de la energia. 
Desde este punto de vista los movimientos brownianos 
eran el resultado de los impactos de las moleculas del 
fluido, y las particulas suspendidas adquieren la misma 
energia cinetica media que las moleculas del fluido. (Re- 
cuerdese que la distribucion Maxwell-Boltzmann de la 
energia es independiente de la masa de las particulas y 
esta determinada unicamente por la temperatura.) 

Las particulas suspendidas son extremadamente gran- 
des comparadas con las moleculas del fluido y estan 
bombardeadas continuamente por ellas desde todos los 
lados. Si las particulas son suficientemente grandes y el 
numero de moleculas es suficientemente grande, numeros 
iguales de moleculas golpean a las particulas por todos 
lados en cada instante. Para particulas mas pequenas y 
menos moleculas el numero de moleculas que golpean a 
diferentes lados de la particula en cualquier instante, 
siendo meramente un asunto del azar, puede no ser igual: 
es decir, ocurren fluctuaciones. De aqui que la particula 
sufra en todo instante una fuerza no balanceada, que 
hace que se mueva de esta o aquella manera. Por lo tanto, 
las particulas actuan precisamente como moleculas muy 
grandes en el fluido, y sus movimientos deben ser cua- 
litativamente los mismos que el movimiento de las mo¬ 
leculas del fluido. Si la constante de Avogadro fuese 
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infinita, no existirfa un desequilibrio estadistico (fluctua- 
ciones) y tampoco un movimiento browniano. Si la cons- 
tante de Avogadro fuese muy pequena, el movimiento 
browniano seria muy grande. De aqui que deberiamos 
estar en posibilidad de deducir el valor de la constante de 
Avogadro a partir de las observaciones del movimiento 
browniano. Profundamente arragiados en esta imagen se 
halla la idea del movimiento molecular y de la pequenez 
de las moleculas. Por lo tanto, el movimiento browniano 
ofrece una prueba experimental sorprendente de las hipo- 
tesis de la teoria cinetica. 

Las particulas suspendidas estan bajo la influencia de 
la gravedad y se irian hasta el fondo del fluido si no fuese 
por el bombardeo molecular que se opone a esta tenden- 
cia. Puesto que las particulas suspendidas se comportan 
como las moleculas de gas, no nos sorprende saber que, 
como en las moleculas de la atmosfera, su densidad decae 
exponencialmente con respecto a la altura en el fluido; 
forman una “atmosfera en miniatura” (vease la seccion 
17-3; el problema 6 del capitulo 23; y el problema 32 de 
este capitulo). Jean Perrin, fisicoquimico frances, confir- 
mo esta prediction en 1908 al determinar el numero de 
particulas pequenas de resina gomosa suspendidas a dife- 
rentes alturas en una gota de liquido (Fig. 14a). A partir 
de sus datos el dedujo un valor de la constante de Avoga¬ 
dro iV A = 6 x 10 23 particulas/mol. Perrin hizo tambien 
mediciones de los desplazamientos de particulas brownia- 
nas en muchos intervalos de tiempo iguales y hallo que 
tenian la distribucion estadistica requerida por la teoria 
cinetica y el desplazamiento medio cuadratico predicho 
por Einstein (Fig. 14 b). Perrin fue premiado con el Premio 
Nobel de Fisica en 1926 por este trabajo, que fue una 
confirmation extraordinariamente precisa de la existencia 
de los atomos. Hoy dia tenemos una evidencia fotografica 
mas directa de la existencia de los atomos (Fig. 15). 


24-6 DISTRIBUCIONES ESTADISTICAS 
CUANTICAS (Opcional) 

Hasta el momento, nuestro estudio de la teoria cinetica y de la 
mecanica estadistica ha implicado la aplicacion de los princi- 
pios clasicos (las leyes de Newton) a las particulas clasicas. Sin 
embargo, cuando consideramos los efectos de la mecanica 
cuantica, las distribuciones estadisticas difieren en gran manera 
de sus contrapartes clasicas y conducen a efectos experimenta- 
les que no tienen analogos clasicos. Existen dos principios de 
la mecanica cuantica que afectan las distribuciones estadisticas 
de las particulas. 

1. En la mecanica cuantica, particulas identicas deben ser 
consideradas como indistinguibles. En el modelo del gas ideal 
que constituye la base de la teoria cinetica supusimos que todos 
los atomos o las moleculas del gas eran identicos. No obstante, 
pudimos seguir (vease, por ejemplo, nuestro uso de la teoria 
cinetica para determinar la presion en la seccion 23-3) el movi¬ 
miento de una particula aislada en su camino a traves de la 



(a) 



Figura 14 (a) Representation de las particulas de resina 
gomosa observadas por Perrin en 1909. Las lineas 
horizontales representan capas a 0.01 cm de separation, y las 
particulas tienen un diametro de 0.6 * 10 ’ cm. (b) El 
movimiento de una particula diminuta, suspendida en agua y 
vista a traves de un microscopio. Los segmentos de linea 
cortos conectan su position a intervalos de 30 s. La 
trayectoria de la particula es un ejemplo de un fractal, curva 
de la que cualquier seccion pequena se parece a toda la curva. 
Por ejemplo, si tomamos a cualquier segmento pequeiio de 
30 s y lo vemos en intervalos mas pequenos, de 0.1 s quiza, 
la grafica del movimiento en ese segmento de 30 s seria 
similar a la figura entera. 


camara. Es decir, supusimos que la molecula es algo distingui- 
ble de sus vecinas, aunque sea identica a ellas en su estructura 
y propiedades. En cambio, esto no es posible en la mecanica 
cuantica. Debemos considerar a las particulas como fisica y 



Figura 15 Mediante un microscopio de barrido con efecto 
tiinel, fisicos de IBM dibujaron en 1990 el monograma de su 
compania usando atomos individuales de xenon. 


matematicamente indistinguibles; en la teoria cuantica no po- 
demos considerar el movimiento de una particula determinada 
del sisteina sin considerar simultaneamente a todas las demas 
particulas identicas. Por ejemplo, despues de una colision entre 
dos particulas identicas tales como las moleculas de un gas, 
desde el punto de vista clasico, nos es posible distinguir cual 
fue la particula incidente y cual la particula golpeada; desde el 
punto de vista cuantico, cualquier particula que saiga de la zona 
de colision tiene un 50% de probabilidad de haber sido la 
particula incidente y un 50% de probabilidad de haber sido 
la particula golpeada. 

2. Dentro del dominio cuantico, las particulas de un sistema 
pueden dividirse en dos closes: aquellas para las que no existe 
limite en el numero de las que pueden estar en determinado 
estado de movimiento, y aquellas para las que el limite es 
precisamente una por estado de movimiento. Podemos consi¬ 
derar esta regia como una regia experimental, basada en las 
observaciones de las propiedades de las dos clases de particulas. 
Sin embargo, esta regia tiene tambien un significado teorico 
profundo subyacente, basado en un resultado que puede deri- 
varse de la teoria cuantica del campo: las particulas de la 
primera clase, para las que el numero en cualquier estado de 
movimiento es ilimitado, todas tienen un l'mpetu angular intrin- 
seco, o “espin” (vease la seccion 13-6) que resulta ser un 
multiplo entero de /i/2tt, donde h es la constante de Planck. Tales 
particulas, de las que son ejemplos los fotones (cuantos de 
radiation electromagnetics) y los atomos del isotopo mas co- 
mun del gas helio, se llaman bosones, y siguen una distribucion 
estadistica llatnada distribution de Bose-Einstein. 

Se encuentra que la segunda clase de particula cuantica, que 
esta restringida a una por estado de movimiento, tiene un l'mpetu 
angular intrinseco medido en multiplos semienteros de h/2n: (i, 
-,...). Las particulas de esta categoria, que incluyen a los 
electrones, los neutrones, y los protones, se llaman fermiones, 
y siguen una distribucion estadistica llamada distribution de 
Fermi-Dirac. 

La restriction de un fermion por estado de movimiento se 
conoce tambien como el principio de exclusion de Pauli y es 
reponsable de las propiedades observadas de los atomos. Los 
estados de movimiento permitido de los electrones en un atomo 
forman un conjunto de niveles discretos de energia (vease la 
seccion 8 - 8 ). Si no fuese por el principio de exclusion de Pauli, 
todos los electrones en un atomo irian finalmente al estado de 
energia mas bajo, y todos los atomos tendrian propiedades 
fisicas y quimicas mas o menos similares. La diversidad de 
nuestro mundo y la propia existencia de la quimica y de la 
biologia son consecuencias directas del principio de exclusion 
de Pauli. 


Problema muestra 8 Un sistema consta de dos particulas, 
marcadas 1 y 2. Las particulas pueden estar en cualquiera de tres 
estados de movimiento posibles, marcados A, B,y C. Halle el 
numero de modos en que pueden estar distribuidas las particulas 
en este sistema si las particulas son (a) clasicas y distinguibles; 

( b ) bosones indistinguibles, y (c) fermiones indistinguibles. (d) 
Suponiendo que todos los arreglos permitidos sean igualmente 
probables, ^cual es la probabilidad de hallar una particula en el 
estado B y la otra en el estado C? 

Solution (a) La tabla siguiente muestra como pueden distri- 
buirse las particulas clasicas entre los tres estados: 


Arreglo 

Estado A 

Estado B 

Estado C 

1 

1,2 



2 


1,2 


3 



1,2 

4 

1 

2 


5 

1 


2 

6 

2 

1 


7 

2 


1 

8 


1 

2 

9 


2 

1 


Son posibles nueve arreglos diferentes. 

( b ) Si se considera que las particulas sean particulas cuanticas 
indistinguibles, entonces las marcas 1 y 2 no tienen ya ningun 
significado. Por lo tanto, no es posible listar las ordenaciones 4 
y 6 como posibilidades por separado; debemos combinar estas 
en un solo arreglo en el que una particula esta en el estado A y 
la otra esta en el estado B. Del mismo modo, los arreglos 5 y 7 
deben contarse como una posibilidad unicamente, lo mismo que 
los arreglos 8 y 9. En este caso, solo son posibles seis arreglos 
diferentes. 

(c) Si las particulas son fermiones, no tnas de una particula 
puede estar en cualquier estado de movimiento. Por lo tanto 1, 
2, y 3 no estan permitidos, y como resultado unicamente son 
posibles tres arreglos (4 + 6 , 5 + 7, y 8 + 9). 

(d) Para las particulas clasicas existen dos arreglos (entre 

nueve) que tienen una particula cada una en los estados By C. 
Por lo tanto, la probabilidad es de 2/9. Para los bosones, existen 
seis arreglos, de los cuales solo uno (la combination 8 + 9) tiene 
una particula en cada uno de los estados B y C. Entonces la 
probabilidad es de 1/6. Para los fermiones, solo estan permitidos 
tres arreglos, y por lo tanto la probabilidad es de 1/3._ 


El problema muestra anterior ilustra las diferencias en las 
distribuciones estadisticas de las particulas clasicas y las dos 
clases de particulas cuanticas; muestra tambien que el resultado 
de una medicion (la probabilidad de una observation) puede ser 
afectado directamente por estas distinciones. 

La funcion de la distribucion de Maxwell-Boltzmann se 
derivo de los principios clasicos y, por lo tanto, es apropiada 
unicamente para describir las particulas clasicas. La parte ca- 
racteristica de esa distribucion es la funcion exponencial 

fUE) = e- E «T. (32) 

A partir de consideraciones estadisticas, puede demostrarse que 
la parte caracteristica correspondiente de la distribucion de 
Bose-Einstein es 
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Figura 16 La funcion caracteristica Fermi-Dirac 
comparada con la funcion de Maxwell-Boltzmann. La 
funcion de Fermi-Dirac difiere en 1 a baja energia y en 0 a 
energia elevada unicamente en un estrecho intervalo de 
ancho kT aproximadamente en las cercanias de la energia E 0 . 



Figura 17 La funcion caracteristica Bose-Einstein 
comparada con la funcion de Maxwell-Boltzmann. Las dos 
concuerdan a energia elevada, donde los efectos cuanticos se 
vuelven despreciables, pero estan sustancialmente en 
desacuerdo a baja energia, donde/ BE se vuelve infinita al 
tender E a E 0 , la cual suponemos aqui que es cero. 


/ be (£) e (E-E 0 )/kT _ | > 

donde la energia E 0 es un parametro que depende de la densidad 
de las particulas y de otros aspectos de su naturaleza. La 
distribucion de Fermi-Dirac se caracteriza por la funcion 

/fd(£) - e (E-E„)/kT j • (-^ 4 ) 

Notese que la diferencia aparentemente menor de un signo en 
los denominadores de las ecuaciones 33 y 34 constituye una 
diferencia drastica en el comportamiento de las particulas des- 
crito por estas dos funciones. Las figuras 16 y 17 ilustran esta 
diferencia. La funcion / BE tiende al infinito cuando la energia 
tiende a E 0 ; entonces, no existe nada que impida que todas las 
particulas de un sistema de bosones vaya a un unico nivel de 
energia. En esta condicion, todas las particulas tienen, en efecto, 
el mismo estado de movimiento, y toda la sustancia se comporta 
cooperativamente. Un ejemplo de tal efecto ocurre en el caso 
del helio liquido ( 4 He), donde el movimiento cooperativo de 
todos los atomos es responsable de su facultad de fluir con una 
viscosidad absolutamente nula aun a traves de la mas angosta 



Figura 18 (a) Por encima de 2.2 K el helio liquido hierve 
normalmente. ( b ) Abajo de 2.2 K, el liquido cesa de hervir 
subitamente. La evaporacion y el enfriamiento pueden 
continuar, pero ocurren sin ebullicion. En esta condicion el 
helio esta en su estado de superfluido. 


de las constricciones. Este efecto se llama superfluidez y ocurre 
cuando el helio es enfriado por debajo de una temperatura de 
2.2 K. (A manera de contraste, el otro isotopo estable de helio, 
3 He, es un fermion y no muestra superfluidez hasta que es 
enfriado por debajo de 0.002 K, temperatura a la cual pueden 
juntarse dos atomos de 3 He para fonnar un sistema molecular 
que se comporta como un boson.) El superfluido se caracteriza 
tambien por una conductividad termica infinita, de modo que la 
ebullicion cesa por debajo de 2.2 K (Fig. 18), y por un efecto 
cooperativo llamado “flujo en pelicula”, en el cual el helio 
puede fluir por las paredes de su recipiente y gotear desde el 
fondo (Fig. 19). Otras aplicaciones en las que la distribucion 
de Bose-Einstein produce resultados diferentes de los de la 
distribucion clasica de Maxwell-Boltzmann incluyen el calculo 
del espectro de radiacion termica emitido por los objetos (vease 
la seccion 49-2 de la version ampliada) y de las capacidades 
calorificas de los solidos (vease la seccion 25-3); en el ulti¬ 
mo caso son los modos vibratorios de los atomos del solido los 
que se comportan cooperativamente y estan sometidos a la 
distribucion. 

Observese, al comparar las figuras 16 y 17, que la distribucion 
de Fermi-Dirac tiene un comportamiento muy diferente a baja 
energia a la distribucion de Bose-Einstein. En lugar de permitir 
que todas las particulas vayan al estado de energia mas bajo, la 
distribucion de Fermi-Dirac permite cuando mas una particula 
en cualquier estado de energia. fiste es exactamente el requisito 
impuesto por el principio de exclusion de Pauli. Ejemplos de 
los efectos que resultan de la aplicacion de la distribucion de 
Fermi-Dirac incluyen la conduccion electrica en los solidos 
(vease el capitulo 53 de la version ampliada de este texto) y las 
propiedades de las estrellas de neutrones. 

La superconductividad (la facultad de ciertos materiales de 
conducir electricidad sin resistencia; vease la seccion 32-8) es 



Figura 19 Una ilustracion del comportamiento cooperativo 
del helio en el estado de superfluido es el flujo en pelicula, 
en el que el liquido dentro del recipiente se desliza 
espontaneamente por las paredes y puede verse 
que gotea en el fondo. 


otro ejemplo del efecto de las diferentes distribuciones estadis- 
ticas cuanticas. Por lo comiin, la conduccion de electrones en 
un solido obedece a la distribucion de Fermi-Dirac, la cual 
impide el comportamiento cooperativo al permitir no mas de un 
electron por estado de movimiento. En un superconductor, dos 
electrones se juntan para formar un par, y los electrones aparea- 
dos se comportan como un boson en lugar de un fermion. Estan 
entonces sometidos a la estadistica de Bose-Einstein, la cual 
permite el comportamiento cooperativo que da lugar a la super¬ 
conductividad. 

Cuando la densidad de las particulas es muy baja o la tempe¬ 
ratura es muy elevada, el termino exponencial de los denomi¬ 
nadores de las ecuaciones 33 y 34 se vuelve mucho mayor de 
1, y el 1 puede ser despreciado. En este caso, tanto/ BE como/^, 
dependen de E como e £/tT , que es la misma dependencia de la 
energia que tiene la / MB . Entonces, las distribuciones cuanticas 
se reducen a la clasica en el limite de baja densidad o de alta 
temperatura. El limite de baja densidad se aplica en el caso de 
un gas; como descubrimos en el problema muestra 3, la distan- 
cia media entre las moleculas de un gas es tipicamente de 
mas de 10 diametros moleculares, y una molecula puede reco- 
rrer varios cientos de diametros antes de encontrar a otra mo¬ 
lecula. Por lo tanto, la indistinguibilidad de las moleculas no 
afecta nuestra facultad de seguir el curso de las moleculas de 
gas, y la distribucion clasica proporciona una representacion 
muy precisa de las propiedades del gas. No obstante, en los 
liquidos y en los solidos el espaciamento medio se aproxima 
mas a 1 diametro molecular, y la distribucion clasica por lo 
comiin no es aplicable. ■ 


PREGUNTAS 


1. Considere el caso en que el recorrido libre medio es mayor 
que la dimension mas grande de un recipiente. ^Es este un 
vacio perfecto para una molecula en esta vasija? 

2. Liste las maneras eficaces de aumentar el numero de 
colisiones moleculares por unidad de tiempo en un gas. 

3. De una explicacion cualitativa de la conexion entre el 
recorrido libre medio de las moleculas de amoniaco en 
el aire y el tiempo que tarda en sentirse el olor del amo¬ 
niaco cuando se abre una botella en el otro lado del salon. 

4. Considere el principio de Arquimedes aplicado a un gas. 
^No es verdad que una vez que aceptamos el modelo de 
la teoria cinetica de un gas necesitamos una nueva expli¬ 
cacion de este principio? Por ejemplo, supongamos que 
el recorrido libre medio de una molecula de gas es com¬ 
parable a la profundidad del cuerpo sumergido en el gas, 
o mayor.^Cual es entonces el origen de la fuerza de 
flotacion? (Vease “Archimedes’ Principle in Gases”, por 
Alan J. Walton, Contemporary Physics, marzo de 1969, 
pag. 181.) 

5. Un gas puede transmitir unicamente aquellas ondas sono- 
ras cuya longitud de onda sea larga comparada con el re¬ 
corrido libre medio. ^Puede usted explicar esto? Describa 
una situacion en la cual esta limitacion seria importante. 


6. Si las moleculas no son esfericas, ^que significado pode- 
mos dar a d en la ecuacion 16 para el recorrido libre me¬ 
dio? /,En que gases actuarian las moleculas en la forma 
mas parecida a esferas rigidas? 

7. ^En que sentido es el recorrido libre medio una propie- 
dad macroscopica de un gas en lugar de una microsco- 
pica? 

8. Supongamos que eliminamos la hipotesis de las colisiones 
elasticas en la teoria cinetica y consideramos a las mole¬ 
culas como centro de fuerza que actiia a distancia. ^Tiene 
algun significado el concepto de recorrido libre medio en 
estas circunstancias? 

9. Puesto que la fuerza real entre las moleculas depende de 
la distancia entre ellas, las fuerzas pueden causar disper- 
siones aun si las moleculas estan lejos de “estar en con- 
tacto” entre si. Ademas, la dispersion causada dependeria 
de que tan largo sea el tiempo en que actuan estas fuerzas 
y por lo tanto de la velocidad relativa de las moleculas. (a) 
^Esperaria usted que el recorrido libre medio medido 
dependa de la temperatura, aun cuando la densidad per- 
manezca constante? ( b ) De ser asi, ^esperaria usted que A 
aumente o disminuya con la temperatura? (c) ^Como 
interviene esta dependencia en la ecuacion 16? 
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10. Cuando una lata de nueces de diferente tamano se sacude, 
ipor que la nuez mas grande acaba generalmente en la 
superficie, aun cuando es mas densa que las otras? 

11. En una cantidad fija de gas, ^como se afectarfa el recorrido 
libre medio si ( a ) la densidad del gas se duplica, ( b ) 
la velocidad molecular media se duplica, y (c) si tanto la 
densidad como la velocidad molecular media se duplican? 

12. Justifique cualitativamente la aseveracion de que, en una 
mezcla de moleculas de diferentes clases en completo 
equilibrio, cada clase de molecula tiene la misma distri¬ 
bucion de Maxwell de la velocidad que la que tendria si 
no estuviesen presentes las otras clases. 

13. Un gas consta de N particulas. Explique por que u rai5 > v 
cualquiera que sea la distribucion de velocidades. 

14. ^Que observacion es una buena evidencia de que no todas 
las moleculas de un cuerpo se mueven con la misma 
velocidad a una temperatura dada? 

15. La fraccion de moleculas dentro de un intervalo A u dado 
de la velocidad rmc disminuye al elevarse la temperatura 
de un gas. Explique. 

16. (a) ^Tienen la mitad de las moleculas de un gas en equi¬ 
librio termico velocidades mas grandes que u p ? ^Que v? 
iQue vljl ( b ) ^Que velocidad — v p , v, o u nns — corres- 
ponde a una molecula que tenga energia cinetica prome- 
dio? 

17. Considere la distribucion de velocidades mostrada en la 
figura 20. (a) Liste u nlls , 7>, y u p en orden de velocidad 
creciente. (b) ^Como se compara esto con la distribucion 
maxwelliana? 

18. La figura 21 muestra la distribucion de la componente x 
de las velocidades de las moleculas en un recipiente a 
una temperatura fija. (a) La distribucion es simetrica con 
respecto a v x = 0 ; haga esto posible. (b) ^Que representa 
el area total bajo la curva? (c) ^Cotno cambiaria la distri¬ 
bucion al aumentar la temperatura? ( d) ( ;Cual es el valor 
de v x mas probable? (e) ^Es la velocidad mas probable 
igual a cero? Explique. 

19. El sistema de ranura de la figura 12 selecciona unicamente 
aquellas moleculas que se muevan en la direccion +x. 
^Destruye esto la validez del experimento como una me- 


PROBLEMAS 

Section 24-1 Distribuciones estadisticas y valores medios 

1. Suponga que tiene usted una coleccion de N objetos. El 
numero de maneras en que puede usted seleccionar a n de 
estos, si el orden no es importante, es N./n! (N - n)! 
Usando esta formula, derive la ecuacion 5. ( Sugerencia: 
Divida una baraja en 13 de corazones y 39 de las demas. 
^De cuantas maneras puede usted seleccionar h corazones 
de entre los 13? ^De cuantas maneras puede usted selec¬ 
cionar 13 - h cartas de entre las 39 cartas que no sean de 



Figura 20 Pregunta 17. 


n(v z ) 



Figura 21 Pregunta 18. 


dida de la distribucion de velocidades de las moleculas 
que se mueven en todas direcciones? 

20. Liste ejemplos del movimiento browniano en los fenome- 
nos ffsicos. 

21. ^Ocurriria el movimiento browniano en un espacio libre 
de gravedad? 

22. Una pelota de golf esta suspendida del techo por medio de 
un cordon largo. Explique en detalle por que su movimien¬ 
to browniano no es visible. 

23. Hemos definido p„ como el numero de moleculas por uni- 
dad de volumen de un gas. Si definimos a p„ para un vo- 
lumen muy pequeiio de un gas, digamos, uno igual a 10 
veces el volumen de un atomo, entonces p„ fluctua con el 
tiempo dentro del intervalo entre cero y algun valor ma- 
ximo. ^Como podemos entonces justificar la afirmacion 
de que p„ tiene un valor definido en cada punto de un gas? 


corazones? ^Cuantas maneras existen para seleccionar 
13 cartas cualesquiera de la baraja?) 

Section 24-2 Recorrido libre medio 

2. Sustituya la ecuacion 10 en la ecuacion 12 y evaltie las 
integrales para obtener la ecuacion 13. 

3. El denominador de la ecuacion 12 es igual al numero total 
de particulas N. Use esto para demostrar que la constante 
A de la ecuacion 14 esta dada por A = N/X. 


4. A 2500 km sobre la superficie de la Tierra la densidad es 
de 1.0 molecula/cm 3 aproximadamente. (a) /,Que recorri¬ 
do libre medio se predice segun la ecuacion 16 y (b) ^cual 
es su significado en estas condiciones? Suponga un dia- 
metro molecular de 2.0 x 10' 8 cm. 

5. A la temperatura y presion estandar (0°C y 1.00 atm) el 
recorrido libre medio en el gas helio es de 285 nm. 
Determine (a) el numero de moleculas por metro cubico 
y (b) el diametro efectivo de los atomos de helio. 

6 . En cierto acelerador de particulas los protones viajan 
alrededor de una trayectoria circular de 23.5 m de diame¬ 
tro dentro de una camara con 1.10 x 10 " 6 mm Hg de presion 
y 295 K de temperatura. (a) Calcule el numero de mole¬ 
culas de gas por metro cubico a esta presion. ( b ) ^Cual es 
el recorrido libre medio de las moleculas del gas en estas 
condiciones si el diametro molecular es de 2.20 x 10" 8 cm? 

7. El recorrido libre medio X de las moleculas de un gas 
puede ser determinado a partir de mediciones (por ejem- 
plo, a partir de la medicion de la viscosidad del gas). A 
20.0°C y 75.0 cm Hg de presion tales mediciones dan 
valores de A Ar (argon) = 9.90 x 10 " 6 cm y X N2 (nitrogeno) = 
27.5 x 10 " 6 cm. (a) Halle la razon entre los diametros de 
la seccion transversal efectiva del argon al nitrogeno. (b) 
^Cual seria el valor del recorrido libre medio del argon a 
20.0°C y 15.0 cm Hg? (c) ^Cual seria el valor del recorrido 
libre medio del argon a -40.0°C y 75.0 cm Hg? 

8 . Calcule el recorrido libre medio de 35 capsulas esfericas 
en un frasco que es agitado vigorosamente. El volumen 
del frasco es de 1.0 L y el diametro de una capsula es de 
1.0 cm. 

9. i A que frecuencia seria la longitud de onda del sonido del 
orden del recorrido libre medio en nitrogeno a 1.02 atm 
de presion y 18.0°C? Considere que el diametro de la 
molecula de nitrogeno es de 315 pm. Vease el problema 
42 del capitulo 23. 

10. (a) Halle la probabilidad de que una molecula recorra una 
distancia cuando menos igual al recorrido libre medio 
antes de su proxima colision. (b) ^A que distancia desde 
la ultima colision es la probabilidad de haber sufrido la 
proxima colision igual a i? De la respuesta en terminos del 
recorrido libre medio. 

11. En el problema muestra 3, ^a que temperatura es igual a 
6.0 x 10 9 s ' 1 la cantidad promedio de colision? La presion 
permanece sin cambio. 

Section 24-3 La distribution de las velocidades moleculares 

12. Las velocidades de un grupo de diez moleculas son 2, 3, 
4, . . ., 11 km/s. (a) Halle la velocidad media del grupo. 
(b) Calcule la velocidad raiz media cuadratica del grupo. 

13. (a) Diez particulas se mueven con las velocidades siguien- 
tes: cuatro a 200 m/s, dos a 500 m/s, y cuatro a 600 m/s. 
Calcule las velocidades media y media cuadratica. ^Es v nns 
> u? (b) Construya su propia distribucion de la velocidad 
de las 10 particulas y demuestre que > v para su 
distribucion. (c) ^En que condiciones (si existen tales) se 
hace - v? 

14. Se le da a usted el siguiente grupo de particulas (n j repre¬ 
senta el numero de particulas que tienen una velocidad v,): 


n, v, (km/s) 

2 1 

4 2 

6 3 

8 4 

2_5_ 

(a) Calcule la velocidad media v. ( b ) Calcule la veloci¬ 
dad media cuadratica v nra . (c) Entre las cinco velocidades 
mostradas, ^cual es la velocidad mas probable v p para todo 
el grupo? 

15. En el aparato de Miller y Kusch (vease la Fig. 12) la 
longitud L del cilindro giratorio es de 20.4 cm y el angulo 
(j> es 0.0841 rad. ^Que velocidad rotatoria corresponde a 
una velocidad seleccionada v de 212 m/s? 

16. Se halla que la velocidad mas probable de las moleculas 
en un gas a temperatura T 2 es la misma que la velocidad 
rms de las moleculas de este gas cuando su temperatura es 
T v Calcule TJT V 

17. Dos recipientes estan a la misma temperatura. El primero 
contiene gas a una presion p { cuyas moleculas tienen una 
masa m i con una velocidad media cuadratica u mpll . El 
segundo contiene moleculas de masa m 2 a la presion 2 p, 
que tienen una velocidad media u 2 = 2 v nns . Halle la razon 
mjm 2 de las masas de sus moleculas. 

18. Un gas, no necesariamente en equilibrio termico, consta 
de N particulas. La distribucion de la velocidad no es 
necesariamente maxwelliana. (a) Demuestre que > v 
cualquiera que sea la distribucion de las velocidades. ( b) 
^Cuando se obtendria la igualdad? 

19. Demuestre que, para atomos de masa m que emerjan como 
un haz de una pequena abertura en una est ufa a te mpera- 
tura T, la velocidad mas probable es u p = V 3 kT/m. 

20. Un atomo de germanio (diametro = 246 pm) escapa de un 
horno (T = 4220 K) con la velocidad media cuadratica 
hacia una camara que contiene atomos de argon frio 
(diametro = 300 pm) a una densidad de 4.13 x 10 19 ato- 
mos/cm 3 . (a) ^Cual es la velocidad del atomo de germa¬ 
nio? (b) Si el atomo de germanio y el atomo de argon 
chocan, ^cual es la distancia minima entre sus centros, 
considerando que cada uno sea esferico? (c) Halle la 
frecuencia de colision inicial experimentada por el atomo 
de germanio. 

21. Para la distribucion hipotetica de la velocidad del gas de 
N particulas mostrado en la figura 22 \n( v) = C v 2 ,0 < v < 
v 0 ; n(v) = 0, v > nj, halle ( a ) una expresion para C en 
terminos de N y v 0 , ( b ) la velocidad promedio de las 
particulas, y (c) la velocidad rmc de las particulas. 

22. Un gas hipotetico de N particulas tiene la distribucion de 
velocidad mostrada en la figura 23 [n( v) ** 0 para v>2 u q j. 
(a) Exprese a en terminos de N y v 0 . (b) ^Cuantas particu¬ 
las tienen velocidades entre 1.50i> 0 y 2.00u 0 ? (c) Exprese 
la velocidad promedio de las particulas en terminos de v 0 . 
(d) Halle D n , 

23. Para un gas en el que todas las moleculas viajen con 
la misma velocidad u, demuestre que = jU en lugar 
de /lo (que es el resultado obtenido al considerar la 
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Figura 22 Problema 21. 



Figura 23 Problema 22. 


distribucion real de las velocidades moleculares). Vease 
la ecuacion 16. 

Seccion 24-4 La distribucion de las energias 

24. Calcule la fraccion de las particulas en un gas que se 
muevan con energia cinetica de traslacion entre O.OljfcTy 
0.03kT. ( Sugerencia: Para E «kT, el termino e~ mT de la 
ecuacion 27 puede ser reemplazado por 1 - E/kT. £Por 
que? 

25. (a) Halle £ nns usando la distribucion de la energia de la 
ecuacion 27. (b) i?or que es E nm * Un u 2 nns , en donde u mls 
esta dada por la ecuacion 22? 

26. Halle la fraccion de las partl'culas en un gas que tengan 
energias cineticas de traslacion dentro de un intervalo de 
0.02kT centrado en la energia mas probable E p . ( Sugeren¬ 
cia : En esta region, n(E) - constante. ^Por que?) 

Seccion 24-5 Movimiento browniano 

27. La velocidad media cuadratica de las moleculas de hi- 
drogeno a 0°C es de 1840 m/s. Calcule la velocidad 
de las particulas coloidales de “masa molar” 3.2 x 10 6 
g/mol. 

28. En un liquido a 26°C se encuentran suspendidas particulas 
de masa 6.2 x 10 14 g y se observa que tienen una velocidad 
media cuadratica de 1.4 cm/s. Calcule el numero de Avo- 
gadro a partir del teorema de equiparticion y de estos 
datos. 


29. Calcule la velocidad media cuadratica de particulas de 
humo de masa 5.2 * 10 14 g en el aire a 14°C y 1.07 atm 
de presion. 

30. Una balanza de resorte muy sensible tiene una constante 
de fuerza de 0.44 N/m. Vibra al azar debido al bombardeo 
de las moleculas del aire sobre el objeto que soporta 
(fluctuaciones termicas). (a) Halle el desplazamiento rms 
del objeto a partir de su posicion de equilibrio a 31°C. 
( Sugerencia : Considere que la energia promedio del mo¬ 
vimiento al azar sea kT. ^Por que?) (b) Determine la 
incertidumbre en una determinacion del peso debido a este 
efecto. 

31. En el espacio interestelar existen particulas solidas muy 
pequenas, llamadas granos. Son bombardeadas continua- 
mente por atomos de hidrogeno del gas interestelar circun- 
dante. Como un resultado de estas colisiones, los granos 
ejecutan un movimiento browniano tanto en la traslacion 
como en la rotacion. Supongase que los granos sean esfe- 
ras uniformes de 4.0 x 10 ' 6 cm de diametro y 1.0 g/cm 3 de 
densidad, y que la temperatura del gas sea de 100 K. Halle 
(a) la velocidad media cuadratica de los granos entre 
colisiones y ( b ) la razon aproximada (rev/s) a la cual estan 
girando los granos. 

32. Particulas coloidales en solucion son flotadas por el liqui¬ 
do en que estan suspendidas. Sea p' la densidad del liquido 
y p la densidad de las particulas. Si V es el volumen de 
una particula, demuestre que el numero de particulas por 
unidad de volumen en el liquido varia con la altura segun 

« = *o exp V (P~ P')8 . 

donde n 0 es el numero de particulas a la altura h = 0. Esta 
ecuacion fue probada por Perrin en sus estudios del movi¬ 
miento browniano. 

Seccion 24-6 Distribuciones estadisticas cudnticas 

33. ^De cuantas maneras pueden distribuirse en dos estados 
tres (a) particulas clasicas distinguibles y (b) bosones 
indistinguibles? 

34. (a) i A que energia E es f m (E) = 4? ( b ) ^Cual es el valor 
de f BE (E) a la energia hallada en (a)? 

Proyecto para la computadora 

35. Muchas computadoras tienen un generador de niimeros al 
azar, el cual puede utilizarse para “dar” una mano de 13 
naipes. Por ejemplo, asignando a cada naipe un valor 
numerico de 1 a 52 y generando luego un numero al azar 
en ese intervalo, podemos “dar” un naipe al azar a partir 
de una baraja de 52 naipes. Usando esta tecnica, de una 
mano de 13 naipes y determine el numero de corazones. 
Repita 1000 veces y trace un histograma similar al de la 
figura 2. Compare sus resultados con las predicciones de 
la ecuacion 5. 


CAPITULO 25 


EL CALOR 
Y LA PRIMERA LEY 
DE LA TERMODINAMICA 


En el capitulo 22 hemos presentado la nocion de sistemas en contacto termico. Si sus 
temperaturas son diferentes inicialinente, los sistemas intercambiardn energia hasta que 
alcancen el equilibrio termico. En este capitulo estudiamos este flujo de energia entre dos 
cuerpos, al cual llamamos calor. Describimos aqui tambien los efectos de transferir color a un 
cuerpo, lo cual debe implicar un aumento de temperatura o un cambio de estado, como de 
solido a liquido o de liquido a vapor. Por ultimo, relacionamos los conceptos de calor, energia 
interna, y trabajo por medio de la primera ley de la termodinamica, un enunciado de la 
conservacion de la energia. En esencia, este tema continua y amplia el programa que 
comenzamos en los capitulos 7y 8, donde presentamos por vezprimera el concepto de energia. 



25-1 EL CALOR: ENERGIA 
EN TRANSITO_ 


Es una observacion comun que si situamos un objeto 
caliente (digamos, una taza de cafe) o un objeto frio (un 
vaso de agua helada) en un entomo a la temperatura 
ambiente ordinaria, el objeto tendera hacia el equilibrio 
termico con su entomo. Esto es, el cafe se enfria y el agua 
helada se calienta; la temperatura de cada uno se acerca a 
la temperatura del entomo. 

Parece claro que tales aproximaciones al equilibrio 
termico deben implicar cierta clase de intercambio de 
energia entre el sistema y su entomo.* Definimos al calor 
(simbolo Q) como la energia que se transfiere, como lo 
que va del cafe a la habitacion o de la habitacion al agua 
helada. De manera general, adoptamos la definition si- 
guiente: 


* Este punto de vista no siempre fue defendido p6r los cientifi- 
cos. En el siglo xviii se creia que un material fluido, llatnado 
calorico, era intercambiado entre los cuerpos a temperaturas 
diferentes. En el siglo XIX, los experimentos llevados a cabo por 
Benjamin Thompson (mas tarde conocido como el Conde Rum- 
ford de Baviera) demostraron concluyentemente que el trabajo 
mecanico podia producir calor, lo cual dio por resultado la 
identification del calor como una forma de energia y condujo 
al desarrollo de la ley de la conservacion de la energia. 


El calor es energia que fluye entre un sistema y su 
entomo en virtud de una diferencia de temperatura 
entre ellos. 

La figura 1 resume este punto de vista. Si la temperatura 
T s de un sistema es menor que la temperatura T E del 
entomo, fluye calor en el sistema. Elegimos nuestra con¬ 
vention de signos de modo que Q sea positivo en este 
caso; usted puede concebir esto como un proceso en el 
que la energia interna del sistema aumenta. A la inversa, 
cuando T s > T E , el calor fluye hacia afuera del sistema, y 
hacemos que Q para el sistema sea negativo. 

Ya que el calor es una forma de energia, sus unidades 
son las de la energia, es decir, el joule (J) en el sistema SI. 
Antes de que se reconociera que el calor es una forma de 
energia, se le asignaban otras unidades. En ciertos casos 
estas unidades estan aun en uso hoy dia, especificamente 
la caloria (cal) y la unidad termica britanica (Btu). Se 
relacionan con el joule de acuerdo con 

1 cal = 4.186 J y 1 Btu = 1055 J 

La “caloria” en uso comun como una medida de la nutri¬ 
tion (Cal) es en realidad una kilocaloria; esto es, 

1 Cal = 1000 cal = 4186 J 

El Btu se encuentra todavia comunmente como una me¬ 
dida de la facultad de un acondicionador de aire para 
transferir energia (como calor) de una sala al ambiente 
exterior. Por lo tanto, un acondicionador de aire tipico en 
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Ts <Te r s = 2% Ts >Tt 

(a) ( b ) (0 

Figura 1 (a) Si la temperatura T s de un sistema es menor que la temperatura T E de su entomo, 
el calor fluye hacia el sistema hasta que se establece el equilibrio termico, como en ( b ). (c) Si la 
temperatura de un sistema es mayor que la de su entorno, el calor fluye hacia afuera del sistema. 


una sala especificado a 10,000 Btu/h puede extraer alre- 
dedor de 10 7 J de la sala cada hora y transferirlos al 
ambiente exterior. 

Conceptos erroneos con respecto al calor 

El calor es similar al trabajo en tanto que representa un 
medio para la transferencia de la energia. Ni el calor ni el 
trabajo son una propiedad intrinseca de un sistema; esto 
es, no podemos decir que un sistema “contiene” cierta 
cantidad de calor o de trabajo. En cambio, decimos que 
puede transferir una cierta cantidad de energia en forma 
de calor o de trabajo en ciertas condiciones especificas. 

Parte de la confusion con respecto al significado preciso 
del calor proviene del uso popular del termino. A menudo 
se usa la palabra calor cuando lo que realmente se quiere 
decir es temperatura o quizas energia interna. Cuando 
oimos hablar del calor en relacion al clima, o cuando cier¬ 
tas instrucciones de cocina indican “calientese a 300 gra- 
dos”, se hace referencia a la temperatura. En cambio, 
oimos tambien alusiones al “calor generado” por las ba- 
latas de los frenos de un automovil o por el frotamiento 
rapido de las palmas de las manos. En este caso, como 
veremos, es usualmente la energia interna a lo que se hace 
referencia. Una clave para el uso apropiado parte de la 
definicion del calor: cuando frotamos nuestras manos, se 
lleva a cabo un trabajo entre ellas, aumentando por lo tanto 
su energia interna y elevandose su temperatura. Este ex- 
ceso de energia puede entonces ser transferido al entomo 
como calor, porque las manos estan a una temperatura mas 
alta que el entomo. 

El equivalente mecanico del calor 

En el pasado, cuando la caloria se definia independien- 
temente como una unidad de calor, fue necesario determi- 
nar una relacion empirica entre la caloria y el joule. Esto 
lo hizo por vez primera James Joule en 1850, en un 
experimento para determinar el equivalente mecanico del 


calor. En la figura 2 se muestra un diagrama del aparato 
de Joule. Basicamente, el trabajo mecanico W efectuado 
por las pesas al caer (medido en joules) produce una 
elevacion de temperatura mensurable en el agua. La calo¬ 
ria se definio originalmente como la cantidad de calor 
necesaria para elevar la temperatura de 1 g de agua de 14.5 
a 15.5°C. A partir del aumento de temperatura medido en 
el agua, Joule fue capaz de deducir el numero de calorias 
de calor Q que producirian la misma elevacion de tempe¬ 
ratura al ser transferidos desde alguna fuente externa a una 
cantidad igual de agua a la misma temperatura inicial. El 
trabajo W efectuado sobre el agua por las pesas al caer (en 
joules) producia por lo tanto una elevacion de la tempera¬ 
tura equivalente a la absorcion por el agua de cierto calor 
Q (en calorias), y a partir de esta equivalencia fue posible 
determinar la relacion entre la caloria y el joule. El resul- 
tado del experimento de Joule, y de otros que le siguieron, 
proporciono durante casi 100 anos una conversion entre 
el joule y la caloria. Hoy dia, despues de la adopcion en 
1948 del joule como la unidad de calor en el SI, expresa- 



Figura 2 Aparato de Joule para medir el equivalente 
mecanico del calor. Al caer las pesas hacen girar a las paletas 
que agitan el agua del recipiente, elevando asi su temperatura. 
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mos todas las cantidades relacionadas con la energia, 
como el calor y el trabajo, en J, y asi este factor de 
conversion ha perdido la importancia que tuvo en e 
tiempo de Joule. No obstante, la labor de Joule es todavia 
notable por la destreza e ingenuidad de sus experimentos, 
por su precision (los resultados de Joule difieren en 1 % 
unicamente de la relacion definida por el SI entre joule y 
caloria), y por la directriz que proporciono para demostrar 
que el calor, igual que el trabajo, podia verse apropiada- 
mente como un medio para transferir energia. 


25-2 CAPACIDAD CALORIFICA 
Y CALOR ESPECIFICO 


Podemos cambiar el estado de un cuerpo intercambiando 
energia en la forma de calor, o forma de trabajo. Una 
propiedad de un cuerpo que puede cambiar en tal proceso 
es su temperatura T. El cambio de temperatura AT que 
corresponde a la transferencia de una cantidad de energia 
calorifica Q en particular dependera de las circunstancias 
bajo las cuales se transfiera el calor. Por ejemplo, en el 
caso de un gas confmado en un cilindro con un embolo 
movil, podemos anadir calor y mantener fijo al embolo 
(por lo tanto manteniendo el volumen constante), o podemos 
anadir calor y permitir que el embolo se mueva pero se 
conserve constante la fuerza sobre el embolo (por lo tanto 
manteniendo al gas bajo presion constante). Incluso pode¬ 
mos cambiar la temperatura efectuando un trabajo sobre un 
sistema, como al frotar entre si a dos objetos que entre 
uno y otro ejerzan fuerzas de friccion; en este caso, no es 
necesario que ocurra una transferencia de calor. 

Es conveniente definir la capacidad calorifica C de un 
cuerpo como la razon entre la cantidad de calor Q sumi- 
nistrada al cuerpo durante cualquier proceso y su cambio 
de temperatura AT correspondiente; esto es, 



( 1 ) 


La palabra “capacidad” puede crear confusion porque sugie- 
re la aseveracion, esencialmente sin significado, de la can¬ 
tidad de calor que puede contener un cuerpo , mientras 
que lo que se quiere decir es simplemente la energia por 
cada grado de cambio de temperatura que se transfiere como 
calor cuando la temperatura del cuerpo cambia. 

La capacidad calorifica por unidad de masa de un 
cuerpo, llamada capacidad calorifica especifica, o sim 
plemente calor especifico, como es lo usual, es caracte- 
ristica del material de que esta compuesto el cuerpo. 


C' Q 
m m AT' 


( 2 ) 


La capacidad calorifica es caracteristica de un objeto en 
particular, pero el calor especifico caracteriza a una sus- 


tancia. Entonces podemos hablar, en primer termino, de 
la capacidad calorifica de una moneda de cobre pero, por 
otra parte, del calor especifico del cobre. 

Ni la capacidad calorifica de un cuerpo ni el calor 
especifico de un material son constantes; ambos dependen 
de la temperatura (y posiblemente de otras variables, 
como la presion). Las ecuaciones anteriores dan unica¬ 
mente valores promedio de estas cantidades en el inter- 
valo de temperatura AT. En el limite, cuando AT -* 0, 
podemos hablar del calor especifico a una temperatura T 
en particular. 

Podemos hallar el calor que debe ser proporcionado 
a un cuerpo de masa m, cuyo material tenga un calor 
especifico c, para aumentar su temperatura desde la tem¬ 
peratura inicial 71 hasta la temperatura final T f dividien- 
do el cambio de temperatura en N pequehos intervalos 
AT n , suponiendo que c n sea constante en cada pequeno 
intervalo, y sumando las contribuciones a la transferen¬ 
cia de calor total de todos los intervalos n = 1, 2, . .., N. 
Esto da 

Q=^mc n AT n . (3) 

n— 1 

En el limite diferencial esta resulta 

<2 = m j c dT, (4) 

donde c puede ser una funcion de la temperatura. A 
temperaturas ordinarias y dentro de intervalos de tempe¬ 
ratura ordinarios, puede considerarse que los calores es- 
pecificos son constantes. Por ejemplo, el calor especifico 
del agua varia en menos de 1 % en el intervalo entre 0 C 
y 100°C. Por lo tanto, podemos escribir la ecuacion 4 de 
una manera mas general 

Q = mc{T ( —T i )- (5) 

La ecuacion 2 no define al calor especifico en una forma 
unica. Debemos tambien especificar las condiciones bajo 
las cuales se ahade el calor Q al material. Una condicion 
comun es que la muestra permanezca a una presion atmos- 
ferica normal (constante) mientras anadimos el calor, pero 
existen muchas otras posibilidades, cada una de las cuales 
conduce, por lo general, a un valor de c diferente. Para 
obtener un valor unico de c debemos indicar las condicio¬ 
nes, tales como calor especifico a presion constante c p , 
calor especifico a volumen constante c v , y asi sucesiva- 
mente. 

La tabla 1 muestra los valores de las capacidades calo- 
rificas especificas de un numero de sustancias comunes, 
medidas en condiciones de presion constante. Si bien, las 
unidades se expresan en terminos de K, podemos tambien 
trabajar con temperaturas en °C, porque una diferencia de 
temperatura en C° es igual a la misma diferencia de tem¬ 
peratura en K. 










610 Capitulo 25 El color y la primera ley de la termodindtnica 


Seccion 25-3 Capacidades calorificas de los solidos 611 


TABLA 1 CAPACIDADES CALORIFICAS 
DE ALGUNAS SUSTANCIAS’ 

Capacidad Capacidad 

calorifica especifica calorifica molar 
Sustancia _ (J/kg • K) _ (J/mol • K) 

Solidos elementales 


Plomo 

129 

26.7 

Tungsteno 

135 

24.8 

Plata 

236 

25.5 

Cobre 

387 

24.6 

Carbono 

502 

6.02 

Aluminio 

900 

24.3 

Otros solidos 

Laton 

380 


Gran i to 

790 


Vidrio 

840 


Hielo (-10° C) 

2220 


Liquidos 

Mercurio 

139 


Alcohol etilico 

2430 


Agua de mar 

3900 


Agua 

4190 



1 Medidas a la temperatura ambiente y la presion atmosferica a menos 
que se indique otra cosa. 


Problema muestra 1 Una muestra de cobre cuya masa m c es 
de 75 g se calienta en una estufa de laboratorio a una temperatura 
T de 312°C. El cobre se deja caer luego en un vaso de precipi- 
tados que contiene una masa im, (= 220 g) de agua. La capacidad 
calorifica efectiva C b ' del vaso es de 190 J/K. La temperatura 
inicial T j del agua y del vaso es de 12.0°C. ^Cual es la tempera¬ 
tura final comun T t del cobre, el vaso, y el agua? 

Solucion Consideremos como nuestro sistema al agua + el 
vaso + el cobre. Ningiin calor entra o sale de este sistema, de 
modo que la suma algebraica de las transferencias calorificas 
internas que ocurren debe ser cero. De aqui que 

calor que fluye hacia el agua: Q, - i>i t cfT t - T), 
calor que fluye hacia el vaso: (? v = C' v {T f - Tj, 
calor que fluye hacia el agua: Q t = m e c t {T, - T). 

La diferencia de temperatura es igual, en todos los casos, a la 
temperatura final menos la temperatura inicial. Vemos por 
inspeccion que Q, y <? v son positivos (indicando que el calor ha 
sido transferido hacia el agua y hacia el vaso) y que Q c es 
negativo (indicando que el calor ha sido transferido desde el 
cobre). 

Puesto que toda la energia que sale de un objeto en este 
sistema aislado entra en otro objeto, la conservacion de la 
energia (calor) requiere que 

2 0 = 0 ( 6 ) 

o bien 

Q. + a + Qc = o. 

Sustituyendo las expresiones de la transferencia de calor de 
antes, nos da 

m,c, (7>- + CUT,-T,) + m c c c (T { -T) = 0. 

Resolviendo para T, y sustituyendo, tenemos que 


T _ m.c, 7, 4 C'J, +m c c c T 
f w/,c t + Cl + m c c c 

(0.220 kgX4190 J/kg• Kx 12X) + (190 J/KX12 “C) + (0.075 kgX386 J/kg ■ KX312 1 'C) 
(0.220 kgX4190 J/kg- K) + 190 J/K + (0.075 kgX386 J/kg-K) 

= 19.6°C. 

Observese que, a causa de que todas las temperaturas fueron 
parte de las diferencias de temperatura, podemos usar °C en esta 
expresion. Sin embargo, en la mayoria de las expresiones ter- 
modinamicas pueden ser usadas unicamente temperaturas Kel¬ 
vin. 

Partiendo de los datos anteriores puede usted encontrar que 
<2, = 7010 J, Q b = 1440 J, y Q c = -8450 J. 

La suma algebraica de estas tres transferencias de calor es 
ciertamente cero, como lo requiere la ecuacion 6 ._ 


Calores de transformacion 

Cuando entra calor a un solido o a un h'quido, la tempera¬ 
tura de la muestra no se eleva necesariamente. En cambio, 
la muestra pueda cambiar de una fase o estado (esto es, 
solido, h'quido, o gaseoso) a otro. Asi pues, el hielo se 
funde y el agua hierve, absorbiendo calor en cada caso sin 
un cambio de temperatura. En los procesos inversos (el 
agua se congela, el vapor se condensa), la muestra libera 
calor, de nuevo a una temperatura constante. 

La cantidad de calor por unidad de masa transferido 
durante un cambio de fase se llama calor de transforma¬ 
cion , o calor latente (simbolo L ) del proceso. El calor total 
transferido en un cambio de fase es entonces 

Q = Lm, (7) 

donde m es la masa de la muestra que cambia de fase. El 
calor transferido durante la fusion o la congelacion se 
llama calor de fusion (simbolo L f ), y el calor transferido 
durante la ebullicion o la condensacion se llama calor de 
vaporizacion (simbolo L w ). La tabla 2 muestra los calores 
de transformacion de algunas sustancias. 

El conocimiento de las capacidades calorificas y de los 
calores de transformacion es importante porque podemos 


TABLA 2 ALGUNOSCALORES 

DE TRANSFORMACION 


Sustancia' 

Punto 
de fusion 
(K) 

Calor 
de fiision 
(kJ/kg) 

Punto de 
ebullicion 
(K) 

Calor de 
vaporizacion 
(kJ/kg) 

Hidrogeno 

14.0 

58.6 

20.3 

452 

Oxigeno 

54.8 

13.8 

90.2 

213 

Mercurio 

234 

11.3 

630 

296 

Agua 

273 

333 

373 

2256 

Plomo 

601 

24.7 

2013 

858 

Plata 

1235 

105 

2485 

2336 

Cobre 

1356 

205 

2840 

4730 


T Las sustancias estan listadas en el orden de sus puntos de fusion 
crecientes. 


medir una transferencia de calor determinando el cambio 
de temperatura de un material de capacidad calorifica 
conocida o la cantidad de una sustancia con calor de 
transformacion conocido que se convierte de una fase a 
otra. Por ejemplo, en sistemas a baja temperatura que 
involucren helio liquido a 4 K, la razon a la que hierve el 
gas helio a partir del liquido da una medida de la razon de 
entrada de calor al sistema. 


25-3 CAPACIDADES CALORIFICAS 
DELOS SOLIDOS 

A partir de la tabla 1 concluimos que los calores especifi- 
cos de los solidos varian grandemente de un material a 
otro. Sin embargo, surge una historia bastante diferente al 
comparar muestras de materiales que contengan el mismo 
numero de atomos en lugar de muestras que tengan la mts- 
ma masa. Podemos llevar a cabo esto hallando la capaci¬ 
dad calorifica molar de la sustancia, definida en analogia 
con la ecuacion 2 como 


C' _ Q 

n n AT 


( 8 ) 


en donde n es el numero de moles de la sustancia que 
tienen capacidad calorifica C. Asi como la capacidad 
calorifica especifica (simbolo c, unidad J/kg • K) repre- 
senta la capacidad calorifica por unidad de masa de una 
sustancia, la capacidad calorifica molar (simbolo C, uni¬ 
dad J/mol • K) representa la capacidad calorifica por mol. 

En 1819 Dulong y Petit encontraron que las capacida¬ 
des calorificas molares de solidos elementales, con pocas 
excepciones (vease el carbono en la tabla 1 ), tienen valo- 
res cercanos a 25 J/mol ■ K. La capacidad calorifica molar 
listada en la ultima columna de la tabla 1 , se halla al 
multiplicar el calor especifico por la masa molar (la masa 
de 1 mol, el cual contiene 6.02 * 10 23 atomos) del elemen- 
to. Vemos que la cantidad de calor requerido por atomo 
para elevar la temperatura de un solido en una cantidad 
dada parece ser aproximadamente la misma para casi 
todos los materiales mostrados en la tabla. Esta es una 
evidencia notable de la teoria atomica de la materia. 

Las capacidades calorificas molares varian realmen- 
te con la temperatura, aproximandose a cero cuando 
T -+ 0 K y al valor de Dulong-Petit cuando T aumenta. La 
figura 3 muestra la variacion para el plomo, el aluminio, 
y el carbono. Podemos ver que el valor aparentemente 
anomalo de la tabla 1 para el carbono ocurre porque el 
carbono no ha alcanzado aiin su valor limite a la tempe¬ 
ratura ambiente. Puesto que para detenninar el calor ne- 
cesario para aumentar la temperatura de un cuerpo en una 
cantidad dada parece ser importante el numero de atomos 
mas bien que la clase de atomo, ello nos conduce a esperar 
que las capacidades calorificas molares de diferentes sus- 



Figura 3 Capacidad calorifica molar de tres elenrentos en 
funcion de la temperatura. A temperaturas elevadas, las 
capacidades calorificas de todos los solidos se aproximan al 
mismo valor limite. Para el plomo y el aluminio, ese valor se 
alcanza casi a la temperatura ambiente: no para el carbono. 


tancias varien con la temperatura de manera muy similar. 
La figura 4 muestra que, realmente, puede hacerse que las 
capacidades calorificas molares de varias sustancias cai- 
gan en la misma curva por medio de un ajuste empirico, 
sencillo, de la escala de temperaturas. En la figura 4, la 
escala horizontal es la razon sin dimensiones T/T w donde 
Te .s la temperatura Kelvin y T D es una temperatura carac- 
teristica, llamada temperatura de Debye, que tiene un 
valor constante determinado para cada material. En el 
plomo, T D tiene el valor empirico de 88 K y en el carbono, 

T = 1860 K. Observese que la capacidad calorifica molar 
llega a un 80% de su valor limite cuando T = 0.5 T 0 y 
alrededor del 90% cuando T= T n . Entonces puede consi¬ 
derate que T d es una temperatura caracteristica de la ten- 
dencia al limite. Por lo tanto, no es sorprendente que, a la 
temperatura ambiente, el plomo (T/T D = 3.4) haya alcan¬ 
zado su valor limite, pero no el carbono (TjT 0 = 0.16). 

Podemos entender las capacidades calorificas molares 
de los solidos usando los resultados de la mecanica esta- 
distica hallados en los capitulos 23 y 24. En el limite de 
alta temperatura, consideramos a los atomos de un solido 
con libertad para vibrar en tres direcciones. En la seccion 
23-6 presentamos el concepto de numero de grados de 
libertad de un sistema: en esencia, el numero de formas 
diferentes en que un sistema puede tener energia. Un 
objeto que vibre en una dimension tiene dos grados de 
libertad, el de la energia potencial y el de la energia 
cinetica. Esto es, podemos dar a un oscilador cualquier 
cantidad de energia potencial que escojamos, y tambien 
podemos iniciar su movimiento con cualquier cantidad de 
energia cinetica. El movimiento de cada atomo oscilante 
en un solido puede verse como una combinacion de las 3 
vibraciones unidimensionales, cada una con dos grados 
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Figura 4 Algunos valores de las capacidades 
calorificas molares de varios solidos. La li'nea 
horizontal solida es el h'mite de Dulong-Petit, y la 
curva es el resultado de la teoria de Debye. 



Q _ a E inl 

nAT n AT' 
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Partiendo de la ecuacion 35 del capitulo 23 para un gas 
ideal monoatomico, AE mt = \nR AT, y asi 


C v = \R = 12.5 .J/mol-K (gas monoatomico). (12) 


Repitiendo esta derivacion mediante las ecuaciones 36 y 
37 del capitulo 23 para los gases diatomicos y poliatomi- 
cos, hallamos 

C v = \R = 2Q>.% J/mol-K (gas diatomico), (13) 
C v = 3i? = 24.1 J/mol-K (gas poliatomico). (14) 


de libertad; entonces existen seis grados de libertad por 
atomo del solido. De acuerdo con el teorema de equi- 
particion, cada atomo tiene una energia promedio de -kT 
por grado de libertad, de modo que la energia interna por 
mol es 

E iM = (>N A (ikT) = 3RT. (9) 

Si elevamos la temperatura de una muestra de material en 
AT transfiriendole calor, no efectuandose ningun trabajo 
en el proceso, el aumento de energia interna por mol sera 
A£ int = 3 R AT. Igualando este incremento en la energia 
interna por mol con el calor ahadido por mol para lograr 
el incremento de temperatura, hallamos, usando la ecua¬ 
cion 8, 

„ Q/n AE. nt 

C v = = 3 R = 24.9 J/mol • K. 

Este es el valor Dulong-Petit “clasico” de la capacidad 
calorifica molar,* el cual, de acuerdo con la tabla 1 y la 
figura 4, concuerda excelentemente con los valores obser- 
vados en la region de alta temperatura. Sin embargo, para 
T < T d , la teoria clasica falla. En esta region, los efectos 
de la teoria cuantica resultan importantes, y debemos usar 
una teoria desarrollada primero por Einstein y mas tarde 
por Debye (1912). De acuerdo con la teoria cuantica 
(vease la seccion 24-6), debemos tener en cuenta la natu- 
raleza cooperativa de las oscilaciones usando una de las 


* Los datos graficados en las figuras 3 y 4 son las capacidades 
calorificas molares a volumen constante, C v , mientras que los 
valores dados en la tabla 1 son C p , las capacidades calorificas 
molares a presion constante. C p es mas facil de medir, porque 
la dilatacion termica no necesita tomarse en cuenta, pero C v es 
mas facil de calcular. Las dos se relacionan por la formula 

C p = C v + Tf} 2 B/p, 

en donde p es el coeficiente termico de dilatacion voluinetrica, 
•B(= -V Ap/AV) es el modulo volumetrico isotermico, y p es la 
densidad. A la temperatura ambiente, la diferencia entre C y 
C v es alrededor del 5%. v 


distribuciones estadisticas cuanticas. La curva de linea 
continua de la figura 4 fue obtenida a partir del calculo de 
Debye, y su excelente concordancia con los datos es un 
triunfo de la fisica cuantica. T 

Los datos graficados en la figura 4 varian suavemente 
y caracterizan a materiales que no cambian su estado en 
ese intervalo de temperaturas. Esto es, no se funden o 
cambian de una forma cristalina a otra. A menudo pode- 
mos detectar tales cambios al medir el calor especifico de 
una sustancia. La figura 5 muestra los calores especificos 
del tantalio y del laton. En el caso del tantalio, puede verse 
que ocurre un cambio subito a una temperatura de unos 
4.4 K. Por debajo de 4.4 K, el tantalio es un superconduc¬ 
tor: no ofrece resistencia al flujo de la corriente electrica. 
Tal anomalia” del calor especifico no siempre indica la 
transicion de un conductor normal a un superconductor, 
sino que indica un cambio de alguna clase en las propie- 
dades del material. En el caso del laton, ocurre un cambio 
en la estructura cristalina a unos 460°C de una estructura 
muy ordenada, por debajo de esa temperatura, a una 
estructura mas bien desordenada, por arriba de ella. El 
cambio de estructura a 460°C esta indicado claramente 
por un cambio subito en el calor especifico del laton 
(Fig. 5b). 


25-4 CAPACIDADES CALORIFICAS 
__DE UN GAS IDEAL 


Al calcular las capacidades calorificas de un gas ideal, 
usamos los resultados de la teoria cinetica de un gas ideal 
discutidos en el capitulo 23. Puede encontrarse util revisar 
las secciones 23-5 y 23-6. 


r Pueden encontrarse detalles del calculo de Einstein, que es un 
tanto mas sencillo pero menos aplicable que el de Debye, 
en Modern Physics, por Kenneth S. Krane (Wiley, 1983), capi¬ 
tulo 12. 



Figura 5 (a) El calor especifico del tantalio cerca de su 

temperatura de transicion a superconductor, (b) El calor 
especifico del laton. 

Capacidad calorifica a volumen constante 

Introduzcamos cierta cantidad de energia como calor Q 
en un gas que este confinado dentro de un cilindro equi- 
pado con un embolo. El gas puede entonces (1) almacenar 
la energia en forma de energia cinetica al azar de sus 
moleculas (energia interna), o bien (2) usar la energia para 
efectuar un trabajo sobre el entomo (tal como elevando 
una pesa sobre el embolo). Consideremos primero el caso 
en que el embolo este fijo, de modo que el volumen del 
gas permanezca constante, y no se efectue ningun trabajo 
extemo. En este caso toda la energia termica se convierte 
en energia interna: 

Q = A£ int . (10) 

Sea C v represente la capacidad calorifica molar a volu¬ 
men constante, de modo que la ecuacion 8 da 


Capacidad calorifica a presion constante 

La figura 6 muestra dos isotermas del gas ideal que 
difieren en temperatura en AT. La trayectoria ab es el 
proceso a volumen constante considerado previamente. 
La trayectoria ac es un proceso a presion constante que 
conecta a las mismas dos isotermas. En la seccion 23-6 
establecimos que la energia interna de un gas ideal de- 
pende unicamente de la temperatura. Para todas las tra- 
yectorias que conecten las dos isotermas de la figura 6, el 
cambio en energia interna tiene el mismo valor, porque 
todas las trayectorias corresponden al mismo cambio de 
temperatura. En particular, el cambio en la energia interna 
es el mismo para las trayectorias ab y ac: 

AE imab — AE inUac . (15) 

Existen dos contribuciones al cambio de la energia 
interna a lo largo de la trayectoria ac —el calor Q trans- 
ferido al gas y el trabajo W efectuado sobre el gas: 

AE intac — Q + W. (16) 

Observense las convenciones del signo que estan im- 
plicitas en la ecuacion 16. Se considera que el calor 
transferido desde el entomo es positivo y tiende a incre- 
mentar la energia interna. Si el volumen disminuye, el 
trabajo efectuado sobre el gas por el entorno es positivo, 
lo cual tiende a aumentar la energia interna. Si el volumen 
aumenta (W < 0), el gas efectua un trabajo sobre el 
entomo, lo cual tiende a disminuir la energia interna del 
gas. 

Usando la ecuacion 8, el calor transferido en un proceso 
a presion constante puede escribirse asi: 

Q = nC v AT, (17) 

donde C es la capacidad calorifica molar a presion 
constante. La ecuacion 26 del capitulo 23 da el trabajo a 
lo largo de la trayectoria ac como W= -pAV, lo cual puede 
expresarse para este proceso a presion constante usando 
la ley del gas ideal como: 

W=—p AV=—nR AT. (18) 


i 
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Figura 6 Dos isotermas de gas ideal que difieren en 
temperatura en AT estan conectadas por el proceso a volumen 
constante ab y el proceso a presion constante ac. 


TABLA 3 CAPACIDADES CALORIFICAS 
MOLARES DE LOS GASES 


Gas 

Cp 

(J/mol • K) 

C v 

(J/mol K) 

c„-c v 

(J/mol • K) 

Y 

Monoatomico 

Ideal 

20.8 

12.5 

8.3 

1.67 

He 

20.8 

12.5 

8.3 

1.66 

Ar 

20.8 

12.5 

8.3 

1.67 

Diatomico 

Ideal 

29.1 

20.8 

8.3 

1.40 

h 2 

28.8 

20.4 

8.4 

1.41 

n 2 

29.1 

20.8 

8.3 

1.40 

o 2 

29.4 

21.1 

8.3 

1.40 

Poliatomico 

Ideal 

33.3 

24.9 

8.3 

1.3.3 

CO, 

37.0 

28.5 

8.5 

1.30 

nh 3 

36.8 

27.8 

9.0 

1.31 


Usando la ecuacion 11 para obtener el cambio en la 
energia interna a lo largo de la trayectoria ab, podemos 
sustituir en la ecuacion 16 para hallar 

nC v A T = nC p AT — nR AT 

o sea 

C p = Cy + R. (19) 

Partiendo de las ecuaciones 12 a 14 podemos entonces 
hallar las capacidades calorificas molares a presion cons¬ 
tante. 


C p = 4R = 20.8 J/mol • K (gas monoatomico), (20) 
C p = IR = 29.1 J/mol • K (gas biatomico), (21) 
C p = 4R = 33.3 J/mol• K (gas poliatomico). (22) 

Otro parametro de interes que puede medirse de manera 
directa, independientemente de los valores de C p y de C v , 
es la razon de las capacidades calorificas molares y, 
definida como 

y = ^. (23) 

Cy 

Ya que la capacidad calorifica especifica esta relacionada 
con la capacidad calorifica molar por c = C/M, en donde M 
es la masa molar de la sustancia, podemos tambien expre- 
sar a ycomo c p /c v . Por esta razon es llamada a menudo la 
relacion de calores especificos, o razon del color especi- 
fico. Usamos y previamente en la expresion para la velo- 
cidad del sonido en un gas (problema muestra 6 del 
capitulo 23) y en la relacion entre la presion y el volumen 
en un proceso adiabatico (ecuacion 28 del capitulo 23). 

Usando las ecuaciones 20 a 22 para C p y las ecuaciones 
12 a 14 para C v , obtenemos 

y = \ — 1.67 (gas monoatomico), (24) 

y = \— 1.40 (gas biatomico), (25) 

y = f = 1.33 (gas poliatomico). (26) 


La tabla 3 muestra una comparacion de los valores obser- 
vados con las predicciones del modelo del gas ideal. La 
concordancia es excelente. 


Problema muestra 2 Una familia entra en una cabana de 
vacaciones de inviemo que no ha sido calentada en un tiempo 
tan largo que la temperatura del interior es la misma que 
la temperatura del exterior (0°C). La cabina consta de una sola 
sala de 6 m por 4 m en la planta y una altura de 3m. La sala 
contiene un calefactor electrico de 2 kW. Suponiendo que la 
sala sea perfectamente hermetica y que todo el calor del cale¬ 
factor electrico sea absorbido por el aire, no escapando nada a 
traves de las paredes o absorbido por el mobiliario, £cuan- 
to tiempo despues de que el calefactor haya sido encendido 
alcanzara la temperatura del aire el nivel de comodidad de 21°C 
(= 70°F)? 


Solucion Suponemos que el aire en la sala (que en su mayoria 
es nitrogeno y oxigeno) se comporta como un gas diatomico 
ideal. El volumen de la sala es 

V — (6 m)(4 m)(3 m) = 72 m 3 = 72,000 L. 

Puesto que 1 mol de un gas ideal ocupa 22.4 L a 0°C y 1 atm, 
el numero de moles es 

n = (72,000 L)/(22.4 L/mol) = 3.2 X 10 3 mol. 

Si la sala es hermetica (vease la explicacion mas adelante), 
podemos considerar que la absorcion de calor tiene lugar a 
volumen constante, para lo cual 

Q = nCy AT = (3.2 X 10 3 mol)(20.8 J/mol-K)(21 K) 

= 1.4 X 10 6 J. 

El calefactor entrega una potencia P de 2 kW y puede propor- 
cionar esta energia en un tiempo de 


t 


Q 


P 


1.4 X 10 6 J 
2 X 10 3 W 


= 700 s 


o unos 12 minutos. 

Este problema contienealgunas suposiciones poco fisicas con 
respecto a la absorcion del calor en esta sala. Tratemos de 


estimar la capacidad calorifica de algunas piezas del mobiltario 
para ver si fue razonable despreciar su efecto sobre la absorcion 
del calor (y, por lo tanto, sobre el tiempo para que la sala al cance 
el nivel de comodidad). La perdida de calor a traves de las 
paredes de la sala, la cual estudiaremos en la seccion 25-7, 
tendra tambien un efecto considerable sobre este problema^ 
;Es razonable la suposicion de que la sala sea hermetica ! Si 
el aire de la sala estuviese originalmente a una presion de 1 atm 
cuando la temperatura era de 0 °C, icual seria la presion del 
interior a 21°C? <Cual seria la fuerza resultante hacia atuera 
sobre el techo y las paredes? Pudiera ser una suposicion mas 
razonable que la sala no sea realmente hermetica, sino que 
escaparia alguna cantidad de aire al elevarse la temperatura, 
manteniendose por tanto constante la presion. Vease el proble- 
ma 30 para un calcnlo basado en esta suposicion. 


Efecto de la teoria cuantica (Opcional) 

Los valores mostrados en la tabla 3 son caractensticos de la 
temperatura ambiente, y por lo tanto cabe preguntar si la capa¬ 
cidad calorifica molar de un gas muestra algun efecto de tem¬ 
peratura. La figura 7 muestra la capacidad calorifica molar del 
hidrogeno en funcion de la temperatura. A bajas temperaturas, 
C v = -R, caracteristico de un gas con grados de libertad de 
traslacion unicamente. Entre unos 200 a 600 K, el hidrogeno tie¬ 
ne C v = -R como lo esperamos para un gas diatomico con dos 
grados de libertad rotatorios; arriba de unos 2000 K, C v parece 
acercarse al valor ? R que seria caracteristico de dos grados de 
libertad adicionales asociados con el movimiento viwatorio. 

La clave para entender estas caractensticas radica en la teoria 
cuantica. Veamos primero la energia rotatoria. De acuerdo con 
la ecuacion 23 del capitulo 13, el cambio mds pequeno posible 
del impetu angular de un sistema rotatorio es AL - 1\/2k, donde 



/==w (?) + m (f) ^* mR2 ’ 

donde m es la masa de un atomo de hidrogeno y R (= 0.074 nra) 
es la separacion en equilibrio de los dos atomos. Introduciendo 
los valores numericos y calculando la energia cinetica rotatoria 
correspondiente al cambio mas pequeno permitido en el impetu 
angular (h/2n), estimamos 

£ r = 3.8 X 10 -3 eV. 


De acuerdo con el teorema de equiparticion, se le adjudica a esta 
rotacion una energia de -kT, pero este valor de E R es la mi¬ 
nima energia de rotacion. Si T es tan pequena que -kT < t K , no 
existe (en promedio) suficiente energia termica dispomble para 
proporcionar la energia cinetica rotatoria minima, y no pueden 
ocurrir rotaciones. Hallemos este umbral de temperatura. 


hkT=E K 

T -is* 


2(3,8X10-»cV) _. 0 y 
8.6 X 10 -5 eV/K 


El valor es enteramente consistente con los datos mostrados en 
la figura 7: los efectos de rotacion no aparecen hasta tempera¬ 
turas por arriba de unos 88 K. . 

Ocurre una situacion similar para la energia vibratoria. La 
frecuencia vibratoria puede ser hallada de la “constante del 
resorte” efectiva, la cual puede calcularse a su vez al tratar a a 



Temperatura (K) 


Figura 7 La razon CJR para el hidrogeno en funcion de la 
temperatura. Debido a que los movimientos rotatorio y 
vibratorio ocurren a energias cuantizadas, linicamente el 
movimiento de traslacion ocurre a bajas temperaturas. Al 
aumentar la temperatura, puede excitarse el movimiento 
rotatorio durante las colisiones. A temperaturas aun mas 
elevadas, puede ocurrir el movimiento vibratorio. 


energia potencial de la molecula diatomica como aproximada- 
mente parabolica cerca de su minimo (vease la Fig. 10 del 
capitulo 8). Para el H 2 , sucede que la frecuencia es v = 1.3 x 10 
Hz, y la energia vibratoria cuantificada E, (vease la Ec. 38 del 
capitulo 8) es 

£ v = hv = 0.54 eV. 

El teorema de equiparticion permite una energia total de UTpara 
los dos grados de libertad vibratorios, pero la molecula no 
vibrara a no ser que tenga cuando menos 0.54 eV de energia 
termica disponibles. Entonces, el umbral vibratorio esta deter- 
minado por 

kT= E v 



0.54 eV 

8.6 X 10' 5 eV/K 


= 6300 K. 


Esta burda aproximacion es consistente con los datos de la 
figura 7. 

La descripcion que hemos ofrecido de la estructura del hidro¬ 
geno nos proporciona una vision del comportamiento de las 
moleculas, pero deberiamos tener presente que contradice a los 
principios de la teoria cinetica clasica que desarrollamos en el 
capitulo 23. La teoria cinetica se basa en la aplicacion de la 
mecanica newtoniana a un gas de particulas, y la equiparticion 
de la energia (Secc. 23-6) se deduce directamente de la meca¬ 
nica estadistica clasica. Sin embargo, si la equiparticion de la 
energia se cumple, entonces la capacidad calorifica molar del 
hidrogeno seria independiente de la temperatura. La fisica cla¬ 
sica no permite que un modo de movimiento, como el movi¬ 
miento vibratorio o rotatorio de H 2 , sea “congelado’ por debajo 
de cierto umbral de temperatura, como tampoco permite que se 
ahada energia a unicamente un modo de movimiento a la vez. 
La fisica clasica esta entonces en obvio desacuerdo con los 
resultados experimentales mostrados en la figura 7. 

Nuestro testudio de la teoria cinetica ha indicado la insuficien- 
cia de la mecanica clasica y sugerido la necesidad de una nueva 
teoria, la mecanica cuantica. Asi como la mecanica newtoniana 
debe ser reemplazada por la teoria de la relatividad para descri- 
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bir el movimiento a alta velocidad (cerca de la velocidad de la 
luz), la mecanica newtoniana debe sustituirse por la mecanica 
cuantica para describir el comportamiento de los sistemas fisi- 
cos de pequenas dimensiones (subatomicos). Por fortuna, la 
mecanica cuantica se reduce directamente a la mecanica new¬ 
toniana en el lfmite de los objetos de tamano ordinario, y por lo 
tanto podemos continuar aplicando la termodinamica clasica 
con confianza a sistemas en que no sea evidente la estructura 
subatom ica. 


Problema muestra 3 La estructura interna del hidrogeno 
muestra una serie de estados discretos excitados, estando el 
primero de tales estados a una energi'a de E = 10.2 eV por arriba 
del estado mas bajo (el estado base). que temperatura sera 
igual la energi'a cinetica promedio de traslacion a la energi'a del 
estado excitado? 

Solucion Requerimos que 


o sea 


\kT = E, 



2(10.2 eV) 
3(8.6 X 10 -5 eV/K) 


= 7.9 X 10 4 K. 


Basados en este calculo, vemos por que la hipotesis basica de 
la teoria cinetica, de que las moleculas pueden ser consideradas 
como si no tuviesen estructura interna, es verdadera a tempera- 
turas ordinarias. Unicamente cambiara la estructura interna de 
la molecula a temperaturas lo suficientemente elevadas como 
para proporcionar a las moleculas una energi'a cinetica prome¬ 
dio de traslacion comparable a la diferencia de energi'a entre el 
estado base y el estado excitado mas bajo, cuando las colisiones 
resultan inelasticas. Inversamente, puede decirse que la falla de 
la teoria cinetica clasica en los gases a temperaturas elevadas 
proporciona una evidencia de la estructura interna cuantizada 
de los atomos. 


25-5 LA PRIMERA LEY 

DE LA TERMODINAMICA 


La figura 8 muestra un sistema que consta de dos gases 
separados por una pared diatermica en un recipiente que 
por lo demas esta aislado del entomo. El sistema no tiene 
partes moviles, de modo que no se efectua ningun trabajo. 
Supongamos que los gases esten originalmente a las tem¬ 
peraturas 7j y T 2 y que, despues de un tiempo suficiente 
en contacto termico, el sistema alcanza el equilibrio a 
alguna temperatura intermedia T. Partiendo de las tecnicas 
ya discutidas en este capitulo, sabemos como obtener esta 
temperatura basados en una hipotesis: la energi'a perdida 
como calor por el gas mas caliente (@ L , una cantidad 
negativa) es igual en magnitud a la energi’a ganada como 
calor por el gas mas frio ( Q 2 , una cantidad positiva). En 
efecto, esto no es mas que un postulado de la conservacion 
de la energi'a: |<?,| = |@ 2 |. Otra manera de dejar esto 
asentado es: <?, + <? 2 = 0; es decir, puesto que no se 



del sistema aislante 


Figura 8 Dos gases separados por una pared diatermica 
(que conduce calor) en un recipiente aislado. 


transfiere ningun calor entre este sistema combinado y su 
entomo, la energi'a total de los dos gases permanece 
constante. 

En lugar de considerar a la combinacion como nuestro 
sistema, elijamos al gas 2, que absorbe el calor Q 2 . Des¬ 
pues de que esta energi'a sea absorbida, no existe otro 
cambio en el sistema aparte de un aumento de su tempe¬ 
ratura de T 2 a T. Para un gas ideal podemos calcular el 
cambio correspondiente en la energia interna A£ illt 2 . La 
unica fuente para este cambio en la energia interna es el 
calor absorbido, y por lo tanto A E mu2 = Q 2 , siendo positivas 
ambas cantidades. Esto es un enunciado de la conserva¬ 
cion de la energia aplicado al gas 2. Tambien podemos 
escribir un enunciado similar de la conservacion de la 
energia aplicado al gas 1: A£ illt , = £>,, donde ambas can¬ 
tidades son negativas. Suponiendo que hayamos tenido el 
cuidado suficiente para hacer que los signos sean correc- 
tos, podemos escribir una ecuacion general que describa 
como puede aplicarse la conservacion de la energia a 
cualquier gas, en ausencia de un trabajo extemo: 

AE int = Q. (27) 

Consideremos ahora la situacion familiar ilustrada en 
la figura 9. Hagamos que el sistema ( incluyendo ahora 
el peso) este aislado del entomo, de modo que no entre 
ni saiga calor. Supongamos que la carga sobre el embolo 
se aumenta gradualmente, de modo que el embolo carga- 
do descienda a traves de cierta distancia. La gravedad (una 
fuerza externa ejercida por el entomo) realiza cierta can¬ 
tidad de trabajo (positivo) W sobre el sistema. (Vease la 
ecuacion 30 del capitulo 23 para una expresion del trabajo 
efectuado en este proceso adiabatico). La temperatura 
aumenta en este proceso, y por lo tanto el sistema experi- 
menta un cambio positivo en su energia interna. Puesto 
que no esta implicada ninguna transferencia de calor, la 
energia interna del gas aumenta a causa del trabajo efec¬ 
tuado sobre el, o sea 

A E inx = W, (28) 

siendo ambas cantidades positivas en esta ecuacion. La 
ecuacion 28 es otra expresion de la conservacion de 
la energia aplicada al sistema. 



Limites Material 

del sistema aislante 


Figura 9 Un gas en un contenedor aislado experimenta un 
trabajo extemo sobre el debido a la gravedad. 

Estos dos ejemplos, cambiando en uno de ellos la 
energia interna debido a la transferencia de calor y el otro 
debido a causa del trabajo extemo, estan representados 
esquematicamente en la figura 10. Consideramos un sis¬ 
tema termodinamico general, y hemos tenido cuidado en 
trazar unos limites definidos entre el sistema y su entomo. 
El sistema arranca en un estado inicial de equilibrio i en 
la figura 10a, en donde las variables termodinamicas 
tienen ciertos valores. Luego sujetamos al sistema a una 
interaccion con su entomo, como en la figura 10 b, de 
modo que debe efectuarse un trabajo W y debe ser inter- 
cambiado un calor Q. Por ultimo, como en la figura 10c, 
el sistema esta en un estado de equilibrio final f. 

Consideremos ahora al sistema del estado i al estado f 
a lo largo de una variedad de trayectorias diferentes (vea- 
mos, por ejemplo, la figura 11 y el problema 38). Sabemos 
de nuestras reflexiones previas que tanto W como Q 
dependen de la trayectoria. Guiados por nuestra discu- 
sion de la energia interna, evaluemos la cantidad Q + W 
para cada trayectoria. Hallamos que, en cada caso, la 
cantidad Q + W tiene el mismo valor. Si bien Q y W 
dependen individualmente de la trayectoria seguida, la 
cantidad Q + W es independiente de la trayectoria, de- 
pendiendo unicamente de los estados de equilibrio inicial 
i y final f del gas. 


Recordaremos de nuestra exposicion de las fuerzas 
conservativas en el capitulo 8 que, cuando el trabajo 
efectuado sobre un objeto dependa unicamente de los 
estados inicial y final y sea independiente de la trayecto¬ 
ria, podemos definir una funcion (la energia potencial en 
el capitulo 8) que depende unicamente de los valores de 
las coordenadas inicial y final, de modo que el trabajo 
efectuado al desplazar al objeto es igual a la diferencia 
entre los valores final e inicial de esta funcion. En termo¬ 
dinamica tenemos una situacion similar en la que la can¬ 
tidad Q + W depende unicamente de las coordenadas 
inicial y final y no depende en absoliito de la trayectoria 
seguida entre i y f. Extraemos una conclusion similar: 
debe haber una funcion de las coordenadas termodinami- 
cas, cuyo valor final menos el valor inicial sea igual al 
valor de Q + W en el proceso. 

Esta funcion es la energia interna del sistema. Ya he¬ 
mos representado a la energi'a interna E ati de un gas ideal 
como la suma de la energia de traslacion y posiblemente 
de las energias rotatoria o vibratoria de sus moleculas. Aqui 
nos estamos refiriendo a una funcion de la energia inter¬ 
na mas general aplicable a cualquier sistema termodina¬ 
mico. En el caso de un gas real, debieramos incluir (ademas 
de las energias cineticas de traslacion y rotatoria) a la ener¬ 
gia potencial entre los atomos en una molecula, asi como 
a la energia potencial entre moleculas diferentes. Incluso 
podemos incluir las excitaciones intemas de los electrones 
de los atomos. Si nuestro sistema termodinamico es un 
solido, la energia interna deberia incluir la energia de ama- 
rre o descarga de los atomos de la malla cristalina. 

El cambio en energia interna entre los estados de equi¬ 
librio i y f es 

&E m = E intJ -E iaU . (29) 

El valor de E im i depende unicamente de las coordenadas 
del estado i (quizas de su temperatura, volumen, y presion 
en el caso de un gas, si bien unicamente de la temperatura 
para un gas ideal). De manera similar, E int f depende 
unicamente de las coordenadas del punto f. Tal funcion es 
llamada una funcion de estado : depende solo del estado 
del sistema y no depende en absoluto de como llego el 
sistema a ese estado. 


Frontera 
del sistema 



Entomo Entomo Entorno 


(a) ( b) (c) 

Figura 10 (a) Sistema en un estado inicial de equilibrio con su entorno. ( b ) Un proceso 
termodinamico durante el cual el sistema puede intercambiar calor Q o trabajo W con su 
entorno. (c) Sistema en equilibrio final logrado como resultado del proceso. 
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Figura 11 Un sistema en un estado de equilibrio inicial i es 
ilevado a un estado de equilibrio final f a lo largo de tres 
trayectorias diferentes: (1) un proceso a presion constante 
liasta A, seguido de un proceso a volumen constante hasta f; 
(2) un proceso isotermico liasta B, seguido por un proceso a 
presion constante liasta f; (3) un proceso adiabatico hasta C, 
seguido por un proceso a volumen constante hasta f. El calor 
Q transferido y el trabajo W efectuado son diferentes para 
cada trayectoria, pero la suma Q + W tiene el mismo valor 
para todas las trayectorias entre i y f. 


Esto nos lleva a la primera ley de la tennodindmica, la 
cual puede enunciarse como sigue: 

En cualquier proceso termodinamico entre los estados 
de equilibrio i y f, la cantidad Q + W tiene el mismo 
valor para cualquier trayectoria entre i y f. Esta can¬ 
tidad es igual al cambio en el valor de una funcion de 
estado llamada energia interna. 

Matematicamente, la primera ley es* 

A E mt = Q+ W. (30) 

En la primera ley existen implicitas tres caracteristicas: 
( 1 ) la existencia de la energia interna £ inl (en forma pare- 
cida a como la ley cero incluye la existencia de la tempe- 
ratura); (2) la relacion matematica entre E hll , Q, y W; y (3) 
las convenciones del signo necesarias para aplicar la pri¬ 
mera ley (Q > 0 cuando entra calor al sistema, lo cual 
tiende a aumentar £ int ; W> 0 cuando se efectua un trabajo 
sobre un sistema, lo cual tiende tambien a aumentar E iM ). 

La ecuacion 30 expresa la primera ley en una forma que 
se relaciona directamente con nuestro resultado general 


* La forma en que se escriba la primera ley depende de la 
convencion de signos elegida para el trabajo W, al cual defini- 
mos como -J p dV (trabajo efectuado sobre un sistema). Alter- 
nativamente, el trabajo puede ser definido como fp dV (trabajo 
efectuado por el sistema), en cuyo caso la primera ley se 
escribirta AE M = Q - W. Hemos elegido escribir la primera ley 
en esta forma de modo que el trabajo termodinamico tendra la 
misma convencion de signos que empleamos en el capitulo 7 
para el trabajo mecanico; esto es, el trabajo efectuado sobre el 
sistema es positivo. 


previo para la conservacion de la energia en un sistema de 
particulas, ecuacion 28 del capitulo 8 : AU + A K + E ml = W 
En ese capitulo no consideramos cambios de energia por 
medio de transferencia de calor, de modo que en un 
sentido la primera ley es un postulado mas general de la 
conservacion de la energia, Por otra parte, es al mismo 
tiempo menos general, en cuanto que la termodinamica 
no trata usualmente con el movimiento del centro de masa, 
y asi A K = 0 , como tampoco trata con casos en los que la 
fuerza externa proporcione una energia potencial, de mo¬ 
do que AU = 0. Basados en nuestra experiencia con la 
termodinamica, estariamos tentados a escribir una ecua¬ 
cion mas general de la conservacion de la energia, como 
A U + A K + A E hll = Q + W, y es apropiado ver a la primera 
ley como una expresion de la conservacion de la energia 
valida bajo estas circunstancias especiales. 

Si el sistema experimenta solo un cambio infinitesimal 
en su estado, unicamente es absorbida una cantidad infi¬ 
nitesimal de calor dQ, y unicamente se efectua una canti¬ 
dad infinitesimal de trabajo dW. En tal caso, la primera 
ley se escribe en la forma diferencial: 

dE inl = dQ + dW. (31) 

Debido que Q y W no son funciones del estado de un 
sistema, no pueden ser tratadas como diferenciales exac- 
tas en el sentido matematico; esto es, no existe una funcion 
de las coordenadas Q o W cuya diferencial sea dQ o dW. 
Su significado en la ecuacion 31 es el de una cantidad muy 
pequena. Sin embargo, dE ml es una diferencial exacta, 
porque E iM es una funcion de las coordenadas del sistema. 

La primera ley de la termodinamica es un resultado ge¬ 
neral que se cree se aplica a todo proceso de la naturaleza 
que proceda entre estados de equilibrio. No es necesa- 
rio que cada etapa del proceso sea un estado de equilibrio, 
unicamente los estados inicial y final. Por ejemplo, pode- 
mos aplicar la primera ley a la explosion de un petardo 
dentro de un tambor de acero aislado. Podemos efectuar 
el balance de energia antes de la explosion y despues de 
que el sistema haya regresado al equilibrio, y para este 
calculo no necesitamos preocupamos de que la condicion 
intermedia sea turbulenta y de que la presion y la tempe- 
ratura no esten bien definidas. 

A causa de su generalidad, la primera ley es un tanto 
incompleta como una descripcion de la naturaleza. Nos 
dice que la energia debe conservarse en cada proceso, pero 
no nos dice si puede ocurrir realmente cualquier proceso 
en particular que conserve energia. La explosion del pe¬ 
tardo, por ejemplo, libera energia quimica almacenada en 
la polvora que eventualmente eleva la temperatura del gas 
en el tambor. Podemos imaginar al gas caliente entregan- 
do su energia termica de regreso a los productos de la 
combustion, convertirlos otra vez en polvora y rearmando 
el petardo, pero esto nunca se observa. La conservacion 
de la energia se cumple en ambos casos, pero la naturaleza 
parece seguir una direccion preferida. Para proporcionar 
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esta distincion, necesitamos la segunda ley de la termodi¬ 
namica, que sera discutida en el capitulo 26. 


25-6 APLICACIONES 

DE LA PRIMERA LEY _ 

Proceso adiabatico 

En un proceso adiabatico, el sistema esta bien aislado de 
modo que no entra ni sale ningun calor, en cuyo caso Q = 
0. La primera ley resulta ser, en este caso, 

AE im = W (proceso adiabatico). (32) 

Derivemos la relacion entre p y V para un proceso adia¬ 
batico Ilevado a cabo en un gas ideal, que empleamos en 
la seccion 23-5. Suponemos que el proceso se va a llevar 
a cabo lentamente, de modo que la presion este siempre 
bien definida. Para un gas ideal, podemos escribir la 
ecuacion 11 como: 


Entonces, 


dE int = nCy, dT. 


— d.W= —dE, nl = —nC v dT. 


La ecuacion de estado del gas puede ser escrita en forma 
diferencial como: 

d(pV) = d(nRT) 

p dV + V dp = nR dT. (34) 

Pero p dV es precisamente -dW, que es igual a -dE m{ 
(puesto que la Ec. 32 puede expresarse en forma diferen¬ 
cial como dE inl = dW). Resolviendo la ecuacion 34 para 
obtener Vdp y sustituyendo la ecuacion 33, tenemos 

V dp = nC v dT + nR dT = nC p dT, (35) 

donde el ultimo resultado se obtuvo usando la ecuacion 
19, C p = C v + R. Podemos ahora considerar la razon entre 
las ecuaciones 35 y 33, lo cual da 

V dp _ nC p dT _ C p _ 
pdV -nC w dT C v 

usando la ecuacion 23 para la razon de las capacidades 
calorificas molares y. Reescribiendo, hallamos 

dp = _ t dV 
p 7 V’ 

la cual podemos integrar entre el estado inicial i y el estado 
final f 


f P ^ = - y f Vt - 

Ja P Jk 


In — = ~y In —7 

Pi y-x 


lo cual puede expresarse 

PxVl=P fV/- (36) 

Puesto que i y f son puntos arbitrarios, podemos escribir 
esta ecuacion como: 

pV y = constante. (37) 

Las ecuaciones 36 y 37 dan la relacion entre la presion 
y el volumen de un gas ideal que experimente un proce¬ 
so adiabatico. Dados los valores de la presion y del volu¬ 
men en el punto inicial, el proceso adiabatico procedera 
a traves de puntos finales cuya presion y volumen pue- 
dan ser calculados a partir de la ecuacion 36. De manera 
equivalente, la ecuacion 37 define una familia de curvas 
en un diagrama pV. Todo proceso adiabatico puede es- 
tar representado por un segmento de una de estas curvas 
(Fig. 12). 

Podemos reescribir estos resultados en terminos de 
temperatura, usando la ecuacion de estado del gas ideal: 

(pV) V r ~ l = constante 

TV y ~ l = constante. (38) 

La constante en la ecuacion 38 no es la misma que la de la 
ecuacion 37. De manera equivalente, podemos escribir 
la ecuacion 38 como: 

T t Vr' = T t V/~' 


'■-<r 


A partir de nuestra definition basica del trabajo termo¬ 
dinamico, W = - j p dV, podemos demostrar (vease la 
Secc. 23-5) que, para un proceso adiabatico, 

W=y^— [ {p { V ( -p i V i ). (40) 

Supongamos que comprimimos un gas en un proceso 
adiabatico (como se ilustro en la Fig. 9). Entonces V j > V f , 
y la ecuacion 39 requiere entonces que T f > 7). La tempe¬ 
ratura de un gas se eleva al ser comprimido, como obser- 
vamos frecuentemente del calentamiendo de una bomba 
de bicicleta. Inversamente, la temperatura disminuye 
cuando un gas se expande, lo cual se usa a menudo como 
un medio para alcanzar temperaturas bajas en el laborato¬ 
ry (vease la Fig. 12). 

Las ondas sonoras en el aire pueden representarse en 
terminos de procesos adiabaticos. A las frecuencias de 
audio, el aire es un mal conductor del calor. Existe un 
aumento de temperatura en las zonas de compresion de 
una onda sonora, pero debido a la mala conduccion no 
existe un flujo de calor apreciable a los enrarecimientos 
vecinos mas frios; el proceso es entonces adiabatico. Las 
compresiones y expansiones del vapor en una maquina de 
vapor, o de los gases calientes en los cilindros de una 
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Figura 12 Procesos isotermicos (lmeas continuas) y 
procesos adiabaticos (lineas de puntos) llevados a cabo en 1 
mol de un gas ideal diatomico. Observese que un aumento 
adiabatico del volumen (por ejemplo, el segmento ab) esta 
siempre acompanado de una disminucion en la temperatura. 


maquina de combustion interna, son tambien esencial- 
mente adiabaticas, porque el tiempo para que el calor 
fluya es insuficiente. 

Procesos isotermicos 

En un proceso isotermico, la temperatura permanece 
constante. Si el sistema es un gas ideal, entonces la 
energia interna debe, por lo tanto, permanecer constante 
tambien. Con A£ iI)t = 0, la primera ley da 

Q + W = 0 (proceso isotermico; gas ideal). (41) 

Si se efectua sobre el gas una cantidad de trabajo (positi- 
vo) W, una cantidad equivalente de calor Q = - W se libera 
por el gas hacia el entomo. Nada del trabajo efectuado 
sobre el gas permanece con el gas como energia interna 
almacenada. 

La figura 12 compara los procesos isotermico y adiaba¬ 
tico para 1 mol de un gas monoatomico ideal. 

Procesos a volumen constante 

Si el volumen de un gas permanece constante, no puede 
efectuarse un trabajo. Entonces W= 0, y la primera ley da 

A.E im = Q (proceso a volumen constante). (42) 

En este caso, todo el calor que entra al gas (Q > 0) es 
almacenado como energia interna (A£ jnl > 0). 

Procesos ciclicos 

En un proceso ciclico, Ilevamos a cabo una secuencia de 
operaciones que finalmente llevan al sistema a su estado 


p 



Figura 13 Un gas experimenta un proceso ciclico que 
comienza en el punto A y consiste en (1) un proceso AB a 
volumen constante, (2) un proceso BC a presion constante, y 
(3) un proceso CA isotermico. 


inicial, como, por ejemplo, el proceso de tres etapas 
ilustrado en la figura 13. Debido a que el proceso comien¬ 
za y termina en el punto A, el cambio en la energia interna 
durante el ciclo es cero. Entonces, de acuerdo con la 
primera ley, 

Q+W= 0 (proceso ciclico), (43) 

en donde Q y W representan los totales para el ciclo. En 
la figura 13, el trabajo total es positivo, porque existe mas 
area positiva bajo la curva que representa a la etapa 3 que 
area negativa bajo la linea que representa a la etapa 2. 
Entonces, W> 0 y se deduce de la ecuacion 43 que Q < 0. 
De hecho, para cualquier ciclo que se efectue en la direc- 
cion antihoraria, debemos tener W > 0 (y por ello Q < 0), 
mientras que los ciclos que se efectuen en la direccion 
horaria tienen W < 0 y Q > 0. 

Expansion libre 

La figura 14 representa el proceso conocido como expan¬ 
sion libre. El gas esta inicialmente solo en un lado del 
recipiente, y cuando se abre la Have de paso, el gas se 
expande hacia la mitad previamente evacuada. No hay 
pesas que puedan ser elevadas en este proceso, asi que no 
se efectua ningun trabajo. El recipiente esta aislado, de 
modo que el proceso es adiabatico. De aqui que, con W = 
0 y Q = 0, la primera ley da 

AEjn, = 0 (expansion libre) (44) 

Entonces, la energia interna de un gas ideal que experi- 
mente una expansion libre permanece constante, y debido 
a que la energia interna de un gas ideal depende unica- 
mente de la temperatura, su temperatura debe, similar- 
mente, permanecer constante. 

La expansion libre es un buen ejemplo de un proceso 
que no esta en equilibrio. Si un gas tiene una presion y un 
volumen (y por lo tanto una temperatura) bien definidos, 
podemos representar el estado del gas como un punto en 



Figura 14 Expansion libre. Al abrir la Have de paso se 
permite que el gas fluya de un lado del recipiente aislado al 
otro. No se efectua ningun trabajo, y no se transfiere ningun 


calor al entorno. 


un diagrama pV. La asignacion de una temperatura al gas 
significa que debe estar en equilibrio termico; cada punto 
en un diagrama p V representa, por lo tanto, un sistema en 
equilibrio. En el caso de una expansion libre, el estado 
inicial (todo el gas en un lado) es un estado de equilibrio, 
asi como tambien el estado final; pero en tiempos inter- 
medios, cuando el gas pasa de un lado al otro, la tempe¬ 
ratura y la presion no tienen valores unicos, y no podemos 
trazar este proceso en un diagrama pV. Unicamente los 
puntos inicial y final aparecen en la grafica. No obstante, 
podemos todavia emplear la primera ley para analizar este 
proceso, porque el cambio en la energia interna depende 
unicamente de los puntos inicial y final. 

La tabla 4 resume los procesos que hemos considerado 
y sus transferencias de energia. 


Problema muestra 4 Convirtamos 1.00 kg de agua liquida a 
vapor por medio de una ebullicion a la presion atmosferica 
estandar; vease la figura 15. E! volumen cambia de un valor 
inicial de 1.00 * 10' 3 m 3 como liquido a 1.671 m como vapor. 
Para este proceso, halle (a) el trabajo efectuado sobre el sistema, 
(b) el calor anadido al sistema, y (c) el cambio en la energia 
interna del sistema. 

Solucion (a) El trabajo efectuado sobre el gas durante este 
proceso a presion constante esta dado por la ecuacion 26 del 
capitulo 23: 


W = —p(Vf — K.) 

= -(1.01 X 10 s Pa)(1.671 m 3 - 1 X 10- } m 3 ) 

= — 1.69 X 10 5 J = — 169 kJ. 

El trabajo efectuado sobre el sistema es negativo; de manera 
equivalente, el trabajo positivo es efectuado por el sistema sobre 
su entorno al levantar al embolo cargado de la figura 15. 

(i>) Partiendo de la ecuacion 7 tenemos 

Q = Lm = (2260 kJ/kg)(1.00 kg) = 2260 kJ. 

Esta cantidad es positiva, como es lo apropiado para un proceso 
en el que se anade calor al sistema. 

(c) Hallamos el cambio en la energia interna a partir de la 
primera ley: 

A£ - jnt = q + w= 2260 kJ + (- 169 kJ) = 2090 kJ. 

Esta cantidad es positiva, indicando que la energia interna del 
sistema ha aumentado durante el proceso de ebullicion. Esta 
energia representa el trabajo interno efectuado para veneer la 
fuerte atraccion que las moleculas de H 2 0 ejercen entre si en el 
estado liquido. 

Vemos que, cuando el agua hierve, alrededor del 7.5% (169 
kJ/2260 kJ = 0.075) del calor anadido se convierte en trabajo 
externo al empujar a la atmosfera. El resto se convierte en 
energia interna que se anade al sistema. 

Problema muestra 5 El ciclo mostrado en la figura 13 con¬ 
siste en tres procesos, qne comienzan en el punto A: una reduc- 
cion de presion a volumen constante del punto A al punto B; un 
aumento de volumen a presion constante del punto B al punto 
C; una contpresion isotermica (disminucion de volumen) desde 
el’punto C regresando al punto A. Hagamos que el ciclo sea 
llevado a cabo sobre 0.75 mol de un gas diatomico ideal, con 
p A = 3.2 x 10 3 Pa, V A - 0.21 m 3 , yp,-1.2x 10 5 Pa. Hallar Q, 
W, y AE int para cada uno de los tres procesos y para el ciclo. 

Solucion El primer paso es hallar los valores de p, V, y T en 
cada punto. En el punto A, se nos dan p A yV A ,y podemos resolver 
para T A a partir de la ley del gas ideal: 

Pa Va _ (3.2 X 10 3 Pa)(0.21 m 3 ) _ . „„ j, 

Ta ~ nR ~ (0.75 mol)(8.31 J/mol-K) 

En el punto B, se nos dan p B y V B (= V A ), y podemos hallar a T 
similarmente: 

t (1.2X l0 3 Pa)(0.21m 3 ) _, nv 

1b nR (0.75 mol)(8.31 J/mol-K) 

En el punto C, sabemos que p c (= p B ) y que T c (= T A , porque el 
proceso CA es isotermico). Entonces podemos hallar V c : 


TABLA 4 APLICACIONES DE LA PRIMERA LEY 


Proceso 

Restriction 

Primera ley 

Otros resultados 

Todos 

Adiabatico 

A volumen constante 
A presion constante 
Isotermico 

Ciclico 

Expansion libre 

Ninguna 

Q = o 

W= 0 

Ap — 0 

A£ int = 0 
AE int = 0 
W=0 

A E iat = Q+W 

AE inl = nC v AT, W=-JpdV 

A Eint = IP 

II 

O' 

1 

1 

A£j m = Q 

A E im = Q+W 

Q = — W 

Q = -W 

A£ int = 0 

Q = nC w AT 

W = -pAV, Q = nC v AT 
W^-nRT ln(V t /Vi) 

AT— 0 


t Las expresiones subrayadas se aplican unicamente a los gases ideales; todas las demas se aplican en general. 
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Figura 12 Procesos isotermicos (lfneas continuas) y 
procesos adiabaticos (ltneas de puntos) llevados a cabo en 1 
mol de un gas ideal diatomico. Observese que un aumento 
adiabatico del volumen (por ejemplo, el segmento ab) esta 
siempre acompanado de una disminucidn en la temperatura. 


maquina de combustion interna, son tambien esencial- 
mente adiabaticas, porque el tiempo para que el calor 
fluya es insuficiente. 

Procesos isotermicos 

En un proceso isotermico, la temperatura permanece 
constante. Si el sistema es un gas ideal, entonces la 
energia interna debe, por lo tanto, permanecer constante 
tambien. Con A£ illt = 0, la primera ley da 

Q + W= 0 (proceso isotermico; gas ideal). (41) 

Si se efectua sobre el gas una cantidad de trabajo (positi- 
vo) W, una cantidad equivalente de calor Q = - JFse libera 
por el gas hacia el entomo. Nada del trabajo efectuado 
sobre el gas permanece con el gas como energia interna 
almacenada. 

La figura 12 compara los procesos isotermico y adiaba¬ 
tico para 1 mol de un gas monoatomico ideal. 

Procesos a volumen constante 

Si el volumen de un gas permanece constante, no puede 
efectuarse un trabajo. Entonces W= 0, y la primera ley da 

AE int — Q (proceso a volumen constante). (42) 

En este caso, todo el calor que entra al gas (Q > 0) es 
almacenado como energia interna (A£ im > 0). 

Procesos ciclicos 

En un proceso ciclico, llevamos a cabo una secuencia de 
operaciones que finalmente llevan al sistema a su estado 


p 



Figura 13 Un gas experimenta un proceso ciclico que 
comienza en el punto A y consiste en (1) un proceso AB a 
volumen constante, (2) un proceso BC a presion constante, y 
(3) un proceso CA isotermico. 


inicial, como, por ejemplo, el proceso de tres etapas 
ilustrado en la figura 13. Debido a que el proceso comien¬ 
za y termina en el punto A, el cambio en la energia interna 
durante el ciclo es cero. Entonces, de acuerdo con la 
primera ley, 

Q+ W = 0 (proceso ciclico), (43) 

en donde Q y W representan los totales para el ciclo. En 
la figura 13, el trabajo total es positivo, porque existe mas 
area positiva bajo la curva que representa a la etapa 3 que 
area negativa bajo la linea que representa a la etapa 2. 
Entonces, W > 0 y se deduce de la ecuacion 43 que Q < 0. 
De hecho, para cualquier ciclo que se efectue en la direc- 
cion antihoraria, debemos tener W> 0 (y por ello Q < 0), 
mientras que los ciclos que se efectuen en la direccion 
horaria tienen W < 0 y Q > 0. 

Expansion libre 

La figura 14 representa el proceso conocido como expan¬ 
sion libre. El gas esta inicialmente solo en un lado del 
recipiente, y cuando se abre la Have de paso, el gas se 
expande hacia la mitad previamente evacuada. No hay 
pesas que puedan ser elevadas en este proceso, asi que no 
se efectua ningun trabajo. El recipiente esta aislado, de 
modo que el proceso es adiabatico. De aqui que, con W = 
0 y Q = 0, la primera ley da 

A£j nt = 0 (expansion libre) (44) 

Entonces, la energia interna de un gas ideal que experi- 
mente una expansion libre permanece constante, y debido 
a que la energia interna de un gas ideal depende unica- 
mente de la temperatura, su temperatura debe, similar- 
mente, permanecer constante. 

La expansion libre es un buen ejemplo de un proceso 
que no esta en equilibria. Si un gas tiene una presion y un 
volumen (y por lo tanto una temperatura) bien definidos, 
podemos representar el estado del gas como un punto en 



Figura 14 Expansion libre. Al abrir la Have de paso se 
permite que el gas fluya de un lado del recipiente aislado al 
otro. No se efectua ningun trabajo, y no se transfiere ningun 
calor al entorno. 


un diagrama pV. La asignacion de una temperatura al gas 
significa que debe estar en equilibrio termico; cada punto 
en un diagrama pV representa, por lo tanto, un sistema en 
equilibrio. En el caso de una expansion libre, el estado 
inicial (todo el gas en un lado) es un estado de equilibrio, 
asi como tambien el estado final; pero en tiempos inter- 
medios, cuando el gas pasa de un lado al otro, la tempe¬ 
ratura y la presion no tienen valores unicos, y no podemos 
trazar este proceso en un diagrama pV. Unicamente los 
puntos inicial y final aparecen en la grafica. No obstante, 
podemos todavia emplear la primera ley para analizar este 
proceso, porque el cambio en la energia interna depende 
unicamente de los puntos inicial y final. 

La tabla 4 resume los procesos que hemos considerado 
y sus transferencias de energia. 


Problema muestra 4 Convirtamos 1.00 kg de agua liquida a 
vapor por medio de una ebullicion a la presion atmosferica 
estandar; vease la figura 15. El volumen cambia de un valor 
inicial de 1.00 * 10° m 3 como h'quido a 1.671 m 3 como vapor. 
Para este proceso, halle (a) el trabajo efectuado sobre el sistema, 
(£>) el calor anadido al sistema, y (c) el cambio en la energia 
interna del sistema. 

Solucion (a) El trabajo efectuado sobre el gas durante este 
proceso a presion constante esta dado por la ecuacion 26 del 
capitulo 23: 


TABLA 4 APLICACIONES DE LA PRIMERA LEY 


Proceso 

Restriccion 

Primera ley 

Todos 

Ninguna 

AEiat =Q+W 

Adiabatico 

(2 = 0 

A£, nt = W 

A volumen constante 

W= 0 

A E ini = Q 

A presion constante 

Ap = 0 

A E iax = Q+ W 

Isotermico 

A£ int = 0 

Q = — W 

Ciclico 

AE int = 0 

Q — W 

Expansion libre 

0= W= 0 

A £ mt = 0 


r Las expresiones subrayadas se aplican unicamente a los gases ideales. 


W=-p(V { - ¥,) 

= -(1.01 X 10 5 Pa)( 1.671 m’-lX 10' 3 m 3 ) 

= — 1.69 X 10 s J = — 169 kJ. 

El trabajo efectuado sobre el sistema es negativo; de manera 
equivalente, el trabajo positivo es efectuado por el sistema sobre 
su entorno al levantar al embolo cargado de la figura 15. 

(b) Partiendo de la ecuacion 7 tenemos 

Q = Lm = (2260 kJ/kg)( 1.00 kg) = 2260 kJ. 

Esta cantidad es positiva, como es lo apropiado para un proceso 
en el que se afiade calor al sistema. 

(c) Hallamos el cambio en la energia interna a partir de la 

primera ley: 

Aj£. nt = Q + W = 2260 kJ + (— 169 kJ) = 2090 kJ. 

Esta cantidad es positiva, indicando que la energia interna del 
sistema ha aumentado durante el proceso de ebullicion. Esta 
energia representa el trabajo interno efectuado para veneer la 
fuerte atraccion que las moleculas de H z O ejercen entre si en el 
estado liquido. 

Vemos que, cuando el agua hierve, alrededor del 7.5% (169 
kJ/2260 kJ = 0.075) del calor anadido se convierte en trabajo 
externo al empujar a la atmosfera. El resto se convierte en 
energia interna que se anade al sistema. 


Problema muestra 5 El ciclo mostrado en la figura 13 con¬ 
siste en tres procesos, que comienzan en el punto A: una reduc¬ 
tion de presion a volumen constante del punto A al punto B; un 
aumento de volumen a presion constante del punto B al punto 
O una compresion isotermica (disminucion de volumen) desde 
el'punto C regresando al punto A. Hagamos que el ciclo sea 
llevado a cabo sobre 0.75 mol de un gas diatomico idea , con 
p = 3.2 * 10 3 Pa, V A = 0.21 m\ y p B = 1.2 * 10 Pa. Hallar Q, 


Solucion El primer paso es hallar los valores de p, V, y T en 
cada punto. En el punto A, se nos dan p A y V A , y podemos resolver 
para T A a partir de la ley del gas ideal: 

n.V (3.2X10 3 Pa)(0.21m 3 )_ ^ inR1 , 

4 n p (0.75 mol)(8.31 .J/mol-K) 

En el punto B, se nos dan p B y V B (= V A ), y podemos hallar a T 
similarmente: 

( 1 . 2 X 10 3 Pa)( 0 . 21 m 3 )_ ^ /iny 
1b nR (0.75 mol)(8.31 J/mol-K) 

En el punto C, sabemos que p c (= p„) y que T c (= T A , porque el 
proceso CA es isotermico). Entonces podemos hallar V c : 


Otros resultados _ 

AE inl = nC v AT , W=-Jp dV 
W=(p { V { -PiVi)/(y- 1 ) 

Q = nC x AT 
W — —pAV, Q = nC p AT 
W^-nRT ln(F f /Kj) 


AT=0 

todaslasdemas se aplican en general. 
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Perdigones de plomo 



Perilla de control 


Figura 15 Problema muestra 4. El agua esta hirviendo a 
presion constante. El calor fluye desde el deposito hasta que 
el agua ha sido cambiada completamente a vapor. Se efectua 
un trabajo cuando el gas en expansion levanta al embolo. 


Tr nRT c (0.75 mol)(8.31 J/mol-K)( 108 K) , 

r ‘- — ~ -1.2X105 PH- 0 56 m ' 

Con esta informacion, podemos ahora calcular la transferencia 
de calor, el trabajo efectuado, y el cambio en energia interna 
para cada proceso. Para el proceso 1 (AB), tenemos 

Q\ = tiC v (T B — T a ) 

= (0.75 mol)(20.8 J/mol • K)(40 K - 108 K) = - 1060 J, 
W, = 0 (proceso a volumen constante), 

A£ im ,, = Q, + W, = - 1060 J + 0 = - 1060 J. 

El sistema transfiere energia al entorno como calor durante el 
proceso 1 , y su temperatura cae, correspondiendo a un cambio 
negativo en la energia interna. 

Para el proceso a presion constante 2 ( BC ), obtenemos 

Q 2 = nC p (T c -T B ) 

= (0.75 mol)(29.1 J/mol-K)( 108 K — 40 K) = 1480 J, 
W 2 = ~p(V c - V B ) 

= -(1.2 X 10 3 Pa)(0.56 m 3 - 0.21 m 3 ) = -420 J, 

A £ im , 2 = Q 2 +W 2 = 1480 J + (-420 J) = 1060 J. 

Se transfiere energia al gas como calor durante el proceso 2 y, 
al dilatarse, el gas efectua trabajo sobre su entorno (el entorno 
efectua un trabajo negativo sobre el gas). 

A lo largo de la isoterma ( CA ), el trabajo esta dado por la 
ecuacion 27 del capitulo 23: 

W i = -nRT c 

^ 0 21 m 3 

= -(0.75 mol)(8.31 J/mol-K)( 108 K) In --- 

0.56 m 3 

= 660 J, 

A£ int 3 = 0 (proceso isotermico), 

03 = A £ intj3 -W 3 = 0 - 660 J = -660 J. 

Para el ciclo, tenemos 



T 


Figura 16 El calor Q fluye a traves de una losa rectangular 
de material de espesor A x y area A. 


Q=Q, + Q 2 + 03 = -1060 J + 1480 J + (-660 J) 

= -240 J, 

fF= W, + W 2 + W 3 = 0 + (-420 J) + 660 J = 240 J, 

A£ int = A£ inl , + A£ int 2 + A£ int ,, = - 1060 J + 1060 J + 0 = 0. 

Notese que, como era de esperarse para el ciclo, A = 0 y Q = 
-W. El trabajo total para el ciclo es positivo, como lo esperamos 
para un ciclo que se efectua en la direccion antihoraria._ 


25-7 LA TRANSFERENCIA DE CALOR 

Hemos discutido la transferencia de calor entre un sistema 
y su entorno, pero no hemos descrito aun como tiene lugar 
la transferencia. Existen tres mecanismos: conduccion, 
conveccion, y radiacion. Explicaremos cada uno de ellos 
por or den. 


Conduccion 

Si dejamos un atizador metalico en la lumbre durante 
cualquier periodo de tiempo, su mango se calienta. Se 
transfiere energia de la lumbre al mango por conduccion 
a lo largo de la longitud del mango de metal. En virtud de 
la alta temperatura en ese extremo, los atomos del extremo 
caliente estan vibrando con una amplitud grande. Estas 
amplitudes vibratorias grandes pasan a lo largo del man¬ 
go, de atomo a atomo, debido a las interacciones entre 
atomos adyacentes. De esta manera recorre una region de 
temperatura elevada a lo largo del mango hacia nuestra 
mano. 

Consideremos una losa delgada de material homogeneo 
de espesor A x y area A en su seccion transversal (Fig. 16). 
La temperatura es T + A T en una cara y T en la otra. Por 
experimentacion, describimos varias caracteristicas sobre 
la razon H = Q/At a la cual sera transferida una pequeiia 
cantidad de calor Q a traves de la losa en un tiempo At. La 
razon de flujo calorifico a traves de la losa es (1) directa- 
mente proporcional a A: cuanto mayor sea el area dispo- 


TABLA 5 ALGUNAS CONDUCTIVIDADES 
TERMICAS Y VALORES DE R.' 


Material 

Conductividad 

(W/m • K) 

Valor de R 
(ft 2 • F° • h/Btu) 

Metales 



Acero inoxidable 

14 

0.010 

Plomo 

35 

0.0041 

Aluminio 

235 

0.00061 

Cobre 

401 

0.00036 

Plata 

428 

0.00034 

Gases 



Aire (seco) 

0.026 

5.5 

Helio 

0.15 

0.96 

Hidrogeno 

0.18 

0.80 

Materiales de 



construccion 



Espuma de poliuretano 

0.024 

5.9 

Lana mineral 

0.043 

3.3 

Fibra de vidrio 

0.048 

3.0 

Pino bianco 

0.11 

1.3 

Vidrio de ventaneria 

1.0 

0.14 


T Los valores son a la temperatura ambiente. Notese que los valores de 
k estan dados en unidades SI y los de R en las unidades britanicas 
acostumbradas. Los valores de R son para una losa de 1 in de espesor. 


nible, mas calor fluira por unidad de tiempo; (2) inversa- 
mente proporcional a A jc: cuanto mas gruesa sea la losa, 
menos calor fluira por unidad de tiempo; y (3) directamen- 
te proporcional a AT: cuanto mas grande sea la diferencia 
de temperatura, mas calor fluira por unidad de tiempo. 
[Estos resultados experimentales proporcionan claves pa¬ 
ra minimizar la perdida de calor en su casa durante el 
invierno: haga que el area de la superficie sea mas pequeha 
(una casa de dos plantas es mas eficiente que una casa de 
una planta con la misma area total); use paredes gruesas 
llenas de material aislante; y, quiza lo mas importante, 
cambiese a un clima mas templado.] 

Matematicamente, podemos resumir estos resultados 
experimentales como: 


// = 


Q 

At 


a A 


AT 
Ax ' 


Introduciendo una constante de proporcionalidad k, 11a- 
mada conductividad termica (no debe confundirse con la 
constante de Boltzmann), podemos escribir 


// = 


Q 

At 



(45) 


Una sustancia con un valor grande de k es buena con¬ 
ductor del calor; una con un valor pequeno de k es mala 
conductora, o buena aislante. En el caso de los solidos, las 
propiedades de los materiales pueden hacerlos buenos 
conductores electricos (por ejemplo, la capacidad de los 
electrones de moverse con relativa facilidad en todo el 
volumen del material) asi como tambien buenos conduc¬ 
tores termicos. La tabla 5 muestra algunos valores repre- 
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h 
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Figura 17 (a) Conduccion de calor a traves de una barra 
conductora aislada. (b) Variacion de la temperatura a lo largo 
de la barra. 


sentativos de k. Dentro de la gama de temperaturas que 
encontramos normalmente, podemos considerar a k como 
una constante, pero en gamas de temperatura mas amplias 
se muestra una ligera variacion con T. Notese que los 
solidos, aun aquellos que consideramos comunmente co¬ 
mo aislantes, tienen conductividades mas elevadas que los 
gases. 

Consideremos dos limites de aplicabilidad de la ecua¬ 
cion 45. Veamos primero el caso de una barra larga de 
longitud L y seccion transversal uniforme A, donde un 
extremo se mantiene a la temperatura elevada J A y el 
otro extremo a la temperatura baja T B (Fig. 17). Esto es, 
los extremos de las barras estan sumergidos en depositos 
termicos, de modo que uno puede abastecer una cantidad 
ilimitada de calor y seguirmanteniendo la temperatura T A , 
mientras que el otro puede absorber una cantidad ilimitada 
de calor y aun mantener la temperatura T B . (Un deposito 
puede ser de un material de masa mayor que la barra, y 
por lo tanto tener una capacidad calorifica tan grande que 
el calor que fluye hacia, o desde la barra es despreciable, 
o bien que el deposito pueda ser conectado a una maquina 
de calor como un homo o un refrigerador que pueda 
abastecer o absorber calor continuamente a costa de tra¬ 
bajo extemo. Una mezcla de agua y hielo a 0°C o una 
mezcla de vapor y agua a 100°C pueden ser consideradas 
tambien como un deposito termico.) 

Llamamos a esto una situacion de estado estacionario: 
las temperaturas y la cantidad de calor tiansferido son 
constantes en el tiempo. En esta situacion, todo incremen- 
to de calor Q que entre a la barra por el extremo caliente 
sale de ella por el extremo frio. Puesto de otra manera, 
mediriamos la misma razon de transferencia de calor a 
traves de cualquier seccion transversal a lo largo de la 
longitud de la barra. 

Para este caso, podemos escribir la ecuacion 45 asi: 
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T - T 

H = kA - - -- - (46) 

Aqui L es el espesor del material en la direccion de la 
tranferencia del calor. La razon de flujo de calor H es una 
constante, y la temperatura disminuye de modo lineal 
entre los extremos de la barra (Fig. lib). 

A1 elegir los materiales de construccion, a menudo los 
hallamos caracterizados por la resistencia termica o valor 
de R, definido por 

(47> 

Entonces, cuanto mas baja sea la conductividad, mayor 
sera el valor de R: los buenos aislantes tienen valores de 
R altos. Numericamente, el valor de R se obtiene de acuer- 
do con la ecuacion 47 expresada en las unidades britani- 
cas, ft 2 • F° ■ h/Btu. El valor de R se determina para un 
cierto espesor del material. Por ejemplo, un espesor de 
1 in de fibra de vidrio tiene un R = 3 en el sistema 
britanico, mientras que un espesor de 1 in de madera tiene 
una R = 1 en el sistema britanico, y por lo tanto, conduce 
calor a 3 veces la razon de la fibra de vidrio. Una pulgada 
de aire tiene un R = 5 en el sistema britanico, pero el aire 
es un mal aislante termico porque puede transferir mas 
calor por conveccion, y la conductividad termica no es 
entonces una buena medida del valor aislante del aire. La 
tabla 5 muestra los valores de R para algunos materiales. 

Consideraremos ahora el caso en que la losa tenga un 
espesor infinitesimal dx y una diferencia de temperatura 
dT a traves de su espesor. En este limite, obtenemos 

<48, 

A menudo se conoce a la derivada dT/dx como el gradien- 
te de temperatura, siendo la palabra “gradiente” un termi- 
no matematico general para la derivada de una variable 
escalar con respecto a una coordenada especifica. Como 
una variable, x indica la direccion del flujo de calor y, por 
lo tanto, introducimos un signo menos en la ecuacion 48 
como un recordatorio de que el calor fluye en la direccion 
de dT/dx decreciente. 

La ecuacion 48 tiene una aplicabilidad particular en los 
casos en que la seccion transversal del material no sea 
uniforme. Usaremos esta forma diferencial en la solucion 
del problema muestra 7. 

Conveccion 

Si se mira a la llama de una vela o de un cerillo, estamos 
viendo que la energia calorifica es transportada hacia 
arriba por conveccion. La transferencia de calor por con¬ 
veccion ocurre cuando un fluido, tal como el aire o el agua, 
esta en contacto con un objeto cuya temperatura es mas 
alta que la de su entomo. La temperatura del fluido que 



Figura 18 El aire se eleva por conveccion alrededor de un 
cilindro calentado. Las areas oscuras representan regiones de 
temperatura uniforme. 


esta en contacto con el objeto caliente aumenta, y (en la 
mayoria de los casos) el fluido se dilata. Por ser menos 
denso que el fluido mas frio circundante, se eleva a causa 
de las fuerzas de flotacion; vease la figura 18. El fluido 
mas frio circundante cae para tomar el lugar del fluido que 
se eleva, mas caliente, y se establece una circulacion por 
conveccion. 

La conveccion atmosferica juega un papel fundamental 
en la determinacion de los patrones climaticos globales y 
en nuestras variaciones diarias del tiempo. Los pilotos de 
los planeadores y los condores buscan por igual las co- 
rrientes por termoconveccion que los mantienen en vuelo 
al elevarse desde la Tierra, mas caliente. En los oceanos 
tienen lugar enormes transferencias de energia por el 
mismo proceso. La region exterior del Sol, llamada fotos- 
fera, contiene una vasta ordenacion de celdas de convec¬ 
cion que transportan energia a la superficie solar y dan a 
la superficie una apariencia granulada. 

Hemos estado describiendo la conveccion libre o natu¬ 
ral. La conveccion puede tambien ser forzada, como 
cuando el soplador de un homo provoca que la circulacion 
del aire caliente las habitaciones de una casa. 

Radiacion 

La energia es transportada desde el Sol hasta nosotros por 
medio de ondas electromagneticas que viajan libremente 



Figura 19 La radiacion solar es interceptada por la Tierra y 
en su mayor parte absorbida. La temperatura T t de la Tierra 
se ajusta por si misma a un valor en el que la perdida de calor 
de la Tierra por radiacion es precisamente igual al calor solar 
que absorbe. 


a traves del casi vacio del espacio intermedio. Si nos 
paramos cerca de una fogata, nos calentamos mediante el 
mismo proceso. Todos los objetos emiten esa radiacion 
electromagnetics a causa de su temperatura y tambien 
absorben parte de la radiacion que cae sobre ellos a partir 
de otros objetos. Cuanto mas alta sea la temperatura de un 
objeto, mas irradiara. En el capitulo 49 de la version 
ampliada de este texto veremos que la energia irradiada 
por un objeto es proporcional a la cuarta potencia de su 
temperatura. Por ejemplo, la temperatura promedio de 
nuestra Tierra es de cerca de 300 K, a causa de que a esa 
temperatura la Tierra irradia energia al espacio a la misma 
razon que la que recibe del Sol; vease la figura 19. 


Problema muestra 6 Consideremos una losa compuesta, que 
consta de dos materiales con espesores diferentes, L, y L 2 , y 
diferentes conductividades termicas, k, y k 2 . Si las temperaturas 
de las superficies exteriores son T 2 y T v halle la cantidad del 
calor transferido a traves de la losa compuesta (Fig. 20) en un 
estado estacionario. 

Solucion Sea T x la temperatura en la superficie de contacto 
entre los dos materiales. Entonces la razon de calor transferido 
a traves de la losa 2 es 

„ k 2 A(T 2 — T x ) 

ff 2 

■w 

y la razon a traves de la losa 1 es 

k x A{T x — T t ) 

1 U 

En el estado estacionario H 2 = //, de modo que 

l 2 l, 



Figura 20 Problema muestra 6. Conduccion de calor a 
traves de dos capas de material con conductividades 
termicas diferentes. 


Hagamos que H sea la razon de transferencia de calor (la misma 
para todas las secciones). Entonces, resolviendo para T x y sus- 
tituyendo en cualquiera de las ecuaciones para //, o para H 2 , 
obtenemos 


H= A{T 2 -T x ) 
(Li/k { ) + (L 2 /k 2 ) 


A(T 2 - T) 
R t +R 2 


La extension a cualquier numero de secciones en serie es 


A(T 2 -T) A(T 2 - 7j) 

2 (£//*/) 2 *, 


(49) 


Problema muestra 7 Una tuberia metalica cilindrica delgada 
transporta vapor a una temperatura de T s = 100°C. El tubo tiene 
un diametro de 5.4 cm y esta forrado con un espesor de 5.2 cm 
de fibra de vidrio aislante. A traves de un salon pasa una tuberia 
de longitud D = 6.2 m en que la temperatura es T R = 11°C. (a) 
i,Cuanto calor se pierde a traves del aislante? ( b ) ^Cuanto 
aislante adicional debe ser anadido para reducir a la mitad la 
perdida de calor? 

Solucion (a) La figura 21 ilustra la geometria apropiada para 
el calculo. En el estado estacionario, a traves de cada capa 
cilindrica delgada, como la que se indica por medio de lineas 
discontinuas en la figura 21, pasara la misma cantidad constante 
de flujo de calor H. Podemos considerar a esta capa como una 
placa de material que tiene un espesor dr y un area de 2nrD. 
Aplicando la ecuacion 48 a esta geometria, tenemos 

rr 1 . dT . dT 

H = —kA — = — kllnrD ) — 


o sea 


H — = — 2nkD dT. 
r 

Suponemos que la tuberia metalica delgada esta a la temperatura 
del vapor, de modo que no interviene en el calculo. Integramos 
a partir del radio interior r, del aislante a la temperatura T s al 
radio exterior r 2 a la temperatura T R : 

fn dr f 7 '- 

J H — = —2nkD J dT. 

Sacando la constante H de la integral de la izquierda y llevando 
a cabo las integraciones, obtenemos 
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H In ^ = — 2nkD(T R - T s ) = 2nkD{T s - T R ). 
r i 

Resolviendo para H e insertando los valores numericos, halla- 
mos 

2nkD(T s -T R ) 

In (r 2 /r,) 

2^(0.048 W/m-K)(6.2 m)(89 K) _ J55 w 
ln(7.9 cm/2.7 cm) 

lb) Para reducir la perdida de calor a la mitad, debemos 
aumentar r 2 al valor r 2 , de modo que el denominador de la 
expresion de arriba para H resulte el doble de grande; esto es, 


In (Jjjrd _ 2 
ln(r 2 /r,) 


Resolviendo para r 2 , hallamos 



(7.9 cm) 2 
2.7 cm 


= 23 cm. 


Entonces, jnecesitamos casi cuatro veces el espesor del aislante 
para reducir la transferencia de calor a la mitad!. Este efecto es 
debido al aumento de area, y por lo tanto al aumento de tnasa, 
contenidos en cada capa delgada cuando aumentamos el radio 
en la geometria cih'ndrica. Existe mas material disponible para 
conducir calor a los radios exteriores, y por lo tanto debemos 



Figura 21 Problema muestra 7. La superficie interior 
(radio r,) del aislante de un tubo cih'ndrico esta a la 
temperatura T s y la superficie exterior (radio r 2 ) esta a T R . 

A traves de cada capa cih'ndrica de aislante, tal como la 
intermedia de espesor dr y radio r que se muestra con 
lineas de puntos, fluye el mismo calor Q. 

suministrar una cantidad creciente de aislante al crecer r. Esto 
difiere de la geometria lineal, en la cual el calor transferido 
disminuye linealmente al aumentar el espesor del aislante. En 
la geometria esferica (que pudiera ser apropiada para calcular 
el calor perdido a partir del nucleo de la Tierra hacia su super- 
ficie), el calculo es tambien diferente; vease el problema 61. 


PREGUNTAS 

1. La temperatura y el calor se confunden a menudo, como 
cuando decimos “hoy hara frio”. A modo de ejemplo, 
distinga estos dos conceptos tan cuidadosamente como 
pueda. 

2. De un ejemplo de un proceso en que no se transfiera 
ningiin calor a o desde el sistema pero la temperatura del 
sistema cambie. 

3. /Es el equivalente mecanico del calor un concepto fisico 
o simplemente un factor de conversion para convertir 
energia de unidades de calor a unidades mecanicas y 
viceversa? 

4. /Puede considerarse el calor como una forma de energia 
altnacenada (o potencial)? /Contradice tal interpretacion 
al concepto de calor como energia en el proceso de trans¬ 
ferencia debida a una diferencia de temperatura? 

5. /Puede anadirse calor a una sustancia sin causar que la 
temperatura de la sustancia se eleve? De ser asi, ^contra- 
dice esto el concepto de calor como energia en el proceso 
de transferencia debido a una diferencia de temperatura? 

6. /Por que debe suministrarse energia calorifica para fundir 
hielo si, despues de todo, la temperatura no cambia? 

7. Explique el hecho de que la presencia de un cuerpo grande 
de agua cercano, como el mar o el oceano, tiende a 
moderar los extremos de temperatura del clima en la tierra 
adyacente. 

8. Cuando se calienta el hielo se funde, formando un liquido, 
y luego hierve. Sin embargo, cuando se calienta bioxi- 
do de carbono solido se convierte directamente al estado 


de vapor (decimos que se sublima) sin pasar por el esta¬ 
do liquido. /Como podria producirse bioxido de carbono 
liquido? 

9. En tiempo de hielo se colocan unas ollas con agua caliente 
y fria. Explique (a) si las ollas tienen tapa, el agua fria se 
congelara primero pero (b) si las ollas no tienen tapa, es 
posible que el agua caliente se congele primero. 

10. El aumento de presion siempre favorece la condensa¬ 
tion y por lo general favorece la solidificacion. Explique 
estas tendencias del cambio de estado en terminos micros- 
copicos. 

11. /Por que aumenta con la presion la temperatura de ebulli- 
cion de un liquido? 

12. Un bloque de madera y un bloque de metal estan a la 
misma temperatura. Cuando los bloques se sienten frtos, 
el metal se siente mas frio que la madera; cuando los 
bloques se sienten calientes, el metal se siente mas caliente 
que la madera. Esplique. /A que temperatura se sentiran 
los bloques igualmente frios o calientes? 

13. /Como puede usted usar mejor una cucharilla para en- 
friar una taza de cafe? Agitandola, lo cual implica efec- 
tuar un trabajo, pareceria calentar al cafe en vez de 
enfriarlo. 

14. /Por que, durante el frio las plantas quedan protegidas bajo 
una capa de nieve? En las temporadas de heladas, los 
productores de citricos en Florida rocian a menudo sus 
frutos con agua, a sabiendas de que se congelara. /Por que 
ayuda esto? 
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15. Explique por que las bajas temperaturas y el fuerte viento 
causan danos en la piel expuesta a la intemperie. 

16. Es mas probable que un vaso grueso se raje antes que uno 
delgado cuando se pone agua caliente en el. /Por que? 

17. Usted introduce su mano en el homo caliente para reti- 
rar una cacerola y se quema los dedos con ella. Sin em¬ 
bargo, el aire en el homo esta a la misma temperatura que 
la cacerola y usted no se quema los dedos con el. /Por 
que no? 

18. Los obreros de la industria metalurgica saben que pueden 
sumergir su mano breves momentos en el metal fundido 
caliente sin sufrir quemadura. Explique. 

19. /Por que debe usarse un aislante mas grueso en un atico 
que o buhardilla que en las paredes de una casa? 

20. /Esta siempre a 0°C el hielo? /Puede estar mas frio? 
/Puede estar mas caliente? /Que sucede si hay una mezcla 
de agua y hielo? 

21. (a) /Puede calentarse el hielo a una temperatura por enci- 
ma de los 0°C sin que se funda? Explique. (b) /Puede 
enfriarse el agua a una temperatura abajo de 0°C sin que 
se congele? Explique. (Vease “The Undercooling of Li¬ 
quids”, por David Turnbull, Scientific American , enero de 
1965, pag. 38). 

22. Explique por que los dedos se pegan a una charola meta- 
lica de hielos que acaba de sacarse del refrigerador. 

23. El agua de una marmita hace un ruido burbujeante notable 
cuando se la calienta hasta la ebullicion. Sin embargo, una 
vez que comienza a hervir, cesa el ruido. /Cual es la 
explicacion? ( Sugerencia: Piense en el destino de una 
burbuja de vapor que se eleva desde el fondo de la marmita 
antes de que el agua se caliente uniformemente.) 

24. Es dificil “hervir” un huevo en agua en la cima de una 
montana muy alta porque el agua hierve alii a una tempe¬ 
ratura relativamente baja. /Cual es una manera sencilla y 
practica de veneer esta dificultad? 

25. /Se cocera un huevo (en 3 minutos normalmente) mas 
rapidamente si el agua esta hirviendo con fuerza que si 
esta hirviendo despacio a fuego lento? 

26. El agua es un enfriandor mucho mejor que la mayoria de 
los liquidos. /Por que? /Habria ejemplos en que pudiera 
preferirse otro liquido? 

27. Explique por que cabria esperar que el calor latente de 
vaporizacion de una sustancia fuese considerablemente 
mayor que su calor latente de fusion. 

28. Explique por que el calor especifico a presion constante 
es mayor que el calor especifico a volumen constante. 

29. /Por que se desprecia a menudo la diferencia entre C p y 
C v en los solidos? 

30. Los gases reales siempre se enfn'an al efectuar una expan¬ 
sion libre, mientras que un gas ideal no. Explique. 

31. Exponga las similitudes y especialmente las diferencias 
entre calor, trabajo, y energia interna. 

32. Explique el proceso de congelacion del agua desde el 
punto de vista de la primera ley de la termodinamica. 
Recuerde que el hielo ocupa un volumen mas grande que 
una masa igual de agua. 

33. Una botella termo contiene cafe. El termo es sacudido 
vigorosamente. Considere al cafe como el sistema. (a) /Se 


eleva su temperatura? (b) /Se la ha anadido calor? (c) /Se 
ha efectuado un trabajo sobre el? (d) /Ha cambiado su 
energia interna? 

34. /Se conserva la temperatura de un sistema aislado (que no 
tiene interaccion con el entorno)? Explique. 

35. /Es el calor lo mismo que la energia interna? Si no, de un 
ejemplo en el que la energia interna de un sistema cambie 
sin haber un flujo de calor a traves de la frontera del 
sistema. 

36. /Puede usted decir si la energia interna de un cuerpo fue 
adquirida por transferencia de calor o por efectos del 
trabajo? 

37. Si se dan la presion y el volumen de un sistema, /queda 
siempre determinada la temperatura? 

38. Teniendo en cuenta que la energia interna de un cuerpo 
consta de la energia cinetica y la energia potencial de sus 
particulas, /como distinguiria usted entre la energia inter¬ 
na de un cuerpo y su temperatura? 

39. Los gases dentro de dos recipientes identicos estan a 1 atm 
de presion y a la temperatura ambiente. Uno contiene gas 
helio (monoatomico, masa molar = 4 g/mol) y el otro con¬ 
tiene un numero igual de moles de gas argon (monoato¬ 
mico, masa molar = 40 g/mol). Si 1 J de calor anadido al 
gas helio aumenta su temperatura en una cantidad deter¬ 
minada, /que cantidad de calor debe anadirse al gas argon 
para aumentar su temperatura en la misma cantidad? 

40. Explique como podriamos mantener un gas a temperatura 
constante durante un proceso termodinamico. 

41. /Por que es mas comun excitar una radiacion a partir de 
atomos gaseosos por medio del uso de una descarga elec- 
trica que por medio de metodos termicos? 

42. Hemos visto que la “conservacion de la energia” es una 
ley universal de la naturaleza. Al mismo tiempo, los 
lideres en las nacionaes nos instan a cada uno de nosotros 
a “conservar la energia” (por ejemplo, conduciendo mas 
despacio). Explique los dos significados bastante diferen- 
tes de esa recomendacion. 

43. En un dia invemal la temperatura de la superficie interior 
de una pared es mucho mas baja que la temperatura de la 
habitacion y la de la superficie exterior es mucho mas alta 
que la temperatura ambiente exterior. Explique. 

44. Los mecanismos fisiologicos que mantienen la tempera¬ 
tura interna de una persona actuan dentro de un intervalo 
limitado de temperatura externa. Explique como pue¬ 
de extenderse este intervalo en ambos extremos con el 
uso de la ropa. (Vease “Heat, Cold, and Clothing , por 
James B. Kelley, Scientific American, febrero de 1956, 
pag. 109.) 

45. /Que requisites, a su juicio, deberia llenarun material para 
uso como utensilio de cocina para una buena conductivi- 
dad termica, determinada capacidad calorifica, y coefi- 
ciente de dilatacion? 

46. Tanto la conduccion del calor como la propagacion de las 
ondas implican la transferencia de energia. /Existe alguna 
diferencia en principio entre estos dos fenomenos? 

47. /Puede transferirse por radiacion la energia calorifica a 
traves de la materia? De ser asi, de un ejemplo. Si no es 
asi, explique por que. 
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48. ^Por que los utensilios de cocina de acero inoxidable 
suelen tener una capa de cobre o de aluminio en el fondo? 

49. Considere que el calor puede ser transferido por convec- 
cion y radiacion, asi como por conduccion, y explique 


1. En cierta casa cop energia solar, se almacena energia del 
sol en barriles llenos con agua. En un lapso de cinco di'as 
nublados de inviemo, se necesitaron 5.22 GJ para mante- 
ner el interior de la casa a 22.0°C. Suponiendo que el agua 
de los barriles estuviera a 50.CPC, ^que volumen de agua 
se necesito? 

2. Los icebergs del norte del Atlantico presentan peligros a 
la navegacion (vease la Fig. 22), provocando que la lon- 
gitud de las rutas de navegacion aumente en casi un 30% 
durante la estacion de icebergs. Entre los intentos para 
destruirlos se cuentan la utilizacion de explosivos, el 
bombardeo, el torpedeo, la desintegracion, el uso de arie- 
tes, y la pintura con negro de humo. Suponga que se intenta 
la fusion directa del iceberg colocando fuentes de calor en 
el hielo. ^Cuanto calor se requeriria para fundir el 10% de 
un iceberg de 210,000 toneladas metricas? (Una tonelada 
metrica = 1000 kg.) 



3. ^Cuanta agua permanece sin congelar despues de haber 
extraido 50.4 kJ de calor de 258 g de agua liquida inicial- 
mente a 0°C? 

4. Un objeto de 6.50 kg de masa cae desde una altura de 50.0 
m y, por medio de una transmision mecanica, hace girar a 
una rueda de paletas que agita 520 g de agua. El agua esta 
inicialmente a 15°C. ^Cual es la maxima elevacion posible 
de la temperatura? 

5. ( a ) Calcule el aumento posible de la temperatura del agua 
que pasa por las Cataratas del Niagara, de 49.4 m de altura. 
(b) i,Que factores tenderian a impedir esta posible eleva¬ 
cion? 


por que una botella de termo tiene pared doble, y esta esta 
al vacio y es plateada. 

50. Un lago se congela primero en su superficie. ^Participa la 
conveccion en este fenomeno? ^Que sucede con la con¬ 
duccion y la radiacion? 


Un pequeno calentador electrico por inmersion se utiliza 
para hervir 136 g de agua para una taza de cafe instantaneo. 
El calentador es de 220 watts. Calcule el tiempo necesario 
para llevar esta agua de 23.5°C al punto de ebullicion, 
despreciando cualquier perdida de calor. 

7. Un tazon de 146 g de cobre contiene 223 g de agua; 
tanto el tazon como el agua estan a 21,0°C. Se deja caer 
en el agua un cilindro de cobre muy caliente de 314 g. 
Esto hace que el agua hierva, convirtiendose 4.70 g en 
vapor, y la temperatura final de todo el sistema es de 
100°C. (a) ^Cuanto calor se transfirio al agua? ( b ) ^Cuan- 
to al tazon? (c) ^Cual era la temperatura original del 
cilindro? 

8. Un atleta necesita perder peso y decide hacerlo levantando 
pesas. (a) ^Cuantas veces debe levantar una pesa de 80.0 
kg a una altura de 1.30 m para quemar 1 lb de grasa, 
suponiendo que se requieren 3500 Cal para hacerlo? ( b ) 
Si la pesa se levanta una vez cada 4 s, ^cuanto tiempo le 
tomara? 

9. Calcule la cantidad minima de calor necesario para fundir 
completamente 130 g de plata inicialmente a 16.0°C. 
Suponga que el calor especifico no cambia con la tempe¬ 
ratura. Veanse las tablas 1 y 2. 

10. Un termometro de 0.055 kg de masa y 46.1 J/K de capaci- 
dad calorifica indica 15.0°C. Luego se le sumerge comple¬ 
tamente en 0.300 kg de agua y llega a la misma temperatura 
final del agua. Si el termometro indica 44.4°C, ^cual era la 
temperatura del agua antes de la inmersion del termometro, 
despreciando otras perdidas de calor? 

11. Un jefe de cocina quien, una manana se encuentra que 
la estufa no funciona, decide hervir agua para cafe sacu- 
diendola en un termo. Suponga que el “chef’ usa 560 cm 3 4 5 
de agua de la Have a 59°F, y que el agua cae 35 cm en 
cada sacudida, ejecutando el “chef’ 30 sacudidas por mi- 
nuto. Despreciando cualquier perdida de energia. ^.Duran¬ 
te cuanto tiempo estara sacudiendo el frasco antes de que 
hierva el agua? 

12. En un calentador solar de agua, los colectores del tejado, 
dentro de cuyos tubos circula el agua, captan energia del 
sol. La radiacion solar entra al colector a traves de una 
cubierta transparente y calienta el agua en los tubos; esta 
agua es bombeada a un tanque de deposito. Suponiendo 
que la eficiencia de todo el sistema sea de 20% (es decir, 
se pierde el 80% de la energia solar incidente en el siste¬ 
ma), ^que area del colector es necesaria para sacar agua 
de un tanque de 200 L y elevar su temperatura de 20 a 40°C 


en 1.0 h? La intensidad de la luz solar incidente es de 
700 W/m 2 . 

13. Una marmita electrica de aluminio tiene una masa de 
0.560 kg y contiene un elemento calefactor de 2.40 kW. 
Se llena con 0.640 1 de agua a 12.0°C. i Cuanto tiempo se 
necesitara (a) para que comience la ebullicion y (b) para 
que la marmita se quede seca? (Suponga que la tempera¬ 
tura de la marmita no sobrepasa los 100 C en ningun 
momento.) 

14 Para medir el calor especifico de un liquido se emplea un 
calorimetro de flujo. Se anade calor en una cantidad 
conocida a una corriente del liquido que pasa por el 
calorimetro con un volumen conocido. Entonces, una 
medicion de la diferencia de temperatura resultante entre 
los puntos de entrada y salida de la corriente de liquido 
nos permite calcular el calor especifico del liquido. Un 
liquido de 0.85 g/cm 3 de densidad fluye a traves de un ca¬ 
lorimetro a razon de 8.2 cm’/s. Se anade calor por medio 
de un calentador electrico en espiral de 250 W, y se 
establece una diferencia de temperatura de 15 C en con- 
diciones de estado estacionario entre los puntos de entrada 
y salida del flujo. Halle el calor especifico del liquido. 

15. El agua estancada a cielo abierto a 32°C se evapora a causa 
del escape de algunas de las moleculas de su superficie. 
El calor de vaporizacion es aproximadamente igual a en, 
en donde e es la energia media de las moleculas que 
escapan y n es el numero de moleculas por kilogramo. (a) 
Halle e. ( b ) <,Cual es la razon entre e y la energia cinetica 
promedio de las moleculas de H 2 0, suponiendo que la 
energia cinetica se relaciona con la temperatura de la mis¬ 
ma manera que lo hace en los gases? 

16. ^Que masa de vapor a 100°C debe mezclarse con 150 g de 
hielo a 0°C, en un recipiente termicamente aislado, para 
producir agua liquida a 50°C? 

17. Una persona prepara una cantidad de te helado mezclando 
520 g del te caliente (esencialmente agua) con una masa 
igual de hielo a 0°C. ^Cuales son la temperatura final y la 
masa de hielo restante si el te caliente esta inicialmente a 
una temperatura de (a) 90.0°C y (b) 70.0°C? 

18. (a) Dos cubos de hielo de 50 g cada uno se dejan caer en 
200 g de agua en un vaso. Si el agua estaba inicialmente 
a una temperatura de 25°C, y el hielo venia directamente 
de un congelador a - 15°C, ^cual es la temperatura final de 
la bebida? ( b ) Si solo se hubiera usado un cubo de hielo 
en (a), ^cual seria la temperatura final de la bebida? 
Desprecie la capacidad calorifica del vaso. 

19. Un anillo de cobre de 21.6 g tiene un diametro de 
2.54000 cm a la temperatura de 0°C. Una esfera de alumi¬ 
nio tiene un diametro de 2.54533 cm a la temperatura de 
100°C. La esfera se situa sobre el anillo (Fig. 23), y se deja 
que ambos lleguen al equilibrio termico, sin que se disipe 
calor alguno al entorno. La esfera pasa justamente a traves 
del anillo a la temperatura de equilibrio. Halle la masa de 
la esfera. 

Seccion 25-3 Capacidades calorificas de los solidos 

20. Cierta sustancia tiene una masa molar de 51.4 g/mol. 
Cuando se anaden 320 J de calor a una muestra de 37.1 g 


PROBLEMAS 

Seccion 25-2 Capacidad calorifica y calor especifico 6. 
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Figura23 Problema 19. 


de este material, su temperatura se eleva de 26.1 a 42.0°C. 
(a) Halle el calor especifico de la sustancia. (b) ^Cuan- 
tos moles de la sustancia estan presentes? (c) Calcule la 
capacidad calorifica molar de la sustancia. 

21. Cerca del cero absoluto la capacidad calorifica molar del 
aluminio varia con la temperatura absoluta T y esta dada 
por C = (3.16 x 10- 5) r\ en J/mol • K. Cuanto calor se 
necesita para elevar la temperatura de 1.2 g de aluminio 
de 6.6 a 15 K? 

22. Se encuentra que la capacidad calorifica molar de la plata, 
medida a la presion atmosferica, varia con la temperatura 
entre 50 y 100 K segun la ecuacion empirica 

C= 0.318 T — 0.00109 T 2 - 0.628, 

donde C esta en J/mol • K y T esta en K. Calcule la cantidad 
de calor necesario para elevar 316 g de plata desde de 50.0 
a 90.0 K. La masa molar de plata es 107.87 g/mol. 

23. Partiendo de la figura 3, calcule la cantidad de calor 
necesario para elevar la temperatura de 0.45 mol de car- 
bono de 200 a 500 K. ( Sagerencia : Aproxime la curva real 
en esta region con un segmento de linea recta.) 

Seccion 25-4 Capacidades calorificas de un gas ideal 

24. La masa de un atomo de helio es de 6.66 x 10 27 kg. Calcule 
el calor especifico a volumen constante del gas helio (en 
J/kg • K) a partir de la capacidad calorifica molar a 
volumen constante. 

25. En un experimento, se calientan 1.35 mol de oxigeno (0 2 ) 
a presion constante comenzando en 11.0°C. ^Cuanto calor 
debe anadirse al gas para duplicar su volumen? 

26. Se calientan doce gramos de nitrogeno (N 2 ) en un tan¬ 
que de acero de 25.0 a 125°C. (c) iCuantos moles de 
nitrogeno estan presentes? ( b ) ^Cuanto calor se transfiere 
al nitrogeno? 

27. Una muestra de 4.34 mol de un gas diatomico ideal 
experimenta un aumento de temperatura de 62.4 K bajo 
condiciones de presion constante. (a) ^Cuanto calor se 
aiiadio al gas? (b) ^En cuanto aumento la energia interna 
del gas? Vease la ecuacion 36 del capitulo 23. (c) ^En 
cuanto aumento la energia cinetica interna de traslacion 
del gas? 

28. Un recipiente contiene una mezcla de tres gases no reac- 
tivos: h, moles del primer gas con calor especifico molar 
a volumen constante C„ y asi sucesivamente. Halle el 
calor especifico molar a volumen constante de la mezcla, 
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en terminos de los calores especi'ficos molares y de las 
cantidades de los tres gases por separado. 

29. La masa atomica molar del yodo es de 127 g. Una onda 
estacionaria en un tubo lleno de yodo gaseoso a 400 K 
tiene nodos separados por una distancia de 6.77 cm cuando 
la frecuencia es de 1000 Hz. Determine mediante estos 
datos si el yodo gaseoso es un gas monoatomico o diato- 
mico. 

30. Una sala de volumen V esta llena con un gas ideal diato- 
mico (aire) a temperatura 7, y presion p 0 . El aire se 
calienta a una temperatura mas alta T 2 , permaneciendo la 
presion constante en p Q , ya que las paredes de la sala no 
son hermeticas. Demuestre que el contenido de energia 
interna del aire que permanece en la sala es el mismo a 7, 
y 7,y que la energia suministrada por el homo para 
calentar el aire se ha ido toda para calentar el aire exterior 
a la sala. Si no anadimos energia al aire, ^por que preocu- 
parse por encender el homo? (Desprecie la energia del 
homo empleada para elevar la temperatura de las paredes, 
y considere unicamente la energia empleada para elevar 
la temperatura del aire.) 

Seccion 25-6 Aplicaciones de la primera ley 

31. Una muestra de n moles de un gas ideal experimenta una 
expansion isotermica. Halle el flujo de calor hacia el gas 
en terminos de los volumenes inicial y final y de la 
temperatura. 

32. Un gas encerrado en una camara pasa por el ciclo mostra- 
do en la figura 24. Determine el calor neto anadido al 
gas durante el proceso CA si Q AB = 20 J, Q ac = 0, y W BCA 
= -15 J. 


P 



Figura 24 Problema 32. 


33. Considere que se efectua un trabajo de 214 J sobre un 
sistema y que se extraen 293 J de calor del sistema. En el 
sentido de la primera ley de la termodinamica, ^cuales son 
los valores (incluyendo los signos algebraicos) de (a) W, 
(b) Q, y (c) A E.J 

34. La figura 25a muestra un cilindro que contiene gas, el cual 
esta confinado por medio de un embolo movil. El cilindro 
esta sumergido en una mezcla de hielo y agua. El embolo 
se empuja rapidamente hacia abajo de la posicion 1 a la 
posicion 2. El embolo se mantiene en la posicion 2 hasta 
que el gas esta de nuevo a 0°C y luego se le eleva lenta- 


mente de regreso a la posicion 1. La Figura 25 b es un 
diagrama pV del proceso. Si durante el ciclo se funden 
122 g de hielo, ^cuanto trabajo se efectuo sobre el gas? 



Figura 25 Problema 34. 


35. (a) Un gas ideal monoatomico inicialmente a 19.0°C es 
comprimido subitamente a un decimo de su volumen 
original. ^Cual es su temperatura despues de la com pre¬ 
sion? (£>) Haga el mismo calculo para un gas diatomico. 

36. Una cantidad de gas ideal ocupa un volumen inicial V 0 a 
una presion p 0 y una temperatura T 0 . Se dilata hasta el 
volumen V, (a) a presion constante, ( b ) a temperatura 
constante, (c) adiabaticamente. Grafique cada caso en un 
diagrama pV. ^En que caso es Q maximo? ^Minimo? ^En 
que caso es W maximo? ^Minimo? ^En que caso es AE m 
maximo? ^Minirno? 

37. Una cantidad de gas monoatomico ideal consta de n moles 
inicialmente a la temperatura 7,. La presion y el volumen 
se duplican luego lentamente de manera que se traza una 
linea recta en un diagrama pV. En terminos de n, R, y 7„ 
halle (a) W, (b) A E in „ y (c) Q. (d) Si fuesemos a definir un 
calor especifico equivalente para este proceso, ^cual seria 
su valor? 

38. En la figura 11, suponga los siguiente valores: p K = 2.20 x 
10 5 Pa, V, = 0.0120 m\p, - 1.60 x 10 5 Pa, V { = 0.0270 m 3 . 
Halle el valor de Q, W, y Q + W para cada una de las tres 
trayectorias mostradas. ( Sugerencia : Halle p, V, T en los 
puntos A, B, C. Suponga un gas monoatomico ideal.) 

39. Cuando un sistema se lleva del estado i al estado / a lo 
largo de la trayectoria iaf en la figura 26, se encuentra que 
Q = 50 J y W = -20 J. A lo largo de la trayectoria ibf, Q = 
36 J. (a) ^Que valor tiene IF a lo largo de la trayectoria 
ibf 2 (b) Si W= +13 J para la trayectoria curva de regreso 
ft, ^que valor tiene Q en esta trayectoria? (c) Considere 
que E mj = 10 J. ^Cuanto vale £ inl/ ? ( d) Si E Mb = 22 J, halle 
Q para el proceso ib y para el proceso bf. 

40. Un gas dentro de una camara experimenta los procesos 
mostrados en el diagrama pV de la Figura 27. Calcule el 
calor neto anadido al sistema durante un ciclo completo. 

41. Sea 20.9 J el calor anadido a determinado gas ideal. Como 
resultado, su volumen cambia de 63.0 a 113 cm 3 mientras 
que la presion permanece constante a 1.00 atm. (a) ^En 
cuanto cambio la energia interna del gas? ( b) Si la cantidad 
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Figura 26 Problema 39. 



Figura 27 Problema 40. 


de gas presente es de 2.00 x 10~ 3 mol, halle la capaci- 
dad calorifica molar a presion constante. (c) Halle la ca- 
pacidad calorifica molar a volumen constante. 

42. La temperatura de 3.15 mol de un gas poliatomico ideal 
se eleva 52.0 K mediante cada uno de los tres procesos di- 
namicos diferentes: a volumen constante, a presion cons¬ 
tante, y segun una compresion adiabatica. Complete una 
tabla que muestre, para cada procedimiento, el calor ana¬ 
dido, el trabajo efectuado sobre el gas, el cambio de 
energia interna del gas, y el cambio de la energia cinetica 
total de traslacion de las moleculas del gas. 

43. Una maquina lleva 1.00 mol de un gas monoatomico ideal 
alrededor del ciclo mostrado en la figura 28. El proceso 
AB tiene lugar a volumen constante, el proceso BC es 
adiabatico, y el proceso CA tiene lugar a presion constante. 
(a) Calcule el calor Q, el cambio en la energia interna 
A E m , y el trabajo W para cada uno de los tres procesos y 
para el ciclo en total. ( b ) Si la presion inicial en el punto A 
es de 1.00 atm, halle la presion y el volumen en los puntos 
By C. Use 1 atm = 1.013 x 10 5 Pa y R = 8.314 J/mol • K. 

44. Un cilindro tiene un embolo de metal de 2.0 kg bien 
ajustado con area en su seccion transversal de 2.0 cm 2 
(figura 29). El cilindro contiene agua y vapor a tempera¬ 
tura constante. Se observa que el embolo desciende lenta¬ 
mente a razon de 0.30 cm/s ya que fluye calor hacia afuera 
del cilindro a traves de sus paredes. Cuando esto sucede, 
parte del vapor se condensa en la camara. La densidad del 
vapor dentro de la camara es de 6.0 x 10 4 g/cm 3 y la 
presion atmosferica es de 1.0 atm. (u) Calcule la cantidad 
de condensacion del vapor, (b) i, A que cantidad esta 
saliendo el calor de la camara? (c) ^Cual es la cantidad de 
cambio de la energia interna del vapor y del agua dentro 
de la camara? 



Figura 28 Problema 43. 



Figura 29 Problema 44. 


45. En el motor de una motocicleta, despues de que ocurre la 
combustion en la parte superior del cilindro, el embolo es 
forzado hacia abajo mientras la mezcla de los productos 
gaseosos experimenta una expansion adiabatica. Halle la 
potencia promedio implicada en esta expansion cuando el 
motor esta girando a 4000 rpm, suponiendo que la presion 
indicada inmediatamente despues de la combustion es de 
15.0 atm, el volumen inicial es de 50.0 cm 3 , y el volumen 
de la mezcla al final de la carrera, de 250 cm 3 . Supoga que 
los gases son diatomicos y que el tiempo implicado en la 
expansion es la mitad del tiempo total del ciclo. 

Seccion 25-7 La transferencia de calor 

46. Calcule la cantidad de calor que se perderia en un dia 
de invierno muy frio a traves de una pared de ladrillos de 
6.2 m x 3.8 m y 32 cm de espesor. La temperatura del 
interior es de 26°C y la temperatura del exterior es de 
-18° C; suponga que la conductividad termica del ladrillo 
es de 0.74 W/m • K. 

47. La cantidad promedio a que fluye el calor a traves de la 
superficie de la Tierra en America del Norte es de 54 
mW/m 2 , y la conductividad termica promedio de las rocas 
cercanas a la superficie es de 2.5 W/m • K. Suponiendo 
una temperatura en la superficie de 10°C, ^cual seria la 
temperatura a una profundidad de 33 km (cerca de la base 
de la corteza)? Desprecie el calor generado por los ele- 
mentos radiactivos; puede ignorarse tambien la curvatura 
de la Tierra. 
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48. ( a ) Calcule la cantidad a la cual fluye el calor del cuerpo 
a traves de la ropa de un esquiador, dados los datos 
siguientes: el area de la superficie del cuerpo es de 1.8 m 2 
y la ropa tiene un espesor de 1.2 cm; la temperatura de la 
piel es de 33°C, mientras que la superficie exterior de 
la ropa esta a 1.0°C; la conductividad termica de la ropa 
es de 0.040 W/m ■ K. ( b ) ^Cual seria el cambio en la 
respuesta si, despues de una caida, las ropas del esquiador 
quedasen empapadas de agua? Suponga que la conducti¬ 
vidad termica del agua es de 0.60 W/m • K. 

49. Considere la placa mostrada en la figura ! 6. Suponga que 
A* = 24.9 cm, A = 1.80 m 2 , y que el material es cobre. Si 
T = -12.0°C, AT = 136°C, y que se alcanza el estado 
permanente, halle (a) el gradiente de temperatura, (b) la 
cantidad del calor transferido, y (c) la temperatura en un 
punto de la placa a 11.0 cm del extremo de mayor tempe¬ 
ratura. 

50. Una barra cilindrica de plata de 1.17 m de longitud y 4.76 
cm 2 de area en su seccion transversal se aisla para impedir 
la perdida de calor a traves de su superficie. Los extremos 
se mantienen a una diferencia de temperatura de 100 C° 
colocando un extremo en una mezcla de agua y hielo y el 
otro en agua hirviendo y vapor, (a) Halle la cantidad a la 
que se transfiere el calor a lo largo de la barra. (b) Calcule 
la cantidad a la que se funde el hielo en el extremo frio. 

51. Para cubrir una abertura de area 2A se dispone de cuatro 
piezas cuadradas de dos materiales aislantes diferentes, 
todas con el mismo espesor y area A. Esto puede hacerse 
en cualquiera de las dos maneras mostradas en la figu¬ 
ra 30. ^Cual de los arreglos, (a) o ( b ), daria el menor flujo 
de calor, siendo k 2 * k,7 



(a) ( b) 


Figura 30 Problema 51. 


52. Demuestre que la temperatura T x en la superficie de con- 
tacto de una placa compuesta (vease el problema mues- 
tra 6) esta dada por 

_ R l T l + R 2 T 2 
R , + R 2 ■ 

53. Un alambre largo de tungsteno de un calefactor esta tie¬ 
ne una especificacion de 3.08 kW/m y un diametro de 
0.520 mm. Esta empotrado a lo largo del eje de un cilindro 
de ceramica de 12.4 cm de diametro. Cuando se opera a 
la potencia especificada, el alambre esta a 1480°C y el 
exterior del cilindro esta a 22.0°C. Calcule la conductivi¬ 
dad termica de la ceramica. 

54. Dos barras rectangulares de metal identicas estan soldadas 
a tope como se muestra en la figura 31a, y a traves de las 


barras fluyen 10 J de calor en 2.0 min. ^Cuanto tiempo 
transcurriria para que fluyesen 30 J a traves de las barras 
si estan soldadas como se muestra en la figura 316? 



(b) 


Figura 31 Problema 54. 


55. Calcule la cantidad de perdida de calor a traves del vidrio 
de una ventana de 1.4 m 2 de area y 3.0 mm de espesor si 
la temperatura del exterior es de -20°F y la temperatura 
del interior es de +72°F. (6) Se instala una ventana contra 
tormentas que tiene el mismo espesor de vidrio pero con 
un claro de aire de 7.5 cm entre las dos ventanas. ^Cual 
sera la cantidad de perdida de calor correspondiente supo- 
niendo que la conduccion sea el unico mecanismo impor- 
tante de perdida de calor? 

56. Calcule la cantidad de flujo de calor a traves de dos puertas 
contra tormentas de 1.96 m de altura y 0.770 m de ancho. 
(a) Una puerta esta hecha de laminas de aluminio de 
1.50 mm de espesor y una hoja de vidrio de 3.10 mm que 
cubre el 75.0% de su superficie (se considera que el marco 
estructural tiene un area despreciable). (6) La segunda 
puerta esta hecha enteramente de abeto con 2.55 cm de 
espesor. Considere que la caida de temperatura a traves 
de las puertas es de 33.0 C° (= 59.4 F°). Vease la tabla 5. 

57. En la figura 32 se muestra una representacion idealizada 
de la temperatura del aire en funcion de la distancia desde 
una ventana de un solo vidrio en un dia de invierno en 
calma. Las dimensiones de la ventana son 60 cm * 60 cm 
x 0.50 cm. (a) ^En que cantidad fluye el calor hacia fuera 
de la ventana? ( Sugerencia : La caida de temperatura a 
traves del vidrio es muy pequena.) ( b ) Calcule la diferen¬ 
cia de temperatura entre las superficies interior y exterior 
del vidrio. 

58. Un tanque de agua ha estado a la intemperie en un clima 
frio hasta que se formo en su superficie una capa de hielo 
de 5.0 cm de espesor (Fig. 33). El aire sobre el hielo esta 
a -10°C. Calcule la razon de formacion de hielo (en cm 
por hora) en el fondo de la capa de hielo. Considere que 
la conductividad termica y la densidad del hielo son 1.7 
W/m • K y 0.92 g/cm 3 . Suponga que no fluye calor a traves 
de las paredes del tanque. 

59. Se ha formado hielo en un estanque poco profundo y se 
ha alcanzado un estado estacionario estando el aire de 
encima del hielo a -5.20°C y el fondo del estanque a 
3.98°C. Si la profundidad total del hielo + agua es de 
1.42 m, ^que espesor tiene el hielo? (Suponga que las 
conductividades termicas del hielo y el agua son de 1.67 
y 0.502 W/m ■ K, respectivamente.) 



Figura 32 Problema 57. 
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Figura 33 Problema 58. 


60. La estructura de una pared consta de un marco de 20 ft * 
12 ft hecho de 16 puntales verticales de 2 x 4, cada uno 
de 12 ft de altura y colocados a 16 in centro a centro. El 
exterior de la pared esta recubierto con hojas de madera 
chapeada de i in de espesor (R = 0.30) y hojas de abeto de 
1 in (R = 0.98). El interior esta recubierto de yeso de j in 
(R = 0.47), y el espacio entre los puntales esta lleno de 
espuma de poliuretano (R = 5.9 para una capa de 1 in.) Un 
puntal de “dos por cuatro” tiene realmente un tamano de 
1.75 in x 3.75 in. Suponga que estan hechos de madera 
para la cual R= 13 para un tablero de 1 in. (a) /A que 


razon fluye el calor a traves de esta pared para un diferen¬ 
cia de temperatura de 30 F°? (6) /Cual es el valor de R 
para la pared asi estructurada? (c) ^Que fraccion del area 
de la pared contiene puntales, en comparacion con el 
area de espuma? (d) iQue fraccion del flujo de calor pasa 
a traves de los puntales, en comparacion con el que pa¬ 
sa por la espuma? 

61. Suponiendo que k sea constante, demuestre que la canti¬ 
dad radial de flujo de calor en una sustancia entre dos 
esferas concentricas esta dada por 

(T, - T 2 )4nkr,r 2 
r 2 r i 

en donde la esfera interior tiene un radio r ! y una tempe¬ 
ratura T„ y la esfera exterior tiene un radio r, y una 
temperatura T 2 . 

62. (a) Utilice los datos del problema 47 para calcular la 
cantidad a la que fluye el calor hacia afuera a traves de la 
superficie de la Tierra. (a) Suponga que este flujo de calor 
se debe a la presencia de un nucleo caliente en la Tierra y 
que este nucleo tenga un radio de 3470 km. Suponga 
tambien que el materiar que esta entre el nucleo y la 
superficie de la Tierra no contiene fuentes de calor y tiene 
una conductividad termica promedio de 4.2 W/m • K. Use 
el resultado del problema 61 para calcular la temperatura 
del nucleo. (Suponga que la superficie de la Tierra esta a 
0°C.) La respuesta que se obtiene es demasiado grande por 
un factor de aproximadamente 10. i,Por que? 

63. A bajas temperaturas (por debajo de unos 50 K), la con¬ 
ductividad termica de un metal es proporcional a la 
temperatura absoluta: es decir, k = aT, donde a es una 
constante con un valor numerico que depende del metal 
en particular. Demuestre que la razon de flujo de calor a 
traves de una barra de longitud L y area A en su seccion 
transversal y cuyos extremos estan a las temperaturas 7/ 
y T 7 esta dada por 

H = W {T] ~ TlY 

(Desprecie la perdida de calor de la superficie.) 







CAPITULO 26 



Podemos imaginar muchos procesos que conservan la energia (y por lo tanto satisfacen la 
primera ley), pero que no llegan a suceder jamas. Por ejemplo, que una taza de cafe caliente 
ceda algo de energia interna a energia rotatoria y espontaneamente comience a girar, que un 
bloque y la superficie de una mesa conviertan parte de su energia interna para hacer que 
el bloque se mueva; que un vaso de agua fria se transforme en un cubo de hielo en un vaso de 
agua mas caliente. Sin embargo, en cada uno de estos casos suele observarse, por lo general, 
el proceso inverso. Como estudiaremos en este capitulo, la segunda ley de la termodinairiica 
trata de si ocurren o no tales procesos en la naturaleza. A menudo se dice que la segunda ley 
sigue la direccion de la "flecha del tiempo ", significando con esto que lossistemas evolucionan 
naturalmente con el tiempo en una direccion pero no en la otra. 

En este capitulo empleamos la segunda ley para analizar las maquinas que convierten el 
color en trabajo util, y demostramos que existe un limite superior para la eficiencia a la que 
puede funcionar una maquina. La segunda ley conduce a un nuevo concepto, la entropia, al 
igual que la ley cero conducla a la temperatura y la primera ley a la energia interna. 
Concluimos nuestro estudio de la termodinamica demostrando como la relacidn entre la 
entropia (una cantidad macroscopica) y su cantidad microscopica correspondiente (la proba- 
bilidad estadlstica de diferentes arreglos de un sistema) refuerzan la conexion entre la 
termodindmica y la mecanica estadlstica, el objetivo que nos propusimos en la seccion 22-1. 


26-1 PROCESOS REVERSIBLES 

Y PROCESOS 1RREVERSIBLES 


Consideremos un sistema ti’pico en equilibrio termodina- 
mico, digamos n moles de un gas (real), confinados en un 
arreglo cilindro-embolo de volumen V, teniendo el gas 
una presion p y una temperatura T. En un estado de 
equilibrio, estas variables termodinamicas permanecen 
constantes con el tiempo. Supongamos que el cilindro, 
cuyas paredes son aislantes pero cuya base conduce calor, 
se coloca en un deposito grande a la misma temperatura 
T, como vemos en la figura 1. Llevemos ahora al sistema 
a otro estado de equilibrio en el que la temperatura T sea 
la misma pero el volumen Fse reduzca a la mitad. De entre 
las muchas maneras en que esto se puede hacer, estudia¬ 
remos dos casos extremos. 

1. Presionamos el embolo muy rapidamente; entonces 
esperamos que se restablezca el equilibrio con el deposito. 
Durante este proceso el gas es turbulento, y su presion y 


temperatura no estan bien definidos. No podemos trazar 
el proceso como una linea continua en un diagrama pV 
porque no sabriamos que valor de la presion (o de la 
temperatura) asociariamos con un volumen dado. El sis¬ 
tema pasa de un estado de equilibrio i a otro/a traves de 
una serie de estados de no equilibrio (Fig. la). 

2. Presionamos el embolo (suponiendo que no existe 
friccion) muy lentamente, quiza anadiendo en forma gra¬ 
dual arena a la parte superior del embolo, de modo que la 
presion, el volumen, y la temperatura del gas sean, en todo 
momento, cantidades bien definidas. Primero, dejamos 
caer unos cuantos granos de arena sobre el embolo. Esto 
reducira el volumen del sistema un poco y la temperatura 
tendera a elevarse; el sistema se saldra del equilibrio, pero 
solo ligeramente. Se transferira al deposito una pequena 
cantidad de calor, y en un tiempo corto el sistema alcan- 
zara un nuevo estado de equilibrio, siendo su temperatura 
de nuevo la del deposito. Luego dejamos caer unos cuan¬ 
tos granos mas de arena sobre el embolo, reduciendo el 
volumen aun mas. De nuevo, esperamos que se establezca 
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(b) 


Figura 1 Se hace que un gas real pase de un estado inicial i (caracterizado por la presion 
p„ el volumen V„ y la temperatura 7]) a un estado final/(caracterizado por p^ y 7}). El 

proceso puede llevarse a cabo (a) irreversiblemente, dejando caer de forma siibita un peso 
sobre el embolo, o (b) reversiblemente, anadiendo arena al embolo, unos cuantos granos a 
la vez. 


un nuevo estado de equilibrio, y asi sucesivamente. Des¬ 
pues de muchas repeticiones de este procedimiento redu- 
cimos, finalmente el volumen a la mitad. Durante todo 
este proceso el sistema esta siempre en un estado que 
difiere solo ligeramente de un estado de equilibrio. Si 
imaginamos llevar a cabo este procedimiento con aumen- 
tos sucesivos de presion aun mas pequenos, los estados 
intermedios se saldran del equilibrio todavia menos que 
antes. Aumentando indefinidamente el numero de cam- 
bios y disminuyendo en consecuencia el tamano de cada 
cambio, llegamos a un proceso ideal en el que el sistema 
pasa a traves de una sucesion continua de estados de 
equilibrio, los cuales podemos trazar como una linea 
continua en un diagrama pV (Fig. 1 b). Durante este pro¬ 
ceso se transfiere cierta cantidad de calor Q del sistema al 
deposito. 

Los procesos del tipo 1 se llaman irreversibles, y los 
del tipo 2 se llaman reversibles. Un proceso reversible es 
aquel en que, por medio de un cambio diferencial en el 
entorno, puede hacerse que regrese sobre su trayectoria. 
Es decir, si aiiadimos unos cuantos granos de arena al 
embolo cuando el sistema esta en un estado particular A, 
el volumen disminuye en dV y una pequena cantidad de 
calor es transferida al deposito. Si seguidamente quitamos 
aquellos pocos granos de arena (un cambio diferencial en 
el entorno), el volumen aumenta en dV y una cantidad 
igual de calor se transfiere del deposito, regresando por 
ello tanto el sistema como el entorno al estado original A. 


En la practica, todos los procesos son irreversibles, pero 
podemos aproximamos arbitrariamente a la reversibilidad 
por medio de refinamientos experimentales apropiados. 
El proceso estrictamente reversible es una abstraccion 
sencilla y util que guarda una relacion similar con los 
procesos reales como la abstraccion del gas ideal lo hace 
con los gases reales. 

No todos los procesos llevados a cabo lentamente son 
reversibles. Por ejemplo, si el embolo de nuestro ejemplo 
ejerciera una fuerza de friccion sobre las paredes del 
cilindro, no regresaria a su estado previo por el hecho de 
quitar unos cuantos granos de arena. Si aiiadimos arena al 
embolo lentamente, el sistema seguiria evolucionando a 
traves de una serie de estados de equilibrio, pero no lo 
haria en forma reversible. Se usa la palabra casi-estatico 
para describir procesos que se llevan a cabo con la lentitud 
suficiente como para que el sistema pase a traves de una 
secuencia continua de estados de equilibrio; un proceso 
casi-estatico puede ser o puede no ser reversible. 

El proceso descrito en 2 es no solo reversible sino 
tambien isotermico, porque hemos supuesto que la tem¬ 
peratura del gas difiere en todo momento en solo una 
cantidad diferencial dT de la temperatura (constante) del 
deposito en que descansa el cilindro. 

Podriamos tambien reducir el volumen adiabaticamen- 
te sacando al cilindro del deposito termico y poniendolo 
sobre una plataforma no conductora. En un proceso adia¬ 
batico no se permite que el calor entre o saiga del sistema. 


Un proceso adiabatico puede ser reversible o irreversible, 
la definicion no excluye a ninguna de las dos posibilida- 
des. En un proceso adiabatico reversible movemos al 
embolo con lentitud extrema, quizas usando la tecnica de 
la carga con arena; en un proceso adiabatico irreversible 
empujamos al embolo hacia abajo rapidamente. 

La temperatura del gas se elevara durante una compre- 
sion adiabatica porque, segun la primera ley con <? = 0, el 
trabajo W efectuado sobre el sistema por el entorno al 
empujar hacia abajo al embolo debe aparecer como un 
aumento A£ ml en la energia interna del sistema. El trabajo 
W tiene valores diferentes para cantidades diferentes del 
descenso del embolo, siendo -$pdV(es decir, el area bajo 
una curva de un diagrama pV) unicamente para procesos 
reversibles, para los cuales p tiene un valor bien definido. 
Entonces, A£ jnl y el cambio de temperatura correspon- 
diente AT no son los mismos para procesos adiabaticos 
reversibles e irreversibles. 

Por otra parte, para una transformacion de un punto 
inicial dado i a un punto final dado /, el cambio en la 
energia interna depende unicamente de las coordenadas 
termodinamicas (p, V, y T, quiza) de i y f. Si bien Wy Q 
dependen de la trayectoria, A E in , no depende de ella. En 
particular, si nos es posible calcular A E M para una tra¬ 
yectoria reversible determinada, tiene el mismo valor 
para las demas trayectorias, incluyendo las irreversibles. 
La entropia, como veremos, es tambien una variable de 
estado como E M cuyo cambio en cualquier proceso irre¬ 
versible puede hallarse a partir de un proceso reversible 
escogido apropiadamente que conecte a los mismos esta¬ 
dos inicial y final. 


26-2 MAQUINAS TERMICAS 
Y LA SEGUNDALEY 


Una maquina termica es un dispositivo para convertir calor 
en trabajo util. Esto es, la energia fluye hacia un sistema en 
forma de calor, y parte de esta energia sale del sistema 
en forma de trabajo efectuado sobre el entorno. El proce¬ 
so inverso, que convierte trabajo en calor, ocurre tambien. 
las fuerzas de friccion pueden convertir el trabajo en ener¬ 
gia interna, como en el calentamiento de dos superficies 
que se frotan entre si, y esta energia puede ser entonces 
transferida a otros objetos del entorno en forma de calor. 
En otro ejemplo, el trabajo mecanico efectuado por un ge- 
nerador electrico conduce corriente a los hogares, donde 
un calefactor electrico convierte el trabajo en energia inter¬ 
na, la cual fluye entonces en forma de calor. 

El cilindro de gas ideal colocado sobre el deposito 
termico a una temperatura T puede servir como un ejem¬ 
plo representative de una maquina termica. Si quitamos 
una pequena cantidad de peso del embolo, el gas se dilata 
(isotermicamente). Entra calor al gas a partir del deposito, 


p 

\ 

\ 


T c 

T d 

——V 


Figura 2 Un proceso ciclico, que consta de cuatro etapas, 
dos (ab y cd) a volumen constante y dos (be y da) a presion 
constante. Las lineas de puntos muestran las isotermas 
correspondientes a las temperatura T a , T b , T c , y T d . 


\ 



y se efectua trabajo por el gas. Puesto que la temperatura 
es constante, la energia interna es constante tambien, y 
entonces tenemos un aparato para convertir calor en tra¬ 
bajo. 

Esta maquina termica no seria muy util a la larga, 
porque no podria operar indefinidamente: nos quedaria- 
mos sin peso que quitar del embolo o bien el embolo 
llegaria hasta arriba del cilindro. Una maquina mas util 
seria la que operase en un ciclo, regresando a su punto 
inicial despues de haber efectuado cada trabajo unitario 
W t y repitiendo sus etapas continuamente. La figura 2 
muestra un ejemplo de un proceso ciclico que podria 
constituir la base para una maquina termica. El ciclo 
consta de varias etapas, pudiendo todas ellas efectuarse 
en pequenos incrementos y por lo tanto reversiblemente. 
Suponemos que el cilindro de gas esta situado sobre un 
deposito termico, cuya temperatura puede ajustarse facil- 
mente. 

Al analizar las etapas del ciclo, es conveniente tener en 
cuenta las convenciones de signo que hemos estado usan¬ 
do para el calor y el trabajo: 

Se considera que el calor que entra al sistema es 
positivo, y que el calor que sale del sistema es negativo. 

El trabajo efectuado sobre un sistema, correspondien- 
te a una disminucion de volumen se considera positivo, 
el trabajo efectuado por un sistema es el negativo del 
trabajo efectuado sobre un sistema. 

El trabajo efectuado en un proceso ciclico es negati¬ 
vo si el ciclo se efectua en sentido horario en un 
diagrama pV, y positivo si el ciclo se efectua en senti¬ 
do antihorario. 

Para recordar estas convenciones de signo, podemos rela- 
cionar el efecto del calor transferido o del trabajo efectua¬ 
do con el cambio en la energia interna del sistema. 
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Las cuatro etapas de nuestro ciclo son las siguientes: 

Etapa 1 ( ab ). Aumentamos la temperatura del deposito, 
y simultaneamente anadimos algun peso adicional al em- 
bolo, de modo que la presion aumente pero el volumen 
permanezca constante. 

Etapa 2 (be). Aumentamos la temperatura del deposito 
y dejamos que el gas se dilate a presion constante. El 
embolo efectua un trabajo negativo sobre el gas. 

Etapa 3 (cd). Disminuimos la temperatura del deposito 
y simultaneamente retiramos algo de peso del embolo, de 
modo que el volumen permanezca constante. 

Etapa 4 (da). Continuamos disminuyendo la tempera¬ 
tura del deposito, pero mantenemos constante la carga 
sobre el embolo, con el fin de que la presion permanez¬ 
ca constante mientras el volumen disminuya a su valor 
original. 

Observese de las isotermas mostradas en la figura 2 que 
la temperatura aumenta en las etapas 1 y 2 y disminuye en 
las etapas 3 y 4. Entonces, durante las etapas 1 y 2 entra 
calor al sistema «?, > 0 y Q 2 > 0), y durante las etapas 3 
y 4 sale calor del sistema «? 3 < 0 y Q A < 0). Ademas, 
obsrvamos que W < 0 para todo el ciclo, porque el ciclo 
se efectua en direccion horaria. En la etapa 1, hemos 
anadimos peso cuando el embolo estaba en la posicion 
mas baja, y en la etapa 3 hemos retirado peso cuando el 
embolo estaba en la posicion mas alta. El efecto total del 
ciclo sobre el entomo es, entonces, elevar cierto peso mg 
a la distancia h a la que asciende el embolo en la etapa 2; 
la magnitud del trabajo efectuado por el gas sobre el 
entomo es igual a mgh. 

Examinemos ahora las transferencias de energia duran¬ 
te el ciclo. El calor total Q in que entra al sistema es Q l + 
Q 2 , y el calor total <2 m]1 que sale del sistema es <2 3 + £> 4 . El 
calor neto transferido Q para el ciclo es Q in + Q ov{ ; para 
recordar que Q m es positiva y <? out negativa, escribimos, 
usando magnitudes absolutas, 

iGMGinMGoutl- (1) 

El cambio en la energia interna para el ciclo debe ser cero, 
porque el ciclo comienza y termina en el mismo punto. La 
primera ley da entonces W = -Q o sea, usando de nuevo 
magnitudes absolutas, 

l^l = l<2l = K2in|-|<2ou,|. (2) 

Para este ciclo, |<? in | > |(? ou J, de modo que los miembros 
derechos de las ecuaciones 1 y 2 son positivos, como es 
necesario cuando escribimos aquellas ecuaciones en ter- 
minos de magnitudes. 

Definimos la eficiencia e de cualquier ciclo como la 
cantidad neta de trabajo efectuado sobre el entomo duran¬ 
te el ciclo, dividido por la entrada de calor <? in : 


e = 


m 

IQinl ' 


(3) 


El trabajo efectuado sobre el entomo, que es como medi- 
mos la salida util de una maquina, es el negativo del 
trabajo efectuado por el entomo sobre el gas. Escribi¬ 
mos la razon en la ecuacion 3 de esta manera para que 
tanto el numerador como el denominador sean cantidades 
positivas. 

Podemos tambien escribir la eficiencia como: 


_ I Gin I Gou! | Iout 

IGinl I Gin I ‘ 


(4) 


Podriamos hacer una maquina perfectamente eficien- 
te (e = 1.00 6 100%) si pudieramos disenar un ciclo 
que reduzca a cero a |C? 0U il> e l calor descargado; de otro 
modo, la eficiencia es siempre menos de 100%. Una 
forma de la segunda ley de la termodinamica afirma que 
el hacer una maquina termica perfectamente eficiente es 
imposible: 


En un proceso ciclico, no es posible convertir calor en¬ 
ter am ente en trabajo, sin que exista algun otro cambio. 


En nuestro ejemplo el “otro cambio que existe” es el calor 
de escape |<? oul |, y entonces la segunda ley dice que es 
imposible reducir |<? out | a cero. La ecuacion 4 implica que 
la eficiencia de la maquina termica no puede nunca llegar 
al 100%. Esta forma de la segunda ley, que suele llamarse 
forma de Kelvin-Planck, establece que no existen maqui - 
nas ter micas perfectas. 

La figura 3 muestra una representacion esquematica 
simplificada de una maquina perfecta, la cual convierte al 
calor Q enteramente en trabajo, y una maquina real, que 
obtiene el calor Q H de un recipiente a alta temperatura 7j, 
y descarga calor al recipiente a baja temperatura J L . En 
esta maquina generalizada, el calor de entrada, que puede 
ser trasferido en varias etapas, se representa simplemente 
como @ H , y el calor de escape se representa similarmen- 
te como Q l . El ciclo implica una serie de operaciones 
llevadas a cabo sobre una sustancia de operation-, en 
nuestro caso, la serie de operaciones mostradas en la 
figura 2 se llevaron a cabo en un gas ideal, pero en 
la practica podemos disenar una maquina termica usan¬ 
do cualquiera de una gran variedad de sustancias de ope¬ 
racion. Por ejemplo, en una planta de potencia, el agua 
es a menudo la sustancia de operacion, absorbiendo calor 
<2 h cuando se convierte en vapor y descargando calor Q h 
cuando el vapor se condensa nuevamente en agua. (No 
debe confundirse el combustible de un motor con la sus¬ 
tancia de operacion; el combustible simplemente mantie- 
ne la temperatura T H del recipiente caliente.) El recipiente 
de baja temperatura, hacia el que escapa el calor Q v 
podria ser la atmosfera, un estanque de enfriamiento, o 
un rio. 



Figura 3 Se representa una maquina por las flechas en el 
sentido horario que rodean al bloque central, (a) En una 
maquina perfecta, todo el calor extraido de un deposito a alta 
temperatura se convierte en trabajo. ( b ) En una maquina real, 
el calor extraido del deposito de alta temperatura se 
convierte parcialmente en trabajo y parcialmente en calor Q L 
que escapa a un recipiente de baja temperatura. 


Problema muestra 1 Un motor de automovil, cuya eficiencia 
termica e es de 22%, opera a 95 ciclos por segundo y efectua 
trabajo a 120 hp. (a) ^Cuanto trabajo por ciclo efectua el entorno 
sobre el sistema? (b) ^Cuanto calor entra y sale del motor en 
cada ciclo? 


Solucion (a) El trabajo por ciclo efectuado sobre el sistema, 
una cantidad negativa, es 

(120 hp)[746 (J/s)/hp] _ 

95 s“' 

O, lo que es lo mismo, el motor efectua +942 J de trabajo por 
ciclo sobre el entorno. 

(b) Para hallar el calor de entrada Q„ absorbido del deposito 
a alta temperatura (la explosion de la mezcla de combustible), 
usamos la ecuacion 3: 



942 I 

—= 4.3 X 10 3 J. 
0.22 


Partiendo de la ecuacion 2, hallamos el calor de salida, que se 
descarga al recipiente a baja temperatura (el entorno): 

IQlI = I<2hI - 1 W\ = 4.3 X 10 3 J - 942 J = 3.4 X 10 3 J. 

El calor descargado del motor lleva un signo negativo de 
modo que 

Q l = — 3.4 X 10 3 J. 


Vemos que este motor absorbe 4.3 x 10 3 J de calor por ciclo, 
por el que debemos pagar en la estacion de gasolina, efectua 
942 J de trabajo, y transfiere 3.4 * 10 3 J de calor en el escape. 
El motor desecha 3.6 veces mas energia de la que convierte 
para propositos utiles. Algunas maquinas pueden poner este 
calor del escape a trabajar en forma util. Por ejemplo, el calor 
del vapor escapado en una planta de potencia puede transferirse 
a edificios comerciales para mantenerlos calientes durante el 
tiempo frio.___ 


26-3 REFRIGERADORES 
Y LA SEGUNDA LEY 


Un refrigerador es basicamente una maquina termica que 
funciona en sentido inverso. Al igual que una maquina 
termica, se considera que un refrigerador funciona en un 
proceso ciclico, y el recorrido del ciclo de la figura 2 en 
sentido inverso representaria la operacion de un tipo de 
refrigerador. Un refrigerador mas general puede estar 
representado por el motor de la figura 3 operado en 
sentido inverso. El calor Q L se extrae del deposito de baja 
temperatura a la temperatura 7j , y el calor Q u se descarga 
del recipiente de alta temperatura a la temperatura T H . La 
figura 4 muestra una representacion esquematica de un 
refrigerador perfecto, en el que |(? L | = |(>„|, y un refrigera¬ 
dor real, en el que |@J < |C?nl y debe suministrarsele 
trabajo W. 

Como en el caso de la maquina termica, no existe un 
cambio de la energia interna en un ciclo completo, y por 
lo tanto | PE) = |C?|, o sea 

I^I = K2hI-|<2lI- < 5 ) 


En el refrigerador, el calor entra a partir del recipiente de 
baja temperatura, de modo que Q L > 0, y sale al recipiente 
de alta temperatura, de modo que <2 h < 0, como lo sugiere 
la figura 4. Tambien, W> 0, puesto que el entomo efectua 
un trabajo sobre la sustancia de operacion. 

En analogia con la eficiencia de una maquina termica, 
evaluamos un refrigerador en terminos del coeficiente de 
rendimiento K, definido por 


IQlI _ I6J 
\w\ IGhMGlI' 


( 6 ) 


En un refrigerador perfecto, W= 0 (entonces |<?J - |GlI)> 
y el coeficiente de rendimiento es infinito. 

Un enunciado altemativo de la segunda ley de la termo¬ 
dinamica trata del rendimiento de un refrigerador: 


En un proceso ciclico, no es posible que fluya calor de 
un cuerpo a otro a mayor temperatura sin que exista 
algun otro cambio. 

En este enunciado, el “otro cambio existente” significa 
que durante el ciclo debe efectuarse un trabajo extemo 
para hacer que el calor se mueva de este modo, puesto que 
de por si preferiria fluir en el sentido contrario. Este 
enunciado de la segunda ley se llama a menudo la forma 
Clausius, y en efecto dice que no existen refrigeradores 
perfectos. 

En un refrigerador domestico ordinario, la sustancia de 
operacion es un liquido (Freon) que circula dentro del 
sistema. El deposito a baja temperatura es la camara fria 
en la que se almacenan los alimentos, y el deposito a alta 
temperatura es la habitacion en que se mantiene la unidad. 
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Figura 4 Se representa un refrigerador por flechas 
apuntando en sentido antihorario alrededor del bloque 
central, (a) En un refrigerador perfecto no se requiere ningun 
trabajo. ( b ) En un refrigerador real, el calor es extraido de un 
deposito a baja temperatura mediante la ejecucion de algun 
trabajo externo, y la energi'a equivalente del calor extraido y 
del trabajo se descarga como calor a un deposito a alta 
temperatura. 


El trabajo externo es proporcionado por un motor que 
impulsa a la unidad. Los refrigeradores tipicos tienen 
coeficientes de rendimiento alrededor de 5. 

Equivalencia de los enunciados de Clausius 
y de Kelvin-Planck 

Los dos enunciados de la segunda ley que hemos presen- 
tado no son independientes y, de hecho, son enteramente 
equivalentes. Para demostrar esto, consideremos lo que 
pasarta si la forma Kelvin-Planck fuese incorrecta, y 
que pudieramos construir una maquina perfecta, convir- 
tiendo el calor C? H enteramente a trabajo W. Usemos este 
trabajo W para impulsar un refrigerador real, como se 
muestra en la figura 5a. Este refrigerador toma el calor 
|Ql| del deposito a baja temperatura y bombea el ca¬ 
lor IQjJI = |<?lI + | JF| al deposito a alta temperatura. 

Consideremos la combinacion de la maquina perfecta 
y el refrigerador real como un solo aparato, como se indica 
en la figura 5b. El trabajo W es una caracteristica interna 
de este aparato y no entra en ningun intercambio de 
energi’a con el entomo. Este aparato toma el calor del 
deposito a baja temperatura y transfiere al deposito a alta 
temperatura una cantidad neta de calor igual a )£>„! - |@„|. 
Pero |<? H | = \W\, y entonces 

I<2hMQhM<2hM^I = I<2LI. 

Entonces nuestro aparato combinado actua como un refri¬ 
gerador perfecto, tomando el calor |£>lI del deposito a 
baja temperatura y bombeando el calor |^| al deposi¬ 
to a alta temperatura, sin que se efectue ningun trabajo 
externo. 



Figura 5 (a) Un refrigerador real, impulsado por una 
maquina perfecta, es equivalente a ( b ) un refrigerador 
perfecto. 


Este ejemplo demuestra que, si podemos construir una 
maquina perfecta, entonces podemos construir un refri¬ 
gerador perfecto. Es decir, una violacion del enunciado 
de Kelvin-Planck de la segunda ley implica una viola¬ 
cion del enunciado de Clausius. De manera similar, un 
refrigerador perfecto nos permite convertir a una maquina 
termica real en una maquina termica perfecta. Entonces, 
una violacion del enunciado de Clausius implica una 
violacion del enunciado de Kelvin-Planck. Puesto que 
una violacion de cualquiera de los enunciados implica una 
violacion del otro, los dos enunciados son logicamente 
equivalentes. 


Problema muestra 2 Un refrigerador domestico, cuyo coefi- 
ciente de rendimiento K es 4.7, extrae calor de la camara de 
enfriamiento a 250 J por ciclo. (a) ^Cuanto trabajo por ciclo se 
requiere para operar el refrigerador? ( b ) ^Cuanto calor por ciclo 
se descarga a la habitacion, la cual constituye el deposito de alta 
temperatura del refrigerador? 


Solucion (a) Partiendo de la ecuacion 6, K = |QJ/| W\, tenemos 




IP representa el trabajo efectuado sobre el sistema, de modo que 
es una cantidad positiva. 

(b) Para hallar el calor Q it descargado a la habitacion (la cual 
sirve como deposito de alta temperatura), usamos la ecuacion 5, 
que es la primera ley de termodinamica para un aparato ciclico 
y es valida tanto para refrigeradores como para maquinas. 
Entonces, tenemos 


|QhI = I w \ + \Ql\ = 53 J + 250 J = 303 J. 

Un refrigerador ;es tambien un calefactor eficiente! Al pagar 
por 53 J de trabajo (efectuado por el motor), obtenemos 303 J 
de calor abastecido a la habitacion por medio de los tubos de 
condensacion colocados atras de la unidad. (Vease el problema 
muestra 4, que trata de la operacion de una bomba de calor, 
aparato similar al refrigerador que puede calentar el hogar.) 


Si calentasemos la habitacion con un calefactor electrico, o - 
tendriamos cuando mas 53 J de calor por cada 53 J de trabajo 
por el que pagamos. Pensemos en lo sensato (?) que puede ser 
tratar de enfriar la cocina en un dia caluroso jdejando abierta la 
puerta del refrigerador! Por supuesto, un calculo complete de 
la eficiencia relativa de varios sistemas de calefaccion debe 
tener en cuenta la eficiencia termodinamica de la produccion de 
potencia electrica en la planta generadora._ 


26-4 EL CICLO DE CARNOT __ 

Hemos visto que la segunda ley de la termodinamica nos 
impide construir maquinas termicas y refrigeradores per- 
fectos. Entonces es logico preguntar si podemos llegar tan 
cerca de la perfeccion como queramos, o si existe alguna 
otra limitacion fundamental en el funcionamiento de las 
maquinas termicas y de los refrigeradores. Sucede que si 
existe un limite fundamental, y para su estudio explicare- 
mos una maquina que funciona en un ciclo particular, 
llamado ciclo de Carnot.* 

En el ciclo de Carnot, la sustancia de operacion es un 
gas ideal en nuestro cilindro usual. Usamos dos depositos 
termicos, uno a alta temperatura T H y otro a baja tempe¬ 
ratura T l . El ciclo consta de cuatro procesos reversibles, 
dos isotermicos y dos adiabaticos. La secuencia, indicada 
esquematicamente en la figura 6 y trazada en un diagrama 
pV en la figura 7, es como sigue: 

Etapa 1 ( ab). Ponemos el cilindro sobre el deposito a 
alta temperatura, con el gas en un estado representado por 
el punto a en la figura 7. Gradualmente, quitamos algo de 
peso del embolo, permitiendo que el gas se dilate lenta- 
mente hasta el punto b. Durante este proceso, el gas del 
deposito a alta temperatura absorbe calor Q t = |<?„| . Ya 
que este proceso es isotermico, la energia interna del gas 
no cambia (AE inl = 0), y todo el calor (positivo) anadido 
aparece como trabajo (negativo) efectuado sobre el gas al 
elevarse el embolo con el peso. 

Etapa 2 (be). Aislamos el cilindro del deposito y, qui- 
tando gradualmente mas peso del embolo, dejamos que el 
gas se dilate lentamente hasta el punto c de la figura 7. 
Esta expansion es adiabatica porque no entra ni sale calor 
del sistema «? 2 = 0). El embolo efectua un trabajo (nega¬ 
tivo) W 2 sobre el gas. La temperatura del gas cae a T L , 
porque la energia para efectuar el trabajo debe venir de la 
energia interna del gas. 

Etapa 3 (cd). Ponemos el cilindro sobre el deposito a 
baja temperatura y, anadiendo gradualmente peso al em¬ 
bolo, comprimimos el gas lentamente hasta el punto d en 


* Llamado asi en honor del ingeniero y cientifico frances N. L. 
Sadi Carnot (1796-1832), quien propuso el concepto en 1824. 



Proceso isotermico 


Figura 6 Ciclo de Carnot. Las cuatro etapas (1, 2, 3, 4) y 
los cuatro puntos finales (a, b, c, d) corresponden a los de la 
figura 7. El arreglo cilindro-embolo se muestra en puntos 
intermedios, durante la realizacion de cada proceso. 


la figura 7. Durante este proceso, se trasfiere calor = 
-|<2 l | del gas al deposito. La compresion es isotermica a 
la temperatura T L , y se efectua un trabajo (positivo) sobre 
el gas al descender el embolo y su carga. 

Etapa 4 (da). Aislamos al cilindro del deposito y, aha- 
diendo aun mas peso, comprimimos al gas lentamente de 
regreso a su punto inicial a de la figura 7, completando 
asi el ciclo. La compresion es adiabatica porque ningun 
calor entra o sale del sistema. El trabajo W H es efectuado 
sobre el gas, y su temperatura se eleva hasta T H . 

Las transferencias de energia durante el ciclo pueden 
resumirse como sigue: 



Q 

w 

Etapa 1 

>0 

<0 

Etapa 2 

0 

<0 

Etapa 3 

<0 

>0 

Etapa 4 

0 

>0 

Ciclo 

>0 

<0 
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Seccion 26-4 El ciclo de Carnot 643 


P 



Figura 7 Un diagrama pV del ciclo de Carnot ilustrado en 
la figura 6. Se supone que la substancia util es un gas ideal. 


Calculemos ahora la eficiencia de una maquina termica 
que opere en un ciclo de Camot. A lo largo de la trayec- 
toria isotennica ab en la figura 7, la temperatura perma- 
nece constante. Puesto que el gas es ideal, su energia 
interna, que depende unicamente de la temperatura, per- 
manece tambien constante. Con A£ tat = 0, la primera ley 
requiere que el calor Q H transferido del deposito de alta 
temperatura sea igual a la magnitud del trabajo W efectua- 
do sobre el gas al expandirse. Segun la ecuacion 27 del 
capitulo 23 tenemos entonces 

IGhI = \Wi\ = nRT H In —■. 

v a 


Similarmente, para el proceso isotermico cd en la figura 
7, podemos escribir 

\Q L \ = \W 3 \=nRT L \n^. 

' d 

Dividiendo estas dos ecuaciones tenemos que 

IGhI _ T h In ( Pft/Pa) 

]Q[\~ T l In (V c /V d ) 

La ecuacion 38 del capitulo 25 nos permite escribir, 
para los dos procesos adiabaticos be y da. 


(7) 


T»vr l = T L vr i y t h vJ ' = t l v c 

Dividiendo estas dos ecuaciones resulta 

vr 1 _ vr l 




y- 1 _ 


7-1 


.7-1 


V, 


7-1 


o sea 


v„_K 


K v d 

Al combinar las ecuaciones 7 y 8 nos da 


( 8 ) 


IGhI _ Th 
IGlI t l ' 


La ecuacion 9 es un resultado importante y fundamental 
del ciclo de Camot. Necesitaremos este resultado nueva- 
mente mas adelante en este mismo capitulo cuando discu- 
tamos la entropia. 

Usando la ecuacion 4 con Q m = G H Y G 0 m = Ql y 
sustituyendo la ecuacion 9, obtenemos la eficiencia de una 
maquina termica que opere en un ciclo de Camot: 


e = 



( 10 ) 


La eficiencia de una maquina Carnot depende unicamen¬ 
te de la temperatura de los dos depositos entre los que 
opera. Observese que la eficiencia aumenta al decrecer 
T l , tendiendo a 1 cuando 7j tiende a 0. Puesto que T L no 
puede llegar nunca a 0, la eficiencia debe ser menos del 
100 %. 

Un ciclo de Camot, por ser reversible, puede recorrer- 
se en sentido inverso para constituir un refrigerador. Se 
deja como ejercicio (vease el problema 19) demostrar 
que el coeficiente de rendimiento de un refrigerador 
Camot es 


K = 



(ID 


Hemos empleado un gas ideal como ejemplo de una 
sustancia de operacion. La sustancia de operacion puede 
ser cualquier cosa, aunque los diagramas pV para otras 
sustancias serian diferentes. Las maquinas termicas co- 
munes usan vapor o una mezfcla de combustible y aire o 
combustible y oxigeno como sustancias de operacion. 
Puede obtenerse calor mediante la combustion de un 
combustible como la gasolina o el carbon, o mediante la 
liberacion de energia nuclear en los reactores de fision. El 
calor puede ser descargado en el escape o a un condensa- 
dor. Si bien las maquinas termicas reales no operan en un 
ciclo reversible, el ciclo de Camot, que es reversible, 
da una informacion util respecto al comportamiento de 
cualquier maquina termica. Es especialmente importante, 
como lo veremos mas adelante, porque pone un limite 
superior al rendimiento de las maquinas reales y por lo 
tanto ofrece un objetivo a lograr. 


El teorema de Carnot y la segunda ley 

Basado en su maquina termica reversible ideal, Camot 
desarrollo un teorema general aplicable a todas las maqui¬ 
nas termicas: 

La eficiencia de cualquier maquina termica que opere 
entre dos temperaturas especificas nunca podra supe- 
rar la eficiencia de una maquina Carnot que opere 
entre las mismas dos temperaturas. 


Q» 


I ' 

I h— 


Qi 


(a) 


I Th 

V%SKi::A.; ~ 


■ Maquina .V 


-Refrigerador 


| a L 

] 

a Larno ' ^444 

II rs ill 

aj[4> "lit 

r™ i 

4-4 

J J ^ |ii j 


-Refrigerador 

perfecto 


\Qi 



Figura 8 (a) La maquina X impulsa un refrigerador Camot. 

Si la maquina X fuese mas eficiente que una maquina 
Camot, entonces la combinacion seria equivalente al 
refrigerador perfecto mostrado en (b). 


Es decir, la eficiencia Camot (Ec. 10) es el limite superior 
del desempeno de una maquina termica. Clausius y Kelvin 
demostraron que el teorema de Camot era una consecuen- 
cia necesaria de la segunda ley de la termodinamica, pero 
es notable que el trabajo de Camot haya sido terminado 
mucho tiempo antes de que Clausius y Kelvin desarrolla- 
sen los enunciados de la segunda ley. (jEl trabajo de 
Camot sobre maquinas termicas se publico en 1824, el 
ano del natalicio de Kelvin y dos anos despues de haber 
nacido Clausius!) 

Para demostrar que la violacion del teorema de Camot 
es tambien una violacion de la segunda ley, supongamos 
que tenemos una maquina, a la que llamaremos maquina 
X, cuya eficiencia e x supera a la eficiencia Camot e. 
Acoplemos la maquina X a una maquina Camot que opere 
en sentido inverso como un refrigerador, como en la figura 
8. La maquina X extrae calor Q xx del deposito de alta 
temperatura y descarga calor Q L al deposito de baja tem¬ 
peratura, efectuando el trabajo W durante el proceso. 
Hagamos que este trabajo IFimpulse el refrigerador Car¬ 
not, que extrae calor Gl del deposito de baja temperatura 
y descarga calor Gh al deposito de alta temperatura. 

El calor neto que fluye del deposito de baja temperatura 
debido a la combinacion de los dos aparatos es |GlI ~ IGlI, 
y el calor neto abastecido al deposito de alta temperatura 
es |(?h| - |C? H |. Al aplicar la primera ley a cada aparato por 
separado, tenemos \W\ = |GhI - IGlI P ara maquina X, y 
|PF| = |<2 hI - IGlI P ara el refrigerador Camot. Igualando 
estas dos expresiones, hallamos 

I W\ = |QhI " IGlI = IGhI “ IGlI, 

o, definiendo que Q sea la diferencia entre |GhI y IChI, 

G-IQhI-IGhMGlMGlI. 02) 

Nuestra hipotesis es que la eficiencia de la maquina X 
puede exceder a la eficiencia Camot; es decir, 


e x > e (hipotesis). (13) 

Investiguemos las consecuencias de esta hipotesis. Par- 
tiendo de la ecuacion 3 de la definicion basica de la 
eficiencia, nuestra hipotesis es equivalente a 

\W\ \W\ 

IGhI IGhI 


o sea 

IGhI > IGhI (consecuencia de la hipotesis). (14) 

Al comparar las ecuaciones 12 y 14 vemos que Q > 0 como 
una consecuencia directa de nuestra hipotesis de que 
podemos construir una maquina que viole el teorema de 
Camot. Entonces, la combinacion de la maquina X y el 
refrigerador Camot es equivalente al refrigerador perfecto 
mostrado en la figura 8 b, donde el calor Q es transferido 
del deposito de baja temperatura a T L al deposito de alta 
temperatura a T xx sin trabajo extemo. Esto viola claramen- 
te la forma Clausius de la segunda ley, y por lo tanto 
nuestra hipotesis original (Ec. 13) debe ser falsa. El teo¬ 
rema de Camot es, por lo tanto, una consecuencia nece¬ 
saria de la segunda ley. 

:Como diferiria este argumento si Xfuese una maquina 
real? Si e x < e, entonces la ecuacion 14 cambiaria a 

IGhI < IGhI, 

y a partir de la ecuacion 12 deduciriamos que Q < 0. En 
este caso, invertiriamos las direcciones de las flechas en la 
figura 8 b, que entonces ya no seria mas un refrigerador. 
En cambio, el calor Q fluiria del deposito de alta tempe¬ 
ratura al deposito de baja temperatura, que es un proceso 
natural y no viola ninguna ley basica. 

Si la maquina X opera en un ciclo compuesto entera- 
mente de procesos reversibles, entonces su eficiencia es 
igual a la eficiencia Camot. Si el ciclo es en parte irrever¬ 
sible, entonces en efecto, una porcion de la energia trans- 
ferida en cada ciclo se pierde, quizas por friccion, y no 
puede recuperarse como trabajo util. En la figura 8, por 
ejemplo, no seria verdad que todo el trabajo IF producido 
por una maquina X parcialmente irreversible estaria dis- 
ponible para hacer funcionar al refrigerador; parte se 
perderia como friccion o por otra causa. Entonces pode¬ 
mos resumir el teorema de Camot, aplicado a la eficiencia 
e de cualquier maquina, como sigue: 

p = p (reversible), 

Carnot (15) 

e < ^camot (irreversible). 


Problema muestra 3 La turbina de una planta de potencia 
por vapor toma vapor de una caldera a 520°C y lo descarga 
a un condensador a 100°C. ^.Cual es su eficiencia maxima po- 
sible? 
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Solution La eficiencia maxima es la eficiencia de una maqui- 
na Carnot que opera entre las mismas dos temperaturas. Enton- 
ces, segun la ecuacion 10, 

T h - T L 793 K - 373 K 
793 K 

= 0.53 o sea 53% 

Observese que en esta ecuacion las temperaturas deben expre- 
sarse en la escala Kelvin. Debido a la friction, la turbulencia, y 
las perdidas termicas no deseadas, pueden obtenerse en tal 
turbina de vapor, eficiencias reales de alrededor del 40%. Ob¬ 
servese que la eficiencia maxima teorica depende unicamente 
de las dos temperaturas implicadas, no de las presiones o de 
otros factores. 

La eficiencia teorica de un motor ordinario de automovil es 
de alrededor del 56%, pero por consideraciones practicas se 
reduce a alrededor del 25%. 


Problema muestra 4 Una bomba de calor (vease la fig. 9) es 
un aparato que, actuando como un refrigerador, puede calentar 
una casa extrayendo calor del exterior, efectuando cierto traba- 
jo, y descargando calor al interior de la casa. La temperatura 
exterior es de -10°C, y el interior ha de mantenerse a 22°C. Es 
necesario entregar calor al interior a 16 kW para compensar las 
perdidas de calor normales. ^Que cantidad minima de energia 
debe suministrarse a la bomba de calor? 


Solution El deposito de baja temperatura es el exterior a 7j. = 
273 - 10 = 263 K, y el deposito de alta temperatura es el interior 
a T h = 273 + 22 = 295 K. Partiendo de la ecuacion 11, el 
coeficiente de rendimiento maximo de la bomba de calor, que 
actua como un refrigerador, es 


E l _ 263 K 

T h - r L 295 K - 263 K 


8 . 22 . 


Podemos volver a escribir la ecuacion 6 como: 


^_ I(2l1 _ I<2hMFU| 

i^i m 


Resolviendo para | W\ y dividiendo entre el tiempo para expresar 
el resultado en terminos de potencia, obtenemos 


\w\ _ 1<2h/U _ 16 kW 
t K+ 1 8.22+1 


1.7 kW. 


En esto radica la “magia” de la bomba de calor. Al usar la 
bomba de calor como un refrigerador para enfriar el enorme 
exterior, podemos abastecer 16 kW al interior de la casa pero 
necesitamos pagar unicamente los 1.7 kW que toma hacer 
funcionar la bomba. En realidad, los 1.7 kW es un requisito 
minimo teorico porque se basa en un rendimiento ideal. En la 
practica se requeriria una mayor entrada de potencia, pero 
todavia existiria un ahorro muy considerable sobre, digamos, 
calentar la casa directamente con calefactores electricos. En ese 
caso, tendriatnos que pagar directamente por cada kilowatt de 
transferencia de calor. Cuando la temperatura exterior es mayor 
que la temperatura interior, la bomba de calor puede utilizar- 
se como un acondicionador de aire. Aun operando como un 
refrigerador, bombea ahora calor del interior de la casa al 
exterior. De nuevo, debe efectuarse un trabajo (y pagar por el) 
pero la energia trasladada como calor del interior de la casa 
supera a la energia equivalente del trabajo efectuado. jOtra 
ganga termodinamica! (Vease tambien el problema muestra 2 



Figura 9 Problema muestra 4. Una bomba de calor. 


para otra indication de que el refrigerador es un calefactor 



26-5 LA ESCALADE TEMPERATURA 
TERMODINAMICA _ 


La eficiencia de una maquina reversible es independiente 
de la sustancia de operation y depende unicamente de las 
dos temperaturas entre las que trabaja la maquina. Ya que 
e = 1 - |£\|/|£>hI, entonces |<? L |/|<? H I P uede depender unica¬ 
mente de las temperaturas. Esto condujo a Kelvin a sugerir 
una nueva escala de temperatura. Si hacemos que d L y d H 
representen estas dos temperaturas, su ecuacion definito- 
ria es 

^L = ieij 

IGhI 

Es decir, dos temperaturas en esta escala tienen la misma 
razon que el calor absorbido y el calor cedido, respectiva- 
mente, por una maquina Carnot que opere entre estas 
temperaturas. Tal escala de temperatura se denomina es¬ 
cala de temperatura termodinamica (o de Kelvin). 

Para completar la definition de la escala termodinami¬ 
ca, asignamos el valor estandar de 273.16 a la temperatura 
del punto triple del agua. De aqui que 6 {r = 273.16 K. Por 
lo tanto, para una maquina Carnot que opere entre depo¬ 
sits a las temperaturas 6 y 6 U , tenemos 

JL = M 

0„ IGtrl 


o sea 
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273 16 K icfi' 06) 

Si comparamos a esta con la ecuacion 7 del capitulo 22, 

X 

T— 273.16 K — » 

^tr 

vemos que, en la escala termodinamica, |t?| juegtt elq>apel 
de una propiedad termometrica. Sin embargo. Id no de 
pende de las caracterlsticas de mnguna sustancia porq 
la eficiencia de una mdquina Carnot es ’* 

la naturaleza de la sustancia de operacton Polotanto 
obtenemos una escala de temperatura que es. htae del. 
obiecion que podemos poner a la escala del gas ideal del 
capitulo 22 y, de hecho, llegamos a una definition funda- 

mental de temperatura. , . 

La definition de temperatura termodmamicano 
mite reescribir la ecuacion para la eficiencia de una m 
quina reversible como: 

IOhI — I(2lI _ G h — (17 ) 

Pero hemos demostrado que la eficiencia de una miquina 
Carnot que use un gas ideal como sustancia de operacion 

es 



FtaTra 10 Una serie de ciclos de Camol que Uenden haci, 
el cero absolulo de temperatura. La diferencla en pen 
e„ne los procesos isotbrmicos y adiabaticos se ha exage,ado 
aqui para mayor claridad. 


para regresar al sistema a su condition original. A partir de los 
argumentos anteriores concluimos que 



(19) 


_ |<2hM£lI = IhzIl 
* IGhI 


(18) 


donde T es la temperatura dada por el termometro a 
volumen constante que contiene el gus'deab Al comparar 
las ecuaciones 17 y 18, vemos que ICnl/ICJ - 
10 1 / 10,1 = 0J6,- Ya que 0 lr - T u - 273.16 y 6/ tr I j, 

sededuce que 6 = T. De aqui que si estuviese disposable 
un gas ideal para usarse en un termometro a volumen 
constante, el termometro indicaria la tem P erat ^ te ^°' 
dindmica (o Kelvin). Hemos visto que, si bien no se 
dispone de un gas ideal, las mediciones hechas u ^ d ° ^ 
proceso limite con gases reales corresponden a compor- 
tamiento del gas ideal. Trataremos la escala del gas ideal 
y la escala termodinamica como identicas, y, usarem ° S ^ 
designacion K intercambiablemente para cada una, como 
de hecho ya lo hemos llevado a cabo. 


El cero absolute y las temperaturas negativas 

Sa pr^chca no podemos tener un gas a menos de 1 K ,, y por 

SSiSiiSSS 


As! ones conociendo T, y midiendo |(?,l y \Qi nos es poslble 
E. la temperatura 7, directamente. Constdemndo a 7 

SSssSife 

*SHS3gilig 


sistema al cero absoluto de temper . • Q n 100% de 

de operaciones. De aqui que una maquina termica c 
eficiencia sea una imposibilidad practica a causa de que 
podemos obtener un deposito al cero a ^ so ' a , sar ciert os 

P Como una alternativa al proceso clcllc ° P° d ^ a S termo - 
termometros absolutes para deterrmnar a t p de _ 

dinamica directamente. Estos termometros se basan 


endencia de la temperatura de los r ^ tad lla b mado term 6- 
lecanica estadistica. Un tipo de t( ; r l ? ia ’ no de los electro- 
,etro de ruido, utiliza el movnnmnto b owm a j6n de la 

es en un solido. En analogia con nuestr^ ^ P secci6n 24 . 3> 
nedia de los cuadrados de h v ^ ldad adrado s de la corricn- 
lodemos demostrar que la media temperatura. El valor 

e de estos electrones es proporciona me dido con 

uomedio de estas corrientes ^ctu^^^ tempc ratura dtrec- 
;ondas sensibles, y puede determmarse.^ ^ 
amente sin hacer uso de un s en u gama dti miliktivin 
uieden determinarse las tern P e j6n de temperaturas hace 

0.001 K). Otro aparato util en esta reg. 
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uso de la distribucion de Maxwell-Boltzmann de la energia para 
determinar la temperatura. Supongamos que tenemos un siste- 
ma (un atomo o un nucleo) en que la energi'a pueda adquirir dos 
valores E t y E 2 = E, + A E (Fig. 11). Si tenemos un gran numero 
de esos atomos o nucleos en equilibrio termico a la temperatu¬ 
ra T, entonces una estimacion burda del numero relativo de 
atomos o de nucleos con energias £, y E 2 esta dada por la parte 
exponencial de la distribucion de Maxwell-Boltzmann (vease 
la Ec. 32 del capitulo 24): 


fUE 2 ) _e~^_ 

/mb(£.) e- E >' kT 


( 20 ) 


Existen numerosas maneras de medir directamente la razon/ MB 
( E 2 )/f MB (E l ), como, por ejemplo, mediante la observacion de la 
radiacion electromagnetica emitida por los atomos o los nu¬ 
cleos, y por lo tanto, una vez mas, podemos determinar la 
temperatura termodinamica. 

En el limite de temperatura muy baja, la mayorfa de los 
atomos o de los nucleos en el esquema de la figura 11 estarfa en 
el estado de energi'a mas bajo, porque la ecuacion 20 sugiere 
que fM) -> 0 cuando T -* 0. En el limite de alta temperatura, 
la ecuacion 20 indica que f MU (E 2 ) = / MB (E,); es decir, existen 
numeros iguales de atomos o de nucleos con los dos valores de 
la energi'a. Asi pues, el aumento de la temperatura de muy baja 
a muy alta esta acompanado por un aumento en el numero 
relativo en el estado mas alto de la energi'a de cerca de 0 a 50%. 
iEs posible que el numero sobrepase el 50% ? Podemos artifi- 
cialmente “bombear” sistemas del estado de energi'a mas bajo 
al estado mas alto, haciendo que absorban radiacion de la 
energi'a A E apropiada. (Tal procedimiento es basico para la ope- 
racion de un laser, donde debemos tener una “inversion de la 
poblacion” con mas atomos en el estado de energi'a mas alto.) 
Si tratamos de emplear la ecuacion 20 para describir un sistema 
con f MB (E 2 ) >/ N ,„(£,), el resultado es una temperatura negativa. 
Es, pues, posible tener temperaturas negati vas, pero en contraste 
con el significado usual de los numeros negativos, las tempera¬ 
turas negativas no estan por debajo de cero: jestan por arriba 
del infinito!* ■ 


26-6 ENTROPIA: PROCESOS 
REVERSIBLES 


La ley cero de la termodinamica se relaciona con el 
concepto de temperatura T, y la primera ley se relacio¬ 
na con el concepto de energi'a interna E m . En esta sec- 
cion y en las siguientes demostraremos que la segunda 
ley de la termodinamica se relaciona con una variable 
termodinamica llamada entropia, S, y que podemos ex- 
presar la segunda ley cuantitativamente en terminos de 
esta variable. 

Comenzaremos considerando un ciclo de Carnot. Para 
tal ciclo podemos escribir la ecuacion 9 como: 

IGhJ^IGJ 

t h t l • 


* Vease “Negative Absolute Temperatures”, por Warren G. 
Proctor, Scientific American, agosto de 1978, pag. 90. 



Figura 11 En un sistema que conste de un gran numero de 
atomos o de nucleos con dos estados de energi'a discretos, los 
numeros relativos que ocupan cada estado de la energi'a 
pueden ser hallados partiendo de la distribucion de 
Maxwell-Boltzmann (h'nea de puntos). 


Descartamos ahora la notacion del valor absoluto, reco- 
nociendo en el proceso que si el ciclo de Carnot se lleva 
a cabo en el sentido horario, como en una maquina, o 
antihorario, como en un refrigerador, Q u y Q L tienen 
siempre signos opuestos. Por lo tanto, podemos escribir 

Sa + ^-o. (2i) 

Esta ecuacion establece que la suma de las cantidades 
algebraicas Q/T es cero en un ciclo de Carnot. 

Como paso siguiente, queremos generalizar la ecua¬ 
cion 21 a cualquier ciclo reversible, no precisamente a 
un ciclo de Carnot. Para hacerlo, aproximamos cualquier 
ciclo reversible como un conjunto de ciclos de Carnot. La 
figura 12a muestra un ciclo reversible arbitrario super- 
puesto en una familia de isotermas. Podemos aproximar 
el ciclo real al unir las isotermas por medio de segmentos 
cortos de lineas adiabaticas elegidos convenientemente 
(Fig. 126), formando asi un conjunto de ciclos de Carnot 
delgados. Debe usted convencerse de que atravesar los 
ciclos de Carnot individuales de la figura 126 en secuencia 
es exactamente equivalente, en terminos del calor trans- 
ferido y del trabajo efectuado, a atravesar la secuencia 
mellada de lineas isotermicas y adiabaticas que aproxima 
el ciclo real. Esto es asi porque los ciclos de Carnot 
adyacentes tienen una isoterma comun, y dos travesias, en 
direcciones opuestas, se cancelan entre si en la region de 
traslape en lo que concieme a la transferencia de calor y 
al trabajo efectuado. Haciendo suficientemente pequeno 
el intervalo de temperatura entre las isotermas de la figura 
126, podemos aproximar el ciclo real tan cercanamente 
como lo deseemos por medio de una secuencia altemante 
de lineas isotermicas y adiabaticas. 

Entonces podemos escribir para la secuencia de lineas 
isotermicas-adiabaticas de la figura 126, 
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P 



(a) 


P 



(b) 


dQ en la ecuacion 22 no es una diferencial exacta, como 
ya hemos indicado previamente en conexion con la ecua¬ 
cion 31 del capitulo 25. Es decir, no existe una funcion Q, 
de la que dQ sea la diferencial. Usamos aqui dQ para 
significar una cantidad de calor pequena, no como una 
diferencial verdadera. En el caso de la figura 126, dQ 
significa la pequena cantidad de calor que entra o sale del 
sistema a lo largo de un elemento corto de la trayectoria.) 

Como ya lo hemos visto en la seccion 8-1 en el caso de 
la energia potencial, si la integral de una variable alrede- 
dor de cualquier trayectoria cerrada en un sistema de 
coordenadas es cero, entonces el valor de esa variable en 
un punto depende unicamente de las coordenadas del 
punto y no depende en absoluto de la trayectoria por la 
que se ha llegado a ese punto. Esta variable se llama 
variable de estado, significando que tiene un valor unica¬ 
mente caracteristico del estado del sistema, sin importar 
como se Uego a ese estado. La ecuacion 22 es una integral 
de estas, y por lo tanto dQ/T debe ser un cambio diferen¬ 
cial en una variable de estado. Llamamos a esta nueva 
variable la entropia S, de modo que 



(23) 


y entonces la ecuacion 22 se convierte en 


dS = 0. 


(24) 



I____v 

o 

(c)____ 

Figura 12 (a) Ciclo reversible superpuesto en una familia 

de isotermas. (6) Las isotermas estan unidas por lineas 
adiabaticas, formando un conjunto de ciclos de Carnot que 
aproxima al ciclo dado. (c)ayb son dos puntos arbitranos 
en el ciclo, y 1 y 2 son trayectorias reversibles que los unen. 


La unidad SI para la entropia es J/K. 

El punto esencial en las ecuaciones 22 a 24 es que, si 
bien dQ no es una diferencial exacta, dQ/T si lo es. La 
energia potencial gravitatoria t/ g , la energia interna £ Ult , la 
presion p, y la temperatura Tson otras variables de estado, 
y las ecuaciones de la forma §dX = 0 son validas para cada 
una de ellas, donde X se reemplaza por el simbolo apro- 
piado. El calor Q y el trabajo Wno son variables de estado; 
sabemos que, en general j>dQ * 0 y jdW * 0, como po¬ 
demos demostrarlo facilmente en el caso especial de un 
ciclo de Carnot. 

La propiedad de una variable de estado expresada por 
S,dX = 0 puede expresarse tambien diciendo que JdX en¬ 
tre dos estados de equilibrio cualesquiera tiene el mismo 
valor para todas las trayectorias (reversibles) que unen 
a esos estados. Demostremos esto para la variable de 
estado entropia. Podemos escribir la ecuacion 24 (vease 
la Fig. 12c) como: 


o, en el limite de las diferencias de temperatura infimte- 
simales entre las isotermas de la figura 126, 

<j>f = o, P2> 

donde 6 indica que la integral es evaluada para una trave- 
sia completa del ciclo, comenzando y terminando en el 
mismo punto arbitrario del ciclo. (Tengase en cuenta que 


[ dS + \' t dS- 0, <»> 

uay 1 tray 2 

donde a y 6 son puntos arbitrarios y 1 y 2 describen las 
trayectorias que unen a esos puntos. Puesto que el ciclo 
es reversible, podemos recorrer la trayectoria 2 en la 
direccion opuesta (esto es, de a a 6 en lugar de 6 a a), en 
cuyo caso podemos escribir la ecuacion 25 como. 
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J b dS - J* dS = 0 

tray i tray 2 

r ds - f * 


Notese que para cambiar el orden de los limites en la 
segunda integral de la ecuacion 25 se requiere que cam- 
biemos tambien el signo de la integral. Esto da la ecuacion 
26, la cual nos dice que la cantidad/ b a dS entre dos estados 
de equilibrio cualesquiera del sistema, tales como ay b, 
es independiente de la trayectoria que une a esos estados, 
ya que 1 y 2 son trayectorias completamente arbitrarias. 

Recordemos nuestra exposition casi identica en la sec- 
cion 8-1, donde introdujimos el concepto de fuerza con- 
servativa. 

El cambio en la entropia entre dos estados i y/cuales¬ 
quiera es entonces 


n 

'=s f -s,= 

Ji 


= J ~y (proceso reversible), (27) 

donde la integral se evalua sobre cualquier trayectoria 
reversible que una a estos dos estados. 


Problema muestra 5 Un trozo de hielo cuya masa m es de 
235 g se funde (reversiblemente) a agua, permaneciendo la 
temperatura a 0°C durante el proceso. /,Cual es el cambio de 
entropia del cubo de hielo? El calor de fusion del hielo es 
de 333 kJ/kg. 

Solution Fundir el hielo reversiblemente significa que debe- 
mos poner al hielo en contacto con un deposito termico cuya 
temperatura supere los 0°C en una cantidad diferencial unica- 
mente, fundiendose por lo tanto sdlo una pequena cantidad del 
hielo. (Si despues bajamos la temperatura del deposito en la 
misma cantidad diferencial, el hielo fundido se congelara; en¬ 
tonces el proceso es reversible.) Para un proceso reversible asi, 
podemos usar la ecuacion 27, o, puesto que la temperatura es 
constante, 

s _s . f^!U=e 

agua u hielo \ T T I T 

Aqui dQ significa los pequenos elementos de energia termica 
que entran al hielo desde el deposito termico, y el total de todos 
estos elementos es precisamente el calor total absorbido por el 
hielo, o sea 


Q = mL = (0.235 kg)(333 kJ/kg) = 7.83 X 10 4 J. 


Entonces 


7.83 X 10 4 J 


= 287 J/K. 


La respuesta anterior completa nuestro analisis del cambio de 
entropia del sistema, pero llevemos el problema un poco mas 


alia y consideremos tambien el cambio de entropia del entomo. 
En este caso, el entomo es el deposito termico del que se extrae 
el calor necesario para fundir al hielo. Cada unidad termica que 
entra al hielo debe haber salido del deposito, siendo la tempe¬ 
ratura la misma tanto del hielo como del deposito. Por lo tanto, 
el cambio de entropia del deposito es igual en magnitud pero 
opuesto en signo al del hielo, o sea 


AS 


deposito 


= -287 J/K. 


El cambio de entropia para el hielo + el deposito, considerados 
juntos, es entonces cero. Esto es cierto para cualquier proceso 
reversible, porque cualquier incremento de calor +dQ que entre 
al sistema debe originarse de un incremento igual -dQ que saiga 
del deposito. 

En la practica, la fusion del hielo es mas bien irreversible, 
como cuando ponemos un cubo de hielo en un vaso de agua a 
la temperatura ambiente. La diferencia de temperatura entre el 
hielo y el deposito (el agua) en este caso no es una cantidad 
diferencial sino que es de alrededor de 20°C. El proceso solo 
opera en una direccion (el hielo se funde) y no puede ser 
invertido en ninguna etapa haciendo solo un cambio diferencial 
en la temperatura del agua. No podemos emplear la ecuacion 
27 en tal caso, y los caiculos de este problema no son validos, 
En la seccion siguiente veremos como manejar un calculo de 
este tipo._ 


26-7 ENTROPIA: PROCESOS 

IRREVERSIBLES _ 

La ecuacion 27 describe el calculo del cambio en entropia 
para un proceso reversible. Sin embargo, no existen en la 
naturaleza procesos absolutamente reversibles. La fric¬ 
tion y las transferencias de calor no deseadas estan siem- 
pre presentes, y rara vez podemos llevar a cabo procesos 
reales en pasos infinitesimales. Por lo tanto, todo proceso 
termodinamico es hasta cierto punto irreversible. 

Para calcular el cambio de entropia para un proceso 
irreversible, tomamos ventaja del hecho de que la entro¬ 
pia es un estado variable. La diferencia en entropia entre 
los estados i y / es independiente de la trayectoria que 
elijamos de i a /. Aun cuando la naturaleza puede elegir 
una trayectoria irreversible entre i y / para el proceso 
real, nosotros podemos elegir para el calculo cualquier 
trayectoria reversible conveniente. 

Para hallar el cambio de entropia para una trayectoria 
irreversible entre dos estados de equilibrio, debe ha- 
llarse el proceso reversible que une a los mismos 
estados, y calcularse el cambio de entropia usando la 
ecuacion 27. 

Consideremos dos ejemplos. 

1. Expansion libre. Como en la seccion 25-6 (vease la 
figura 14 del capitulo 25), hagamos que un gas ideal 
duplique su volumen expandiendose en un espacio vacio. 
No se efectua ningun trabajo contra el vacio, de modo que 
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\y = o, y el gas esta confinado en un recipiente aislante, 
por lo que Q = 0. De la primera ley, debemos por lo tanto 
tener AE iu , = 0. Para un gas ideal, cuya energia interna 
depende unicamente de la temperatura, se deduce que 
T = T 

’ La expansion libre es ciertamente irreversible, porque 
perdemos el control del sistema una vez que hemos abier- 
to la valvula que separa los dos compartimentos. Existe 
una diferencia de entropia entre los estados initial y final, 
pero no podemos calcularlo usando la ecuacion 27, que se 
aplica unicamente a los procesos reversibles. Claramente, 
la ecuacion 27 no debe ser empleada en forma directa, 
porque la temperatura no esta definida para los pasos 
intermedios no en equilibrio a traves de los cuales evolu- 
ciona el sistema una vez que el gas comienza a fluir. 
Ademas, Q = 0, lo cual presenta una dificultad mas para 
emplear la ecuacion 27. 

Para hallar el cambio de entropia elegimos una trayec¬ 
toria reversible de i a / para la cual podamos hacer este 
calculo. Una election conveniente es una expansion iso- 
termica que sufriese un gas ideal del mismo punto inicial 
(p., V„ /) al mismo punto final (p f , V f , T f ). Representa un 
procedimiento muy diferente al de una expansion libre, 
pero une al mismo par de estados en equilibrio. De la 
ecuacion 27, podemos tener entonces 


A S = S f 


„ = f f dQ = 1 
'' J, T T), 


’/ Q -W 

dQ = ^ = ~^, 


donde la ultima etapa puede llevarse a cabo porque A£ im 
= 0 en un proceso isotermico, y por lo tanto -W - Q. 
Usando la ecuacion 27 del capitulo 23 para W, obtenemos 

— W V f 

AS = -jr = nR\ny 

= nR In 2. (28) 

Esto es igual al cambio de entropia para la expansion libre 
irreversible. Notese que AS es positivo para el sistema. 

Puesto que en la expansion libre no existe transference 
de energia de ninguna clase al entomo, el cambio de 
entropia del entomo es cero. Asi, la entropia total del 
sistema + el entomo aumenta durante una expansion libre. 

2. Transferencia de calor irreversible. La figura 13o 
muestra dos bloques cuyas temperaturas iniciales son T, 
y T 2 . Para simplificar, suponemos que los bloques tienen 
la misma masa m y el mismo calor especifico c. Quita- 
mos la barrera aislante que separa a los bloques y los 
ponemos en contacto termico, como se muestra en la 
figura 13 b. Finalmente, llegan a la temperatura de equili¬ 
brio comun T c . Al igual que en la expansion libre, este 
proceso es totalmente irreversible, porque perdemos el 
control una vez que hayamos colocado a los bloques en 
contacto termico entre si. 

Para hallar el cambio de entropia en este proceso irre¬ 
versible elegimos una vez mas una trayectoria reversible^ 

FACU 


Ini |—| I 
I L!L i * $ 





mmMMmrnMM 


Figura 13 (a) El estado inicial: dos bloques estan a 
temperaturas diferentes en recintos aislados individuales. 
(b) El estado final: la pared aislante entre los bloques se 
retira, y se permite que lleguen al equilibrio a la 
temperatura intermedia T r . 


que nos conduzca al mismo estado final. Consideremos 
primero el bloque 1 a la temperatura inicial T r (Supone¬ 
mos que esta es la temperatura inicial mas baja.) Imagi- 
nemos una serie de depositos termicos a las temperaturas 
r„ T, + dT, T, + 2dT, ... ,T C - dT, T c . Comenzamoscon 
el bloque 1 en contacto con el primer deposito, y luego lo 
movemos al siguiente hasta recorrer la secuencia. En cada 
etapa, entra al bloque una cantidad infinitesimal de calor 
dQ. El proceso es claramente reversible; en cualquier 
punto podemos mover el bloque de regreso a la etapa mas 
baja anterior, y fluira la misma cantidad de calor dQ del 
bloque de regreso hacia el deposito. Cada transferencia 
reversible de calor dQ puede expresarse como me dT, 
pudiendo entonces emplear la ecuacion 27 para hallar el 
cambio de entropia para el bloque 1: 

AS, - ['f ‘ me J* Y~mc> n je- <»> 

De manera similar podemos construir una serie descen- 
dente de depositos para el bloque 2 entre las tempe¬ 
raturas T 2 y T c , y hallamos el cambio de entropia para el 

bloque 2: 


f r ' dT 

~~ mC jt 2 T 


El cambio total de la entropia es 

T T 

AS = AS , + AS 2 = me In -f + me In 


= me In 


>AD DE LA HEPO'BLICJI 
.’AD DE INGENIERii 5 
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Si 7, es la temperatura mas baja, entonces AS, > 0 y A S 2 < 0. 
Podemos demostrar que el cambio total de entropia AS 
es siempre positivo, para lo cual necesitamos demostrar 
que T] IT x T 2 > 1. Hallamos primero la temperatura de equi- 
librio exigiendo que el calor total transferido sea cero: 

0. + 02 = mc(T e - Tj) + mc(T e - T 2 ) = 0, 

o sea T t = (7, + T 2 )/ 2. Por lo tanto, podemos escribir la 
cantidad T 2 e IT X T 2 como: 

71 _ (7j + T 2 ) 2 _ 4T x T 2 4- (7, - T 2 ) 2 
T x T 2 4 T x T 2 4 T X T 2 


Claramente, esto es mayor que uno (la ultima cantidad es 
siempre positiva), de modo que el logaritmo de la ecua¬ 
cion 31 es mayor que cero, y el cambio de entropia es 
positivo. 

El hecho de colocar a los dos bloques en contacto 
termico no produce ningun cambio en absoluto en el 
entomo, de modo que AS = 0 para el entomo. Por lo tanto, 
la entropia total del sistema + el entomo aumenta en esta 
transferencia de calor irreversible. 


26-8 ENTROPIA Y LA SEGUNDA LEY 


Ahora estamos listos para expresar la segunda ley en su 
forma mas general en terminos de entropia: 

En cualquier proceso termodinamico pasa de un esta- 
do de equilibria a otro, la entropia del sistema + el 
entomo o bien permanece sin cambio o bien aumenta. 

Para los procesos reversibles, como vimos en la seccion 
26-6, la entropia permanece sin cambio. Como pudimos 
ver en el caso del problema muestra 5, el cambio de la 
entropia del sistema era positivo y el del entomo era 
negativo y de igual magnitud, asi que el total era cero. 

Para los procesos irreversibles, (es decir, para todos los 
procesos naturales), la entropia total del sistema + el 
entomo debe aumentar. Es posible que la entropia del 
sistema disminuya, pero la entropia del entomo siempre 
muestra un aumento de mayor magnitud, de modo que el 
cambio total en la entropia es siempre positivo. Ningun 
proceso naturalpuede mostrar jamas una disminucion en 
la entropia total del sistema + el entomo. 

Como era el caso para las leyes cero y primera, esta 
implicito en esta forma de la segunda ley un enunciado 
acerca de la existencia y utilidad de una nueva variable 
termodinamica, en este caso la entropia. 

La segunda ley, al igual que las leyes cero y primera, es 
una generalizacion de la experiencia. No puede ser de- 


mostrada, pero podemos confirmarla en una variedad de 
circunstancias. Podemos demostrar que es consistente con 
la observation, en cuanto que prohibe procesos que pu- 
dieran parecer satisfacer a todas las demas leyes conoci- 
das, pero que no son observados. Consideremos este 
enunciado de la segunda ley respecto a alguno de los 
principios que ya hemos establecido en este capitulo. 

Compresion libre 

Imaginemos llevar a cabo la expansion libre con una 
division removible que separe a las dos mitades del reci- 
piente. Cuando quitamos la division, las moleculas del gas 
que se movian originalmente hacia la derecha en la figu- 
ra 14 del capitulo 25 no encuentran una division con la 
cual chocar, y por lo tanto se diseminan en la mitad del 
recipiente antes vacia, chocando finalmente contra la pa¬ 
red mas lejana. Cuando rebotan de esa pared, no todas 
encuentran su camino de regreso a la otra mitad, porque 
posiblemente chocan con otras moleculas que encuentran 
en su camino. Al final, las colisiones tienden a hacer que 
los movimientos de las moleculas sucedan al azar, y llenen 
todo el recipiente. 

/Que nos impide encontrar todas las moleculas de 
regreso en la mitad del recipiente un tiempo mas tarde? 
Podriamos llamar a este proceso compresion libre, el 
inverso de la expansion libre. La ecuacion 28 muestra que 
una compresion libre, en la que V { < V t , tendria un cambio 
negativo en la entropia del sistema (sin ningun cambio en 
la entropia del entomo, como en la expansion libre). Esta 
aseveracion de la segunda ley en terminos de entropia 
prohibe entonces la compresion libre, y por lo tanto es 
poco probable que podamos hallar a todo el aire precipi- 
tandose al lado opuesto del salon en que estamos sentados. 
(En la siguiente seccion damos otra interpretation de este 
suceso que nunca se presenta.) 

La forma Kelvin-PIanck de la segunda ley 

A causa de que todas las maquinas operan en ciclos, 
el cambio de la entropia del sistema (la sustancia de 
operation) debe ser cero para un ciclo completo de ope¬ 
ration. En una maquina perfecta, el entomo (vease la 
Fig. 3a) libera el calor Q a la temperatura T, y su cambio 
de entropia es Q/T, una cantidad negativa. Por lo tanto, el 
cambio total de la entropia del sistema + el entomo es 
negativo en una maquina perfecta. La existencia de una 
maquina perfecta violaria entonces el enunciado de la 
entropia de la segunda ley. 

La forma Clausius de la segunda ley 

En un refrigerador perfecto, el sistema nuevamente no 
tiene un cambio de entropia en un ciclo completo, sino 


que el entomo libera el calor -Q a la temperatura T L y 
absorbe el calor <? a la temperatura T H . Por lo tanto, el 
cambio total en la entropia del entomo es 




Como T h > T u este cambio de entropia es negativo. 
Entonces, un refrigerador perfecto violaria el enunciado 
de la entropia de la segunda ley. 


La flecha del tiempo 

Es el cambio en la entropia el que nos proporciona en 
ultima instancia la respuesta a por que los sistemas evo¬ 
lutionary naturalmente en una direction con el tiempo y 
no en la otra: los sistemas evolucionan siempre en el 
tiempo de modo que la entropia total del sistema + el en¬ 
tomo aumenta. Si observamos a un sistema en el que 
la entropia parece disminuir, podemos estar seguros de 
que en alguna parte existe un cambio en la entropia del 
entomo lo suficientemente grande como para hacer posi¬ 
tivo el cambio total de la entropia. 


Problema muestra 6 Un trozo de hielo de masa m x 0.012 kg 
esta inicialmente a la temperatura 7j = -15°C. Se le deja caer en 
un recipiente aislado de capacidad calorifica despreciable que 
contiene una masa //» w = 0.056 kg de agua a la temperatura T„ 
= 23°C. El sistema llega al equilibrio a la temperatura T c . Calcule 
el cambio total de la entropia del sistema + el entorno. Utilice 
las capacidades termicas especificas y el calor de fusion siguien- 
tes: c, - 2220 J/kg • K, c w - 4190 J/kg K ,L- 333 kJ/kg. 

Solucion Echar el hielo al agua es claramente un proceso 
irreversible; no se hace en etapas infinitesimales, y no podemos 
regresar al sistema a su estado original invirtiendo el proceso. 
Para calcular el cambio en la entropia del sistema, debemos 
primero hallar la temperatura de equilibrio final. Para hacerlo, 
suponemos que la temperatura final es mayor de 0°C y que todo 
el hielo se funde, convirtiendose finalmente en agua a la tem¬ 
perature de equilibrio. Mas adelante, podemos comprobar si 
esta hipotesis es consistente. Exigiendo que el calor total trans¬ 
ferido entre todos los objetos sea cero, podemos hallar la tem¬ 
perature de equilibrio: 

mfijO'C - T,) + m x L + mf v {T c - 0°C) 

+ m w cJT t - TJ - 0, 

e insertando los valores dados y resolviendo hallamos 
T c = 276.6 K= 3.5°C. 

Esto es ciertamente consistente con que todo el hielo se funda. 
(Si, por otra parte, hubieramos obtenido una temperatura fi¬ 
nal de 0°C o mas baja, sospechariamos que nuestra hipotesis 
original era incorrecta, y cambiariamos la solucion en conse- 
cuencia.) 

Ahora podemos hallar los cambio en la entropia. Primero para 
el hielo, separamos el procedimiento en tres etapas: el calenta- 


miento del hielo a 0°C, la fusion del hielo, y por ultimo el 
calentamiento del agua resultante a T t . Usamos la ecuacion 29 
para el cambio de entropia (reversible) asociado con un cambio 
en la temperature y usamos el resultado del problema muestra 5 
para el cambio de la entropia en la fusion. El resultado del 
cambio de entropia AS; para el hielo es 


, 273 K 

ASj = W;Cj In ——-h 


m x L 
273 K. 


+ mjC w In 


t, 

273 K 


= (0.012 kg)(2220 J/kg-K) In 


273 K 
258 K 


(0.012 kg)(333 kJ/kg) 

+ 273 K 

276.6 K 

+ (0.012 kg)(4190 J/kg-K) In 2?j R - 


= 16.7 J/K. 

Pare el agua, obtenemos similarmente su camb'o de entropia 
(reversible): 

T ,, 276.6 K 

AS W = m w c w In = (0.056 kg)(4190 J/kg-K) In ■ - - 

■* w 

= —15.9 J/K. 

El cambio de entropia del entomo es cero, puesto que todo el 
procedimiento tiene lugar en un recipiente aislado. El cambio 
total de la entropia del sistema mas el entomo es, por lo tanto: 

AS = AAj + AS W = 16.7 J/K + (- 15.9 J/K) = 0.8 J/K, 
y este es claramente positivo, como lo exige la segunda ley. 


26-9 ENTROPIA Y PROBABILIDAD 


La entropia es una variable macroscopica, asociada con el 
estado general de un sistema y calculable a partir de 
cantidades macroscopicas asociadas con su estado gene¬ 
ral. Hemos visto que todas las variables macroscopicas en 
la termodinamica tienen una cantidad microscopica co- 
rrespondiente (como temperature, una cantidad macros¬ 
copica, y energia cinetica molecular media, una cantidad 
microscopica). Si hacemos ciertas suposiciones respecto 
a las propiedades microscopicas del sistema, usualmente 
podemos hallar una manera de relacionar las cantidades 
macroscopicas y microscopicas. En el caso de la tempe¬ 
ratura de un gas, estas suposiciones incluyen un modelo 
mecanico de las moleculas y sus interacciones, junto con 
una distribution estadistica de las energias moleculares. 
Por lo tanto, nos gustaria considerar el calculo microsco- 
pico de la entropia de un sistema. 

La cantidad microscopica relacionada con la entropia 
es la probabilidad relativa de diferentes maneras de distri- 
buir las moleculas del sistema. Consideremos primeramente 
algunas aplicaciones cualitativas de esta relation: 

1. Expansion libre. En una expansion libre se permite 
que las moleculas de gas confinadas a una mitad de una 
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caja llenen toda la esta. Consideremos a toda la caja en 
sus dos circunstancias: primero, en el instante en que la 
division se retira y todas las moleculas ocupan una mitad 
de la caja, y segundo, cuando las moleculas llenan toda la 
caja. La primera condicion es un estado de probabilidad 
muy baja; dejado en libertad, seria muy poco probable que 
el sistema se distribuyera por si mismo de esta manera. La 
segunda condicion es mas bien de alta probabilidad. Po- 
demos considerar que las moleculas en expansion libre se 
mueven de una condicion de probabilidad baja a otra de 
probabilidad alta. Es decir, dadas todas las maneras posi- 
bles de distribuir las moleculas al azar dentro de la caja, 
un gran numero de esas maneras posibles muestra una 
distribucion mas bien uniforme de las moleculas, mien- 
tras que un numero muy pequeno muestra una distribu¬ 
cion no uniforme. Por ejemplo, consideremos una caja 
con 10 moleculas unicamente y evaluemos el numero de 
maneras en que un numero n determinado se encuentra en 
la mitad izquierda de la caja en cualquier instante. Pues- 
to que, en este esquema, cada molecula tiene dos ubi- 
caciones posibles en la caja (mitad izquierda o mitad 
derecha), el numero total de maneras en que podemos 
distribuir a las moleculas, con dos altemativas para cada 
una, es 2 i0 = 1024. De estas 1024 maneras, en solo 
una hallaremos a todas las moleculas en la mitad izquierda 
(n = 10), mientras que puede demostrarse que existen 252 
maneras de tener una distribucion uniforme (n = 5). Al 
aumentar el numero de moleculas, la probabilidad relativa 
de una distribucion uniforme aumenta de manera muy 
acusada. Con 100 moleculas existe todavia una sola 
manera de distribuirlas a todas en la mitad izquierda, pero 
existen unas 10 29 maneras de distribuirlas igualmente 
entre las dos mitades. La expansion libre, en la cual existe 
un aumento en entropia, puede ser entonces considerada 
microscopicamente como una transformation de un esta¬ 
do de muy baja probabilidad a un estado de muy alta 
probabilidad. 

2. Conduction de color. En este ejemplo dos cuerpos 
de temperaturas diferentes 7) y T 2 alcanzan una tempe- 
ratura intermedia uniforme T r cuando entran en contacto. 
Este caso es similar a la expansion libre, excepto que 
hacemos la distribucion por velocidad en lugar de hacerlo 
por position. De nuevo, consideraremos a todo el sistema 
en dos circunstancias: justo despues del contacto, con las 
moleculas “calientes” (las que se mueven mas rapidamen- 
te) en un lado y las moleculas “frias” (que se mueven mas 
despacio) en el otro, y mucho despues, cuando la distri¬ 
bucion de las velocidades entre las dos mitades es unifor¬ 
me. Una vez mas, la distribucion separada (moleculas 
rapidas en un lado, moleculas lentas en el otro) es un 
estado de baja probabilidad y la distribucion uniforme es 
un estado de alta probabilidad. Al entrar en contacto, el 
sistema evoluciona espontaneamente de un estado de baja 
probabilidad a otro de alta probabilidad. 


3. Una taza de cafe revuelto. Supongamos que menea- 
mos una taza de cafe y luego retiramos la cucharilla. Con 
el tiempo, la circulacion del liquido cesa, y la viscosidad 
hace que la energia del fluido en rotacion se disipe como 
energia interna de las moleculas. En el estado inicial, 
existe un movimiento ordenado del cafe en rotacion. En 
el estado de equilibrio final existe un movimiento mole¬ 
cular al azar. Una vez mas, la circulacion ordenada de las 
moleculas es un estado de baja probabilidad, mientras que 
el movimiento desordenado al azar es un estado de alta 
probabilidad. En este proceso natural, el sistema ha pasa- 
do de un estado de baja probabilidad a un estado de alta 
probabilidad. 

En los tres casos anteriores, el sistema ha pasado espon¬ 
taneamente de un estado de baja probabilidad a otro de 
alta probabilidad. Las tres situaciones son procesos natura- 
les irreversibles que se caracterizan por un aumento en la 
entropia del sistema. Por lo tanto, es razonable concluir que 
existe una relacion cuantitativa entre la probabilidad y la 
entropia. Esta relacion, que fue propuesta por Boltzmann, es 

S= kin P. (32) 

Aqui k es la constante de Boltzmann, y S es la entropia del 
sistema. P, para definirla vagamente, es el numero de orde- 
namientos moleculares diferentes que corresponden al mis¬ 
mo estado macroscopico. Si, por ejemplo, las circunstancias 
son tan especiales que unicamente es posible un ordena- 
miento, entonces P = l y S (= kin P) = 0,y tenemos un estado 
completamente ordenado. Los valores de P mas grandes, 
como el que corresponde a la distribucion mas uniforme de 
las moleculas en el recipiente, dan valores de entropia mas 
grandes. Cuando decimos que el estado A de un sistema es 
mas probable que el estado B, queremos decir simplemente 
que el estado A tiene el valor de P mas grande. 

Se ha dicho tambien que un aumento en la entropia 
es una medida del aumento en el desorden de un sistema, 
y entonces la entropia es, en efecto, una medida del 
desorden. El termino “desorden” no tiene una defini¬ 
tion matematica precisa, sino que se relaciona cualita- 
tivamente con la probabilidad. Un estado de desorden 
bajo es un estado en el que las componentes de un sistema 
han sido distribuidas cuidadosamente, como colocando a 
todas las moleculas con velocidades bajas en una parte 
de un sistema. Un estado de desorden alto es un estado al 
azar en el que no ha ocurrido ninguna distribucion. El 
aumento en la entropia de un sistema en los procesos 
naturales puede entonces considerarse tambien como un 
aumento en el nivel de desorden del sistema. Los procesos 
naturales tienden a hacer al universo mas desordenado.* 

* Para una relacion de intentos de violar la segunda ley, inclu- 
yendo al diablo de Maxwell y un diseno de una maquina termica 
perfecta en la que la sustancia de operacion es una molecula de 
un gas, vease, “Demons, Engines, and the Second Law”, por 
Charles H. Bennet, Scientific American , noviembre de 1987, 
pag. 108. 


La segunda ley de la termodinamica nos dice que, si 
un sistema aislado experimenta un proceso espontaneo, 
su estado final sera uno en el que la entropia (y tam¬ 
bien P) es maxima. Existe siempre (en principio) la po- 
sibilidad de que, debido a una fluctuation estadistica, 
pueda ocurrir algun otro estado, incluso un estado cuya 
entropia sea mas baja que la del estado inicial. En siste- 
mas con un numero de particulas muy pequeno, tales 
fluctuaciones del comportamiento promedio existen, en 
efecto, siendo un buen ejemplo el movimiento browniano 
(section 24-5). En sistemas macroscopicos, sin embargo, 
la probabilidad de que la entropia crezca realmente en un 
proceso espontaneo resulta ser increiblemente pequena. 
Entonces, podemos predecir con completa seguridad que 
(1) las moleculas del aire del salon no se agruparan 


PREGUNTAS 

1. <j,Es el ser humano una maquina termica? Explique. 

2. 4 ,No podriamos igualmente definir la eficiencia de una 
maquina como e = |W / |/|<? ou ,| en lugar de e = |TP|/i(?J? <iPor 
que no podemos? 

3. Las eficiencias de las plantas de potencia nuclear son 
menores que las de las plantas de combustibles fosiles. 
^Porque? 

4. £ Puede una cantidad dada de energia mecanica ser con- 
vertida completamente en energia termica? De ser asi, de 
un ejemplo. 

5. Un inventor sugirio que una casa podria calentarse de la 
manera siguiente. Un sistema que se asemeje a un refrige- 
rador extrae calor de la Tierra y lo descarga en la casa. El 
inventor afirmo que el calor abastecido a la casa podia 
sobrepasar al trabajo efectuado por la maquina del siste¬ 
ma. ^,Usted que opina? 

6. Comente la aseveracion: “Una maquina termica convierte 
movimiento mecanico desordenado en movimiento me- 
canico organizado”. 

7. £Es posible el concepto de que una maquina termica 
opere entre el agua de la superficie templada de un mar 
tropical y el agua mas fria bajo la superficie? ^Es practica 
la idea? (Vease “Solar Sea Power”, por Clarence Zener, 
Physics Today, enero de 1973, pag. 48). 

8. De una explication cualitativa de como producen energia 
interna las fuerzas de friction entre superficies moviles. 
^Por que no ocurre el procedimiento inverso (que la ener¬ 
gia interna produzca un movimiento relativo de esas su¬ 
perficies)? 

9. ^Son reversibles alguno de los fenomenos siguientes: (a) 
la rotura de una botella de refresco vacia; (b) el mezclado 
de un coctel; (c) dar cuerda a un reloj; (d) fundir un cubo 
de hielo en un vaso de te helado; (e) quemar un leno; (/) 
ponchar una llanta de automovil; ( g ) calentar electrica- 
mente un bloque de metal con aislamiento; ( h) expandir 


espontaneamente en un lado, (2) un vaso de agua a la 
temperatura ambiente no se separara espontaneamente en 
cubos de hielo y agua mas templada, y (3) el cafe no 
comenzara a girar espontaneamente en la taza. Cada uno 
de estos procesos puede conservar energia, siendo enton¬ 
ces consistente con la primera ley. Sin embargo, no 
podremos observarlos, jaunque nos quedemos esperando 
un tiempo tan largo como la edad actual del universo! Se 
ha dicho que los calculos de las probabilidades de tales 
eventos le dan un significado operativo a la palabra 
“nunca”. El area de aplicacion de la segunda ley de la 
termodinamica es tan amplia y la posibilidad de que la 
naturaleza la contradiga es tan pequena que cuenta con 
la distincion de ser una de las leyes mas utiles y generales 
de toda la ciencia. 


isotermicamente un gas no ideal contra un embolo; (;) 
terminar la “Sinfonia Inconclusa”; (y) escribir este libro? 

10. De algunos ejemplos de procesos irreversibles en la na¬ 
turaleza. 

11. ^Existen procesos naturales que sean reversibles? 

12. ^Podemos calcular el trabajo efectuado durante un proce¬ 
so irreversible en terminos de un area en un diagrama pVb 
ySe efectua algun trabajo? 

13. Si una maquina Carnot es independiente de la sustancia 
de operacion, entonces las maquinas reales serian similar- 
mente independientes, hasta un cierto punto. Entonces, 
ypor que para las maquinas reales nos preocupa tanto 
hallar combustibles apropiados como el carbon, la gasoli- 
na, o un material fisionable? ^Por que no usar piedras 
como combustible? 

14. ^En que condiciones seria una maquina termica ideal 
100% eficiente? 

15. yQue factores reducen la eficiencia de una maquina ter¬ 
mica de su valor ideal? 

16. Se desea incrementar la eficiencia de una maquina Carnot 
tanto como sea posible. Podemos hacerlo aumentando T H 
a cierta cantidad, manteniendo a T L constante, o disminu- 
yendo T L en la misma cantidad y manteniendo a T H cons¬ 
tante. ^Cual elegirfa usted? 

17. Explique por que una habitation puede calentarse dejando 
abierta la puerta de un horno, pero no puede enfriarse 
dejando abierta la puerta de un refrigerador de cocina. 

18. yPor que obtenemos menos kilometraje de la gasolina de 
nuestro automovil en invierno que en verano? 

19. De vez en cuando los inventores pretenden haber perfec- 
cionado un aparato que efectue un trabajo util pero que no 
consuma combustible (o muy poco). ^Que piensa usted 
que es lo mas verosl'mil en tales casos: (a) los inventores 
tienen razon, ( b ) los inventores estan equivocados en sus 
mediciones, o (c) los inventores son unos charlatanes? 
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^Piensa usted que tal pretension deberia ser examinada a 
fondo por una mesa de cientificos e ingenieros? En su 
opinion, ^se justificari'a el tiempo y el esfuerzo? 

20. Hemos visto que las maquinas reales desechan siempre 
cantidades sustanciales de calor a sus depositos de baja 
temperatura. Parece vergonzoso desperdiciar esta energia 
calorifica. ^Por que no usar este calor para mover una 
segunda maquina, sirviendo el deposito de baja tempera¬ 
tura de la primera maquina como deposito de alta tempe¬ 
ratura de la segunda? 

21. De ejemplos en los que la entropia de un sistema dismi- 
nuye y explique por que no se viola la segunda ley de la 
termodinamica. 

22. ^Violan los seres vivos la segunda ley de la termodinami¬ 
ca? Por ejemplo, cuando un pollito sale de un huevo 
se vuelve cada vez mas ordenado y organizado. Sin em¬ 
bargo, el aumento de la entropia requiere desorden y 
decadencia. ^Esta disminuyendo realmente la entropia del 
pollito mientras crece? 

23. Dos recipientes de gases a diferentes temperaturas estan 
aislados del entomo y separados entre si por una division 
que permite un intercambio de calor. ^Que tendria que 
pasar si la entropia fuese a disminuir? i A aumentar? ^Que 
es mas probable que pase? 

24. ^Existe un cambio de entropia en los movimientos meca- 
nicos puros? 

25. Demuestre que la entropia total crece cuando el trabajo se 
convierte en calor por la friccion entre superficies desli- 
zantes. Describa el aumento de desorden. 

26. Del Sol a la TierTa fluye energia calorifica. Demuestre que 
la entropia del sistema Tierra-Sol aumenta durante este 
proceso. 

27. ^Es cierto que la energia calorifica del universo esta 
siendo poco a poco cada vez menos disponible? De ser asi, 
^por que? 

28. Considere una caja que contiene un niimero de moleculas 
muy pequeno, digamos cinco. Puede suceder a veces, por 
azar, que todas estas moleculas se hallen en la mitad 
izquierda de la caja, estando completamente vacia la mitad 
derecha. Esto es precisamente el inverso de la expansion 
libre, un proceso que hemos declarado ser irreversible. 
^Cual es su explicacion? 

29. Una banda de liule se siente mas caliente que su entorno 
inmediatamente despues de haber sido estirada con rapi- 
dez; resulta marcadamente mas fria cuando se deja que se 
contraiga subitamente. Tambien, una banda de hule que 


soporte una carga se contrae al calentarse. Explique estas 
observaciones usando el hecho de que las moleculas de 
hule constan de cadenas largas de atomos entrelazados y 
estrechamente unidos con una orientacion al azar. 

30. i,Que cambio en la entropia ocurre, en caso de que suceda, 
cuando los 52 naipes de una baraja quedan barajados de 
un modo particular? ^,Es apropiado en este caso el concep- 
to de entropia? De ser asi, explique como podria uno 
obtener un enfriamiento util llevando a cabo este proceso 
adiabaticamente. 

31. Comente la siguiente opinion de Panofsky y Phillips: 
“Desde el punto de vista de la fisica formal existe unica- 
mente un concepto que es asimetrico en el tiempo, a saber, 
la entropia. Pero esto hace que sea razonable suponer 
que la segunda ley de la termodinamica puede ser emplea- 
da para cerciorarse del sentido del tiempo de manera 
independiente de cualquier marco de referencia; es decir, 
tomaremos como direccion positiva del tiempo aquella 
que sea de un desorden estadisticamente creciente, o de 
entropia creciente.” (Vease, a este respecto, “The Arrow 
of Time”, por David Layzer, Scientific American, diciem- 
bre de 1975, pag. 56.) 

32. Explique la frase: “Los rayos cosmicos disminuyen conti- 
nuamente la entropia de la Tierra sobre la que inciden.” 
^Por que no contradice esto a la segunda ley de la termo¬ 
dinamica? 

33. Cuando ponemos naipes juntos en una baraja o ladrillos 
juntos para construir una casa, por ejemplo, aumentamos 
el orden del mundo fisico. ^Viola esto la segunda ley de 
la termodinamica? Explique. 

34. ^Podemos emplear la termodinamica terrestre, que se sabe 
se aplica a cuerpos circunscritos y aislados, para todo el 
universo? De ser asi, ^esta el universo limitado y de que 
esta aislado el universo? 

35. La temperatura y la presion son ejemplos de propieda- 
des intensivas de un sistema, siendo sus valores para cual¬ 
quier muestra del sistema independientes del tamano de 
la muestra. Sin embargo, la entropia, al igual que la 
energia interna, es una propiedad extensiva, siendo su 
valor para cualquier muestra de un sistema proporcional 
al tamano de la muestra. Comente. 

36. La primera, segunda, y tercera leyes de la termodinamica 
pueden parafrasearse, respectivamente, como sigue: (1) 
Uno no puede ganar. (2) Ni siquiera puede uno empatar. 
(3) Uno no puede salirse del juego. Explique en que 
sentido son permisibles estas frases comparativas. 


PROBLEMAS 


Seccion 26-2 Maquinas termicasy la segunda ley 

1. Una maquina termica absorbe 52.4 kJ de calor y descarga 
36.2 kJ de calor en cada ciclo. Calcule (a) la eficiencia y 
( b) el trabajo efectuado por la maquina por ciclo. 

2. Un motor de automovil desarrolla 8.18 kJ de trabajo por 
ciclo. (a) Antes de una afinacion, la eficiencia es del 


25.0%. Calcule, por ciclo, el calor absorbido de la com¬ 
bustion del combustible y el calor descargado a la atmos- 
fera. (b) Despues de una afinacion, la eficiencia es del 
31.0%. ^Cuales son los nuevos valores de las cantidades 
calculadas en (a)? 

3. Calcule la eficiencia de una planta de potencia por com¬ 
bustible fosil que consume 382 toneladas metricas de car¬ 
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bon cada hora para producir trabajo util a razon de 755 
MW. El calor de combustion del carbon es de 28.0 MJ/kg. 

4. Dos moles de un gas ideal monoatomico se hacen pasar 
por el ciclo mostrado en la figura 14. El proceso be es una 
expansion adiabatica reversible. Tambien, p b = 10.4 atm, 
V b = 1.22 m\ y V c = 9.13 m 3 . Calcule (a) el calor anadido 
al gas, (b) el calor que sale del gas, (c) el trabajo neto 
efectuado por el gas, y (d) la eficiencia del ciclo. 


p 



Figura 14 Problema 4. 


5. Un mol de un gas monoatomico ideal inicialmente a un 
volumen de 10 L y una temperatura de 300 K se calienta 
a volumen constante a la temperatura de 600 K, se deja 
expandir isotermicamente a su presion inicial, y finalmen- 
te se comprime isobaricamente (es decir, a presion cons¬ 
tante) a su volumen, presion, y temperatura originales. (a) 
Calcule la entrada de calor al sistema durante un ciclo. 
(b) ^Cual es el trabajo neto efectuado por el gas durante 
un ciclo? (c) ^Cual es la eficiencia de este ciclo? 

6. Un motor de combustion interna de gasolina puede ser 
aproximado por el ciclo mostrado en la figura 15. Suponga 
un gas diatomico ideal y use una relacion de compresion 
de 4:1 (V d = 4V a ). Suponga que p h = 3 p„. (a) Determine la 
presion y la temperatura en cada uno de los vertices del 
diagrama pV en terminos de p a y de T a . (b) Calcule la 
eficiencia del ciclo. 

7. La maquina A, comparada con la maquina B, produce, por 
ciclo, cinco veces el trabajo pero recibe el triple y descarga 
el doble de calor. Determine la eficiencia de cada maquina. 

Seccion 26-3 Refrigeradores y la segunda ley 

8. Un refrigerador efectua 153 J de trabajo para transferir 
568 J de calor desde su compartimento frio. (a) Calcule el 
coeficiente de rendimiento del refrigerador. (b) ^Cuanto 
calor es descargado a la cocina? 

9. Para hacer hielo, un congelador extrae 185 kJ de calor a 
- 12.0°C. El congelador tiene un coeficiente de rendimien¬ 
to de 5.70. La temperatura ambiente es 26.0°C. (a) ^Cuan- 
to calor fue abastecido a la habitacion? (b) ^Cuanto trabajo 
se requirio para hacer funcionar el congelador? 

Seccion 26-4 El ciclo de Carnot 

10. Cuanto trabajo debe efectuarse para extraer 10.0 J de calor 
(a) de un deposito a 7°C y transferirlo a otro a 27°C por 



Figura 15 Problema 6. 


medio de un refrigerador usando un ciclo de Carnot; (b) 
de uno a -73°C a otro a 27°C; (c) de uno a -173°C a otro 
a 27°C; y (d ) de uno a -223°C a otro a 27°C? 

11. En un ciclo de Carnot, la expansion isotermica de un gas 
ideal tiene lugar a 412 K y la compresion isotermica a 
297 K. Durante la expansion se transfieren al gas 2090 J 
de energia calorifica. Determine (a) el trabajo llevado a 
cabo por el gas durante la expansion isotermica, (b) el 
calor rechazado por el gas durante la compresion isoter¬ 
mica, y (c) el trabajo efectuado sobre el gas durante la 
compresion isotermica. 

12. Una maquina de Carnot tiene una eficiencia de 22%. 
Opera entre depositos de calor cuya temperatura difie- 
re en 75°C. Halle las temperaturas de los depositos. 

13. Para el ciclo de Carnot ilustrado en la figura 7, demuestre 
que el trabajo efectuado por el gas durante el proceso be 
(etapa 2) tiene el mismo valor absoluto que el trabajo 
efectuado sobre el gas durante el proceso da (etapa 4). 

14. Un aparato que licua helio esta en un laboratorio a 296 K. 
El helio en el aparato esta a 4.0 K. Si se transfieren 150 mJ 
de calor del helio, halle la cantidad minima de calor 
abastecido al laboratorio. 

15. Un acondicionador de aire toma aire de una habitacion a 
70°F y lo transfiere al exterior, el cual esta a 95°F. ^Cuan- 
tos joules de calor se transfieren de la habitacion por cada 
joule de energia electrica necesaria para hacer funcionar 
al refrigerador? 

16. Un inventor pretende haber creado una bomba de calor 
que extrae calor de un lago a 3.0°C y abastece calor a razon 
de 20 kW a un edificio a 35°C, empleando unicamente 
1.9 kW de potencia electrica. j,Como juzga usted esta 
pretension? 

17. (a) Una maquina Carnot opera entre un deposito caliente 
a 322 K y un deposito frio a 258 K. Si absorbe 568 J de 
calor por ciclo del deposito caliente, ^cuanto trabajo por 
ciclo abastece? ( b ) Si la misma maquina, trabajando en 
sentido inverso, funciona como un refrigerador entre los 
mismos dos depositos, ^cuanto trabajo por ciclo debe ser 
suministrado para transferir 1230 J de calor del deposito 
frio? 

18. Se usa una bomba de calor para calentar un edificio. La 
temperatura del exterior es de -5.0°C y la temperatura 
dentro del edificio debe mantenerse a 22°C. El coeficiente 
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de rendimiento es 3.8, y la bomba suministra 7.6 MJ de 
calor al edificio cada hora. que razon debe efectuarse 
trabajo para hacer funcionar la bomba? 

19. Si un ciclo de Carnot se recorre en sentido inverso, tene- 
mos un refrigerador ideal. Se absorbe una cantidad de 
calor |<2 L | a la temperatura 7 L mas baja y se suministra una 
cantidad de calor |(? H | a la temperatura 7 H mas alta. La 
diferencia es el trabajo W que debe ser abastecido para 
hacer funcionar al refrigerador. (a) Demuestre que 

\W\ = \QA % 

(b) El coeficiente de rendimiento K de un refrigerador se 
define como la razon del calor extraido de la fuente fria al 
trabajo necesario para hacer funcionar al refrigerador. 
Demuestre que, idealmente. 



(c) En un refrigerador mecanico el serpentin de baja tem¬ 
peratura esta a una temperatura de -13°C y el gas compri- 
mido en el condensador tiene una temperatura de 25°C. 
Halle el coeficiente teorico de rendimiento. 

20. El motor de un refrigerador tiene una potencia de salida 
de 210 W. El compartimiento de congelar esta a -3.0°C y 
el aire exterior esta a 26°C. Suponiendo que la eficiencia 
sea el 85% de la ideal, calcule la cantidad de calor que 
puede ser extraido del compartimiento de congelar en 
15 min. 

21. Demuestre que la eficiencia de una maquina termica re¬ 
versible ideal se relaciona con el coeficiente de rendimien¬ 
to del refrigerador reversible obtenido al hacer marchar el 
motor en reversa segun la relacion e = l/( K+ 1). 

22. (a) En una maquina termica de Carnot de dos tiempos, se 
absorbe una cantidad de calor |<?,| a una temperatura 7„ 
se efectua un trabajo \W t \, y se descarga una cantidad de 
calor |(? 2 | a una temperatura mas baja 7 2 durante el primer 
tiempo. El segundo tiempo absorbe el calor cargado por 
el primero, efectua el trabajo | W 2 \, y descarga una cantidad 
de calor |<? 3 | a la temperatura 7, mas baja. Demuestre que 
la eficiencia de la combinacion es (7, - 7 3 )/7,. (b) Una 
combinacion mercurio-turbina de vapor aspira vapor de 
mercurio saturado de una caldera a 469°C y lo descarga 
para calentar una caldera de vapor a 238°C. La turbina de 
vapor recibe el vapor a esta temperatura y lo descarga a 
un condensador a 37.8°C. Calcule la eficiencia maxima de 
la combinacion. 

23. Una maquina de Carnot trabaja entre las temperaturas 7, 
y T 2 . Impulsa a un refrigerador de Carnot que trabaja entre 
dos temperaturas diferentes 7, y 7, (vease la Fig. 16). Halle 
la razon |<? 3 |/|<?,| en terminos de las cuatro temperaturas. 

24. Un inventor pretende haber inventado cuatro maquinas, 
cada una de las cuales opera entre depositos de calor a 400 
y 300 K. Los datos de cada maquina, por ciclo de opera- 
cion, son como sigue: Maquina A: £>,„ = 200 1) Qok ll 
-175 J, W = 40 J; maquina B. Q m = 500 J, = -200 J, 
W - 400 J; maquina C: Q m = 600 J, = -200 J, W = 
400 J; maquina D: Q m = 100 J, = -90 J, W= 10 J. iQue 



Maquina 


Figura 16 Problema 23. 


ley, de la termodinamica la primera o la segunda viola 
cada maquina? 

25. En una locomotora de vapor, entra a los cilindros vapor a 
una presion de caldera de 16.0 atm, se expande adiabatica- 
mente a 5.60 veces su volumen original, y luego escapa a la 
atmosfera. Calcule (a) la presion del vapor despues de la 
expansion y ( b ) la mayor eficiencia posible de la maquina. 

26. (a) Trace con precision un ciclo de Carnot en un diagrama 
pV para un mol de un gas ideal. El punto a (vease la Fig. 7) 
corresponde a p - 1.00 atm, 7 = 300 K, y el punto 
b corresponde a 0.500 atm, 7 = 300 K; considere que el 
deposito de baja temperatura esta a 100 K. Sea y - 1.67. 
(b) Calcule graficamente el trabajo efectuado en este 
ciclo. (c) Calcule el trabajo analiticamente. 

27. Un mol de un gas monoatomico ideal se emplea como la 
sustancia en una maquina que opera segun el ciclo mos- 
trado en la figura 17. Calcule (a) el trabajo efectuado por 
la maquina por ciclo, ( b ) el calor anadido por ciclo duran¬ 
te la carrera de expansion abc, y (c) la eficiencia de la 
maquina. (d)^Cual es la eficiencia Carnot de una maquina 
que opera entre las temperaturas mas alta y mas baja 
presentes en el ciclo? ^Como se compara esta con la 
eficiencia calculada en (c)? Suponga que p i = 2p 0 , V t = 
2V 0 ,p 0 = 1.01 x 10 5 Pa, y V 0 = 0.0225 m 3 . 

Seccion 26-6 Entropia: procesos reversibles 

28. En la figura 1 2c, supongamos que el cambio en la entropia 
del sistema al pasar del estado a al estado b a lo largo de 


b _ c 
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Figura 17 Problema 27. 


la trayectoria 1 es +0.60 J/K. ^Cual es el cambio de la 
entropia al pasar ( a ) del estado a al estado b a lo largo 
de la trayectoria 2 y ( b ) del estado b al estado a a lo 
largo de la trayectoria 2? 

29. Un gas ideal experiments una expansion isotermica rever¬ 
sible a 132°C. La entropia del gas aumenta en 46.2 J/K. 
^Cuanto calor fue absorbido? 

30. Se hace que cuatro moles de un gas ideal se expandan de 
un volumen V x a un volumen V 2 = 3.45 V. (a) Si la expan¬ 
sion es isotermica a la temperatura 7 = 410 K, halle el 
trabajo efectuado sobre el gas al expandirse. (b) Halle 
el cambio en la entropia, de haber alguno. (c) Si la expan¬ 
sion fuese reversiblemente adiabatica en lugar de isoter¬ 
mica, <,cual es el cambio en la entropia? 

31. (a) Demuestre que un ciclo de Carnot, graficado sobre 
un diagrama de temperatura versus contra entropia (TS), 
es un rectangulo. Para el ciclo de Carnot mostrado en la 
figura 18, calcule ( b ) el calor que entra y (c) el trabajo 


efectuado sobre el sistema. 
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Figura 18 Problema 31. 

32. Halle (a) el calor absorbido y ( b ) el cambio en entropia de 
un bloque de cobre de 1.22 kg cuya temperatura aumenta 
reversiblemente de 25.0 hasta 105°C. 

33. A temperaturas muy bajas, el calor especifico molar de 
muchos solidos es (aproximadamente) proporcional a T 3 ; 
es decir, C v = AT 3 , donde A depende de la sustancia en 
particular. Para el aluminio, A = 3.15 x 10‘ 5 J/mol • K J . 
Halle el cambio de entropia de 4.8 mol de aluminio cuando 
su temperatura se eleva de 5.0 a 10 K. 

34. Puede transferirse calor del agua a 0°C, a la presion 
atmosferica, sin provocar que el agua se congele, si se ha¬ 
ce con poca agitacion del agua. Suponga que el agua se 
enfria a -5.0°C antes de que el hielo comience a formarse. 
Halle el cambio en entropia que ocurre durante la conge- 
lacion subita de 1.0 g de agua que tiene lugar entonces. 

35. Un objeto de capacidad calorifica constante C se calienta 
de una temperatura inicial I, a una temperatura final T s al 
ponerse en contacto con un deposito a 7 ( . Represente el 
proceso en una grafica de C/7 contra 7 y demuestre 
graficamente que el cambio total AS en la entropia (objeto 
+ deposito) es positivo y ( b ) demuestre como el uso de 
depositos a temperaturas intermedias permite que el pro¬ 
ceso se lleve a cabo de una manera que haga a AS tan 
pequena como se desee. 


36. Se hace que un mol de un gas monoatomico ideal recorra 
el ciclo mostrado en la figura 19. (a) ^Cuanto trabajo se 
efectua sobre el gas al expandirlo de a a c a lo largo de la 
trayectoria abc2 ( b ) ^,Cual es el cambio en la energia 
interna y en la entropia al pasar de b a cl (c) ^Cual es el 
cambio en la energia interna y en la entropia al pasar por 
un ciclo completo? Exprese todas las respuestas en termi¬ 
nos de la presion p 0 y del volumen V 0 en el punto a del 
diagrama. 


p 



Vq 4 Vo 


Figura 19 Problema 36. 


Seccion 26-7 Entropia: procesos irreversibles 

37. Un gas ideal experimenta una expansion isotermica a 
77°C, aumentando su volumen de 1.3 a 3.4 L. El cambio 
de entropia del gas es de 24 J/K. ^Cuantos moles de gas 
estan presentes? 

38. Suponga que se trasfiere la misma cantidad de energia 
calorifica, digamos 260 J, por conduccion de un deposito 
termico a una temperatura de 400 K a otro deposito, cuya 
temperatura es ( a ) 100 K; (b) 200 K; (c) 300 K, y (d) 
360 K. Calcule los cambios en la entropia y explique la 
tendencia. 

39. Una barra de laton esta en contacto termico con un depo¬ 
sito de calor a 130°C en un extremo y un deposito de calor 
a 24.0°C en el otro extremo. (a) Calcule el cambio total en 
la entropia que surge del proceso de conduccion de 1200 J 
de calor a traves de la barra. (b) ^Gambia la entropia de la 
barra durante el proceso? 

40. Se hace que un mol de un gas diatomico ideal recorra 
el ciclo mostrado en el diagrama pKde la figura 20 don¬ 
de V 2 = 3V r Determine, en terminos de p t , K„ 7„ y R: ( a) 
p 2 , p>, y 7 3 y (b) W, Q, A y AS para los tres procesos. 

P 



Figura 20 Problema 40. 
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41. Un mol de un gas monoatomico ideal es llevado de un 
estado inicial de presion p 0 y volumen V 0 a un estado final 
de presion 2 p 0 y volumen 2 V 0 por dos procesos diferentes. 

(I) Se expande isotermicamente hasta que su volumen se 
duplica, y luego se aumenta su presion a volumen cons- 
tante hasta el estado final. (II) Se le comprime isotermica¬ 
mente hasta que su presion se duplica, y luego se aumenta 
su volumen a presion constante hasta el estado final. 
Muestre la trayectoria de cada proceso en un diagrama pV. 
Calcule para cada proceso, en terminos de p 0 y de K 0 : 

(a) el calor absorbido por el gas en cada parte del proceso; 

(b) el trabajo efectuado sobre el gas en cada parte del pro¬ 
ceso; (c) el cambio en la energi'a interna del gas, E ml t - E iai ; 
y {d) el cambio en la entropia del gas, S, - S t . 

Seccion 26-8 Entropia y la segunda ley 

42. Un bloque de cobre de 50.0 g que tiene una temperature 
de 400 K se situa en una caja aislante con un bloque de 
plomo de 100 g que tiene una temperature de 200 K. ia) 
i,Cual es la temperature de equilibrio de este sistema de 
dos bloques? ( b ) ^Cual es el cambio en la energi'a interna 
del sistema de los dos bloques al cambiar de la condicion 
inicial a la condicion de equilibrio? (c) ^Cual es el cambio 


en la entropia del sistema de los dos bloques? (Vease la 
tabla 1 en el capitulo 25.) 

43. Una mezcla de 1.78 kg de agua y 262 g de hielo a 0°C se 
lleva, en un proceso reversible, a un estado final de equi¬ 
librio donde la relacion agua/hielo, por masa, es de 1:1 a 
0°C. (a) Calcule el cambio de entropia del sistema durante 
el proceso. ( b ) El sistema es luego regresado al primer 
estado de equilibrio, pero de un modo irreversible {hacien- 
do uso de un quemador Bunsen, por ejemplo). Calcule el 
cambio de entropia del sistema durante este proceso. (c) 
Demuestre que su respuesta es consistente con la segunda 
ley de la termodinamica. 

44. En un experimento de calor especifico se mezclan 196 g 
de aluminio a 107°C con 52.3 g de agua a 18.6°C. (a) 
Calcule la temperature de equilibrio. Halle el cambio de 
entropia de ( b ) el aluminio y (c) el agua. (d) Calcule el 
cambio de entropia del sistema. ( Sugerencia : Veanse las 
Ec. 29 y 30). 

45. Un cubo de hielo de 12.6 g a - 10.0°C se coloca en un lago 
cuya temperature es de +15.0°C. Calcule el cambio en la 
entropia del sistema cuando el cubo de hielo llegue al 
equilibrio termico con el lago. ( Sugerencia : ^Afectara el 
cubo de hielo la temperature del lago?) 


APENDICE A 


EL SISTEMA 
INTERNACIONAL 
DE UNIDADES (SI) f 


LAS UNIDADES SI BASICAS 


Cantidad 

Nombre 

Simbolo 

Definicion 

longitud 

metro 

m 

“...la longitud de la trayectoria recorrida por la luz en el vacio en 
1/299,792,458 de segundo.”(1983) 

masa 

kilogramo 

kg 

“...este prototipo [un cilindro de platino-iridio] se considered en lo 
sucesivo como la unidad de masa.” (1889) 

tiempo 

segundo 

s 

“...la duracion de 9,192,631,770 periodos de la radiacion 
correspondiente a la transicion entre los dos niveles hiperfinos del 
estado base del atomo cesio-133.” (1967) 

corriente electrica 

ampere 

A 

“...aquella corriente constante que, si se mantiene en dos conductores 
paralelos rectos de longitud infinita, de seccion transversal circular 
despreciable, y situados a 1 metro de separacion en el vacio, 
produciria entre estos conductores una fuerza igual a 2 x 10' 7 newton 
por metro de longitud.” (1946) 

temperature termodinamica 

kelvin 

K 

“...la fraccion 1/273.16 de la temperature termodinamica del punto 
triple del agua.” (1967) 

cantidad de sustancia 

mol 

mol 

“...la cantidad de sustancia de un sistema que contenga tantas 
entidades elementales como atomos existen en 0.012 kilogramos de 
carbono 12.” (1971) 

intensidad luminosa 

candela 

cd 

“...la intensidad luminosa en la direccion perpendicular, de un area 
de 1/600,000 metros cuadrados de un cuerpo negro a la temperature 
de congelacion del platino a una presion de 101.325 newton por 
metro cuadrado.” (1967) 


1 Adnptada de "The International System of Units (SI)”, National Bureau of Standards Special Publication 330, edicion de 1972 de Estados Unidos. 
Las definiciones fueron adoptadas por la Conferencia General de Pesas y Medidas, organisino internacional, en las feclias mostradas. En este libro 
no se usa la candela. 







A-2 El sistema international de unidades (SI) 


ALGUNAS UNIDADES SI DERIVADAS 


Cantidad 

Nombre de la unidad 

Simbolo 

Equivalente 

area 

metro cuadrado 

m 2 


volumen 

metro cubico 

m 3 


frecuencia 

hertz 

Hz 

s 1 

densidad de masa (densidad) 

kilogramo por metro cubico 

kg/m 3 


velocidad 

metro por segundo 

m/s 


velocidad angular 

radian por segundo 

rad/s 


aceleracion 

metro por segundo al cuadrado 

m/s 2 


aceleracion angular 

radian por segundo al cuadrado 

rad/s 2 


fuerza 

newton 

N 

kg-m/s 2 

presion 

pascal 

Pa 

N/m 2 

trabajo, energia, cantidad de calor 

joule 

J 

N-m 

potencia 

watt 

w 

J/s 

cantidad de electricidad 

coulomb 

C 

As 

diferencia de potencial, fuerza electromotriz 

volt 

y 

N-m/C 

campo electrico 

volt/metro 

V/m 

N/C 

resistencia electrica 

ohm 


V/A 

capacitancia 

farad 

F 

A-s/V 

flujo magnetico 

weber 

Wb 

V *S 

inductancia 

henry 

H 

V - S/A 

campo magnetico 

tesla 

T 

Wb/m 2 , N/A ■ m 

entropia 

joule por kelvin 

J/K. 


capacidad calorifica especifica 

joule por kilogramo kelvin 

J/(kg-K) 


conductividad termica 

watt por metro kelvin 

W/(m ■ K) 


intensidad radiante 

watt por esterradian 

W/sr 



LAS UNIDADES SI SUPLEMENTARIAS 


Cantidad 

Nombre de la unidad 

Simbolo 

angulo piano 

radian 

rad 

angulo solido 

esterradian 

sr 


APENDICE B 


ALGUNAS 

CONSTANTES FUNDAMENTALES 

DE LA FISICA 


Constante 

Simbolo 

Valor de 
calculo 

Mejor 

valor(1986) 

Valor 7 

Incertidumbre ’ 

Velocidad de la luz en el vacio 

c 

3.00 X 10 s m/s 

2.99792458 

exacto 

Carga elemental 

e 

1.60 X 10 -19 C 

1.60217733 

0 30 

Masa del electron en reposo 

m c 

9.11 X 10- 31 kg 

9.1093897 

0.59 

Constante dielectrica 

e 0 

8.85 X 10~ 12 F/m 

8.85418781762 

exacto 

Constante de permeabilidad 

Mo 

1.26 X 10^ 6 H/m 

1.25663706143 

exacto 

Masa en reposo del electron 5 

m e 

5.49 X 10- 4 u 

5.48579902 

0.023 

Masa en reposo del neutron 5 

m n 

1.0087 u 

1.008664904 

0.014 

Masa en reposo del atomo de hidrogeno 5 

m( l H) 

1.0078 u 

1.007825035 

0.011 

Masa en reposo del atomo de deuterio 5 

m ( 2 H) 

2.0141 u 

2.014101779 

0.012 

Masa en reposo del atomo de helio 5 

m ( 4 He) 

4.0026 u 

4.00260324 

0.012 

Razon carga a masa del electron 

e/m e 

1.76 X 10" C/kg 

1.75881962 

0.30 

Masa en reposo del proton 

m p 

1.67 X 10~ 27 kg 

1.6726231 

0 59 

Razon de la masa proton a electron 

m p /m e 

1840 

1836.152701 

0.020 

Masa en reposo del neutron 

m„ 

1.67 X 10“ 27 kg 

1.6749286 

0.59 

Masa en reposo del muon 

m p 

1.88 X 10“ 28 kg 

1.8835327 

0 61 

Constante de Planck 

h 

6.63 X 10 34 J • s 

6.6260755 

0 60 

Longitud de onda Compton del electron 

K 

2.43 X 10 -12 m 

2.42631058 

0 089 

Constante universal de los gases 

R 

8.31 J/mol-K 

8.314510 

8 4 

Constante de Avogadro 

n a 

6.02 X 10 23 moL 1 

6.0221367 

0.59 

Constante de Boltzmann 

k 

1.38 X 10 -23 J/K 

1.3806513 

1.8 

Volumen molar del gas ideal a STP 1 

v m 

2.24 X 10~ 2 m 3 /mol 

2.2413992 

1.7 

Constante de Faraday 

F 

9.65 X 10 4 C/mol 

9.6485309 

0.30 

Constante de Stefan-Boltzmann 

a 

5.67 X 10~ 8 W/m 2 -K 4 

5.670399 

6.8 

Constante de Rydberg 

R 

1.10X 10 7 m-' 

1.0973731571 

0.00036 

Constante gravitatoria 

G 

6.67 X 10“ 11 m 3 /s 2 -kg 

6.67259 

128 

Radio de Bohr 

a 0 

5.29 X 10“ n m 

5.29177249 

0.045 

Momento magnetico del electron 

Me 

9.28 X 10“ 24 J/T 

9.2847700 

0.34 

Momento magnetico del proton 

^P 

1.41 X 10“ 26 J/T 

1.41060761 

0.34 

Magneton de Bohr 

Mb 

9.27 X 10“ 24 J/T 

9.2740154 

0.34 

Magneton nuclear 

Mn 

5.05 X 10“ 27 J/T 

5.0507865 

0.34 

Constante de la estructura fina 

a 

i/137 

1/137.0359895 

0.045 

Cuanto de flujo magnetico 

% 

2.07 X 10“ 15 Wb 

2.06783461 

0.30 

Resistencia Hall cuantizada 


25800 £2 

25812.8056 

0.045 


7 Misma unidad y potencia de diez que ei valor de calculo 
’ Partes por millon 

5 Masa dada en unidades unificadas de masa atomica, donde 1 u = 1.6605402 x K)' 27 kg. 

’ STP —teniperatura y presion estandar = 0°C y 1.0 bar. (Las siglas corresponden a standard temperature and pressure.) 
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APENDICE C 


APENDICE D 



ALGUNOS 

DATOS 1 

ASTRONOMICOS 1 

■'4 

_ i 


EL SOL, LA TIERRA, Y LA LUNA 


Propiedad 

SoP 

Tierra 

Luna 

Masa (kg) 

1.99 X 10 30 

5.98 X 10 24 

7.36 X 10 22 

Radio medio (m) 

6.96 X 10 8 

6.37 X 10 6 

1.74 X 10 6 

Densidad media (kg/m 3 ) 

1410 

5520 

3340 

Gravedad en la superficie (m/s 2 ) 

274 

9.81 

1.67 

Velocidad de escape (km/s) 

618 

11.2 

2.38 

Periodo de rotacion 8 (d) 

26-37* 

0.997 

27.3 

Radio orbital medio (km) 

2.6 X 10 171 

1.50 X 10 8 * 

3.82 X 10 5 " 

Periodo orbital 

2.4 X 10 s y 1 

1.00 y* 

27.3 d 11 


f El Sol irradia energia a razon de 3.90 * 10 26 W; la energia solar se recibe a razon de 1380 W/m 2 justo 
afuera de la atmosfera de la Tierra, suponiendo una incidencia normal. 

- El Sol, una bola de gas, no gira como un cuerpo rigido. Su periodo rotatorio varia entre 26 d en el 
ecuador y 37 d en los polos. 

8 Medido respecto a las estrellas distantes. 

I Con respecto al centro de la galaxia. 

* Con respecto al Sol. 

II Con respecto a la Tierra. 


ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS PLANETAS 


! 

Mercurio 

Venus 

Tierra 

Marie 

Jupiter 

Saturno 

Urano 

Neptuno 

Pluton 

Distancia media desde el Sol 
(10''km) 

57.9 

108 

150 

228 

778 

1,430 

2,870 

4,500 

5,900 

Periodo de revolucion (anos) 

0.241 

0.615 

1.00 

1.88 

11.9 

29.5 

84.0 

165 

248 

Periodo de rotacion 7 (dias) 

58.7 

243* 

0.997 

1.03 

0.409 

0.426 

0.45 V 

0.658 

6.39 

Velocidad orbital (km/s) 

47.9 

35.0 

29.8 

24.1 

13.1 

9.64 

6.81 

5.43 

4.74 

Inclinacion del eje respecto a 
la orbita 

0.0° 

2.6° 

23.5° 

24.0° 

3.08° 

26.7° 

82.1° 

28.8° 

65° 

Inclinacion de la orbita 
|respecto a la orbita de la 

Tierra 

7.00° 

3.39° 


1.85° 

1.30° 

2.49° 

0.77° 

1.77° 

17.2° 

Excentricidad de la orbita 

0.206 

0.0068 

0.0167 

0.0934 

0.0485 

0.0556 

0.0472 

0.0086 

0.250 

Diametro ecuatorial (km) 

4,880 

12,100 

12,800 

6,790 

143,000 

120,000 

51,800 

49,500 

3,400 

Masa (Tierra = 1) 

0.0558 

0.815 

1.000 

0.107 

318 

95.1 

14.5 

17.2 

0.002 

Densidad promedio (g/cm 3 ) 

5.60 

5.20 

5.52 

3.95 

1.31 

0.704 * 

1.21 

1.67 

0.5(7) 

Gravedad en la superficie 5 
(m/s 2 ) 

3.78 

8.60 

9.78 

3.72 

22.9 

9.05 

7.77 

11.0 

0.03 

Velocidad de escape (km/s) 

4.3 

10.3 

11.2 

5.0 

59.5 

35.6 

21.2 

23.6 

1.3 

Satelites conocidos 

0 

0 

1 

2 

16 + anillos 

19 * anillos 

15 + anillos 

8 + anillos 

1 


7 Medido con respecto a las estrellas distantes. 

5 El sentido de rotacion es opuesto al del movimiento orbital. 
5 Medida en el ecuador del planeta. 


PROPIEDADES 
DE LOS 
ELEMENTOS 


Elemento 

Simbolo 

Niimero 

atomico 

Z 

Masa 

molar 

(g/ntol) 

Densidad 
(g/cm 3 ) 
a 20°C 

Punto de 
fusion 
(°C) 

Punto de 
ebullicion 
(°C) 

Color especifico 
(J/g • C°) 
a 25°C 

Actinio 

Ac 

89 

(227) 

- 

1050 

3200 

0.092 

Aluminio 

Al 

13 

26.9815 

2.699 

660 

~ 167 

0.900 

Americio 

Am 

95 

(243) 

13.7 

994 

2607 

- 

Antimonio 

Sb 

51 

121.75 

6.69 

630.5 

1750 

0.205 

Argon 

Ar 

18 

39.948 

1.6626 x 10-’ 

-189.2 

-185.7 

0.523 

Arseni co 

As 

33 

74.9216 

5.72 

817 (28 at.) 

613 

0.331 

Astato 

At 

85 

(210) 

- 

302 

337 

- 

Azufre 

S 

16 

32.066 

2.07 

112.8 

444.6 

0.707 

Bario 

Ba 

56 

137.33 

3.5 

725 

1640 

0.205 

Berilio 

Be 

4 

9.0122 

1.848 

12.78 

2970 

1.83 

Berkelio 

Bk 

97 

(247) 

- 

- 

- 

- 

Bismuto 

Bi 

83 

208.980 

9.75 

271.3 

1560 

0.122 

Boro 

B 

5 

10.811 

2.34 

20.79 

2550 

1.11 

Bromo 

Br 

35 

79.909 

3.12(liquido) 

-7.2 

58 

0.293 

Cadmio 

Cd 

48 

112.41 

8.65 

320.9 

765 

0.226 

Calcio 

Ca 

20 

40.08 

1.55 

839 

1484 

0.624 

Californio 

Cf 

98 

(251) 

- 

- 

- 

- 

Carbono 

C 

6 

12.011 

2.25 

3550 

- 

0.691 

Cerio 

Ce 

58 

140.12 

6.768 

798 

3443 

0.188 

Cesio 

Cs 

55 

132.905 

1.873 

28.40 

6.69 

0.243 

Cine 

Zn 

30 

65.37 

7.133 

419.58 

907 

0.389 

Cloro 

Cl 

17 

35.453 

3.214 x 10-’ (0°C) 

-101 

-34.6 

0.486 

Cobalto 

Co 

27 

58.9332 

8.85 

1495 

2870 

0.423 

Cobre 

Cu 

29 

63.54 

8.96 

1083.4 

2567 

0.385 

Cripton 

Kr 

36 

83.80 

3.488 x 10 3 

-156.6 

-152.3 

0.247 

Crorno 

Cr 

24 

51.996 

7.19 

1857 

2672 

0.448 

Curio 

Cm 

96 

(247) 

- 

1340 

- 

- 

Disprosio 

Dy 

66 

162.50 

8.55 

1412 

2567 

0.172 

Einstenio 

Es 

99 

(252) 

- 

- 

- 

- 

Erbio 

Er 

68 

167.26 

9.07 

1529 

2868 

0.167 

Escandio 

Sc 

21 

44.956 

2.99 

1541 

2836 

0.569 

Estatio 

Sn 

50 

118.71 

7.31 

231.97 

2270 

0.226 

Estroncio 

Sr 

38 

87.62 

2.54 

769 

1384 

0.737 

Europio 

Eu 

63 

151,96 

5.245 

822 

1527 

0.163 

Fertnio 

Fm 

100 

(257) 

- 

- 

- 

- 

Fluor 

F 

9 

18.9984 

1.696 x 10 3 (0°C) 

-219.6 

-188.2 

0.753 

Fosforo 

P 

15 

30.9738 

1.83 

44.25 

280 

0.741 

Francio 

Fr 

87 

(223) 

- 

(27) 

(677) 

- 

Gadolinio 

Gd 

64 

157.25 

7.90 

1313 

3273 

0.234 

Galio 

Ga 

31 

69.72 

5.907 

29.78 

2403 

0.377 

Germnnio 

Ge 

32 

72.61 

5.323 

937.4 

2830 

0.322 

Hafnio 

Hf 

72 

178.49 

13.31 

2227 

4602 

0.144 

Helio 

He 

2 

4.0026 

0.1664 x 10 3 

-272.2 

-268.9 

5.23 

Hidrogeno 

H 

1 

1.00797 

0.08375 x 10' 3 

-259.34 

-252.87 

14.4 

Hierro 

Fe 

26 

55.847 

7.87 

1535 

2750 

0.447 

Holtnio 

Ho 

67 

164.930 

8.79 

1474 

2700 

0.165 








A-6 Propiedades de los elementos 


Elemento 

Simbolo 

Numero 

atomico 

Z 

Masa 

molar 

(g/mol) 

Densidad 
(g/cm 3 ) 
a 20°C 

Punto de 
fusidn 

CO 

Punto de 
ebullicion 

CO 

Color especifico 
(J/g • C°) 
a 25°C 

Indio 

In 

49 

114.82 

7.31 

156.6 

2080 

0.233 

Iridio 

Ir 

77 

192.2 

22.5 

2410 

4130 

0.130 

Iterbio 

Yb 

70 

173.04 

6.966 

819 

1196 

0.155 

Itrio 

Y 

39 

88.905 

4.469 

1552 

5338 

0.297 

Lantano 

La 

57 

138.91 

6.145 

918 

3464 

0.195 

Laurencio 

Lr 

103 

(260) 

- 

- 

_ 

_ 

Litio 

Li 

3 

6.939 

0.534 

180.54 

1342 

3.58 

Lutecio 

Lu 

71 

174.97 

9.84 

1663 

3402 

0.155 

Magnesio 

Mg 

12 

24.305 

1.74 

649 

1090 

1.03 

Manganeso 

Mn 

25 

54.9380 

7.43 

1244 

1962 

0.481 

Mendelevio 

Md 

101 

(258) 

- 

- 

- 

- 

Mercurio 

Hg 

80 

200.59 

13.55 

-38.87 

357 

0.138 

Molibdeno 

Mo 

42 

95.94 

10.22 

2617 

4612 

0.251 

Neodimio 

Nd 

60 

144.24 

7.00 

1021 

3074 

0.188 

Neon 

Ne 

10 

20.180 

0.8387 x 10 3 

-248.67 

-246.0 

1.03 

Neptunio 

Np 

93 

(237) 

20.25 

640 

3902 

1.26 

Niobio 

Nb 

41 

92.906 

8.57 

2468 

4742 

0.264 

Niquel 

Ni 

28 

58.69 

8.902 

1453 

2732 

0.444 

Nitrogeno 

N 

7 

14.0067 

1.1649 x KL 3 

-210 

-195.8 

1.03 

Nobelio 

No 

102 

(259) 

- 

- 

- 

- 

Oro 

An 

79 

196.967 

19.32 

1064.43 

2808 

0.131 

Osmio 

Os 

76 

190.2 

22.57 

3045 

5027 

0.130 

Oxigeno 

O 

8 

15.9994 

1.3318 x K)- 3 

-218.4 

-183.0 

0.913 

Paladio 

Pd 

46 

106.4 

12.02 

1554 

3140 

0.243 

Plata 

Ag 

47 

107.68 

10.49 

961.9 

2212 

0.234 

Platino 

Pt 

78 

195.09 

21.45 

1772 

3827 

0.134 

Plomo 

Pb 

82 

207.19 

11.36 

327.50 

1740 

0.129 

Plutonio 

Pu 

94 

(244) 

19.84 

641 

3232 

0.130 

Polonio 

Po 

84 

(209) 

9.24 

254 

962 

- 

Potasio 

K 

19 

39.098 

0.86 

63.25 

760 

0.758 

Praseoditnio 

Pr 

59 

140.907 

6.773 

931 

3520 

0.197 

Promecio 

Pm 

61 

(145) 

7.264 

1042 

(3000) 

- 

Protactinio 

Pa 

91 

(231) 

- 

1600 

- 

- 

Radio 

Ra 

88 

(226) 

5.0 

700 

1140 

- 

Radon 

Rn 

86 

(222) 

9.96 x 10" 3 (0°C) 

-71 

-61.8 

0.092 

Renio 

Re 

75 

186.2 

21.04 

3180 

5627 

0.134 

Rodio 

Rh 

45 

102.905 

12.44 

1965 

3727 

0.243 

Rubidio 

Rb 

37 

85.47 

1.53 

38.89 

686 

0.364 

Rutenio 

Ru 

44 

101.107 

12.2 

2310 

3900 

0.239 

Samario 

Sm 

62 

150.35 

7.49 

1074 

1794 

0.197 

Selenio 

Se 

34 

78.96 

4.79 

217 

685 

0.318 

Silicio 

Si 

14 

28.086 

2.33 

1410 

2355 

0.712 

Sodio 

Na 

11 

22.9898 

0.9712 

97.81 

882.9 

1.23 

Talio 

T1 

81 

204.38 

11.85 

304 

1457 

0.130 

Tantalio 

Ta 

73 

180.948 

16.6 

2996 

5425 

0.138 

Tecnecio 

Tc 

43 

(98) 

11.46 

2172 

4877 

0.209 

Telurio 

Te 

52 

127.60 

6.24 

449.5 

990 

0.201 

Terbio 

Tb 

65 

158.924 

8.25 

1357 

3230 

0.180 

Titanio 

Ti 

22 

4788 

4.54 

1660 

3287 

0.523 

Torio 

Th 

90 

(232) 

11.72 

1750 

(3850) 

0.117 

Tulio 

Tm 

69 

168.934 

9.31 

1545 

1950 

0.159 

Tungsteno 

W 

74 

183.85 

19.3 

3410 

5660 

0.134 

Uranio 

U 

92 

(238) 

19.07 

1132 

3818 

0.117 

Vanadio 

V 

23 

50.942 

6.1 

1890 

3380 

0.490 

Xenon 

Xe 

54 

131.30 

5.495 x to- 3 

-111.79 

-108 

0.159 

Yodo 

I 

53 

126.9044 

4.94 

113.5 

184.35 

0.218 

Zirconio 

Zr 

40 

91.22 

6.506 

1852 

4377 

0.276 


Los valores entre parentesis en la columna de inasas atomicas son los mimeros de masa de los isotopos mas estables de los elementos que son 
radiactivos. Los puntos de fusion y de ebullicion entre parentesis son inciertos. Todas las propiedades fisicas estan dadas para una presion de una 
atmosfera a menos que se indique locontrario. Los datos para los gases son validos unicamente cuando estan en su estado molecular usual, tal como 
H 2 , He, 0 2 , Ne, etc. Los calores especificos de los gases son los valores a presion constante. Fuente: Handbook of Chemistry and Physics, edicion 
mint. 71 (CRC Press, 1990). 
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APENDICE F 


2. ALGUNAS PARTICULAS COMPUESTAS 


PARTICULAS 1 

ELEMENTALES M 

1. LAS PARTICULAS FUNDAMENTALES 


LEPTONES 


Particula 

Sim bolo 

Anti- 

particula 

Cargo 

(e) 

Espin 

(hl2n) 

Energia 
de reposo 
(MeV) 

Vida 

media 

(s) 

Productos 
tipicos de la 
desintegracidn 

Electron 

e“ 

e* 

- 1 

1/2 

0.511 

00 


Neutrino del electron 

Ve 

V e 

0 

1/2 

<0.00002 

00 


Muon 

F 

F + 

-1 

1/2 

105.7 

2.2 X 10~ 6 

e~ + v c + v„ 

Neutrino del muon 

U 

'V 

0 

1/2 

<0.3 

00 


Tau 

T 

T + 

-1 

1/2 

1784 

3.0 X 10~ 13 

F~ + U + v t 

Neutrino tau 

A 

V r 

0 

1/2 

<40 

00 



QUARKS 


Sabor* 

Simbolo 

Antiparticula 

Carga 

(e) 

Espin 

(h/2n) 

Energia de reposo ' Otra 

(MeV) propiedad 

Arriba 

u 

u 

+ 2/3 

1/2 

300 

C= S=T= B =0 

Abajo 

d 

d 

-1/3 

1/2 

300 

C = S~T=B = 0 

Encanto 

c 

c 

+ 2/3 

1/2 

1500 

Encantamiento (C) = + 1 

Extraho 

s 

s 

-1/3 

1/2 

500 

Extraneza (.S') = — 1 

Cima 4 

t 

t 

+ 2/3 

1/2 

>40,000 

Encumbramiento (T) = + 1 

Fondo 

b 

b 

-1/3 

1/2 

4700 

Profundidad (B) = — 1 


BARIONES 


Particula 

Simbolo 

Contenido 
de quarks 

Anti¬ 

particula 

Carga 

(e) 

Espin 

(h/2n) 

Energia 
en reposo 
(MeV) 

Vida 

media 

(s) 

Desintegracidn 

tipica 

Proton 

P 

uud 

P 

+ 1 

1/2 

938 

>10 40 

n° + e + (?) 

Neutron 

n 

udd 

n 

0 

1/2 

940 

889 

p + e _ + v e 

Lambda 

A° 

uds 

A 0 

0 

1/2 

1116 

2.6 X 10-'° 

p + 7t~ 

Omega 

Or 

sss 

Q~ 

-1 

3/2 

1673 

8.2 X 10~" 

A° + K- 

Delta 

A 4 -*- 

uuu 

A 44 

+ 2 

3/2 

1232 

5.7 X 10“ 24 

p + n + 

Lambda encantada 

a: 

udc 

A 4 

+ 1 

1/2 

2285 

1.9 X lO" 13 

A 0 + 7l + 


MESONES 


Particula 

Simbolo 

Contenido 
de quarks 

Anti¬ 

particula 

Carga 

(e) 

II 

Energia 
en reposo 
(MeV) 

Vida 

media 

(s) 

Desintegracidn 

tipica 

Pion 

7t + 

ud 

7 r 

+ 1 

0 

140 

2.6 X 10“ 8 

F + + v» 

Pion 

7t° 

uu + dd 

TtP 

0 

0 

135 

8.4 X 10~ 17 

Y + 7 

Kaon 

K + 

us 

K- 

+ 1 

0 

494 

1.2 X 10 -8 

F + + v m 

Kaon 

K° 

ds^ 

K° 

0 

0 

498 

0.9 X 10“ 10 

n + + 7t 

Rlio 

P + 

ud 

P~ 

+ 1 

1 

768 

4.5 X 10“ 24 

7t + + n~ 

Meson-D 

D + 

cd 

D" 

+ 1 

0 

1869 

1.1 X 10“ 12 

K- + 7T + + 7T + 

Psi 

V 

cc 

W 

0 

1 

3097 

1.0 x io- 20 

e + + e" 

Meson-B 

B + 

ub 

B~ 

+ 1 

0 

5278 

1.2 X 10“ 12 

D - + JI+ + n + 

Ipsilon 

Y 

bb 

Y 

0 

1 

9460 

1.3 X IO" 20 

e + + e~ 


4 Las energias en reposo listadas para los quarks no son las asociadas con los quarks libres; puesto que todavia no ha sido observado ningun quark 
libre, no ha sido posible la medicion de sus energias en reposo en el estado libre. Los valores tabulados son energias en reposo efectivas 
correspondientes a quarks constituyentes, aquellos ligados en particulas compuestas. 

* Se cree que existen las particulas pero todavia no han sido observadas. 

Fuente: “Review of Particle Properties”, Physics Letters B, vol. 239 (abril de 1990). 


PARTICULAS DE CAMPO 


Particula 

Simbolo 

Interaccion 

Carga 

(e) 

Espin 

(h/27i) 

Energia en reposo 
(GeV) 

Graviton 4 


Gravedad 

0 

2 

0 

Boson debil 

W + , W 

Debil 

±1 

1 

80.6 

Boson debil 

Z° 

Debil 

0 

1 

91.2 

Foton 

y 

Electromagnetica 

0 

1 

0 

Gluon 

g 

Fuerte (color) 

0 

1 

0 



Apendice G A-11 


APENDICE G 


FACTORES 
DE CONVERSION 


H 

; 

2 




ivos iaciores ae conversion pueden leerse directamente 
de las tablas. Por ejemplo, 1 grado = 2.778 * 10' 3 revo- 
luciones, de modo que 16.7° = 16.7 x 2.778 * 10' 3 rev. 


Las cantidades SI estan en letras mayusculas. Parcialmen- 
te adaptado de G. Shortley y D. Williams, Elements of 
Physics, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, NJ, 1971. 


ANGULO PLANO 



o 

/ 

// 

RADIAN 

rev 

1 grado = 

1 

60 

3600 

1.745 X 10" 2 

2.778 X 10- 3 

1 minuto = 

1.667 X KT 2 

1 

60 

2.909 X 10 -4 

4.630 X 10- 5 

1 segundo = 

2.778 X 10 -4 

1.667 X 10~ 2 

1 

4.848 X 10“ 6 

7.716 X 10~ 7 

1 RADIAN = 

57.30 

3438 

2.063 X 10 5 

1 

0.1592 

1 revolucion = 

360 

2.16 X 10 4 

1.296 X 10 6 

6.283 

1 


ANGULO SOLIDO _ 

I 1 esfera = An esterradianes = 12.57 esterradianes 


LONGITUD 



cm 

METRO 

km 

in 

ft 

mi 

1 centimetro = 

1 

10“ 2 

10“ 5 

0.3937 

3.281 X 10 -2 

6.214 X 10 -6 

1 METRO = 

100 

1 

10- 3 

39.37 

3.281 

6.214 X 10- 4 

1 kilometro = 

10 5 

1000 

1 

3.937 X 10 4 

3281 

0.6214 

1 pulgada = 

2.540 

2.540 X 10 -2 

2.540 X 10" 5 

1 

8.333 X 10" 2 

1.578 X 10~ 5 

1 pie = 

30.48 

0.3048 

3.048 X 10~ 4 

12 

1 

1.894 X 10“ 4 

1 milla = 

1.609 X 10 5 

1609 

1.609 

6.336 X 10 4 

5280 

1 


1 angstrom = 10" 10 m 1 ano-luz - 9.460 * 10 12 km 1 yarda = 3 ft 

1 milla nautica = 1852 m 1 parsec = 3.084 * 10 13 km 1 rod = 16.5 ft 

= 1.151 millas = 6076 ft 1 fathom - 6 ft 1 mil - 10' 3 in 

1 fermi = 10' 15 m 1 radio de Bohr = 5.292 x 10'" m 1 nm = 10' 9 m 


Area 



METRO 2 

cm 2 

ft 2 

in 2 

1 METRO CUADRADO = 

1 

10 4 

10.76 

1550 

1 centimetro cuadrado = 

10 -4 

1 

1.076 X 10- 3 

0.1550 

1 pie cuadrado = 

9.290 X 10 -2 

929.0 

1 

144 

1 pulgada cuadrada = 

6.452 X 10 -4 

6.452 

6.944 X 10~ 3 

1 


1 milla cuadrada = 2.788 x 10 7 ft 2 = 640 acres 1 acre = 43,560 ft 2 

1 bamio = 10' 28 m 1 hectares = 10 4 m 2 = 2.471 acres 


VOLUMEN 



METRO 3 

cm 3 

L 

ft 3 

in 3 

1 METRO CUBICO - 

1 

10 6 

1000 

35.31 

6.102 X 10 4 

1 centimetro ctibico = 

10" 6 

1 

1.000 X 10“ 3 

3.531 X 10“ 5 

6.102 X 10~ 2 

1 litro = 

1.000 X 10 -3 

1000 

1 

3.531 X 10^ 2 

61.02 

1 pie ctibico = 

2.832 X 10“ 2 

2.832 X 10 4 

28.32 

1 

1728 

1 pulgada cubica = 

1.639 X 10 s 

16.39 

1.639 X 10- 2 

5.787 X 10“ 4 

1 


1 galon fluido U.S. = 4 cuartos fluidos U.S. = 8 pintas U.S. = 128 onzas fluidas U.S. - 231 in 
1 galon imperial britanico = 277.4 in 3 = 1.201 galones fluidos U.S. 


MASA 



g 

KILOGRAMO 

slug 

u 

oz 

lb 

ton 

1 gramo = 

1 

0.001 

6.852 X 10“ 5 

6.022 X 10 23 

3.527 X 10- 2 

2.205 X 10~ 3 

1.102 X 10-*- 

1 KILOGRAMO = 

1000 

1 

6.852 X 10“ 2 

6.022 X 10 26 

35.27 

2.205 

1.102 X 10~ 3 

1 slug = 

1.459 X 10 4 

14.59 

1 

8.786 X 10 27 

514.8 

32.17 

1.609 X 10" 2 

1 u = 

1.661 X 10 24 

1.661 X 10 27 

1.138 X 10" 28 

1 

5.857 X 10" 26 

3.662 X 10“ 27 

1.830 X 10- 30 

1 onza “ 

28.35 

2.835 X 10~ 2 

1.943 X 10" 3 

1.718 X 10 2s 

1 

6.250 X 10“ 2 

3.125 X 10" 5 

1 libra = 

453.6 

0.4536 

3.108 X 1(T 2 

2.732 X 10 26 

16 

1 

0.0005 

1 ton “ 

9.072 X 10 5 

907.2 

62.16 

5.463 X 10 29 

3.2 X 10 4 

2000 

1 


1 tonelada metrics = 1000 kg 

Las cantidades en las zonas sombreadas no son unidades de masa pero se usan a menudo como tales. Por 
ejemplo, cuando escribimos 1 kg “=” 2.205 lb signifies que un kilogramo es una masa que pesa 2.205 libras 
en condiciones de gravedad estandar (g = 9.80665 m/s ). 


DENSIDAD 



slug/ft 3 

KILOGRAMO/METRO 3 

g/cm 3 

lb/ ft/ 

lb/in 3 

1 slug por ft 3 - 

1 

515.4 

0.5154 

32.17 

1.862 X 1(T 2 

1 KILOGRAMO por METRO 3 = 

1.940 X 10~ 3 

1 

0.001 

6.243 X 10~ 2 

3.613 X 10- 5 

1 gramo por cm 3 = 

1.940 

1000 

1 

62.43 

3.613 X 10" 2 

1 libra por ft 3 = 

3.108 X 1C 2 

16.02 

1.602 X 10- 2 

1 

5.787 X 10~ 4 

1 libra por in 3 - 

53.71 

2.768 X 10 4 

27.68 

1728 

1 


Las cantidades en las zonas sombreadas son densidades de peso y, como tales, son dimensionalmente 
diferentes a las densidades de masa. Vease la nota en la tabla de masas. 


TIEMPO 



y 

d 

h 

min 

SEGUNDO 

1 atio = 

l 

365.25 

8.766 X 10 3 

5.259 X 10 5 

3.156 X 10 7 

1 dia = 

2.738 X 10- 3 

1 

24 

1440 

8.640 X 10 4 

1 hora = 

1.141 X 10~ 4 

4.167 X 10~ 2 

1 

60 

3600 

1 minuto = 

1.901 X 10" 6 

6.944 X lO" 4 

1.667 X 10~ 2 

1 

60 

1SEGUNDO = 

3.169 X lO” 8 

1.157 X 10” 5 

2.778 X 10" 4 

1.667 X 10" 2 

1 
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VELOCIDAD 



ft/s 

km/h 

METROS/SEGUNDO 

mi/h 

cm/s 

1 pie por segundo - 

1 

1.097 

0.3048 

0.6818 

30.48 

1 kilometro por hora = 

0.9113 

1 

0.2778 

0.6214 

27.78 

1 METRO por SEGUNDO = 

3.281 

3.6 

1 

2.237 

100 

1 milla por hora = 

1.467 

1.609 

0.4470 

1 

44.70 

1 centnnetro por segundo = 

3.281 X 10 -2 

3.6 X 10“ 2 

0.01 

2.237 X 10 -2 

1 


1 nudo = 1 milla nautica por hora 1.688 ft/s 1 mi/min = 88.00 ft/s = 60.00 mi/h 


FUERZA 



dina 

NEWTON 

lb 

pdl 

gf 

kgf 

1 dina = 

1 

io- 5 

2.248 X 10“ 6 

7.233 X 10 -5 

1.020 X IO -3 

1.020 X KT 6 

1 NEWTON - 

10 s 

1 

0.2248 

7.233 

102.0 

0.1020 

1 libra = 

4.448 X 10 5 

4.448 

1 

32.17 

453.6 

0.4536 

1 poundal* = 

1.383 X 10 4 

0.1383 

3.108 X 10 -2 

1 

14.10 

1.410 X 10 -2 

1 gramo-fuerza - 

980.7 

9.807 X IO -3 

2.205 X 10- 3 

. 

7.093 X 10“ 2 

1 

0.001 

1 kilogramo-fuerza - 

9.807 X 10 5 

9.807 

2.205 

70.93 

1000 

1 


* (Unidad absoluta de fuerza) 

Las cantidades en la zonas sombreadas no son unidades de fuerza pero a menudo se usan como tales. Por ejemplo, 
si escribimos 1 gramo-fuerza 980.7 dinas, queremos decir que un gramo-masa experimenta una fuerza de 980.7 
dinas en condiciones de gravedad estandar (g = 9.80665 m/s 2 ) 


ENERGIA, TRABAJO, CALOR 




erg 


hp-h 

JOULE 

cal 

kWh 

eV 

MeV 

kg 

u 

1 unidad termica 
britanica = 

n 

1.055 

X 10 10 





2.930 

X 10" 4 

6.585 

X 10 21 

6.585 

X 10 15 

1.174 

X 10 -14 

7.070 

X 10 12 

1 erg = 


1 





2.778 

X 10 -14 

6.242 

X 10" 

6.242 

X 10 5 

1.113 

X 10 -24 

670.2 

1 libra-pie = 

1.285 

x io -3 


■ 




3.766 

X 10 -7 

8.464 

X 10 18 

8.464 

X 10 12 

1.509 

X IO - ' 7 

9.037 

X 10 9 

1 caballo de fuerza- 
hora = 

2545 


IB 

1 



0.7457 

1.676 

X 10 25 

1.676 

X io 19 

2.988 

X 10 - " 

1.799 

X IO 16 

1 JOULE = 



0.7376 

3.725 

X 10" 7 

1 


2.778 

X 10 -7 

6.242 

X 10 18 

6.242 

X 10 12 

1.113 

X IO -17 

6.702 

X 10 9 

1 calorta = 





4.186 


1.163 

X 10 -6 

2.613 

X io 19 

2.613 

X 10 13 

4.660 
x io-* 7 

2.806 

X IO 10 

1 kilowatt-hora = 

3413 

3.6 

X 10 13 

2.655 

X 10 6 

1.341 

3.6 

X 10 6 

8.600 

X 10 5 

1 

2.247 

X 10 25 

2,247 

X 10 19 

4.007 

X 10 - " 

2.413 

X 10 16 

1 electronvolt = 

1.519 

x io -22 

1.602 
x io- 12 

1.182 

X 10 -19 

5.967 

X IO" 26 

1.602 

X 10 -19 

3.827 

X IO -20 

4.450 

X IO" 26 

1 

10" 6 

1.783 

X 10 -36 

1.074 

X IO -9 

1 millon de 
electronvolts = 

1.519 

x io-' 6 

1.602 

X IO" 6 

1.182 

X 10' 13 

5.967 

X IO” 20 

1.602 

X 10" 13 

3.827 

X 10 14 

4.450 

X IO -20 

10 6 

1 

1.783 

X 10 -30 

1.074 

X 10 -3 

1 kilogramo = 

8.521 

X 10 13 

8.987 

X IO 23 

6.629 

X 10 ,s 

3.348 

X 10'° 

8.987 

X 10 16 

2.146 

X IO 16 

2.497 

X 10 10 

5.610 

X IO 35 

5.610 

X 10 29 

1 

6.022 

X 10 26 

1 unidad unificada 
de masa atomica = 

1.415 
x io- 13 

1.492 

X 1(T 3 

1.101 
x io-'° 

5.559 

X IO"' 7 

1.492 

X 10~‘° 

3.564 

X 10 - " 

4.146 

X IO -17 

9.32 

X 10* 

932.0 

1.661 

X IO -27 

1 


Las cantidades en las zonas sombreadas no son unidades de energia propiamente pero se incluyen por conveniencia. 
Provienen de la formula de equivalencia masa-energia relativista E = me 2 y representan la energia equivalente de 
una masa de un kilogramo o una unidad unificada de masa atomica (u). 


PRESION 



atm 

dina/cm 2 

in de agua 

cm Hg 

PASCAL 

lb/in 2 

lb/ft 2 

1 atmosfera = 

1 

1.013 X 10 6 

406.8 

76 

1.013 X !0 5 

14.70 

2116 

1 dina por cm 2 = 

9.869 X 10 -7 

1 

4.015 X IO -4 

7.501 X 10 -5 

0.1 

1.405 X IO -5 

2.089 X IO -3 
-—- 

1 in de agua r a 4°C = 

2.458 X IO" 3 

2491 

1 

0.1868 

249.1 

3.613 X IO -2 

5.202 

1 centimetro de mercurio T 
a 0°C = 

1.316 X IO -2 

1.333 X 10 4 

5.353 

1 

1333 

0.1934 

27.85 

1 PASCAL = 

9.869 X 10 -6 

10 

4.015 X IO" 3 

7.501 X IO -4 

1 

1.450 X 10“ 4 

2.089 X 10 -2 

1 libra por in 2 = 

6.805 X IO -2 

6.895 X 10 4 

27.68 

5.171 

6.895 X 10 3 

1 

144 

1 libra por ft 2 = 

4.725 X 10 -4 

478.8 

0.1922 

3.591 X IO" 2 

47.88 

6.944 X IO -3 

1 


f En donde la aceleracion de la gravedad tiene el valor estandar 9.80665 nl/s 2 . 

1 bar = 10 6 dinas/cm 2 = 0.1 MPa 1 milibar = 10 5 dinas/cm 2 = 10 2 Pa 1 torr = 1 milimetro de mercuno 


POTENCIA 



Btu/h 

ft- lb/s 

hp 

cal/s 

kW 

WATT 

1 unidad termica britanica por hora = 

1 

0.2161 

3.929 X 10" 4 

6.998 X IO" 2 

2.930 X IO -4 

0.2930 

1 libra-pie por segundo = 

4.628 

1 

1.818 X IO -3 

0.3239 

1.356 X IO" 3 

1.356 

1 caballo de fuerza = 

2545 

550 

1 

178.1 

0.7457 

745.7 

1 calorta por segundo = 

14.29 

3.088 

5.615 X IO -3 

1 

4.186 X IO -3 

4.186 

1 kilowatt - 

3413 

737.6 

1.341 

238.9 

1 

1000 

1 WATT = 

3.413 

0.7376 

1.341 X 10 -3 

0.2389 

0.001 

1 


FLUJO MAGNETICO 



maxwell 

WEBER 

1 maxwell = 

1 

IO -8 

1 WEBER = 

10 8 

1 

CAMPO MAGNETICO 



gauss 

TESLA 

milligauss 

1 gauss = 

1 

10 4 

1000 

1 TESLA = 

10 4 

1 

10 7 

1 milligauss = 

0.001 

IO -7 

1 


1 tesla = 1 weber/metro 2 
























APENDICE H 


FORMULAS 

matemAticas 


GEOMETRIA 

Circuit) de radio r: circunferencia = 2nr\ area = nr 2 . 
Esfera de radio r: area = Anr 2 -, volumen = jnr 3 . 
Cilindro circular recto de radio r y altura h : area = 

2 nr 2 + 2rtrh; volumen = nr 2 h. 

Triangulo de base a y altura h: area = \ah. 


FORMULA CUADRATICA 


Si ax 2 + bx + c = 0, entonces x = 



FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DEL ANGULO 6 


SIGNOS Y SIMBOLOS MATEMATICOS 

= igual a 

"* aproximadamente igual a 
~ es del orden de magnitud de 
* no es igual a 

s es identico a, se define como 
> es mayor que (» es mucho mayor que) 

< es menor que (« es mucho menor que) 

- es mayor que o igual a (o, no es menor que) 

— es menor que o igual a (o, no es mayor que) 

± mas o menos (v4 = ± 2) 

x es proporcional a 
E la suma de 
x el valor promedio de x 


l; x eie v 



b 


TRIANGULOS 

Angulos A, B, C 
Lados opuestos a, b, c 

A + B+ C= 180° 
sen A _ sen B _ sen C 
a b c 
c 2 — a 2 + b 2 — lab cos C 


PRODUCTOS DE VECTORES 

Sean i, j, k vectores unitarios en las direcciones x, y, z. Entonces 
ii = jj = kk = 1, i-j = j-k = k-i = 0, 

>xi = jxj = kxk = 0 , 

i X j = k, j x k = i, k X i = j. 

Cualquier vector a con componentes a x , a y , a. a lo largo de los 
ejes x, y, z puede escribirse 

a = a x i + aj + a, k. 

Sean a, b, c vectores arbitrarios con magnitudes a, b, c. 
Entonces 

a X (b + c) = (a X b) + (a X c) 

(sa) X b = a X (j-b) = 5(a X b) (s = un escalar). 

Sea 0el mas pequeno de los dos angulos entre a y b. Entonces 

a-b = b-a = a x b x + a y b y + a.b, — ab cos 9 

i j k 

a X b = - b X a = a x a v a 2 
b x b y b z 

= (a y b z - b y a z )i + (a,b x - b z a x )j + (a x b y - b x a y )k 
la X b| = ab sen 6 
a • (b X c) = b • (c X a) = c • (a X b) 
a X (b X c) = (a ■ c)b — (a • b)c 
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APENDICE I 





Se proporcionan tres ejemplos de programas de compu- mayoria de las computadoras personales. En cada caso, la 

tadora que han sido usados en el texto para los calculos velocidad y la posicion iniciales de la partxcula deben ser 

cinematicos que involucran a fuerzas no-constantes que puestos en los programas en las li'neas 40 y 50, respecti- 

actuan sobre una parti'cula. Los programas estan escritos vamente. 

en el lenguaje BASIC y pueden adaptarse facilmente a la 

1. FUERZAS DEPENDIENTES DEL TIEMPO 


Este programa se uso en la seccion 6-6 para hallar la cualquier aceleracion dependiente del tiempo cambiando 
posicion y la velocidad de un automovil cuya aceleracion la li'nea 180 de modo que muestre la a(t) deseada. En este 

depende del tiempo. El programa puede ser usado para caso usamos el ejemplo de la seccion 6-6, a(t ) = -2.67 1. 

LISTADO DEL PROGRAMA 

1 0 1 B A S I C K I N E M R T I C S P R 0 G RAM - T 111E D E P E N Ci E N T F U R C E S 

2 0 1 G I V E N R < I) , V 0 , X 0 C 0 M P U T E S V ( T > , X ( T ) 

3 0 1 S P E U I F V I N I T I. R L V R L U E 

5 0 X 0 = 0 

6 0 ‘ 3 p E C I F Y T H E M fi X I M U M N U M B E R 0 F 11 M E U N I T S 

7 0 1 FOR WHICH THE PROGRAM SHOULD RUN 


:-: 0 

TMRX 

I 0 


y 0 

' SPE 

C I F Y T H E. ! ... ! fi L U t 

•J h U N E T 1 M L U N I T 

1 0 0 

i 

EXAMPLE: 0. 

j p m F' y .3 '-Z' E L-! j N D 

1 1 0 

' 

EXAMPLE: 2. 

0 F 0 R 2,0 H 0 U R 

1 2 0 

TU 

nr; 


1 3 0 

' S P 

ECIFY THE NUMBER OF INTERVALS DT 

140 

1 

I N T 0 W H I C H 

EACH TIME UNIT IS DIVIDED 

1 50 

NT 

= 100 


160 

DT 

= T U N T 


1 70 

' I N 

S E R T A < T > I M M E 

DIATELY AFTER DEF FN IN HE 

1 8 0 

DEF 

i ! — M 

FNA< T> = -2,67:fc 

T 

i y hi 

20 0 


0 


2 10 

PRINT "TIME 

VELOCITY POSITION" 

2 2 0 

LPRINT "TIME 

VELOCITY POSITION 

2 3 0i 

■BEGIN ITERATION 


2 4 0 

F 0 R 

TIME = 1 TO TMAX 

2 5 0 

F U R 

N = 1 TO NT 


26 8 

T - 

(TIME-1>*TU + 

H t D T 

270 

RI=FNRCT> 


2 8 0 

AID 

= FNA(T—DT > 


2 9 0 

a y= 

, 54(Hi+flI1) 
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3 0 0 D V = fl V 4 D T 

7,10 y = y + dv 

320 DX = ,5*<V + V 
330 X = X+DX 
340 NEXT N 
7 50 PRINT TIME4TU V 
360 LPRINT TIME4TU .. 
370 NEXT TIME 

4 0 0 E N D 

SALIDA D E MUESTRA 
TIME yELOCITY 


- d y > 4 D T 


0CITY 

POSITION 

, y 6 6 2 5 

14.5 44s f 

, 8649 9 

28.75499 

, 1961 8 

42.2981 

, 85994 

5 4.839 93 

, 85615 

66.0 4 6 7 6 

.18486 

75.5848 

. 84612 

8 3 .1203 

:~: 3 y y 4 

88,31959 

166 0 8 4 

90.84886 

175166 

90.37431 


2. FUERZAS DEPENDIENTES DE LA VELOCIDAD 

Este programa puede utitizarse come se describe emU 

seccion 6-7 para es ,a terminal de alrededor de 5.4 m/s despues de un tiempo de 

SSL™ SS ™ ™om - , - siendo , - 9.8 1.5 s, durante el cua, ba viajado unos 6 m. 

y b = 0.33. Pueden ser sustituidas en la linea 200 otras 

LISTADO DEL PROGRAMA__ 


10 1 
20 1 
30 1 

40 y 

5 0 X 

6 0 1 
70 1 
80 I 
9 0 1 
1 0 0 
110 
120 
130 
140 
150 
160 
170 
180 
190 
2 0 0 
210 
2 2 0 
230 
2 4 0 


, BHSI r. DEPENDENT FORCES 

• g i y e n h < y >, y 0 .. x 0 ; c u m p u t e s y ■-. t > > t > 

■SPECIFY INITIAL yALLIES 

y 0 = 0 

' S p E 1 " I F Y THE M A X I M U M N U M B E R U F T I M E U H I T 
, ' for WHICH THE PROGRAM SHOULD RUN 

t m q y =10 

'SPECIFY THE 0ALUE 0F 0ME TI ME UN IT 
i " E '>• AMPLE: 0,5 F 0 R 0.5 S E C U N D 

, • EXAMPLE: 2.0 FOR 2.0 HOUR 

! "■SPECIFY THE NUMBER OF INTERVALS DT 
j i INTO WHICH EACH TIME UNIT IS DIVIDED 

;i N T = 1 0 0 
:i dt=tu/NT 
■i y = y 0 

\ ? IHSERT A < V 1 ) IMMEDIATELY AFTER DEF FN IN NEXT SThTEMENT 

3 DEF F N A <> = 9.8 - .33 * V 4 V -,, „ 

3 PRINT "TIME U E LT/ pn^T r t n N " 

0 LPRINT "TIME UELULITt F.-IT . 

0 -begin iteration 
0 FOR TIME = 1 TO TMAX 
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268 flV=FNA<V) 

2 70 0V = FiV t DT 
2 8 0 y = U + D y 
2 9 0 0 X = , 5 1 < y + - D y > t D T 

300 X = X+DX 
310 NEXT N 

32 0 PRINT TINETTU,, X 

33 0 LF'EINT TIMETTU y X 
340 NEXT TIME 

400 END 

SALIDA DE MUESTRA 


T I M E 

VELOCITY 

POSIT I 


il • J 

2,299237 

, 2 9 6 6 3 

, 

nr 

3,985542 

1 , 8 8 9 5 

, 

7 5 

4,765719 

2 , 1863 

i 


5,161553 

3,434 

i 

nr 

5,3 3 0 9 23 

4,7485 

i 

nr 
. ._! 

5,401125 

6,0913 

i 

cr 

1 f •_* 

5,42984 

7,4457 

3 ;. 


5,441519 

8,8049 

cZ. 

•“» nr 

: ill 

5,4 4 6 2 6 1 

10,165 

■~> 

cr 

i J 

5,448183 

1 1 , 527 


3. FUERZAS DEPENDIENTES DE LA POSICION 

Este programa se uso en la seccion 8-4 para analizar el F(x) = -9.6x, de modo que k = 9.6. La salida muestra que 
movimiento de una particula oscilante sujeta a una fuerza la particula oscila con un periodo de 3.2 s, como es de 
F = -kx. La fuerza esta insertada en la linea 200 como esperarse para una particula de esta masa (linea 60). 

LISTADO DE PROGRAMA 

18 ' BASIC KINEMATICS PROGRAM -- POSITION DEPENDENT FORCES 

2 0 ' G I y E N F <: X ) , y 0 , X 0 , M C 0 M P U T E S < T > . X C T > 

3 0 1 S P E C I F Y INITIAL ALOE S A N D M A S S 0 F PARTI C L E 

48 V0 - 8 'METERS PER SECOND 

5 0 v y = ,05 'METER S 

68 M = 2,5 'KILOGRAMS' 

?0 1 SPEC I F Y THE M AX I MUM NIJMBER OF T I ME UN I TS 

80 ' FOR WHICH THE PROGRAM SHOULD RUN 

9 0 T M AX = 4 8 

10 0 'SPECIF Y THE UALUE 0F 0HE TIME UN I T 

110 1 EXAMPLE: 0,5 FOR 0,5 SECOND 

12G TU=.1 

130 'SPECIFY THE NUMBER OF INTERyALS DT 

148 ' INTO WHICH EACH TIME UNIT IS DIVIDED 

150 NT = 10 

160 DT = TU/NT 

1 7 0 = V 0 

1 8 0 X = X 0 

198 'INSERT F <X > IMMEDIATELY AFTER DEF FN IN NEXT STATEMENT 
280 D E F F N F < X > = - 9,6 0 0 0 0 1 :£ X 

210 PRINT " TIME VELOCITY POSITION" 

220 PRINT " ( S ) < MS ) < M > " 

230 L P RIN T " TIM E V E L 0 CIT Y p0 SITI 0 N" 

240 LF'RINT " < S > CM,-S> CM) " 

250 LF'RINT USING "###,##".: T I ME ;; PR I NT USING "+##########,### l! ; yg , X0 
268 PRINT USING "###,##":TI ME; :PR I NT USING "+##########,###•• • 'J0,X0 
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270 'BEGIN ITERATION 
28 0 FOR TIME = 1 TO TMAX 

2 9 0 F 0 R N = 1 T 0 N T 

3 0 0 A = F N F < X > , M ' A C C E L E R A T I 0 N I N I N T E R U A L 

3 1 0 X = X + %DT + ,5TA t DT #DT ' F'0S I T I 0N AT END 0F INTERV AL 

3v0 V = V + ATDT 'VEL0CITY AT END 0F INTERUAL 

330 NEXT N 

340 PRINT USING "###,##"! TIME*TU.; : PRINT USING "+##########.###": VX 
350 LF'RINT USING "###,##": T I ME*TU : LF'R I NT USING 
360 NEXT TIME 
480 END 

SALIDA DE MUESTRA 


TIME 

VELOCITY 

POSITION 

r C ; ) 

(. M / S > 

<: m ;■ 

0,0 0 

+ 0,8 0 0 

+ 0,0 5 0 

0 , 1 0 

- 0,019 

+ 0,049 

0,20 

- 0 ,037 

+ 0,046 

0,30 

- 8,0 5 4 

+ 8,042 

0,4 0 

- 0,0 6 9 

+ 0,035 

8,50 

- 0,0 8 2 

+ 8.8 2 8 

0.6 0 

- 0,8 9 1 

+ 8,0 1 9 

0,7 0 

- 0,097 

+ 0,8 1 0 

0,80 

- 0,099 

- 0,0 0 0 

0,9 0 

- 0,0 9 7 

- 0,0 1 0 

1 , 00 

- 0,0 9 2 

- 0.019 

1,10 

- 0,8 8 3 

- 8,0 2 8 

1.20 

- 0,0 7 0 

- 8,036 

1,30 

- 0,0 5 6 

- 0,042 

1.48 

- 0,03 9 

- 0,047 

1 , 50 

- 0,0 2 0 

- 0,8 5 8 

1 ,60 

- 0.0 0 1 

- 0,051 

1,70 

+ 0,019 

- 0,0 5 0 

1 , 8 8 

+ 0,037 

- 0,0 4 7 

1 . 98 

+ 0.0 55 

- 0,04 2 

2,00 

+ 0.0 7 0 

- 0,836 

2,18 

+ 0,8 8 3 

- 0,8 2 8 

2,28 

+ 0.0 92 

- 0,0 2 0 

2,30 

+ 8,8 9 8 

- 0,0 1 0 

2,40 

+ 0 , 100 

- 0,0 0 0 

2,50 

+ 0.0 9 9 

+ 0,0 1 0 

2,6 8 

+ 0,093 

+ 0 ,0 1 9 

2,78 

+ 0,0 8 4 

+ 0,028 

2,80 

+ 8,0 72 

+ 8,836 

2,90 

+ 0,057 

+ 0,04 3 

3,00 

+ 0,0 4 0 

+ 0,0 4 7 

3,10 

+ 0,0 21 

+ 0,0 5 0 

3,28 

+ 0,001 

+ 0,0 5 2 

3,30 

- 0 ,0 1 8 

+ 0 , 051 

3,48 

- 0 , 037 

+ 8,0 4 8 

3,50 

- 0,055 

+ 0.84 3 

3,60 

- 0 ,071 

+ 0,8 3 7 

3,78 

- 0 , O 8 4 

+ 0,0 2 9 

3 , 8 8 

- 8,0 9 3 

+0 , 020 

3,9 0 

- 0,0 9 9 

+ 0,011 

4 , 00 

- 0,18 2 

+ 0,0 0 1 
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PREMIOS NOBEL 
DE FISICA* 


1901 

Wilhelm Konrad Roentgen 

1845-1923 

1902 

■ Hendrik Antoon Lorentz 

Pieter Zeeman 

1853-1928 

1865-1943 

1903 

Antoine Henri Becquerel 

Pierre Curie 

Marie Sklowdowska-Curie 

1852-1908 

1859-1906 

1867-1934 

1904 

Lord Rayleigh 
(John William Strutt) 

1842-1919 

1905 

Philipp Eduard Anton v. Lenard 

1862-1947 

1906 

Joseph John Thomson 

1856-1940 

1907 

Albert Abraham Michelson 

1852-1931 

1908 

Gabriel Lippmann 

1845-1921 

1909 

Guglielmo Marconi 

Carl Ferdinand Braun 

1874-1937 

1850-1918 

1910 

Johannes Diderik van der Waals 

1837-1932 

1911 

Wilhelm Wien 

1864-1928 

1912 

Nils Gustaf Dalen 

1869-1937 

1913 

Heike Kamerlingh Onnes 

1853-1926 

1914 

Max von Laue 

1879-1960 

1915 

William Henry Bragg 

William Lawrence Bragg 

1862-1942 

1890-1971 

1917 

Charles Glover Barkla 

1877-1944 

1918 

Max Planck 

1858-1947 

1919 

Johannes Stark 

1874-1957 

1920 

Charles-fidouard Guillaume 

1861-1938 

1921 

Albert Einstein 

1879-1955 

1922 

Neils Bohr 

1885-1962 

1923 

Robert Andrews Millikan 

1868-1953 

1924 

Karl Manne Georg Siegbahn 

1888-1979 

1925 . 

1 

James Franck 

Gustav Hertz 

1882-1964 

1887-1975 


por el descubrimiento de los rayos X 
por sus investigaciones sobre la influencia 
del magnetismo en los fenomenos de radiacion 
por su descubrimiento de la radiactividad espontanea 
por sus investigaciones conjuntas sobre los fenomenos de radiacion 
descubiertos por el profesor Henri Becquerel 
por sus investigaciones de las densidades de los gases mas 
importantes y por su descubrimiento del argon 
por su trabajo sobre los rayos catodicos 
por sus investigaciones teoricas y experimentales sobre la 
conduccion de la electricidad en los gases 
por sus instrumentos opticos de precision y las investigaciones 
metrologicas llevadas a cabo con su ayuda 
por su metodo para reproducir los colores fotograficamente basado 
en los fenomenos de interferencia 
por sus contribuciones al desarrollo de la telegrafia 
inalambrica 

por su trabajo sobre la ecuacion de estado para los gases y los 
h'quidos 

por sus descubrimientos con respecto a las leyes que gobiernan la 
radiacion del calor 

por su invento de los reguladores automaticos para usarse junto con 
los acumuladores de gas para iluminar los faros y las boyas 
por sus investigaciones de las propiedades de la materia a bajas 
temperaturas que condujeron, entre otras cosas, a la produccion 
del helio h'quido 

por su descubrimiento de la difraccion de los rayos Rontgen en los 
cristales 

por sus servicios en el analisis de la estructura cristalina por 
medio de los rayos X 

por su descubrimiento de los rayos X caracteristicos de los 
elementos 

por su descubrimiento de los cuantos de energfa 
por su descubrimiento del efecto Doppler en los rayos canal y la 
separacion de las lineas espectrales en los campos electricos 
por el servicio rendido a las mediciones de precision en fi'sica a 
traves de su descubrimiento de las anomah'as en las aleaciones 
de acero-niquel 

por sus servicios a la fi'sica teorica, y especialmente por su 
descubrimiento de la ley del efecto fotoelectrico 
por la investigacion de la estructura de los atomos y de la radiacion 
que emana de ellos 

por su trabajo sobre la carga elemental de electricidad y sobre el 
efecto fotoelectrico 

por sus descubrimientos e investigacion en el campo de la 
espectroscopia de rayos X 
por su descubrimiento de las leyes que gobiernan el 
impacto de un electron sobre un atomo 
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1926 Jean Baptiste Perrin 


1927 Arthur Holly Compton 
Charles Thomson Rees Wilson 

1928 Owen Willans Richardson 

1929 Prince Louis-Victor de Broglie 

1930 Sir Chandrasekhara Ventaca 
Raman 

1932 Werner Heisenberg 


1933 Erwin Schrodinger 

Paul Adrien Maurice Dirac 

1935 James Chadwick 

1936 Victor Franz Hess 
Carl David Anderson 

1937 Clinton Joseph Davisson 
George Paget Thomson 

1938 Enrico Fermi 


1939 Ernest Orlando Lawrence 

1943 Otto Stern 

1944 Isidor Isaac Rabi 

1945 Wolfgang Pauli 

1946 Percy Williams Bridgman 


1947 Sir Edward Victor Appleton 

1948 Patrick Maynard Stuart Blackett 

1949 Hideki Yukawa 

1950 Cecil Frank Powell 


1951 Sir John Douglas Cockcroft 
Ernest Thomas Sinton Walton 

1952 Felix Bloch 
Edward Mills Purcell 

1953 Frits Zernike 

1954 Max Born 

Walther Bothe 

1955 Willis Eugene Lamb 

Polykarp Kusch 

1956 William Shockley 
John Bardeen 
Walter Houser Brattain 

1957 Chen Ning Yang 
Tsung Dao Lee 

1958 Pavel Alecksejecic Cerenkov 
Il’ja Michajlovic Frank 


1870-1942 por su trabajo sobre la estructura discontinua de la materia, y 
especialmente por su descubrimiento del equilibrio de la 
sedimentacion 

1892-1962 por su descubrimiento del efecto que lleva su nombre 
1869-1959 por su metodo para hacer visibles las trayectorias de las particulas 
cargadas electricamente por la condensacion del vapor 
1879-1959 por su trabajo sobre los fenomenos termoionicos y especialmente 
por el descubrimiento de la ley que lleva su nombre 
1892-1987 por su descubrimiento de la naturaleza ondulatoria de los electrones 

1888-1970 por su trabajo sobre la dispersion de la luz y por el descubrimiento 

del efecto que lleva su nombre 

1901- 1976 por la creacion de la mecanica cuantica cuya aplicacion ha 

conducido, entre otras cosas, al descubrimiento de las formas 
alotropicas del hidrogeno 

1887- 1961 por el descubrimiento de nuevas formas productivas de la teon'a 

atomica 

1902- 1984 

1891- 1974 por su descubrimiento del neutron 

1883-1964 por el descubrimiento de la radiacion cosmica 
1905-1991 por su descubrimiento del positron 

1881- 1958 por sus descubrimientos experimentales de la difraccion de los 

1892- 1975 electrones por cristales 

1901-1954 por sus demostraciones de la existencia de nuevos elementos 

radiactivos producidos por la irradiacion con neutrones, y por su 
descubrimiento relacionado con las reacciones nucleares causadas 
por neutrones lentos 

1901- 1958 por el invento y desarrollo del ciclotron y por los resultados obteni- 

dos con el, especialmente en elementos radiactivos artificiales 

1888- 1969 por su contribucion al desarrollo del metodo de rayos moleculares 

y su descubrimiento del momento magnetico del proton 
1898-1988 por su metodo de la resonancia para registrar las propiedades 
magneticas de los nucleos (de los atomos) 

1900-1958 por el descubrimiento del Principio de exclusion (principio Pauli) 

1882- 1961 por el invento de un aparato para producir presiones 

extremadamente altas, y por los descubrimientos que liizo por 
ello en el campo de la fisica de altas presiones 
1892-1965 por sus investigaciones de la fisica de la alta atmosfera, 

especialmente por el descubrimiento de la capa llamada Appleton 
1897-1974 por su desarrollo del metodo de la catnara Wilson, y con ello sus 
descubrimientos en fisica nuclear y radiacion cosmica 

1907- 1981 por su prediccion de la existencia de los mesones con base en el 

trabajo teorico sobre las fuerzas nucleares 

1903- 1969 por su desarrollo del metodo fotografico para estudiar los procesos 

nucleares y sus descubrimientos, hechos con este metodo, con 
respecto a los mesones 

1897-1967 por su trabajo pionero sobre la transmutacion de los nucleos 

1903- atomicos por particulas atoinicas aceleradas artificialmente 
1905-1983 por su desarrollo de nuevos metodos de precision para la resonancia 

1912- magnetica nuclear y sus descubrimientos en conexion con ellos 
1888-1966 por su demostracion del metodo de contraste de fase, especialmente 

por su invento del microscopio de contraste de fase 
1882-1970 por su investigacion fundamental en la mecanica cuantica, 

especialmente por su interpretacion estadistica de la funcion de onda 
1891-1957 por el metodo de coincidencia y sus descubrimientos a partir de ello 

1913- por sus descubrimientos concernientes a la estructura fina del 

espectro del hidrogeno 

1911- por su determinacion de precision del momento magnetico del 

electron 

1910-1989 por sus investigaciones sobre los semiconduct ores y su 

1908- 1991 descubrimiento del efecto transistor 

1902- 1987 

1922- por su penetrante investigacion de las leyes de la paridad que 

] 926- condujeron a importantes descubrimientos sobre las particulas 

elernentales 

1904- por el descubrimiento e interpretacion del efecto Cerenkov 
1908-1990 



A-22 Premios Nobel enfisica 


Apeudice J 


A-23 



Igor’ Evgen’ evic Tamm 

1895-1971 

1959 

Emilio Gino Segre 

1905-1989 


Owen Chamberlain 

1920- 

1960 

Donald Arthur Glaser 

1926- 

1961 

Robert Hofstadter 

1915-1990 


Rudolf Ludwig Mossbauer 

1929- 

1962 

Lev Davidovic Landau 

1908-1968 

1963 

Eugene P. Wigner 

1902- 


Maria Goeppert Mayer 

1906-1972 


J. Hans D. Jensen 

1907-1973 

1964 

Charles H. Townes 

1915- 


Nikolai G. Basov 

1922- 


Alexander M. Prochorov 

1916- 

1965 

Sin-itiro Tomonaga 

1906-1979 


Julian Schwinger 

1918- 


Richard P. Feynman 

1918-1988 

1966 

Alfred Kastler 

1902-1984 

1967 

Hans Albrecht Bethe 

1906- 

1968 

Luis W. Alvarez 

1911-1988 


1969 

Murray Gell-Mann 

1929- 

1970 

Hannes Alven 

1908- 



Louis Neel 

1904- 

1971 

Dennis Gabor 

1900-1979 

1972 

John Bardeen 

1908-1991 


Leon N. Cooper 

1930- 


J. Robert Schrieffer 

1931- 

1973 

Leo Esaki 

1925- 


Ivar Giaever 

1929- 


Brian D. Josephson 

1940- 

1974 

Antony Hewish 

1924- 


Sir Martin Ryle 

1918-1984 

1975 

Aage Bohr 

1922- 


Ben Mottelson 

1926- 


James Rainwater 

1917-1986 

1976 

Burton Richter 

1931- 


Samuel Chao Chung Ting 

1936- 

1977 

Philip Warren Anderson 

1923- 


Nevill Francis Mott 

1905- 


John Hasbrouck Van Vleck 

1899-1980 

1978 

Peter L. Kapitza 

1894-1984 


Arno A. Penzias 

1926- 


Robert Woodrow Wilson 

1936- 


por su descubrimiento del antiproton 
por el invento de la camara de burbujas 

por sus estudios pioneros sobre la dispersion de los electrones por 
nucleos atomicos y por sus descubrimientos realizados 
concemientes a la estructura de los nucleones 
por sus investigaciones concemientes a absorcion de los rayos yen 
resonancia y su descubrimiento a este respecto del efecto que 
lleva su nombre 

por sus teori'as pioneras de la materia condensada, especialmente del 
helio liquido 

por su contribucion a la teoria del micleo atomico y las parti'culas 
elementales, particularmente a traves del descubrimiento y la 
aplicacion de los principios fundamentales de la simetria 
por sus descubrimientos concemientes a la estructura de capas del 
micleo 

por el trabajo fundamental en el campo de la electronica cuantica que 
condujo a la construccion de los osciladores y los amplificadores 
basada en el principio maser-laser 
por el trabajo fundamental en el campo de la electrodinamica 
cuantica, con consecuencias de profunda penetracion en la fi'sica 
de las parti'culas elementales 

por el descubrimiento y desarrollo de metodos opticos para el 
estudio de la resonancia Hertziana en los atomos 
por sus contribuciones a la teoria de las reacciones nucleares, 
especialmente sus decubrimientos concemientes a la produccion 
de energia en las estrellas 

por su contribucion decisiva a la fi'sica de las parti'culas elementales, 
en particular el descubrimiento de un gran numero de estados de 
resonancia, hecho posible a traves de su desarrollo de la tecnica 
de emplear la camara de burbujas de hidrogeno y el analisis de 
datos 

por su contribucion y descubrimientos concemientes a la 
clasificacion de las parti'culas elementales y sus interacciones 
por el trabajo fundamental y los descubrimientos en magneto- 
hidrodinamica con aplicaciones fructiferas en diferentes partes 
de la fi'sica del plasma 

por el trabajo fundamental y los descubrimientos concemientes al 
antiferromagnetismo y el ferromagnetismo que condujeron a 
aplicaciones importantes en la fi'sica del estado solido 
por su descubrimiento de los principios de la holografi'a 
por su desarrollo de una teon'a de la supefconductividad 


por su descubrimiento del efecto tunel en los semiconductores 
por su descubrimiento del efecto tunel en los superconductores 
por su prediccion teorica de las propiedades de una supercorriente a 
traves de una barrera tunel 
por su descubrimiento de los piilsares 
por su trabajo pionero en radioastronomia 

por el descubrimiento de la conexion entre el movimiento colectivo 
y el movimiento de parti'cula y el desarrollo de la teoria de la 
estructura del micleo atomico basada en esta conexion 
por su descubrimiento (independiente) de una parti'cula fundamental 
importante 

por sus investigaciones teoricas fundamentales de la estructura 
electronica de los sistemas magneticos y desordenados 

por sus inventos y descubrimientos basicos en fi'sica de bajas 
temperaturas 

por su descubrimiento de la radiacion fosil (radiacion cosmica de 
fondo en la region de las microondas) 


1979 

Sheldon Lee Glashow 

1932- 


Abdus Salam 

1926- 


Steven Weinberg 

1933- 

1980 

James W. Cronin 

1931- 


Val L. Fitch 

1923- 

1981 

Nicolaas Bloembergen 

1920- 


Arthur Leonard Schawlow 

1921- 


Kai M. Siegbahn 

1918- 

1982 

Kenneth Geddes Wilson 

1936- 

1983 

Subrehmanyan Chandrasekhar 

1910- 


William A. Fowler 

1911- 

1984 

Carlo Rubbia 

1934- 


Simon van der Meer 

1925- 

1985 

Klaus von Klitzing 

1943- 

1986 

Ernst Ruska 

1906- 


Gerd Binnig 

1947- 


Heinrich Rohrer 

1933- 

1987 

Karl Alex Muller 

1927- 


J. Georg Bednorz 

1950- 

1988 

Leon M. Lederman 

1922- 


Melvin Schwartz 

1932- 


Jack Steinberger 

1921- 

1989 

Hans G. Dehmelt 

1922- 


Wolfgang Paul 

1913- 


Norman F. Ramsey 

1915- 

1990 

Richard E. Taylor 

1929- 


Jerome I. Friedman 

1930- 


Henry W. Kendall 

1926- 

1991 

Pierre-Gilles de Gennes 

1932- 


por sus modelos unificados de la accion de las fuerzas debiles 
electromagneticas y por su prediccion de la existencia de 
corrientes neutras 

por el descubrimiento de las violaciones de los principios 

fundamentales de la simetria en la desintegracion de los mesones 
K neutros 

por su contribucion al desarrollo de la espectroscopia laser 

por su contribucion de la espectroscopia electronica de alta 
resolucion 

por su metodo para analizar los fenomenos criticos inherentes en los 
cambios de la materia bajo la influencia de la presion y la 
temperatura 

por sus estudios teoricos de la estructura y evolucion de las estrellas 
por sus estudios de la formacion de los elementos quimicos en el 
Universo 

por sus contribuciones decisivas al gran proyecto que condujo al 
descubrimiento de las parti'culas de campo WyZ, portadoras de la 
interaccion debil 

por su descubrimiento de la resistencia Hall cuantizada 
por su invento del microscopio electronico 
por su invento del microscopico electronico de barrido por 
efecto tunel 

por su descubrimiento de una nueva clase de superconductores 

por experimentos con haces de neutrinos y el descubrimiento del 
neutrino del muon 

por su desarrollo de las tecnicas para atrapar atomos individuales 

por sus descubrimientos en la espectroscopia por resonancia 

atomica, que condujeron a los masers de hidrogeno y a los relojes 
atomicos 

por sus experimentos sobre la dispersion de los electrones por 
nucleos, lo que revela la presencia de los quarks dentro de los 
nucleones 

por descubrimientos respecto al ordenamiento de las moleculas en 
sustancias tales como los cristales liquidos, los superconductores 
y los polimeros 


* Vease Nobel Lectures, Physics, Elsevier Publishing Company para las biografias de los premiados 
y las disertaciones dadas por ellos al recibir el premio. 










APENDICE K 



ALGUNOS SIMBOLOS MATEMATICOS 


1 

igual a 

- 

es del orden de la magnitud de 

* 

aproximadamente igual a 

OC 

es proporcional a 

— 

no es igual a 

lim 

el h'mite de 

; s 

es identico a, se define como 

E 

la suma de 

> 

es mayor que 

; 

la integral de 

i » 

es mucho mayor que 

Ax 

el cambio o diferencia en x 

> 

es mayor que o igual a 

w 

el valor absoluto o la magnitud absoluta de x 

< 

es menor que 

X 

el valor promedio de x 

« 

es mucho menor que 

djjdx 

la derivada de/con respecto a x 

! < 

es menor que o igual a 

df/dx 

la derivada parcial de/con respecto a x 


LOS PREFIJOS DEL SISTEMA INTERNACIONAL (SI) 


Factor 

Prefijo 

Si'mbolo 

Factor 

Prefijo 

Simbolo 

10' 8 

exa 

E 

10‘ 

deci 

d 

10 ,s 

peta 

P 

io- 2 

centi 

c 

10 12 

tera 

T 

io 3 

mili 

m 

IO 9 

giga 

G 

io- 6 

micro 

P 

10 6 

mega 

M 

io- 9 

nano 

n 

10' 

kilo 

k 

10 12 

pico 

P 

10 2 

hecto 

h 

10 13 

fern to 

f 

10' 

deca 

d 

IO 18 

atto 

a 


ALFABETO GRIEGO 


alra 

A 

a 

iota 

I 

l 

rho 

n 

beta 

B 

p 

kappa 

K 

K 

sigma 

E 

gamma 

r 

r 

lambda 

A 

A 

tau 
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delta 

A 

5 

my 

M 

V 

ipsilon 

Y 

epsilon 

E 

£ 

ny 

N 

V 

fi 

<P 

zeta 

Z 

c 

xi 

77 

z 

ji 
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eta 

H 

n 

omicron 
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0 

psi 

•P 

theta 

0 

e 

Pi 

n 

K 

omega 

Q 


o. b 


Apendice K A-25 


ALGUNAS TABLAS EN EL TEXTO _ 

Tab la _ Capitulo Paging 


Unidades basicas del SI 12 

Prefijos del SI 13 

Ecuaciones para el movimiento con aceleracion constante 2 27 

Ecuaciones vectoriales para el movimiento con aceleracion constante 4 62 

Coeficientes de friccion 6 120 

Algunas velocidades terminales en el aire 6 132 

Movimiento con aceleracion lineal o angular constante 11 265 

Inercias de rotacion (figura) 12 282 

Comparacion de las ecuaciones de la dinamica lineal y de rotacion 12 288 

Resumen de las ecuaciones de la dinamica rotatoria 13 321 

Algunas propiedades elasticas de materiales selectos de interes en ingenieria 14 343 

Variacion de g 0 con la altitud 16 389 

Ciertas velocidades de escape 16 395 

Algunas densidades 17 422 

Viscosidad de una seleccion de fluidos 18 453 

La velocidad del sonido 20 497 

Algunas intensidades y niveles de sonido 20 501 

Las ecuaciones de transformacion de Lorentz 21 528 

La transformacion de Lorentz de la velocidad 21 530 

Algunos coeficientes de dilatacion lineal promedio 22 556 

Algunas velocidades moleculares a la temperatura ambiente 23 570 

Capacidades calorificas de algunas sustancias 25 610 

Algunos calores de transformacion 25 610 

Capacidades calorificas molares de los gases 25 614 

Algunas conductividades termicas y valores de R 25 623 


ALGUNAS UNIDADES Y SUS ABREVIATURAS 


ampere 

A 

litro 

L 

ano 

y 

metro 

m 

atmosfera 

atm 

milla 

mi 

caballo de vapor 

hp 

minuto 

min 

caloria 

cal 

mol 

mol 

coulomb 

C 

newton 

N 

dia 

d 

ohm 

Q 

electronvolt 

eV 

pascal 

Pa 

farad 

F 

pie 

ft 

gauss 

G 

pulgada 

in. 

grado Celsius 

°C 

radian 

rad 

grado Fahrenheit 

°F 

revolucion 

rev 

gramo 

g 

segundo 

s 

henry 

H 

tesla 

T 

hertz 

Hz 

unidad de masa atomica unificada 

u 

hora 

h 

unidad termica britanica 

Btu 

joule 

J 

volt 

V 

kelvin 

K 

watt 

W 

libra 

lb 

weber 

Wb 
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Apendice K A-27 


ALGUNAS PROPIEDADES FISICAS 


Aire (seco, a 20°C y 1 atm) 

Densidad 

1.21 kg/m 3 

Calor especifico a presion constante 

1010 J/kg • K 

Razon de las capacidades calorificas espectficas 

1.40 

Velocidad del sonido 

343 m/s 

Resistencia a la disrupcion electrica 

3 x 10 6 V/m 

Masa molar efectiva 

0.0289 kg/mol 

Agua 

Densidad 

1000 kg/m 3 

Velocidad del sonido 

1460 m/s 

Calor especifico a presion constante 

4190 J/kg • K 

Calor de fusion (0°C) 

333 kJ/kg 

Calor de vaporizacion (100°C) 

2260 kJ/kg 

Indice de refraccion (A = 589 nm) 

1.33 

Masa molar 

0.0180 kg/mol 

Tierra 

Masa 

5.98 x 10 24 kg 

Radio medio 

6.37 x 10 6 m 

Aceleracion de la caida libre en la superficie de la Tierra 

9.81 m/s 2 

Atmosfera estandar 

1.01 x 10 5 Pa 

Periodo del satelite a 100 km de altitud 

86.3 min 

Radio de la orbita geosfncrona 

42,200 km 

Velocidad de escape 

11.2 km/s 

Momento dipolar magnetico 

8.0 x io 22 A • m 2 

Campo electrico medio en la superficie 

150 V/m, abajo 

Distancia a: 

La Luna 

3.82 x 10 8 m 

El Sol 

1.50 x 10" m 

La estrella mas cercana 

4.04 x io 16 m 

El centro galactico 

2.2 x 10 20 m 

La galaxia de Andromeda 

2.1 x io 22 m 

Borde del universo observable 

- 10 26 m 


ALGUNAS CONSTANTES FISICAS* 


Velocidad de la luz 

c 

3.00 x 10 8 m/s 

Constante gravitatoria 

G 

6.67 x 10 U N • m 2 /kg 2 

Constante de Avogadro 

N A 

6.02 x 10 23 mol' 1 

Constante universal de los gases 

R 

8.31 x J/mol ■ K 

Relacion masa-energfa 

c 2 

8.99 x 10 16 J/kg 

931.5 xMeV/u 

Constante dielectrica 

Co 

8.85 x IO’ 12 F/m 

Constante de pertneabilidad 

M> 

1.26 x IO -6 H/m 

Constante de Planck 

h 

6.63 x 10 34 J • s 

4.14 x 10' 15 eV s 

Constante de Boltzmann 

k 

1.38 x 10' 23 J/K 

8.62 x IO' 5 eV/K 

Carga elemental 

e 

1.60 x 10' 19 C 

Masa de un electron en reposo 


9.11 x 10‘ 31 kg 

Masa de un proton en reposo 

"‘p 

1.67 x 10' 27 kg 

Radio de Bohr 

a o 

5.29 x IO' 11 m 

Magneton de Bohr 

Vb 

9.27 x IO' 24 J/T 

5.79 x 10' 5 eV/T 


*Para una lista mas completa que muestre tambien los valores experimentales mas usados, vease el apendice B. 


ALGUNOS FACTORES DE CONVERSION* 


Masa 

1 kg = 1000 g = 6.02 x 10 26 u 
lu - 1.66 x 10' 21 kg 

Longitud 

1 m = 100 cm = 39.4 in = 3.28 ft 
1 mi = 1.61 km = 5280 ft 
1 in = 2.54 cm 
1 nm = 10' 9 m = 10 A 

Tiempo 

1 d - 86 400 s 

1 ano = 365 ±d = 3.16 xl0 7 s 

4 

Volumen 

1 L = 1000 cm 3 = 10 3 m 3 = 1.06 cuartos de gal on 
1 gal (U.S.) = 231 in 3 = 3.79 L 

Medidas angulares 

1 rad = 57.3° = 0.159 rev 

7rrad = 180° = irev 
2 


Velocidad 

1 m/s = 3.28 ft/s = 2.24 mi/h 
1 km/h = 0.621 mi/h 

Fuerza y presion 

1 N = 10 5 dinas = 0.225 lb 
1 Pa = 1 N/m 2 = 10 dinas/cm 2 = 1.45 x 10' 4 lb/in 2 
1 atm - 1.01 x 10 3 Pa = 14.7 lb/in 2 = 76 cmHg 

Energia y potencia 

1 J = 10 7 erg - 0.239 cal = 0.738 ft • lb 
1 kW • h - 3.6 x 10 6 J 
1 cal - 4.19 J 
1 eV = 1.60 x 10 19 J 
1 horsepower = 746 W = 550 • lb/s 

Electricidad y magnetismo 
1 T = 1 Wb/m 2 = 10 4 gauss 


Vease el apendice G para una lista mas completa. 














Respuestas a los problemcis con numero impar A-29 



RESPUESTAS 
A LOS PROBLEMAS 
CON NIJMERO IMPAR 


CAPITULO 1 

3. 52.6 min; 5.2%. 5. -0.44%. 7. (a) Si. (ft) 8.6 s. 

9. 720 dias. 11. 55 s; alrededor de un minuto. 13. 2 d 5 h. 

15. (a) 100 m; 8.56 m; 28.1 ft. ( b ) 1 mi; 109 m; 358 ft. 

17. 1.88 X 10 22 cm 3 . 19. (a) 4.00 X 10“ km. 

(b) 5.10 X 10 8 km 2 , (c) 1.08 X 10 12 km 3 . 

21. 2.86 X 10 -3 aiios-luz/siglo. 

23. (a) 4.85 X 10 -6 pc; 1.58 X 10~ 5 afios-luz. 

C b ) 9.48 X 10 12 km; 3.08 X 10 13 km. 25. (a) 390. 

(b) 5.9 X 10 7 . (c) 3500 km. 27. 5.97 X 10 26 . 

29. Nueva York. 31. 840 km. 33. 132 kg/s. 

37. 605.780211 nm. 39. (a) 43.2 cm 2 , (b) 43 cm 2 
41. JGh/c 3 = 4.05 X 10“ 35 m. 

CAPITULO 2 

1. 81 ft (24 m). 3. 2 crn/ano. 5. 48 mi/h. 

(El fisico hizo otro movimiento ademas de este viaje semanal.) 
7. (a) 45.0 mi/h (72.4 km/h), (b) 42.8 mi/h (68.8 km/h). 

(c) 43.9 mi/h (70.6 km/h). 9. (a) 0, 0, -2, 0, 12 m. 

( b) —2, 12 m. (c) 7, 0 m/s. 11. (a) 5.7 ft/s. (ft ) 7.0 ft/s. 

13. (a) 28.5 cm/s. ( b ) 18.0 cm/s. (c) 40.5 cm/s. ( d ) 28.1 cm/s. 
(e) 30.4 cm/s. 15. —2 m/s 2 . 

19. (a) OA: +, -; AB: 0, 0; BC: +, +; CD: +, 0. ( b) No. 

21. (e) Situaciones (a), (ft), y (d). 23. (a) 80 m/s. 

( b ) 110 m/s. (c) 20 m/s 2 . 

25. (. b ) -0.030, -0.020, -0.010, 0.0 m/s. 

(c) -0.040, -0.020, 0.0, 0.020, 0.040, 0.060 m/s. 

(e) 0.020, 0.020, 0.020 m/s 2 . 27. (b) 19 m/s. (c) 31 m. 

29. 2.8 m/s 2 (9.4 ft/s 2 ). 31. 560 ms. 33. 1.4 X 10 ,5 m/s 2 . 

35. 2.6 s. 37. (a) 4.5 X 10 4 ft/s 2 , (b) 5.8 ms. 

39. (a) 5.71 m/s 2 , (b) 3.68 s. (c) 5.78 s. (d) 95.4 m. 

41. (a) 60.6 s. ( b ) 36.4 m/s. 43. (a) 0.75 s. (, b) 50 m. 

45. (a) 82 m. ( b) 19 m/s. 47. (a) 12 ft/s 2 (3.6 m/s 2 ). 

(b) 3.7 ft/s (1.4 m/s). 49. (a) 0.74 s. ( b ) -20 ft/s 2 . 

51. (a) 48.5 m/s. ( b ) 4.95 s. (c) 34.3 m/s. ( d ) 3.50 s. 

53. (a) 32.4 m/s. ( b ) 6.62 s. 55. Mercurio. 

57. 1.23, 4.90, 11.0, 19.6, 30.6 cm. 59. 3.0 m (9.8 ft). 

61. (a) 350 ms. (b) 82 ms. 

63. 22.2 y 88.9 cm abajo de la boca de una regadera. 65. 
130 m/s 2 , arriba. 

67. (a) 3.41 s. (b) 57.0 m. 69. « 0.3 s. 71. (a) 17.1 s. 

(b) 293 m. 75. 6.8 cm. 

CAPITULO 3 

1. Los desplazamientos deberan ser (a) paralelos, (ft) antiparalelos, 

(c) perpendiculares. 3. (a) 370 m, 57° al Este del Norte. 

(b) Magnitud del desplazamiento = 370 m; distancia caminada 
= 420 m. 


7. (a) 4.5 unidades, 52° al Norte del Este. 

(ft) 8.4 unidades, 25° al Sur del Este. 

9. Walpole (la prision estatal). 11. (a) 4.9 m. ( b ) 12 m. 

13. 4.76 km. 15. (a) 28 m. ( b ) 13 m. 

17. (a) 101+ 12j+ 14k. (b) 21 ft. 

(c) Puede ser igual o mayor, pero no menor. (d) 26 ft. 

19. (a) 3i — 2j + 5k. (b) 5i - 4j - 3k. (c) - 5i + 4j + 3k. 

21. (a) 1400i + 21 OOj - 48k. ( b ) Cero. 

23. (a) r x = 2.50, r y = 15.3. (ft) 15.5. (c) 80.7°. 

27. (a) ai + aj + ak, ai + aj — ak, ai — aj — ak, ai — aj + ak. 
(ft) 54.7°. (c) a/T. 33. (a) -19. (ft) 27, direccion +z positiva. 
39. (a)-21. (ft)-9. (c) 5i — 1 lj — 9k. 41. (a) 0. (ft)-16. 

(c) -9. 43. (a) 2.97. (ft) 1.5li - 2.67j - 1.36k. (c) 48.5°. 

49. 70.5°. 

CAPITULO 4 

1. (a) 920 mi, 63° al Sur del Este. 

(ft) 410 mi/h, 63° al Sur del Este. (c) 550 mi/h. 

3. (a) 3.9 km/h. (ft) 13°. 5. (a) 24 ns. (ft) 2.7 mm. 

(c) 9.6 X 10 8 cm/s; 2.3 X 10 8 cm/s. 7. (a) 8tj + k. (ft) 8j. 

(c) Una parabola. 9. 60°. 11. (a) 514 ms. (ft) 9.94 ft/s. 

13. (a) 18 cm. (ft) 1.9 m. 15. (a) 3.03 s. (ft) 758 m. 

(c) 29.7 m/s. 17. No. 19. (a) 1.16 s. (ft) 13.0 m. 

(c) 18.8 m/s; 5.56 m/s. (d) No. 21. (ft) 76.0°. 23. (a) 99 ft. 
(ft) 90 ft/s. (c) 180 ft. 25. (a) 285 km/h. (ft) 33°. 

27. (a) 310 ms. (ft) 1.9 m y 2.9 m sobre las manos. 

29. El tercero. 31. Si. 33. (a) 260 m/s. (ft) 45 s. 

35. 23 ft/s. 37. (a) 9.8 s. (ft) 2700 ft. 

39. 40 m (130 ft) aproximadamente. 41. (a) 20 cm. 

(ft) No; la pelota golpea la red a 4.4 cm arriba del suelo. 

43. Entre los angulos 31° y 63° sobre la horizontal. 

45. 115 ft/s. 47. (a) D = vd(2L/g)sen 6 — L cos 9. 

(ft) El proyectil pasara sobre la cabeza del observador si D es 
positiva y pega en el suelo antes si D es negativa. 

49. 5.66 s. 51. 8.98 X 10 22 m/s 2 . 53. (a) 7A9 km/s. 

(ft) 8.00 m/s 2 . 55. (a) 94 cm. (ft) 19 m/s. (c) 2400 m/s 2 . 

57. (a) 130 km/s. (ft) 850 km/s 2 . 61. (a) 92. (ft) 9.6. 

( c ) 92 = (9.6) 2 . 63. 2.6 cm/s 2 . 65. (a) 33.6 m/s 2 . 

(ft) 89.7 m/s 2 . 67. 36 s; no. 

69. El viento sopla del Oeste a 55 mi/h. 71. 31 m/s. 

75. (a) 5.8 m/s. (ft) 17 m. (c) 67°. (d) 49°. 

77. 170 km/h, 7.3° al Sur del Oeste. 79. ( a ) 30°corriente arriba. 
(ft) 69 min. (c) 80 min. (d) 80 min. 

(e) Perpendicular a la corriente; 60 min. 

81. Dirigir al bote 25° corriente arriba. (ft) 0.21 h. 83. 0.83c. 
85. (ft) / = 2.16 s, x = 97.7 m,y = 22.8 m. 

(c) t = 4.31 s, x— 195 m, v x = 45.3 m/s, v y = — 21.1 m/s. 


CAPITULO 5 

1. 6.3 anos. 3. (a) 1.0 x 10 15 N. (ft) 8.9 x lO ™ N. 

5. 8.0 cm/s 2 . 7. 6500 N. 9. (a) 3.1 cm/s 2 , (ft) 1.2 X 10 5 km. 
(c) 2.7 km/s. 11. (a) 42i + 34j, m/s. (ft) 630i + 250j, m. 

13. (a) 1.39 x 10 8 N; 6.94 x 10 6 N. (ft) 4.11 anos; 4.19 ahos. 

15. (a) 0.62 m/s 2 , (ft) 0.13 m/s 2 , (c) 2.6 m. 

17. ( a ) 44.4 slug; 1420 lb. (ft) 412 kg; 4040 N. 

19. (a) 12.2 N; 2.65 kg. (ft) Cero; 2.65 kg. 21. 1600 lb 
23. 1.19 X 10 6 N (133 ton). 25. (a) 1.8 mN. (ft) 3.3 mN. 

27. 0.15 N. 29. (a) 210 m/s 2 (710 ft/s 2 ), (ft) 17 kN (4000 lb). 
31. (a) 7.3 kg (0.50 slug), (ft) 89 N (20 lb). 33. (a) 2.1 m/s 2 . 

(ft) 120 N. ( c ) 21 m/s 2 . 35. ( a ) 1.8 m/s 2 , (ft) 3.8 m/s. 

(c) 4.0 m. (d) 11°. 37. 18.4 kN. 39. (ft) 12 ft/s 2 , (c) 8.9°. 

41. 33 m/s. 43. (a) 730 N. (ft) 1300 N. 45. ( a ) 3260 N. 

(ft) 2720 kg. (c) 1.20 m/s 2 . 47. (a) 5.0 X 10 5 N. 

(ft) 1.4 X 10 6 N. 49. 2M (—7—J . 

\a + g/ 

51. (a) g sen 6, hacia abajo del piano inclinado. 

(ft) g sen 6, hacia abajo del piano inclinado. (c) (g - a) sen 6, 
hacia abajo del piano inclinado. 

(r i) (g + a) sen 8, hacia abajo del piano inclinado. (e) Cero. 

(/) m(g — a) cos 0. 53. (a) 6.8 m/s. 

(ft) Si; puede subir por el cable mientras cae. 

55. (a) 0.97 m/s 2 , (ft) 7j = 1.2 N; T 2 = 3.5 N. 

57. (a) 135 N. (ft) 45.3 N. (c) 75.4 N. 59. (a) 0.217 m/s 2 . 

(ft) 17.8 N. 61. (a) 12.1 kN. (ft) 10.5 kN. 

(c) 1.60 kN, hacia el contrapeso. 63. ( a ) 37 N. 

(ft) 55 N. (c) 36 m/s 2 , hacia arriba. 

65. (ft) P/(m + M). (c) PM/(m + M). 

(d) P(m + 2M)/2(m + M). 67. 1301b. 


CAPITULO 6 

I. 2.3°. 3. 9.3 m/s 2 . 5. 900 N. 7. (a) 9.1 kN. (ft) 9.0 kN. 

9. ( a ) No. (ft) Una fuerza de 12 lb hacia la izquierda y una fuerza 
de 5.0 lb hacia arriba. 

II. (a) 11.1 N. (ft) 47.3 N. (c) 40.1 N. 15. (a) u 2 /4 g sen 8. 

(ft) No. 17. (a) 10 kg. (ft) 2.7 m/s 2 . 19. ( a) 61 N. (ft) 66 N. 

(c) 5.9 kN. 21. (a) 70 lb. (ft) 4.6 ft/s 2 . 23. (ft) 30 MN. 

25. (a) 1.24 m/s 2 , (ft) 13.4 N. 27. g(sen 8- J2p v cos 9). 

29. (a) 3.46 m/s 2 , (ft) 0.910 N, en tension. 

(c) 3.46 m/s 2 ; 0.910 N en compresion. 31. (a) 7.6 m/s 2 . 

(ft) 0.86 m/s 2 . 33. (a) 730 lb (3200 N). (ft) 0.30. 

35. {a) 0.46. (ft) 0.92. 37. 870 N; 17°. 39. 0.032. 

41. (a) 0.43. (ft) 42 m. 43. (a) 175 lb. (ft) 50.0 lb. 

45. (a) 30 cm/s. (ft) 170 cm/s 2 , radialmente hacia adentro. (c) 
2 9 mN. ( d ) 0.40. 47. 2.32 km. 49. (a) En el fondo del circulo. 

(ft) 31 ft/s. 5 1. (a) 0.0337 N . (ft) 9.77 N _ 

J_ / g(tan 8 + 1 / g (tan 0-/Q 

5 W 2nV r(l — /i s tan 0) ' ' 2* V r(l + p s tan 9)' 

55. (a) 235 m/s. (ft) 107 m/s 2 , (c) 232 N. _ 

57. (a) 0.632F o T/m. (ft) 0368F 0 T 2 /m. 59. Jmg/b. 

61. 2.0 X 10~ 5 N-s/m. 63. 1.30 m/s. 

65. (a) ^ In (vjv { ). (ft) 19 s. 67. (ft) 370 m. 

69. (a) 11.7 s. (ft) 59.8 m/s. (c) 0.610. 

71. 819, 838, 833, 805, 762 m; 30°. 

73. (a) t = 1.95 s, x = 80.4 m, y = 20.0 m, 

v x = 37.3 m/s, v y = 0, a x = —3.73 m/s 2 , a y = —9.80 m/s 2 ; 

(ft)f = 1.79 s, x = 68.3 m ,y = 17.8 m, it, = 31.7 m/s, v y = 0, 
a x = —6.33 m/s 2 , a y = -9.80 m/s 2 ; (c) 151 m, 121 m; 

(d) para ft = 0.10 s' 1 : v x = 30.3 m/s, v y = -18.5 m/s; 
para ft - 0.20 s _l : v x = 21.1 m/s, v y — — 16.4 m/s 


CAPITULO 7 

1. (a) 580 J. (ft) Cero. (c) Cero. 3. (a) 430 J. (ft) -400 J. 

(c) Cero. 5. (a) ~Mgd. (ft) Mgd. 7. (a) 2160 J. 

(ft)-1430 J. 9. (a) 215 lb. (ft) 1.01 X 10 4 ft- lb. (c) 48.0 ft. 

(d) 1.03 X 10 4 ft - lb. 11. 800 J. 13. (3/2 )F 0 x 0 . 

15. (a) 23 mm. (ft) 45 N. 17. (a) 135 N. (ft) 60.0 J. 

19. 1200 km/s. 21. AB: +; BC: 0; CD: —, DE: +. 

23. 100 ft; no. 25. 20.2 ft-lb (24.4 J). 

27. Hombre, 2.41 m/s; joven, 4.82 m/s. 

29. (a) 9.0 x 10 4 “megatones de TNT”, (ft) 45 km. 

31. 6.55 m/s. 33. (a) 304 mJ. (ft) - 1.75 J. (c) 3.32 m/s. 

(d) 22.5 cm. 35. 720 W (0.97 hp). 37. 24 W. 

39. (a) 2.45 X 10 5 ft - lb. (ft) 0.619 hp. 41. 90.3 kN. 

43. 25 hp. 45. (a) 0.77 mi. (ft) 71 kW. 47. 16.6 kW. 

49. (ft) mtv 2 f/t 2 . 51. 2.66 hp. 53. (ft) 1.95. 

55. (a) 10.0 kW. (ft) 2.97 kJ. 57. 69 hp. 61. (a) 0.13c. 

(ft) 4.6 keV. (c) Bajo por 1.3%. 63. (a) 79.1 keV. 

(ft) 3.11 MeV. (c) 10.9 MeV. 


CAPITULO 8 

1. llOMN/m. 3. (a) 7.8 MJ. (ft) 6.2. 5. 2.15 m/s. 

7. (a) 27.0 kJ. (ft) 2.94 kJ. (c) 158 m/s; a, ft. 9. (a) 2.56 J. 

(ft) 11.1 m/s. 11.830 ft. 13. 2.75 m/s. 15. (a) 1300 MW. 
(ft) 137 M$. 19. 4.24 m. 21. (a) 34.2 ft/s. (ft) 4.32 in. 

23. mgL/ 32. 25. 11.1 cm. 

27. (a) 8.06 mg, a 82.9° a la izquierda de la vertical, (ft) 5Rj2. 
29. (a) U(x) = — Gm l m 2 /x. (ft) Gm { m 2 d/x,(x, + d). 

31. (a) 69.2 J. (ft) 7.99 m/s. (c) Conser vativ a. 

35. (a) 44.6 cm. (ft) 3.47 cm. 37. (a) V5 gR. 

(ft) 8 = sen' 1 (1/3). 41. (c) -1.2 x 10' 19 J. (d) 2.2 x 10' 9 J. 

(e) » 1 x 10' 9 N, hacia M. 45. (a) -U 0 (r 0 r 2 + r')e r/ '°. 

(ft) 0.14, 0.0078, 6.8 X 10" 6 . 47. (a) 3.02 kJ. (ft) 391 J. 

(c) 2.63 kJ. 49. 39 kW. 51. 472 kJ. 53.4.19 m. 

55. 65.1 cm/s. 57. (a) 48.7 m/s. (ft) 64.5 kJ. 

59. (a) 24.0 ft/s. (ft) 3.00 ft. (c) 9.00 ft. (d) 48.8 ft. 

61. (a) 10.8 PJ. (ft) 263,000 anos. 63. Disminuye en 1.10 kg. 
65. 266 veces la circunferencia ecuatorial de la Tierra. 

67. 191. 69. 2.21 eV. 71. (a) - 12.5 kJ. (ft) 2.70 kJ. 

(c) -9.80 kJ. (d) 1.70 kJ. (e) 100 J. 
if) x = 2.95 m, y = —2.95 m. 

73. (a) 0.541, 0.541, 0.541 J. (ft) 0.541, 1.08, 0.383 J. 


CAPITULO 9 

I. (c) x, = x cm - ( m 2 /M)(L + dj cos cot); 

x 2 - x cm + (mJM)(L + dj cos cat); a, = (m 2 /M)d l u> sen at; 
v 2 = —(m,/M)d,ca sen cot. 

3. 4640 km (1730 km bajo la superficie de la Tierra). 

5. 75.2 km/h. 7. (a) Abajo; m v/(m + M). 

(ft) Globo de nuevo estacionario. 9. (a) L. (ft) Cero. 

II. (a) A medio camino entre ellos. 

(ft) Se mueve 1.12 mm hacia el cuerpo mas pesado. 

(c) 0.00160g, hacia abajo. 13. g(l - 2x/L). 15. 55.2 kg. 

17. L/5 a partir de la barra pesada, a lo largo del eje de simetria. 
19. x cm = y cm = 20 cm; z cm = 16 cm. 

21. 4R]3 7r arriba de la base plana, a lo largo del eje de simetria. 
23. (a) 6.94 X 10 4 J. 

(ft) 3.56 x 10 4 kg • m/s, 38.7° al Sur del Este. 25. (a) 6.96 J. 

(ft) = 0.854 kg • m/s, 27.4° arriba de la horizontal; 

P, = 0.854 kg • m/s, 27.4° abajo de la horizontal; 0.786 kg • m/s, 
verticalmente hacia abajo. (c) 1.53 s. 

29. 0.0103 ft/s, hacia atras. 31. wv„J(W + w). 33. 27. 

35. (a) Cubierta del cohete: 7290 m/s; carga util: 8200 m/s. 
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(ft) Antes: 12.71 GJ; despues: 12.75 GJ. 

37. (a) 1.4 x 10 ‘ 22 kg • m/s, a 150° de la traza del electron y 120° 
de la traza del neutrino. (ft) 1.0 eV. 

39. (a) 746 m/s. ( b ) 963 m/s. 41. Si. 


43. ( y, * COS V ) ® “ = -T77 • 45 ' 266 m / s - 
\ v 1 — u cos 2 a) m + M 


47. (a) 1790 N. ( b ) 609 J. 51. (a) 2.72. ( b ) 7.39. 

53. 1.33 km/s. 55. 60 N. 57. (a) 49.1 kg. (b) 141 kg. 
59. (a) 23.4 kN (5260 lb). (ft) 4.31 MW (5780 hp). 


CAPfTULO 10 


I. 64 kN. 3.2/m. 5. (a) 2.40 N • s. (b) 2.40 N • s. 

(c) 2.00 kN. (d) 62.7 J. 7. 3.29 kN (744 lb). 

9. (a) 2.20 N • s, a la izquierda. (b) 212 N, a la derecha. 

II . (a) 1.95 x 10 5 kg ■ m/s, para cada direccion del empuje: (b) 
Hacia atras: +66.1 MJ; hacia adelante: -50.9 MJ; lateralmente: 
+7.61 MJ. 13.41.7 cm/s. 

17. (a) 1.03 kg-m/s. (b) 250 J. (c) 10.3 N. ( d) 824 N. 

19. 124 kW. 21. (a) 1.9 m/s, a la derecha. ( b) Si. 

23. 4.2 m/s. 25. (a) 2.74 m/s. ( b ) 1.46 km/s. 

27. ~2 mm/ano. 29. 1.2 kg. 

31. (a) 74.4 m/s. ( b ) 81.5 m/s; 84.1 m/s. 

33. (a) A: 4.57 m/s; 5: 3.94 m/s. (ft) 7.53 m/s. 

35. 12.9 toneladas 37. (a) 4.21 ft/s; 2210 ft • lb. 

(ft) 3.21 ft/s; 5.51 ft/s. 39. 41.0 N. 41. 35.9 cm. 

43. • 47 • 4 - 0i + 5 '°j’ m/s ‘ 

(ft) Se gana 700 J. 51. (a) 26° a partir de la direccion de llegada 
del proton, (ft) 227 m/s; 466 m/s. 53. n = V/4. 

55. (a) 3.43 m/s, desviado 17.3° a la derecha. (ft) 954 kJ. 

57. (a) 28.0°. (ft) 7.44 m/s. 61. 2.44 m/s, a la izquierda. 

63. (a) 117 MeV. (ft) K n = 102 MeV; K n = 15.0 MeV. 

65. (a) (- 1.04i + 0.655j) X 10 -19 kg-m/s. (ft) 7.66 MeV. 


CAPITULO 11 

3. ( a) 5.5 X 10 15 s. (ft) 26. 5. (a) 0.105 rad/s. 

(ft) 1.75 X 10 ” 3 rad/s. (c) 1.45 X 10 ~ 4 rad/s. 7. 11 rad/s. 

9. (a) 4.8 m/s. (ft) No. 11. (ft) 23 h 56 min. 

13. (a) 8140 rev/min 2 . (ft) 425 rev. 15. (a) - 1.28 rad/s 2 , 
(ft) 248 rad. (c) 39.5 rev. 17. (a) 2.0 rev/s. (ft) 3.8 s. 

19. (a) 369 s. (ft) -3.90 X 10 “ 3 rad/s 2 . (c) 108 s. 

21. (ft) -2.30 X 10 ~ 9 rad/s 2 . (c) =4610. (d) 24 ms. 

23. (a) 3.49 rad/s. (ft) 20.6 in./s. (c) 10.1 in./s. 

(d) 71.9 in./s 2 ; 35.3 in./s 2 . 25. 5.6 rad/s 2 . 

27. (a) 3.65 rad/s. (ft) 38.0 m/s. (c) 6.78 m/s 2 , (d) 139 m/s 2 . 
29. 4.56 s. 31. (a) - 1.18 rev/min 2 . (ft) 10,300. 

( c ) 1.08 mm/s 2 . (d) 30.2 m/s 2 . 

33. (a) 6.3 X 10 4 ft/min (1.9 X 10 4 m/min). 

(ft) 6.8 X 10 4 ft/min (2.1 X 10 4 m/min). 35. 16.4 s. 

37. (a) ra 2 t 2 . (ft) ra. (c) 44.1 °. 39. (a) 71 rad/s. 

(ft) —13 rad/s 2 . (c) 72 m. 

41. (a) x 2 + y 2 - R 2 ; un circulo de radio J?; 
a es la velocidad angular del objeto. 

(ft) v s - - coy, v y = cox', v es tangente al circulo; v = coR. 

(c) a = co 2 R; a apunta radialmente hacia adentro. 


CAPlTULO 12 

1. (a) 1305 g-cm 2 . (ft) 545 g-cm 2 . (c) 1850 g-cm 2 . 

3. 6.75 X 10 12 rad/s. 5. (a) 6490 kg-m 2 . (ft) 4.36 MJ. 

7. 0.097 kg-m 2 . 9. (ft) MR 2 /4. 13. (a) dm/M =2r dr/R 2 . 

(ft) dl = 2Mr 2 dr/R 2 . (c) I = \MR 2 . 

15.3.66 N m, hacia la pagina. 17.12 N -m, saliendo de la pagina. 
19. 7.63 rad/s 2 , saliendo de la pagina. 21. (a) 28.2 rad/s 2 . 


(ft) 1.94 G-aiios. 27. 690 rad/s. 29. (a) 2 6/t 2 . (ft) 2 R6/T 2 . 

(c) T, = M(g - 2 R0/t 2 ); T 2 = Mg- (26/t 2 )(MR + I/R). 

31. 1.73 X 10 5 g-cm 2 . 33. 6.11 m/s. 

35. (a) -7.67 rad/s 2 . (ft) -11.7 N-m. (c) 45.8 kJ. (d) 624 rev. 

(e) La energia disipada por friccion; 45.8 kJ. 

37. (a) 4.82 X 10 5 N. (ft) 1,12 X 10 4 N-m. 

39. (a) 1.88 X 10 12 J/s. (ft) -2.67 X 10 " 22 rad/s 2 . 

(c) 4.06 X 10 9 N. 41. (a) 47.9 km/h. (ft) 3.65 rad/s 2 . 

(c) 8.68 kW. 45. (a) 56.5 rad/s. (ft) - 8.88 rad/s 2 . 

(c) 69.2 m. 47. (a) 12.5 cm/s 2 , (ft) 4.63 s. (c) 28.8 rev/s. 

(J) 70.8 rev/s. 49. 48 m. 51. (a) W/6. (ft) 2g/3. 

55. a = 2F/MR; a = F/M. 57. (a) 57.9 rad/s. (ft) 4.21 m. 


CAPfTULO 13 

5. mvd. 11. ( a ) —4.17 m/s 2 , (ft) —16.9 rad/s 2 . 

(c) -2.62 N-m. 15. (a) 1.49 N-m. (ft) 20.8 rad. (c) - 31.0 J. 

(d) 20.3 W. 17. El centro de masa se mueve en la direccion de 
la fuerza impulsiva con una velocidad de 2.90 m/s; la estaca gira 
con respecto a su centro de masa con una velocidad angular de 
10.7 rad/s. 21. (ft) Ml}/(L 2 + 12ft 2 ). 25. (a) 1.18 s. (ft) 8.60 m. 
(c) 5.18 rev. (ft) 6.07 m/s. 27. 3.0 min. 29. mv/(m + M)R. 
31. (a) 171 rev/min. (ft) 0.792. 33. (a) 5.12 mrad/s. 

(ft) 1.90 cm/s. 35. (a) MR 2 co 2 0 / 4; MR 2 (o 0 /2. (ft) R 2 co 2 0 /2g. 

(c) a> 0 . 37. /2gr sec ft 0 . 

39. (a) Cada uno se mueve en un circulo de 1.46 m de radio a 
0.945 rad/s. 

(ft) 9.12 rad/s. (c) K h = 97.5 J; AT b = 941 J. 41. -0.127. 

43. 1.90 min. 


CAPfTULO 14 

I. (a) Dos. (ft) Siete. 5. (a) 2.5 m. (ft) 7.3°. 

7. (a) Se desliza; 31° (ft) Se vuelca; 34°. 9. 1200 lb. 

II. (a) 2.78 kN. (ft) 3.89 kN. 

13. Pedestal izquierdo: 1.17 kN (tension); 
pedestal derecho: 1.89 kN (compresion). 

15. Tres cuartos de la longitud de la viga desde el obrero del 
extremo. 

17 - „ - 1.91 kN, arriba, 3tV; F hucto = 2.55 kN, abajo, 4 W. 

19. W/h(2r — h)/(r — ft). 

21 . (a) F, = w sen djsen ( 0 2 - 0 ,); 

F 2 = w sen 0,/sen (0 2 - 0,); normal a los pianos. 

23. (a) 416 N. (ft) 238 N; 172 N. 25. (a) 47.0 lb. 

(ft) 21.3 lb; 10.9 lb. 27. (a) 1460 lb. (ft) 1220 lb; 1420 lb. 

29. (a) Wx/L sen 0. ( 6 ) Wx/L tan 0. (c) W{\ - x/L). 

31. (a) Pivote inferior: F h = 180 lb, F v = 210 lb; pivote superior: 
F h = 180 lb, F v - 60 lb. 

(ft) F h = 180 lb, F v = 60 lb, en cada viga, directamente opuestas. 
33. (a) 41 lb. (ft) F A — 120 lb; F E = 12 lb. 35. (a) 446 N. 

(ft) 0.500. (c) Si; empuje 45° hacia arriba; 315 N. 

37. (a) L/ 2, L/4, L/ 6 . (c) N=n. 41. 75 GN/m 2 . 

43. 3.65 mm. 45. 201 kN. 47. 802 rev/min. 

49. ( a ) 18.0 MN. (ft) 14.4 MN. (c) 16. 


CAPfTULO 15 

I. 289 ms. 3. 708 N/m. 5. (a) 495 N/m. (ft) 1.57 cm. 
(c) 1.55 Hz. 7. (a) 1250 N/cm. (ft) 2.63 Hz. 9. 30.4 lb. 

II. (ft) 12.47 kg. (c) 72.85 kg. 13. 2.08 h. 15. 2.83 cm. 
17. (c) 2n/mb 2 /a\ 19. (a) 0.183 L. (ft) Misma direccion. 
23. (a) 1.07 Hz. (ft) 4.73 cm. 27. (a) 6.97 MN/m. 

(ft) 48,500. 29. (a) 3.04 ms. (ft) 3.84 m/s. (c) 90.7 J. 

33. (a) 31.9 cm. (ft) 34.4°. 37. (a) 5.60 J. (ft) 2.80 J. 

39. 24.9 cm. 41. 8.35 s. 43. (a) 436 mHz. (ft) 1.31 m. 


! 

i 


45. 906 ms. 
51. 1.22v 0 . 


47. 5.57 cm. 49. (a) 2n/(L 2 + 1 2d 2 )/ 1 2gd. 



59. (a) Linea recta^y = ±x. 

(ft) Elipse, y 2 - /Txy + x 2 = A 2 /4. (c) Circulo, x 2 + y 2 = A 2 . 
65. k = 490 N/cm; ft = 1100 kg/s. 67. 1.9 in. 

69. 362 ms. 71. (fl) 8.00 u; 0.98 u; 6.86 u. (ft) 490 N/m. 
73. (a) 2.8 cm, 0. (ft) 2.8 cm, 3.14 rad. 

(c) 1.98 cm, - 1.57 rad. (d) 1.98 cm, 1.57 rad. 

(0 3.43 cm, -0.615 rad. (/) 3.43 cm, 0.615 rad. 

(g) 3.43 cm, 3.76 rad. (ft) 3.43 cm, 2.53 rad. 


CAPfTULO 16 

1. 39 2 nN. 3. 2.60 X 10 5 km. 5. 997 ms. 7. 997 km. 

9. (a) 1.33 X 10 ' 2 m/s 2 , (ft) 1.79 X 10 6 m/s. 11. 9.78 m/s 2 . 

17. (ft) 1.9 h. 21. 7.90 km/s. 

GMm T 1 

d 2 V 8(1 — R/2d) 2 _ 

25. (a) 9.83 m/s 2 , (ft) 9.84 m/s 2 , (c) 9.79 m/s 2 . 

27. (ft) 2.0 X !0 8 N/m 2 . (c) 180 km. 31. 220 km/s. 

37. 98.4 pJ. 39. (a) 2.02 km/s. (ft) 523 km. (c) 1.26 km/s. 

(d) 4.80 X 10 22 kg. 41. (a) 3.34 X 10 7 m/s. (ft) 5.49 X 10 7 m/s. 
45. 6.5 X 10 23 kg. 47. 0.354 meses lunares. 

49. (a) 1.68 km/s. (ft) 108 min. 51. 7.20F S . 53. 58.3 km/s. 
55. Las propiedades son proporcionales a (a) r 3/2 ; (ft) r '; 

(c) r' /2 ; ( d ) r~' /2 . 59. 3.5 anos. 

61. 4nr i ' 2 l'lG(4M + m). 63. (a) 7.54 km/s. (ft) 97.3 min. 

(c) 405 km; 7.68 km/s; 92.3 min. (d) 3.18 mN. 

(e) Del satelite, no; del sistema Tierra + satelite, si. 

65. ( a ) No. (ft) La misma. (c) Si. 

67. (a) Facilmente; pesaria solo unas 3 lb. 

(ft) Probablemente; tendria que serle posible correr a 6.9 tn/s. 
69. Sur, 35.4° sobre el horizonte. 71. (a) 796 4 m/s ( 7750 m/s 
para A), (ft) 7820 m/s (7750 m/s para A). 73. J GM/L. 


CAPfTULO 17 

1. 429 kPa. 3. 27.4 kN. 5. 6.0 lb/in. 2 7.0.52 m, 

9. 1.29 MPa. 11.130 km. 13.0.412 cm. 

15. (a) 600, 30, 80 toneladas. 

(ft) No; aun cuando las respuestas anteriores cambiasen a 3100, 
280,760 toneladas, la presion atmosferica actua sobre cada lado 
de las paredes y se cancela. 

17. 809 kN. 19. 43.5 km. 21. 230 MPa. 

23. \pgA(h 2 — lh) 2 . 25. (ft) a. 27. (b)p = pgh. 

31. (a) 35.6 kN. (ft) Si; disminuye en 0.0851 m 3 . 

33. 1070 g. 35. 2.0 X 10' 4 . 37. (a) 38.4 kN. (ft) 40.5 kN. 

(c) 2.35 kN. (d) 2.08 kN. 39. 4.74 MN. 41. 56.1 cm. 

43.4. 45.0.190. 47. (a) 1.82 m 3 . (ft) 4.61 m 3 . 

49. 740 kg/m 3 . 51.500/rJ. 53. 61.6 ^J. 57. (a) 3.25 Pa. 

(ft) 1.79 Pa. (c) 68.7 J. (d) 765 pi. 


CAPfTULO 18 

1. 1 h 49 min. 3. 3.9 m. 5. 1.1 m/s. 7. 1.7 X 10 5 N-m. 

9. (a) 2.66 m/s. (ft) 271 Pa. 11. (a) 2. (ft) 1/2. (c) ft/4, abajo. 
13. 10.8 kN. 15. (ft) Ala altura ft. 17. 41.0 m/s. 

19. 1.38cm. 21. (a) J2g(h 2 + J). (ft) p alm - pgOh + d+ ft,)- 
(c) 10.3 m. 23. 5 min 42 s. 25. \pv 2 A. 29. 410 m/s. 

37. 320 kPa. 39. (ft) 35.5 mPa. 43. 3630 s. 


CAPfTULO 19 

1. (a) 7.43 kHz. (ft) 135 ps. 3. (a) 712 ms. (ft) 1.40 Hz. 
(c) 1.93 m/s. 


5.y = 0.0112 sen (10.6x + 3440r), en donde xyy estan en metros 
y t esta en segundos. 

9. (a) 6.0 cm. (ft) 100 cm. (c) 2.0 Hz. (d) 200 cm/s. 

(e) Direccion x negativa. (j) 75 cm/s. 11. 135 N. 

13. 91.9 g/m. 15. (a) 5.0 cm. (ft) 40 cm. (c) 12 m/s. 

(d) 33 ms. ( e ) 9.4 m/s. 

(J) y = 5.0 sen(0.1 6x + 190r + 0.93), con x y y en cm y f en 
segundos. 17. IrvyJX. 

19.7.54 m desde el extremo del alambre donde genero el primer 
pulso. 

21. (a)JkAL(L + AL)/m. 25.198 Hz. 27. (ft) Longitud 2 . 

29. (ft) 474 nJ/m 3 . 31. 68.8°, 1.20 rad. 

37. X = 2V4 (H + h) 2 + d 2 - 2/4H 2 + d 2 . 39. (a) 81.4 m/s. 

(ft) 16.7 m. (c) 4.87 Hz. 41. (a) -3.9 cm. 

(ft) y = 0.15 sen (0.79x + 13f). (c) -14 cm. 43. (a) 1.25 m. 

(ft) y = (3.80 x 10°) sen 10. lx cos 3910r, en donde xyy estan 
en metros y t esta en segundos. 

49. 7.47. 14.9, 22.4 Hz. 51. 480, 160, 96 cm. 53. 36.8 N. 

55. 190 Hz. 

CAPfTULO 20 

I. (a) 76.2 pm. (ft) 333 pm. 3. (a) 57 nm. (ft) -35. 

5.170 m. 7. (a) L(V— v)/Vv. (ft) 43.5 m. 9.40.7 m. 

II. (a) 1.48 Pa. (ft) 167 Hz. (c) 1.87 m. (d) 312 m/s. 

13. 4.47 W. 15. 27.1 mj. 19. (a) 44.2 pW/m 2 . (ft) 164 nm 
(cj 894 mPa. 21. 51.9 nJ/m 3 . 23. (a) 5.20 kHz. 

(ft) B/A = L 25. 190 dB. 27. 63 dB. 29. (a) 66.8 pW/m 2 . 

(ft) 5.02 nW. (cj 7.53 pi. 

31. (a) v = 307a Hz, n= 1, 3, ... 65. 

(ft) v = 615a Hz, a= 1, 2. . . . 32. 

33. A +0.286,0.857, 1.43, 2.00 m del punto medio. 

35. 346 m. 37. 19.8 kHz. 39. (a) 1130, 1500, 1880 Hz. 

41. 57.2 m. 45. Cuatro. 

47. Tubo abierto: 58.9 cm; tubo cerrado: 44.2 cm. 49. 45.4 N. 
51. 2.25 ms. 53. (a) Diez. (ft) Cuatro. 55. 17.4 kHz. 

57. (a) 522 Hz. (ft) 554 Hz. 59. 31° 61. 2.65 X 10 8 m/s. 
63.7.16 km. 67. 160 Hz. 69. (a) 464 Hz. (ft) 490 Hz. 

71. 8.8°C. 73.41.2 kHz. 75. (a) 2.0 kHz. (ft) 2.0 kHz. 

CAPfTULO 21 

I. (a) 7.1 X 10 '° s. (ft) 2.5 X 10 18 m. 3. 1.30 m. 

5. 0.445 ps. 7. 0.805c. 9. (a) 87.4 m. (ft) 394 ns. 

II. (a) 15.8 km/s. (ft) 6.95 X 10-'°. 13. 0.75. 

15. (a) x' = 3.78 X 10 7 m; /' = 2.26 s. 

(ft) 6.54 X 10 8 m; 3.14 s. 17. (a) 25.8 ps. _ 

(ft) El destello rojo, corrido por Doppler. 19. (a) -u\ c /1 — u 2 /c 2 . 
21 . (a) 0.347c. (ft) 0.619c. 23. Siete. 

25. (a) 0.933c, 31.0° al Este del Sur. 

(ft) 0.933c, 59.0° al Oeste del Norte. 27. 6.29 cm. 29. 1.23 ps. 
31. (a) 0.491c, en la direccion x negativa. (ft) 4.32 ps; rojo. 

33. (a) 26.3 anos. (ft) 52.3 anos. (c) 4.06 anos. 35. (a) 4.00 ps. 

33. (a) 26.3 y. (ft) 52.3 y. (c) 4.06 y. 35. (a) 4.00 ps. 

(ft) 2.50 ps. 39. (a) 0.999 165. (ft) 0.0133. 

41. (a) 0.9988; 20.6. (ft) 0.145; 1.01.(0 0.073; 1.0027. 

43. 21.2 ums/ano. 45. V 8 me. 49. (ft) K — p 2 /2m. (c) 201m e . 

51. (a) 996 eV. (ft) 1.05 MeV. 53. (a) yj^\ c - 

(ft) V2(}’ + 1 )m. 55. (ft) 202 GeV. (c) 49.1 GeV. 

57. (ft) 0.796c. 

CAPfTULO 22 

1. 291.1 K. 3.31.2. 5 . No; 310 K = 98.6°F. 7 . (a)-40. 
(ft) 575°. (c) Ninguna. 11. 1.3660. 



















A-32 Respuestas a los problemas con niimero impar 


13. 0.073 cm Hg; nitrogeno. 15. 0.038 in. 17. 6.2 mm. 

19. (a) 13.8 cm 2 , (b) 115 cm 5 . 25. 2.3 X 10 5 /C°. 

27. (b) Acero: 71 cm; laton: 41 cm. 29. 360°C. 35. 909 g. 
37. ( b ) Usar 39.3 cm de acero y 13.1 cm de laton. 

39. (a) Cero. ( b ) -0.36%. (e) -0.36%. 41. +0.68 s/h. 
43.0.17 mm. 45. 66.4°C. 47.0.27 mm. 49. (a) 2.25 ft. 
(b) 3.99 ft. 


CAPtTULO 23 

1. 0) 0.0225 m 5 . 3. (a) 113. 0) 0.900 m 5 . 5. 5.59 m 5 . 

9. 26.9 lb/in. 2 11. 104 cm 5 . 13. 200 kPa. 

15 4 34 X 10 -5 . 17. 180 m/s. 19.0.76. 21. (a) 531 m/s. 

0) 28 g/mol; N 2 . 23. 1/5. 25. (a) 3.53 meV; 4.83 ineV 
0) 3400 J; 4650 J. 27. 2.2 X 10 s . 29. (a) 3.31 X KT 20 J. 

(b) 0.207 eV. 31. (a) (A* + N b )(kT/V). ( b ) f 
33. (a) 1.0 X 10 4 K; 1.6 X 10 5 K. (b) 440 K; 7000 K. 

35. 89.0°C. 37. 45 kJ a lo largo de la trayectoria 1; -45 kJ a lo 
largo de la trayectoria 2. 

39. (a) 1.40. (b) 29.0 g/mol. 41. 1.14 kJ. 43. (a) 8.39 atm. 
0) 544 K. 0) 966 J. 45. 265 K. 47. (a) 2.95 cm. 

(b) 2.11 cm. 49. 2.48 kJ. 51. (a) 1.20. ( b ) 105°C. 

0) 628 mol. {d) 1.96 MJ; 2.96 MJ. (e) 0.813. 

53. (a) 423 kPa. 0)431 kPa. 


CAPITULO 24 

5. (a) 2.69 X 10 25 . 0)0.171 nm. 7. (a) 1.67. 

0) 49.5 X 10 -6 cm. (c) 7.87 X 10 6 cm. 9. 3.86 GHz. 

11. - 12°C. 13. (a) 420 m/s; 458 m/s; si. 15. 13.9 rev/s. 
17. 4.71. 21. (a) 3N/vl(b) 0.750v 0 . (c) 0.775v o . 

25. (a)yj^-kT. 27. 1.5 m/s. 29. 1.5 cm/s. 

31. ( a ) 35 cm/s. 0) 4.4 X 10 6 rev/s. 33. (a) 8. 0) 4. 


CAPITULO 25 

1.44.5 m 5 . 3. 107 g. 5. (a) 0.12 C°. 7. (a) 75.4 kJ. 

0) 4.46 kJ. (c) 757°C. 9. 42.7 kJ. 11. 2.4 dias. 

13. (a) 117 s. (ft) 718 s. 15. (a) 6.75 X 10' 20 J. 0) 10.7. 

17. (a) 5.26'C; no queda hielo. ( b ) 0°C; quedan 62.0 g de htelo. 
19. 4 81 g. 21. 17 mJ. 23. 1.2 kJ. 25. 11.3 kJ. 

27. (a) 7880 J. ( b ) 5630 J. 0) 3380 J. 29. Diatomico. 

31. nRTWVJVJ. 33. (a)+214 J. 0)-293 J 

0) —79.0 J. 35. (a) 1090°C. 0) 460°C. 37. (a) - \.5nRT { . 

0) 4.5nRT x . 0) 6 nRT x . ( d) 2 R. 39. (a) -6.0 J. 0) -43 J. 

0) 40 J. (d) 18 J; 18 J. 41. (a) 15.9 J. 0) 34.4 J/mol-K. 

0) 26.1 J/mol-K. 

43. (a) Q , A W\ AB: 3740, 3740, 0 J; 

BC\ 0, - 1810, -1810 J; CA: -3220, - 1930, + 1290 J; 
ciclo: 520, 0, - 520 J. 0) V B = 0.0246 m 5 ; p B = 2.00 atm; 

V c = 0.0373 m 5 ; p c = 1.00 atm. 45. 12.0kW. 47. 720°C. 

49. (a) 546 C # /m. ( b ) 394 kW. 0) 63.9°C. 

51. Arreglo b. 53. 1.84 W/m • K. 55. (a) 24 kW. 

0) 25 W. 57. (a) 1.8 W. 0) 0.025 C°. 59. 1.15 m. 

CAPfTULO 26 

1. (a) 30.9%. 0) 16.2 kJ. 3. 25.4%. 5. (a) 7200 J. ( b) 960 J. 
0) 13%. 7. = 33.3%; e B = 55.6%. 9. (a) 217 kJ. 

0) 32.5 kJ. 11. (a) 2090 J. 0) 1510 J. 0) 1510 J. 

15. 21 J. 17. (a) 113 J. (b) 305 J. 19. 0) 6.8. 

23. [1 - 7' 2 /T’ 1 ]/tl - TJTil 25. (a) 1.62 atm. 0) 43.7%. 

27. (a) 2.27 kJ. 0) 14.8 kJ. 0) 15.3%. (d) 75.0%. 

29. 18.7 kJ. 31. 0) 200 J. 0)-75 J. 33. 0.044 J/K. 

37. 3.0 mol. 39. (a) + 1.06 J/K. 0) No. 

41. (a) Trayectoria I: Q 1 = p o 0> l n 2; Qv = (9/20 o U>- 
Trayectoria II: Q r - -p Q V 0 In 2; Q f . = (15/2 )p 0 V 0 . 

0) Trayectoria I: W T = -p 0 V 0 In 2; W v = 0. 

Trayectoria II: W T = p 0 V a In 2; W p = 3 p 0 V 0 . 

( c ) ( 9 / 2000 , para cada proceso. {d) 4 R In 2 para cada proceso. 

43. (a) -926 J/K. 0) 926 J/K. 45. +0.95 J/K. 
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Dulong-Petit, valor, 612 
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Calon'metro de flujo, 629 
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Campo, concepto de, 396-397 
Campo, particulas de, A-8 
Campos de flujo, 450-453 
Cantidades extensivas, 583 
Caos, teoria del, 136, 455-456 
Carga, fuerza de, 101, 119-120 
Carnot, ciclo de, 641-644, 646-647 
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Cavendish, Henry, 387 
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Centripeta, aceleracion, 68-70 
en el movimiento circular, 68-70 
Centripetas, fuerzas, 10, 123 
Centro de masa, 211-214 
aceleracion, 207 
centro de gravedad, 333 
ecuacion, 218 

marco de referencia, 244-248 
objetos solidos, 209-212 
sistema Tierra-Luna, 207 
trabajo, 218 
velocidad, 245-246 
Centro de flotacion, 429 
Centro de oscilacion, 364 
Cero absoluto, 645-646 
Cesio, reloj de, 4-5 
Charles, ley de, 567 
Cicloide, 290 
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Cinematica, particulas, 17 


Clarke, orbita geosincrona de, 399-400 
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640-641,650-651 
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de friccion, variables, 120 
de friccion cinetica, 119 
estatica, 119 
de rendirniento, 639 
refrigerador de Carnot, 642 
de viscosidad, 453 
Cohete: 

ecuacion, 222-224 
lanzamiento, 449-450 
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317 

Colisiones, 233-250 

bidimensionales, 241-244 
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conservacion del l'mpetu, 236-237 
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definicion, 233-234 
elasticas, 238-240 

bidimensionales, 241-243 

centro de masa, marco de referencia, 249 
bianco masivo, 240 
conservacion del l'mpetu, 239 
masas iguales, 239 
proyectil masivo, 240 
unidimensional, 237-241 

centro de masa, marco de referencia, 244-245 
gas ideal, 568-569 
impulso e l’mpetu, 234-236 
inelasticas, 240-241 

bidimensional, 241-244 
completamente inelasticas, 238, 240 
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unidimensional, 240-241 

centro de masa, marco de referencia, 245-246 
molecular, recorrido libre medio, 591-593 
parametro del impacto, 242 
procesos de desintegracion espontaneos, 248-250 
unidimensionales, 237-241 
Compresion, 342-343 

Computadora, progranras para la, A-16-A-19 
Conduccion de calor, 622-624, 652 
Cotiductividad termica, 496, 622-624 
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de la energia mecanica, 174, 176-177 
de la masa, 188, 443 
de la paridad, 53 
del l'mpetu angular, 313-319 
del l'mpetu lineal, 214-217 
del l'mpetu, 236-237 
leyes de, 157 
Constante de torsion, 361 
Constantes del movimiento, 401 
Constantes fundamentals, A-3 
Contacto, fuerzas de, 101 


Conveccion, calor, 624 

Convencion de signos, 184 

Conversion, factores de, A-10-A-13 

Coordenadas espacio-tiempo, 529 

Coordenadas, sistemas de, 45-46 

Copernico, Nicolas, 384 

Coriolis, fuerza, 134-135 

Corriente, lineas de flujo, 442-445, 449 

Coulomb, Charles Augustin, leyes de friccion, 119 

Cuadratica, formula, ,A-14 

Cuanto, 190 

distribuciones estadisticas del, 600-603 
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615-616 

Cuarzo, reloj de, 4 
Cuerda, instrumentos de, 503-505 
Cuerpo libre, diagratna del, 92-93 
Cuerpo rigido: 

centro de gravedad, 332-334 
dinamica rotatoria, 286-290 
elasticidad, 341-344 
energia cinetica rotatoria, 278-279 
movimiento de traslacion, 262 
rotacion pura, 261-262 
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Cuerpos asimetricos, l'mpetu angular, 313 
Cuerpos simetricos, impetu angular, 313 
Curva peraltada, 125-126 
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da Vinci, Leonardo, leyes de friccion, 119 
Darcy, ley de, 15 
Datos astronomicos, A-4 
Debye, temperatura, 611 
Desceleracion, 24 
Decibeles, 500 
Deformacion, 342 
medidor de la, 343 
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estatica de los fluidos, 421-422 
factores de conversion, A-l 1 
gas, 425 

relativa, 425-426 
Densidad de masa lineal, 472 
Deposito termico, 565 
Derivadas, A-15 
Desarrollo esponencial, A-15 
Desintegraciones beta, 53 

Desintegracion espontanea, procesos de, 248-250 
Desintegracion radiactiva, procesos de, 248-250 
Desplazamiento, 41 

movimiento en dos y tres dimensiones, 59-61 
Detergentes, 432 
Diagrama pV, 572-573 
Dilatacion del tiempo, 520, 523, 531 
Dilatacion termica, 554-558 
bases microscopicas, 558 
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Dinamica rotatoria, 277-296 
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energia, gas ideal, 615 
energia cinetica, 278-281 
teorema de ejes paralelos, 280 
cuerpo rigido, 286-290 
rodamiento sin deslizamiento, 292-293 
inercia rotacional, 278-281 
resumen de ecuaciones, 322 
torca sobre una partl'cula, 283-286 
teorema de trabajo y energia, 228 
Disociacion, energia de, 180-181 
Dispersion, ondas de, 470-471 
Distribucion estadistica, 587-589 
cuantica, 600-603 
Doppler, efecto, 508-511 
a alta velocidad, 510-511 
efecto transversal, 533 

fuente en movimiento, observador en reposo, 509-510 
fuente en reposo, observador en movimiento, 508-509 
transformacion de Lorentz, 531 
consecuencias, 531-535 
inversa, 528 

relatividad de longitud, 533-534 
relatividad de tiempo, 531-533 
velocidad, 529-530 
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Ecuacion de estado, 547 
gas, 567 

van der Waals, 579-581 
Ecuacion de continuidad, 444-445 
aplicaciones, 447 

Ecuacion del movimiento, 126-128 
oscilador armonico simple, 356-357 
Ecuacion de onda, 474-475 
Efecto de honda, 234 
Einstein, Albert: 
paradoja de, 521 

teoria del movimiento browniano, 599 
teoria especial de la relatividad, 135 
transformacion de velocidades, 74 
Elasticidad: 
cortante, 343 
compresion, 342-343 
cuerpos rigidos, 341-344 
propiedades de los materiales, 343 
tension, 342-343 
Electromagnetica, fuerza, 117 
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Electron volt, 151 

Elenientos: propiedades de los, A-5-A-6 
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Energia: 
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de amarre o sujecion, 200, 396 
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sistema de particulas, 185-186 
movimiento armonico simple, 359-361 
relativista, 537-540 
sistema de particulas, 217-220 
transferencia en la maquina de calor, 637-638 
Energia, conservacion dela, 171-190 
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fuerza de friccion, 172 
fuerza de resorte, 171-172, 185 
gravedad, 172 
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ley generalizada, 185 
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solucion analitica, 181 
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Energia cinetica, 157-159 
colisiones, 238-239 
definicion, 157 
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formula general, 162 
alta velocidad, 162-163 
neutrones, 158-159 
expresion relativista, 537-538 
rodada sin deslizamiento, 292-293 
rotatoria, 278-281 

en el movimiento armonico simple, 359-361 
Energia potencial, 174-176 
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cambio en, 175 
funcion de la: 

fuerzas conservativas, 339-340 
oscilaciones, 353-355 
gravitacion, 393-396 
gravedad, 177-179 
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Yukawa, 198 
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segunda ley de la termodinamica, 650-651 

Epiciclos, 383-384 


Equilibrio: 
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condiciones de, 331-332 

centro de gravedad, 332-334 

ejemplos, 334-339 
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estable, 180 

inestable, 180 

mecanico, 331 

neutro, 180 

Equiparticion de la energia, 577 
Equivalencia, principio de, 405-406 
erg, 151 
Escalares, 42 

Escape, velocidades de, 395 
Esfuerzo cortante, 343 
Esfuerzo, 342 
definicion, 342 

Esfuerzo-deformacion, curva, 342 
Espt'n, numero cuantico del, 320 
Estabilidad direccional, 316 
Estabilidad de orientacion, 316 
Estabilidad, objetos en giro, 316 
Estrella pulsante, 273 

Estrellas, desviacion de la luz cerca del Sol, 407 
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Ft'sica clasica, problemas con la, 519-521 
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flujo caotico, 455-456 
gradiente de velocidad, 453 
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Principio de Arqutmedes, 428-429 
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principio de Pascal, 426 
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medida, 429-431 

variacion, fluido en reposo, 422-426 
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Flujo estacionario, 453 
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Fotosfera, 624 
Fourier, analisis de, 471 
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ondas, 469 
resonante, 371 
Frecuencia relativa, 587 
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Friccion cinetica, 119 
Friccion de deslizamiento, 120 
Friccion estatica, 119-120 
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fuerzas de, 118-123 
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conservacion de la energia, 172 
estatica, 119-120 
resistencia, 120 
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centrtfuga, 134 
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ecuaciones del movimiento, 126-127 
trabajo, 149-153 
constante de, 153 
Coriolis, 134-135 
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definicion, 88, 89 
de friccion: 
cinetica, 119 

conservacion de la energia, 172 
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conservacion de la energia, 171-173, 183-186 
energia potencial, 177 
de restitucion, 154 
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impulsiva, 233 
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interna, 185 
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metodo dinamico, 90 
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momento de la, 285 
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unidades de, 96-97 

unidimensional, trabajo efectuado por, 155-157 
Fuerza impulsiva, colisiones en la, 234-235 
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Funcion de estado, 617 
Fusion, calor de, 610 
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Galaxia: 

enjambres, 403-404 
materia oscura, 404 

Galileo, aceleracion en caida libre, 29-30 
Ganancia, amplificador de transistores, 560 
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diatomico, 576 
densidad, 424 
ecuacion de estado, 567 
equiparticion de la energia, 577 
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grados de libertad, 577 
ley de Avogadro, 566 
ley de Boyle, 566-567 
ley de Charles, 567 

Maxwell-Boltzmann, distribucion de la energia, 597-598 
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recorrido libre medio, 591-593 

volumen, dependencia de 
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presion, 565-567 
teinperatura, 565-567 

vease tambien Primera ley de la termodinamica; Gas 
ideal; Segunda” ley de la termodinamica 
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a volumen constante, 613 
efecto de la teoria cuantica, 615-616 
calculo de la presion, 569-571 

















1-6 indice 


indice 1-7 
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ecuacion de estado, 567 
van der Waals, 579-581 
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energia interna, 576, 598, 616-617 
energi'a potencial mutua de dos moleculas, 578-579 
energia rotacional, 615 
energia vibratoria, 615 
factor de separacion, 572 
fuerzas intermoleculares, 578-579 
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trabajo, 572-576 
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a temperatura constante, 574 
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en aislamiento termico, 574-575 
velocidad media cuadratica, 570, 594 
velocidades moleculares, 570 
distribucion, 593-597 
vease tambien Gas 
Gases diatomicos, 576 
Gay-Lussac, ley de, 567 
Geometria, formulas, A-14 
Giro, objetos en: 
estabilidad, 316 
impetii angular, 320-321 
Gotas de lluvia, 130 
Gradiente de temperatura, 624 
Grados de libertad, 577, 611 
Gran unificacion, teorias de la, 117-118, 541 
Gravedad, 383-408 

aceleracion debida a, 28-29 
centro de gravedad, cuerpo rigido, 332-334 
cerca de la superficie de la Tierra, 388-390 
conservacion de la energia, 172 
constante fundamental, 10-11 
distribucion esferica de la materia, 390-393 
energia potencial, 177-179, 393-396 
especifica, 425 
fuerza, 117 

sobre la particula interior, 391-392 
historia, 383-384 

ley del inverse de los cuadrados, 392-393 
masa, 405 

Newton, Isaac, 384, 385-386 
carga debida a la, 333 
planetas, 397-402 
potencial, 397 
radiacion, 407-408 
satelites, 397-402 
universal, 402-404 
variacion con la: 


altitud, 389 

latitud al nivel del mar, 390 
Gravitacion universal, 402-404 
Gravitatoria, constante, 10-11, 386-388 
determinacion de la, 387-388 
Gravitatorio, campo, 396-397 

equilibrio de los cuerpos rigidos en el, 339-341 
Grupo de ondas, velocidad del, 470-471 

H 

Halley, cometa, 400 
Helio, superfluidez, 602 
Hertz, 354 

Hidrogeno, modelo Bohr del atomo, 143 
Hooke, ley de, 154, 359, 361 

I 

Impacto, parametro del, 242 
Impetu: 

a altas velocidades, 212-214 
conservacion, 236-238 
de fuerza, 285 
brazo del, 285 
de la inercia, 245 
definicion, 482 
en colisiones, 234 
particulas, 212-213 
relativista, 535-537 
segunda ley de Newton, 221 
vease tambien Impetu angular, Impetu lineal 
Impetu angular, 305-321 
conservacion, 313-319 

clavadista en el trampolin, 314-315 
estabilidad de los objetos al girar, 316 
estrellas en colapso, 316-317 
patinador que gira, 314 
rueda de bicicleta girando, 315-316 
cuantizacion, 320-321 
cuerpos simetricos vs. asimetricos, 313 
definicion, 305 
intrinseco, 320 
particulas, 305-307 
regia de la mano derecha, 306 
relacion en torca 306 
sistema de particulas, 307-309 
torca, 307 
trompo, 319-320 
velocidad angular e, 309-313 
Impetu angular orbital, 320 
Impetu lineal, 235 

conservacion, 214-217 
particulas, 213-214 
sistema de particulas, 213-214 
Impetu relativista, 482-483 
Itnpulso angular, 324 
Impulso-impetu, teorema, 235 
Incertidumbre, 8-9 
Incompresible, flujo, 442 
Inelasticas, colisiones, 240-241 
Inercia rotatoria, 277-281 


Inercia, 89 

momento de, 277 
Integrates, A-15 
Intensidad: 

movimiento ondulatorio, 478-481 
ondas de sonido, 499-501 
Ingravidez del astronauta, 98-99 
Interferencia: 

constructiva, 479-480 
destructiva, 479 
en el espacio, 506 
en el tiempo, 506 
movimiento ondulatorio, 478-482 
Intermolecular, fuerzas, gas ideal, 578-579 
Intrinseco, impetu angular, 320 
Inversa, transformacion de Lorentz, 528 
Isotermas, 574 
criticas, 580-581 
gas ideal, 581 

modulo volumetric©, 496, 612 
Isotermicos, procesos, 574 

primera ley de la termodinamica, 620 
Isotropicos, solidos, dilatacion lineal, 556 
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Joule, 151, 607 
Joule, aparato de, 608 
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Kelvin, William Thomson, 551 

escala de temperatura, 551-552, 644-646 
Kelvin-Planck, forma, segunda ley de la termodinamica, 
640-641, 650. 

Kepler, Johannes, 384 
tercera ley, 399, 403 
Kilowatt-hora, 160 
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Lagrange, Joseph Louis, 441 
Laminilla bimetalica, 554, 555 
Lengiieta, instrumentos de, 505 
Leptones, A-8 
Ley: 

asociativa, adicion vectorial, 42-43 
cero de la termodinamica, 548-549 
conmutativa, suma de vectores, 42-43 
de la conservacion de la energia, 185 
de la conservacion de la masa, 443 
de la gravitacion universal, 385-386 
de la inercia, 89 

de la transformacion de velocidades, 72 
de las areas, 398-399 
de las orbitas, 398 
de los periodos, 399 
del inverso de los cuadrados, 392-393 
Limite de cedencia, 342 
Limite elastico, 342 
Limites de un sistema, 183-184 
Linea, integrales de, 156 


Lissajous, curva de, 380 
figura de, 369 
Longitud: 

contraccion, 524 
factores de conversion. A-10 
medicion, 5-7 

problemas con nuestras ideas sobre la, 520 
relatividad, 524-525 

transformacion de Lorentz, 533-534 
Longitud propia, 524 
Lorentz, factor de, 527-528 
transformacion de, 526-529 
consecuencias, 531-535 
inversa, 528 

relatividad de la longitud, 533-534 
relatividad del tiempo, 531-533 
velocidad, 529-530 
Lubricacion, 120 
Luna: 

datos astronomicos, A-4 
presion atmosferica, 595 
Luz: 

problemas con nuestras ideas sobre la, 520-521 
velocidad de la, 6 

principio de constancia, 521 
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Mach, Ernst, 599 
Mach, cono de, 511 
Mach, numero, 511 

Magnetica, resonancia, imagen de la, 321 
Magnetico, campo, factores de conversion, A-13 
Magnetico, flujo, factores de conversion, A-13 
Mano derecha, regia de la: 
impetu angular, 306 
impetu rotatorio, 267 
productos vectoriales, 49 
Manometro, tubo abierto, 430 
Maquina de calor, 637-639 Ciclo de Carnot, 641-644 
coeficiente de rendimiento, 639 
eficiencia, 638 

Marcos de referencia, 160-162 
Mareas, fuerza de las, 412 
Mareas vivas, 409 
Masa, 90-92 

conservacion de la, 188, 443 
de la Tierra, 388 

energia y, 187-189R factores de conversion, A-l 1 
flujo de, 443 

ley de la conservacion de la, 443 

norma del SI, 7-8 

reducida, 372 

relacion a peso, 97-98 

reposo, 538 

total, 204 

Matematicas, formulas, A-14-A-15 
Materia oscura en la galaxia, 404 
Materia oscura, 135 

Maxwell-Boltzmann, distribucion de la energia, 597-598, 
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Mecanica: 

aplicacion de las leyes de Newton, 100-106 
clasica, 87-88 
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estadi'stica, 547, 587-603 

movimiento browniano, 599-600 

energi'a interna, gas ideal, 598 

distribucion Maxwell-Boltzmann de energi'a, 597-598 
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distribucion estadi'stica 587-589 
fuerza, 90 
masa, 90-92 

primera ley de Newton, 88-90 
segunda ley de Newton, 92-94 
tercera ley de Newton, 94-96 
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Analisis dimensional 10-11 
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Mercurio, barometro de, 480 
Mercurio, precesion del perihelio, 406-407 
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Michelson-Morley, experimento de, 520 
Movimiento armonico, 356-359 
amortiguado, 368-370 
combinaciones, 367-368 
Modelaje, 433, 568-569 
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